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Casimirin ilmio on voima, joka johtuu kenttien kvantittumisesta. Se seuraa tyhjittilan ja
sihkomagneettisesti aktiivisen viliaineen vuorovaikutuksesta toistensa kanssa. Sen suu-
ruus on merkittavé vain mikroskooppisilla etéisyyksilld ja esim. johtavien levyjen vililla
se on attraktiivinen. Metamateriaalit taas ovat aineita, joiden pieni yksikkdkoko mah-
dollistaa niiden vasteen mallintamisen keskiarvoina. Metamateriaalien kdyttdytyminen
voi poiketa merkittavisti tavallista véliaineista. Téssd tyosséd tarkastellaan Casimirin
ilmitta tasomaisille levyille seké erilaisten metamateriaalien vaikutusta voiman merk-
kiin ja suuruuteen. T&lld on merkitystd esim. mikroskooppisten koneiden kitkan pie-

nentamiselle.

Yksi tarkeimpid kysymyksid Casimirin ilmiossd ovat sen selitysmallit. Yhtaalta tut-
kielmassa syvennytddn eri selitysmalleihin alan kirjallisuuteen perustuen. Toisaalta
kéasitelladn metamateriaalien teoriaa yleisesti ja esitetdédn esimerkki ns. vasenkétisesté
metamateriaalista. Lopuksi lasketaan, miten sopivat metamateriaalit muuttavat voi-

maa levyjen tapauksessa.

Tutkielmassa kootaan kaksi teoriaa Casimirin ilmitstd yhteen ja huomataan, kuinka
niilld on sama alkuperd. Sekd Langevin-kvantittuminen ettd systeemin vaikutusinte-
graaliin pohjautuva kvantittuminen antavat saman tuloksen kuin vanhempi nk. Lifs-
hitzin malli. Mallintamalla ja etsimélld sopiva metamateriaali lasketaan numeerisesti
Lifshitzin kaavaan perustuen, vaihtuuko voiman merkki ja miké on sen suuruusluokka
eri etaisyyksilla. Loydetédan kaksi tapausta, joissa voima saadaan repulsiiviseksi levyjen

valilla.

Asiasanat: Casimirin ilmi6, metamateriaalit, kvantittuminen
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Johdanto

Kvanttimekaaninen selitys sdéhkomagneettiselle Casimirin voimalle tyhjiosséd on kentté-
operaattorin varianssin odotusarvo, joka on nollasta eroava myos silloin, kun itse kentta-
operaattorin keskiarvo on nolla. Sen etumerkki ja suuruus riippuvat kentésta, véliaineesta
ja muodosta. Esimerkiksi sihkomagneettisen kentén (SM-kentén) tapauksessa, kahden
taydellisen kohtisuoran peilin vélisesséd tyhjiossd, Casimirin ilmié on peileji kokoon
tyontava. Erilaisten viliaineiden ja muotojen avulla voidaan Casimirin voima kuiten-
kin saada positiiviseksi, esim. SM-séteilya erikoisesti taittavien metamateriaalien avul-
la. Téssd rajoitutaan kerrosmaisiin ja isotrooppisiin lineaarisiin véliaineisiin, joissa ei
esiinny avaruudellista dispersiota. Casimirin voima voidaan laskea kvanttielektrody-
namiikan, Lifshitzin teorian tai sirontateorian avulla; esityksessid rajoitutaan kahteen
ensimmaéiseen. Kvanttimekaniikan mukaan tyhjion energia on déretén myos absoluutti-
sessa nollapisteessi. Tété energiaa ei kuitenkaan koskaan havaita vaan voimme mitata
vain sen eroja. Tyhjion energiatiheyttd voidaan pienentééd esim. kdyttdmaélla heijasta-
via peilejé, jolloin sallittujen moodien médrd vihenee. Yksinkertaisimmassa mallissa
Casimirin voima aiheutuu téllaisten energiatiheyserojen synnyttidmésta potentiaalista.
Puhdas SM-kentté kyetédan selittdmaén tyhjentavasti kvanttielektrodynamiikan avul-
la, mutta todellisissa systeemeisséd pitdd mallintaa SM-kentén liséksi véliainetta seka
viliaineen ja kentén valistd vuorovaikutusta. Téhén tarkoitukseen on kehitetty fenome-
nologinen makroskooppinen kvanttielektrodynamiikka, jossa puhtaan SM-kentédn ope-
raattoreihin lisdtddn stokastisia Langevinvirtoja kuvaavat héiriotermit, jotta kentta-
operaattoreiden kommutointiehdot ja statistisen fysiikan antamat tulokset niiden odo-
tusarvoille olisivat voimassa. Casimirin voima lasketaan Lorentzin voimana suoraan
kvanttielektrodynamiikan operaattorimuotoisesta energiaimpulssitensorista. Casimirin
voima on kyetty selittdmééan myos mikroskooppisella mallilla, jossa tutkitaan viliaineen
ja SM-kentén yhdistettyd systeemid. Voidaan osoittaa, ettd molemmat mallit antavat
samat tulokset ja ettéd Lifshitzin teoria seuraa néista lahestymistavoista. Yhdistetty sys-
teemi muodostaa polaritonin, eli pseudobosonin, joka kayttaytyy SM-kenttaéd kuvaavan

fotonin tavoin.



Metamateriaalit ovat keinotekoisia, sahkomagneettisesti aktiivisia materiaaleja, jois-
sa SM-kenttd kédyttdytyy hyvin eri tavalla kuin luonnollisissa materiaaleissa. Yleensé
ndmé materiaalit ovat jaksollisia ja niiden yksikkokopin koko on paljon pienempi kuin
tarkasteltavan SM-séteilyn aallonpituus. Niinpé sopivilla taajuusalueilla voidaan seké
permittiivisyytté ettd permeabiliteettia approksimoida tehollisilla, makroskooppisilla,
"keskiarvoistetuilla” tensoreilla e.¢r ja e [1]. Materiaaleja voidaan mallintaa kaksi-
porttisina virtapiireiné eli sijaiskytkentoiné, joissa piirin komponenttien ja materiaalin
fysikaalisten ominaisuuksien vélille voidaan johtaa erilaisia yhtéloitd. Jos materiaalin
permittiivisyys ja permeabiliteetti ovat molemmat negatiivisia, on myos taitekerroin
negatiivinen. Talloin puhutaan vasenkétisistd metamateriaaleista.

Sopivilla metamateriaaleilla Casimirin voima vaihtuu negatiivisesta positiiviseksi
yhdensuuntaisten levyjen tapauksessa. Télloin Fresnelin heijastuskerrointen tulo Gree-
nin funktiossa vaihtaa merkkid, mika johtaa positiiviseen Casimirin voimaan. Voidaan
valita ensimmaéinen levy hyvin johtavaksi metalliksi ja toinen magneettisesti aktiivi-
seksi metamateriaaliksi, jolloin voima vaihtaa etumerkkid. Toinen tapa on tayttaé hy-
vin heijastavien levyjen vili metamateriaalilla, joka on vasenkétinen tarpeeksi laajalla
taajuusalueella. Yleensé voima vaihtaa etumerkkia vain tietyilla etdisyyksilld, ja ndma
etédisyydet asettavat vaatimuksia metamateriaalien yksikkokopin koolle laskelmissa.

Tutkielman kappaleet liittyvit oleellisesti toisiinsa, vaikka niiden otsikkojen perus-
teella ei siltd aina vaikuttaisikaan. Ensimméisessd kappaleessa kidydéadan lédpi klassinen
elektrodynamiikka ja etenkin sen Greenin funktion avulla saatavat ratkaisut. Samat
Greenin funktiot toimivat myos kvanttielektrodynamiikan yhtélojen ratkaisuina (kap-
pale 5). Vektoripotentiaalia tarvitaan tietysti kappaleessa 5.1. Lisdksi késitelldén ylei-
sempi energiaimpulssitensori, jonka kvanttimekaanisen muodon avulla voidaan laskea
tilavuuteen V vaikuttava sihkomagneettinen voima kappaleissa 5 ja 6. Kentén klassinen
Lagrangen ja Hamiltonin esitys toimii taas kappaleen 5.3 ldhtokohtana. Myohempé&én
analyysiin (Lifshitzin ja Raabe-Welschin kaavat kappaleissa 5-7) tarvitaan seké kaikki
varaukset huomioiva ettéd vain vapaisiin varauksiin perustuvat energiaimpulssitensorit.

Kappaleessa 2 selvitetddn Casimirin voiman havaitsemisen rajoitteita, esim. milla

etéisyyksilld mittaukset ovat edes mahdollisia nykyteknologian avulla. Ndmé rajoitteet



otetaan huomioon tarkasteltaessa potentiaalisia positiivisen Casimirin voiman aikaan-
saavia véliaineita kappaleessa 7.

Kappaleen 3 ja 4 tarkoitus on kidyda ldpi niin metamateriaalien kuin luonnollistenkin
viliaineiden SM-vaste seké itse SM-kentédn kéytos viliaineissa. SM-vasteet tulee tun-
tea koko niiden analyyttisessd muodossa, jotta niitd voidaan myohemmin hyodyntéaa
kvanttielektrodynamiikan odotusarvojen integroinneissa Cauchyn integraalilauseen mu-
kaisesti (kappale 5). Vasteista lasketut Fresnelin heijastuskertoimet esiintyvét Greenin
funktioissa ja madrittiavit Casimirin voiman merkin kappaleessa 7. Vasteet esiintyvét
myo6s yhdistettya systeemia kuvaavien lasku- ja nosto-operaattoreiden kommutointieh-
doissa kappaleessa 5, joko suoraan permittiivisyytend ja permeabiliteettina tai yleisem-
min johtavuustensorina (kappale 3.4).

Kappaleen 5 tulokset otetaan kayttoon laskettaessa Casimirin voimaa kappaleessa
6. Operaattoreiden odotusarvojen laskeminen seké termisessi etté tyhjictilan tapauk-
sessa tarvitaan selittdméan voiman suora integraalimuoto ja summamuoto Matsubaran
taajuuksineen (kappale 6).

Laskettaessa Casimirin voimaa kappaleessa 6 hyodynnetadn sekd Minkowskin ettéa
vapaan SM-kentén tensoria. Molempia tarvitaan analysoitaessa mahdollista positiivista
Casimirin voimaa seuraavassa kappaleessa 7. Yksinkertaisimman tapauksen ideaalinen

tulos (kappale 6.1) toimii rajana hyvéksyttaville tuloksille.



1 Klassinen elektrodynamiikka

Klassinen elektrodynamiikka pohjautuu Maxwellin osittaisdifferentiaaliyhtél6ihin
(ODY:hin), joiden ratkaisuina saadaan vektorimuotoinen sihké- ja magneettikentté.
SM-kenttd voidaan ratkaista etsimélla differentiaalioperaattorin kéénteisoperaattorin
ydin, eli nk. Greenin funktio. Ratkaisu saadaan integraalina kentén lahteiden ja ytimen
tulon ollessa integrandi. Koordinaattien Fourier-muunnoksen avulla pdddytiddn vield
yksinkertaisempiin matriisiyhtél6ihin.

Maxwellin yhtélot ovat invariantit suhteellisuusteorian Lorentzin muunnosten suh-
teen ja lisiksi SM-kenttd voidaan antaa tyhjentdvésti nk. nelipotentiaalin avulla. Voi-
daan edelleen osoittaa, kuinka kentéan liikeyhtalot saadaan lausuttua melko yksinkertai-
sen Lagrangen tiheyden avulla, jossa esiintyy vain nelipotentiaalin alkioita. Siirtymélla
Hamiltonin esitykseen ja etsimélla uusien muuttujien liikeyhtélot ratkaistaan energiaim-
pulssitensori. Se antaa kentén energiatiheyden, liikemééra- ja energiavuon seké kaikki

voimat jannitystensorin avulla.

1.1 Maxwellin yhtilot

Maxwellin yhtalot SI-yksikoissd klassiselle SM-kentélle viliaineessa saadaan neljéani

yhtalona [2]:
VxE=-0B (1.1)
VxH=J;+0D (1.2)
V-B=0 (1.3)
V-D =py (1.4)

E on sahkokenttéd, D sahkovuon tiheys, H magneettikentté, B magneettivuon tiheys ja
J; vapaa virtatiheys. Jokainen néistd kentistd on funktiomuotoa F' : R* xR — C?, eli ne
riippuvat seki ajasta ettd paikasta. Vapaa varaustiheys taas on funktio p; : R*xXR — R.
Vapaa virta- ja varaustiheys eivét siis ota huomioon aineen sdhkéiseen ja magneettiseen

vasteeseen liittyvid varauksia ja virtoja, vaan ne on siséllytetty séhkoévuon tiheyteen D



ja magneettikenttdin H. Ratkaistaksemme osittaisdifferentiaaliyhtélot meidén on tun-
nettava H:n ja D:n riippuvuudet E:sté ja B:std sekd varaus- ja virtatiheys. Mikéli va-
paata varaustiheyttd ja vapaata virtatiheytté ei tunneta, voidaan yht&lot silti ratkaista,
kunhan tunnetaan muita riippuvuussuhteita suureiden vililla, ja osittaisdifferentiaalio-
peraattorit ovat Lipschitz-rajoitettuja (eli niilli on kiintopiste ts. ratkaisu). Yleensé
yvhteys E:n ja D:n sekd H:n ja B:n vililld saadaan yksinkertaisina lineaariyhtéloina
matriisien (tai yleisemmaéssé tapauksessa ”integraaliydintyyppisten” lineaarioperaatto-
reiden) ¢ ja p avulla:

D=c¢-F B=u-H (1.5)

Néitd matriisifunktioita kutsutaan véliaineen permittiivisyydeksi ja permeabiliteetiksi.
Néamé yhtédlot voidaan edelleen muuntaa taajuusmuotoon Fourier-muunnoksella ajan
suhteen. Tésta kiytetddn myods nimitystéd aikaharmoninen muoto, tosin télléin oletetaan
jo valmiiksi kenttien separoituvuus avaruudelliseen ja ajasta riippuvaan osaan (A(r,t) =
A(r)e™?). Fourier-muunnoksessa vektori- /tensorikentit seké ajan derivaatat muuntuvat

seuraavanlaisesti:

F:t—w  F(A(rt)(w) = /_00 e A(r t)dt = A(r,w) O = —iw =

o0

V x B =iwp- H (1.6)
Vx H=J—iwe-E (1.7)
V. (u-H)=0 (1.8)
V(e E)=py (1.9)

Suureiden e:n ja g:n muuntuminen selittyy niiden konvoluutiomuodolla (ks. kappale
3). Kenttien aikariippuvuus on nyt korvautunut taajuusriippuvuudella. Sekd permittiivi-
syys- ettéi permeabiliteettitensorit ovat kidntyvii, joten voidaan kirjoittaa u=!-Vx E =
iwH . Ottamalla tésté edelleen roottori paddytidn yhtiloon: Vxu VX E = iwVx H =
wJ; +w’e- E &



VX (' -V xE)—c?0 e, E) =ipwl; =U (1.10)

Yht#léssd on huomioitu, ettd pogg = 1/c? ja u = pop, sekid € = gpg,. Samoin saadaan
yhtéls: eV Vx H=¢1-J—iwE =Vxe ! . VxH=Vx('J)—iwVXxFE&
V(g VxH)—c?u -H) =Vx(Et J)=V (1.11)

Tavanomaisten Maxwellin yhtéloiden lisdksi tdytyy huomioida, ettd sdhkovirta ai-
heutuu varausten liikkeestd. Koska varaus ei havid, kompaktista tilavuudesta V' virtaa-
van varausmadrian derivaatta ajan suhteen antaa séhkovirran. Sahkovirta taas saadaan
virtatiheyden pintaintegraalina kappaleen V' suljetulla pinnalla 0V, joten varauksen

sdilymislaista seuraa:

—5’t/vd37’p(r, t) = /av dSJg(r,t) -n(r) = /Vd?’rv - Jp(r,t)

Kun annetaan V:n ldhestyd nollaa saadaan yhtélon differentiaalimuoto eli —0,py =

V - J, ja tésté edelleen Fourier-muunnoksella
z’w,of:V-Jf (1.12)

Puhtaan sdhkomagneettisen kentdn Maxwellin yhtélot ovat taas muotoa:

V-E=¢'p (1.13)
VxFE=1wB (1.14)
V-B=0 (1.15)
VxB= J//LO — iwuo€0E (116)

Néamé yhtalot ovat voimassa aina, silld ne eivat huomioi véliainetta lainkaan - siksipa

niitd kutsutaan usein mikroskooppisiksi Maxwellin yhtéloiksi. Varaustiheys ja virtati-
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heys kuvaavat nyt kaikkia varauksia; ts. polarisoitumavirtatiheys ja magnetoitumavirta
sisdltyvét termeihin p = py + p; ja J = Jy + J; véliaineen siséisind virtoina ja varauk-
sina J; ja p;. Yhtéloistd saadaan samaan tapaan kuin makroskooppisista Maxwellin
yhtéloistd (1.1) - (1.4) uudet osittaisdifferentiaaliyhtdlot pelkille sihkokentélle ja mag-

neettivuon tiheydelle.
VXVxE~-c?WE=ipw] =U (1.17)

VXxVxXxB-cWB=uyVxJ=V (1.18)

Kaava on kéaytannollinen tyhjiokentén tapauksessa, mutta véliaineen tapauksessa ma-
teriaalin SM-vaste pitda huomioida jotenkin termissé .J, lineaarisessa tapauksessa tdhan

voidaan kayttdéd esim. johtavuustensoria Q(r, 7', w) (ks. kappale 3.4).

1.2 SM-kentan ratkaisut Greenin funktioiden avulla

U:ta ja V:td yhtéloissa (1.10) ja (1.11) kutsutaan lahdekentiksi. ODY:t voidaan ratkais-
ta ns. Greenin funktioiden (ks. liite A) avulla, eli etsimélld funktiot GE ja GH, jotka

ovat ratkaisun ”ytimid”, kun integroidaan yli lihdekenttien [3].

E(r,w) = /VdgsGE(r,s,w) -U(s,w) (1.19)

H(r,w) = /VdSSGH(r, s,w) - V(s,w) (1.20)

Téastd huomataan, ettd Greenin funktiot kolmivektorikentille ovat 3x3- matriiseja. Si-
joittamalla ndmé& yhtaloihin (1.10) ja (1.11) sekd huomioimalla, ettd esim. U arvolla
(r,w) saadaan U:n ja Diracin deltafunktion tulon integraalina yli koko tilavuuden V/,

paadytaan seuraavaan ODY:iin Greenin funktioille:

/ ds(V x (i ' -V x GE) — ¢ 2w, -GE)-U = / d*sU(s,w)0*(r —s)  (1.21)
v v

11



/d3 (Vx (' VxGH)—c %, -GH) - V:/d3sV(s,w)53(r—s) (1.22)

Yhtaloissd GEm ja GH:n muuttujat ovat kuten aiemmissa yhtéloissd (1.19) ja (1.20).
Liséksi Diracin deltafunktiossa on mukana identiteettimatriisi I = diag(1,1,1). Matrii-
sin roottori saadaan soveltamalla ketjusdantoa vektoriin, joka on muotoa matriisi kertaa

vektori. Tulokseksi saadaan kaava:

0 =03 0O My My M3
VXM= 05 0 =0 | | My My Mgz |=R(r)-M (1.23)
-0y O 0 Mg, Msy Mss

Tehdaan vield Fourier-muunnos ”aaltolukuavaruuteen”:
F(GE(r,w))(k,w) = / P GE(r,w) = gE(k,w)
R3

Nyt koordinaatit ja derivaatat muuntuvat seuraavasti:

r—>kja3l—>ik;l

0 —03 0O 0 — 1k3 1k
VX = 83 0 —81 — Zl{fg 0 — 1k =1K
—0y O 0 —iky ik 0

Aaltolukuavaruudessa alkuperiiset kenttien osittaisdifferentiaaliyhtélot redusoituvat al-

gebrallisiksi yhtéloiksi, jotka voidaan ratkaista yksikertaisella matriisilaskennalla.

~K-pu ' K-gE (83(r—s))(k) =1 = gB(k,w) = —(K-p ' K+c we,- 1)
(1.24)
—K-e;1~K-gH+“C§L Ll = F(8(r—s))(k) = T = gH(k,w) = — (K¢ K +¢ 2wPp, 1)
(1.25)

Permittiivisyyden ja permeabiliteetin muuntuminen selittyy taas niiden konvolutiivisel-

la muodolla (ks. kappale 3 avaruudellinen dispersio). Lopulta saadaan sihkémagneettisten
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kenttien ratkaisut:
A(r,t) = /VdSSFRI(F]R?,1 (gA(k,w))(r —s) - L(s,w))(t) (1.26)

A on haluttu kentté, gA sen Greenin funktio aaltolukuavaruudessa ja L sen lihdekentta.
Téasmaélleen samalla menetelmélld saataisiin ratkaistua vapaan SM-kentéan Maxwel-

lin yhtélot. Nyt ratkaistavat Greenin osittaisdifferentiaaliyhtdlét ovat muotoa:

/ d*s(V x V x GE — ¢ 2W*GE) - Up = / d*sUg(s,w)8 (r — s) (1.27)

v v

/ d*s(V x V x GB — ¢ 2w*GB) - Vg = / d*sVp(s,w)d(r — s) (1.28)
1% v

Léhdekentdat Ug ja Vp saadaan nyt yhtéloista (1.17) ja (1.18), yhtdlot muunnetaan

samalla menetelmélld k-avaruuteen ja ratkaistaan matriisilaskennan avulla.

1.3 Vektoripotentiaali

Séhkomagneettinen kenttd voidaan ratkaista nk. nelipotentiaalin (¢, A) avulla, jossa ¢
on skalaaripotentiaali ja A vektoripotentiaali. £ ja H saadaan yhtéloista £ = 0,A—V¢

ja H =rV x A, eli taajuusmuodossa saadaan:
E=iwA—-V¢, H=rVxA (1.29)

Sijoittamalla ndmé Maxwellin yhtéloihin (1.1) - (1.4) saadaan yhtélo V x £,V x A —
w?/?e, A = pody + iw/c?e, V. Nelipotentiaali ei ole yksikésitteinen, silld lisadmélla
minkéd tahansa jatkuvasti derivoituvan skalaarifunktion ¢(w,r) gradientti vektoripo-
tentiaaliin A saadaan tdsmélleen samat liikeyhtdlot. Télloin skalaari- ja vektoripoten-
tiaalien vélille voidaan valita jokin riippuvuussuhde, tata valintaa kutsutaan mittaeh-
doksi. Mittaehdoksi kannattaa valita jokin yhtaloitd yksinkertaistava ehto. Tavallisia
elektrodynamiikan mittaehtoja ovat esim. Coulombin mitta V - A = 0 tai Lorentzin

mitta V - A — ¢20%2¢ = 0. Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi viliaineen olevan ho-
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mogeeninen ja isotrooppinen, eli ettd ¢, = ¢, (w) € C ja k, = k,(w) € C. Valitaan nyt

mittaehto iwe,p,/c?¢ = V - A. Sijoittamalla timéi edelliseen yht#loon saadaan kaava:
VXV xA-w/PueA=iv/ceu,Vé+ ul; (1.30)
Koska VXV x A= —-V?A+V(V-A)=-V2A+ V(iw/c*u,e,.¢), saadaan tulos:
VA +w? /e, A = —pd; (1.31)

Jos DY:n vektorikomponentit ratkaistaisiin Greenin funktion avulla, pitdisi niiden to-
teuttaa DY:
Vig(r, v w) + k*g(r, 7', w) = 6(r — ') (1.32)

Tidssd on voimassa k? = w?eu. Kun huomioidaan, ettii sihkévuon tiheys aiheutuu
vapaasta varaustiheydestd, saadaan lisiksi yhtdlo: py = V- (eE) = ciwV x A — V3¢,
Koska lahdekentta ja ratkaistava kenttéd ¢ ovat skalaarikenttié, saadaan samalla tavoin

skalaarinen Greenin funktion DY:
(V2 + E)g(r, 7', w) = 6(r —71') (1.33)

Téastd huomataan heti, ettd funktion tulee olla sama kuin vektoripotentiaalin tapauk-

sessa; ts. skalaarinen Greenin funktio antaa seké ¢:n ettd A:n ratkaisun:

A(r,w):/‘/dS'r”g(r,r’,w)qu(r’,w), ¢(7’,w):/Vd3r’g(r,7”,w)pf(7”,w)/€

Skalaariseksi Greenin funktioksi saadaan:

+ik|r—r| +ikg|r—r|
e e g o
eFhrlr=r’l (1.34)

/ p— pr—
gx(r 1, w) = drlr —r'|  Axm|r — 1]

k voidaan identifioida kappaleen 3.3 avulla yhtdloksi k? = ©'n”  Koska taitekertoi-

c2

men imaginaariosan taytyy olla positiivinen fysikaalisille systeemeille, 1dhestyy Greenin
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funktio nollaa etéisyyden ldhestyessé dédretonta.
Sahkokentta voidaan ratkaista vektoripotentiaalin avulla, joten sijoittamalla A:n

ratkaisu Greenin funktion avulla padadytdaan yhtaloon:

E(r,w) = (iwl + iw/kQV(V-))/ d*sq(r, s,w)pds(s,w)
1%
V operoi vain 7:sté riippuvaan osaan eli skalaariseen Greenin funktioon. Vektorilasken-
nan ketjusadntoa soveltamalla saadaan (V(V-(g(r, s, w)J¢(s,w)))i = Oug(r, s, w)J (s, w)
ja edelleen:
B(rw) = | d5(I+ 115 © V)g(r, .01y (5,)
v

Tiedetédén, ettd (V ® V);; = 0;; ja kaavasta voidaan identifioida Greenin matriisi

séhkokentélle: .
2
G(r,r',w) on yhtdlon (1.21) GE(r,r’,w). Maxwellin yhtélostd saadaan myos H:n Gree-

G(r,r',w) = p,(I + =V, V,)g(r,r w) (1.35)

nin tensori:

GH(r,r' ,w) = ;—;V x G(r,r',w) (1.36)

Magneettikentén ja sihkokentén sijasta ratkaistavaksi pariksi voitaisiin valita sahko-
kenttd ja magneettivuon tiheys. Erona edellisiin vektoripotentiaalin ja skalaaripotenti-
aalin yhtéldihin on termin s poisjddminen; ts. viliaineen SM-vastetta ei tarvitse huo-
mioida. Lisdksi vapaa varaustiheys ja virtatiheys korvautuvat kokonaisvaraus- ja koko-
naisvirtatiheyksilléd p ja J. Léhtokohtana olisivat siis yhtéalot £ = wA—-Ve, B=Vx A
ja vapaan SM-kentén Maxwellin yhtlot (1.13) - (1.16). Néista saadaan edelleen samalla
tekniikalla kuin makroskooppisilla Maxwellin yhtéloilla ODY:t nelikentdn komponen-
teille:

w? 9 w?
V2A+—2A: —/L()J, \Y% ¢+_2¢: —&pp
c c

Kasittely on analoginen E:n ja H:n kanssa; nyt vain k = we,u,/c korvataan ky =
w/c:lla, vapaa varaustiheys kokonaisvaraustiheydelld ja vapaa virtatiheys kokonaisvir-

tatiheydella. Yhtéloiden muodot siilyvét samoina.
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Kaikki kentédt voidaan jakaa kahteen ortogonaaliseen komponenttiin. Tarkastellaan
kentéan K Fourier-komponenttia K (k,wy). Nyt aaltovektori k£ antaa kentén etenemis-
suunnan, joten kenttd voidaan jakaa pitkittdiseen (longitudinaaliseen) ja poikittaiseen
(transversaaliseen) osaan K;(k,wy) ja Ky(k,wy). Koska K;(k,wy) on aaltovektorin suun-
tainen, tulee yhtélon kx K;(k, wy) = 0 patei. Luonnollisesti patee myos k- Ky(k, wy) = 0.
Néama yhtélot voidaan muuntaa paikkakoordinaatteihin Fourier-muunnoksen avulla,

talloin operaattori ¢V korvaa vektorilla k& kertomisen ja saadaan tulokset:
V- Kir,t)=0, VxK/(rt)=0 (1.37)

Itse asiassa voidaan osoittaa, ettd tdméi jako vastaa Coulombin mitassa (V - A)
Helmholtzin yhtélon ratkaisun komponentteja. Nyt sdhkokentén diveregenssi antaisi
V-E=V-(E;+E)=iwV-A—-V -V¢=-V Vo, eli E:n pitkittdinen komponentti
on K = —V¢. Ottamalla sihkdkentdn roottori saadaan puolestaan: V x E = 1wV X
A -V x V¢ = iwV x A.Viimeinen muoto saadaan yhtalosta €;;,0,0k¢0 = —€i1;0,0;¢.
Poikittainen sdhkokentén komponentti on siis £y = iwA. Magneettivuon tiheydelle
saadaan tietysti yleisestikin vain poikittainen komponentti, silld se on ldhteeton eli
V-B=0,ts. B=V x A= B,

Kentén pitkittéis- ja poikittaiselementit ovat ortogonaalisia, joten voidaan antaa
projektiot, jotka antavat kenttdén operoimalla sen komponentit. Koska A; on vektorin
k suuntainen, saadaan pitkittdisprojektio yksinkertaisesti tulona P, = |k| 72|k >< k| =
|k|2k®k. Poikittaisprojektio olisi nyt projektio tdmén ortogonaalikomplementtiin, silld
P+P, =1,ts. P,=1—-P =1-|k|?k®k. Niin saadut projektio-operaattorit voidaan
viedéd paikka-avaruuden operaattoreiksi Fourier-muunnoksen avulla. Tavallisten delta-
funktioiden tapaan ndmé& muuntaisivat kentdn paikkavaruusesityksen komponenteiksi
konvoluutiointegraalin avulla: Ay (1) = [ps d°r'd,(r —1") A(r'"). Toisaalta k-avaruudessa
projektio-operaattorit saadaan paikallisesti matriisilla kertomalla, joten esim. A,(r) saa-

daan ottamalla kdanteinen Fouriermuunnos tasta tulostas:

A(r) = /R 3 d3k(2m) 3 P (k) A(k) = /]R 3 d3k(2m) 3™ Py (k) / 3’ A(r")

R3
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Siirtdmalla r’-integrointi P;:n eteen ja yhdistamaélla eksponentit saadaan lopulta esitys
poikittaiselle deltafunktiolle paikka-avaruudessa: &,(r — ') = [ps d*ke* =) (2m)=3(1 —
|k| 2k @ k). Tistd saadaan suoraan myds esitys pitkittiiselle deltafunktiolle: &;(r —r’) =
Jgs @Ple® = (2m) 3| k| 2k @ k.

1.4 Elektrodynamiikan yhtidl6t Minkowskin avaruudessa

Klassisessa kenttéteoriassa vapaan SM-kentén vaikutusintegraali tyhjiossé olisi muotoa:

Sem = /d4xL: 4_—u10/d4xFa5F0‘5 = %/dt/d?’r[soEQ(r, t) — ko B*(r,t)]  (1.38)
F on kenttatensori F,p = 0,Ap — 03A, ja nelipotentiaalille A, pétee A, = (¢/c, —A),
missd A on vektoripotentiaali. Indeksien nostot ja laskut suoritetaan systeemin met-
riikan g,p (tai g®?) avulla; yleensd tdmé on ¢*¥ = diag(1,—1,—1,—1) eli Minkowskin
avaruuden metriikka. Yhtéloissa on kédytetty Einsteinin summaussdéantoa, joten toistu-
vat indeksit summataan. Vaikka yhtalot ovat Lorentz-kovariantteja, on tédssé oletettu,
ettd nopeudet (virrankuljettajien nopeus) ovat paljon valonnopeutta pienempii. Siten
Lorentz-tekijia v = 1/4/1 — v2/c ~ 1.

Tamaé olisi siis vapaan SM-kentén vaikutusintegraali. SM-kentta voi kuitenkin vuo-
rovaikuttaa ympariston kanssa, tdmé tapahtuu virran valitykselld. Maaritteleméalla nk.
nelivirta J” = (cp, J) saadaan vuorovaikutusosan vaikutusintegraali muotoon S,; =

[ d*zJ” A,. Systeemin vaikutusintegraali saadaan nyt integroimalla Lagrangen tiheys:

1
S = Sem + Sint = /d4:cL = - /d4x(4— W B 4 JA,) =

Ho
/ dt / Pri B0+ B0~ plr 0000 + (1) A D) (139)
: " . - oL oL _ —
Ratkaistaessa kentédn Euler-Lagrangen liikeyht&lot O, ( TGN Aﬁ)) — a5 = 0 (0 =
c19,) saadaan:
OuF P = 110J°, 04 F9 =0 (1.40)
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Nama liikeyhtélot ovat tdsmélleen Maxwellin yhtélot kappaleessa 1.1. Jalkimméinen
yhtalo ei tosin seuraa litkeyhtéloisté, vaan se vastaa Maxwellin yhtaloité (1.14) ja (1.15).
8Lem

Jos Le,:sta lasketaan kanoninen impulssimomentti II, = FCYa) ja tehddan Le-

gendren muunnos, saadaan puhtan SM-kentdn Hamiltonin funktionaali:

H,, — % / dt / ErieoEA(r 1) + ko BA(r, )] (1.41)

Hamiltonin funktionaali antaisi SM-kentédn energian. Kanonisen neli-imulssimomentin
avaruudellinen osa saataisiin suoraan sahkokentan avulla: II;, = —%Ek.
Vuorovaikuttavan systeemin oikean Lagrangen ja Hamiltonin funktionaalin mallin-
taminen vaatisi tietysti myos varauksenkuljettajat sisdltdvén véliaineen mallintamista
erikseen. Vaikutusintegraalin pitdisi lisdta vuorovaikutustermin liséksi viliaineen vaiku-
tusintegraali. Véliainetta arvioitaisiin kahtena harmonisina oskillaattorina, joista toinen
vuorovaikuttaisi magneettivuon tiheyden ja toinen sdhkokentédn kanssa. Niinpé vuoro-
vaikutustermikin saisi uudenlaisen muodon. Tété vuorovaikutusta kuvaisivat permittii-
visyys ja permeabiliteetti. N&itd vastaisivat myos erilaiset energiaimpulssitensorit.
Kentélle voidaan laskea F,g:n avulla my6s ns. symmetrinen energiaimpulssitensori,

joka saadaan kaavasta 0 = F7°F g + }1 g*P P F.4. Sijoituksella paidytidn yhtélsihin

—%<60E2 + HoBQ) —ST/C
—S/C TEB

o =

1
Tep=—s B ®@E —rkB® B+ 5(/1032 +e0E%), S=rExB (1.42)

0%:n vastaluku antaisi siis energiatiheyden. o%-komponentit antavat kentin energia-

vuota kuvaavan nk. Poyntingin vektorin (ks. kappale 3.5). SM-kentén liikeméaéravuota
taas kuvaavat termit . Energia saataisiin integroimalla energiatiheys paikka-avaruuden
yli ja vuot taas integroimalla vastaavat termit tarkasteltavan kappaleen tilavuuden pin-
nan yli. Energiaimpulssitensorin avaruudellinen 3x3-matriisi Trp taas kuvaa klassista
jannitystensoria, joka antaa suoraan yhdessid Poyntingin vektorin aikaderivaatan kanssa

Lorentzin voimatiheyden. Voimatiheys voidaan yleistdd méarittelemélla nk. nelivoima,
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jossa nollas komponentti saa muodon: f® = —c~1J - E. Osoittautuu, ettd nelivoiman

komponentit saadaan energiaimpulssitensorin nelidivergenssind f® = —d30*:
1 1 1 1
= SOGB4V S =——J B, [ =05+ V- (Tosh (143)

Téssd (Tep)r on avaruudellisen jannitystensorin k:s pystyrivi. Ensimméinen nelivoi-
man komponentti antaa siis energian sédilymislain: energiatiheyden aikaderivaatan ja
systeemistd virtaavan energiavuon summan tulee olla systeemin tekeméd tyo —J - F.

Avaruudellinen osa antaa taas tutun Lorentzin voimatiheyden:

VTEB—at(EOEXB):f:pE+JXB (144)

Jos energiavuon antava Poyntingin vektori g/ X B on vakio, saadaan voimatiheys
suoraan jannitystensorin divergenssin avulla. Edellisessd voimatiheyden lausekkeessa
esiintyvat luonnollisesti kaikki varaukset ja virrat, joten se pédtee niin véliaineessa kuin
tyhjiossékin.

Viliaineessa energiaimpulssitensorin valinnasta ei vallitse yksimielisyyttd. Valinta
riippuu siitd, miten kentén ja véliaineen osuus erotetaan toisistaan. Erés tavallisimmista

valinnoista on Minkowskin tensori:

_l(E. . - T
U%nkowsm _ 2(E D+ H-B) (Ex H)" /e
—cD x B TDB
1
TDB:D®E+B®H—§(E-D+H-B) (1.45)

Minkowskin tensori ei ole endé symmetrinen; energiavuota ja lilkeméaérdavuota kuvaavat
eri vektorit (E x H ja D x B, jos aikamuuttujaksi valitaan ¢ ct:n sijaan). Tésté tensorista
voidaan ratkaista SM-voiman yhtélot samalla tavalla, kuin edellisessé tapauksessa. Nyt
nelivoiman nollas komponentti (energian muutos) saa muodon: f* = 28,(E-D+H-B)+
10,(ExH)r = 1(3(0,(E)-D+0,(D)-E+0,(B)-H+0,(H)-B)+ H-VxE—E-V xH) =
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—2E-Jp+ 5 (0((E)-D—0(D)-E+8(B)-H —0,(H) - B) = —1E - J;. Yhtiloissé on
hyodynnetty Maxwellin yhtdloa (1.2) ja oletettu, ettd sekd permittiivisyystensori ettéa
permeabiliteettitensori ovat dispersiottomia ja symmetrisid (e = £, 0, = 0). Esim.
termi 0,(E - D) pelkistyisi télloin muotoon 0,(E;)e;; Ej + Eigi;0,E; = 2E - 0,D. Saatiin
siis tulos:

8tu:6t(%(E-D—l—H-B))+V-(E><H):—Jf-E (1.46)

Yht#lsistd f* = —030"° puolestaan saadaan tuttuun tapaan (tosin melko pitkéllisen

johtamisen jilkeen) yhtalot:
ffzat(DXB)+V'TDB:pr+JfXB (147)

T#té vastaava (vapaa) Lorentzin voimatiheys sisdltéisi siis vain vapaan varaus- ja vir-
tatiheyden py ja J;. Edelliseen avaruudelliseen jénnitystensoriin Txp verrattuna Min-

kowskin jannitystensoriin tulee lisdtd sekd magnetoituman ettd polarisoituman vaiku-
tus: Tpp =Tpp + PO E—M @ B+ L(—P-E+ M- B).

2 Casimirin voiman mittaukset

Casimirin voiman mittaaminen on hyvin haastavaa, silld se voidaan mitata tarkasti vain
muutaman mikrometrin etédisyydeltd. Tarkkoja mittauksia on saatavilla vasta 1990-
luvun lopulta ldhtien, aiemmat mittaukset ovat parhaimmillaankin olleet vain suuntaa
antavia. Menetelmét vaihtelevat sekd mittauskappaleiden geometrian ettd mittauksen
”dynaamisuuden” suhteen. Tavallisimmat geometriat ovat tasolevyt tai tasolevy pal-
lopintaa vastaan. Dynaamisuudella taas tarkoitetaan, onko kyseessd suoraan voiman
mittaus vaiko esim. voiman aikaansaaman variahdysliikkeen taajuuden mittaus. Metal-
leiksi valitaan useimmiten aineita, joilla on suuri konduktiviteetti (esim. jalometalleja,
kuparia tai alumiinia). Paillystamailla kevyet kappaleet (vaikkapa polystyreenisté teh-
dyt) ohuella metallipinnalla saadaan gravitaation vaikutus minimoitua.

Kaikissa mittauksissa on liséksi tuloksia huonontavia tekijoita. Pienikin jannite kap-
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paleiden vélilla aiheuttaa helposti kertaluokkaa suuremman sidhkémagneettisen voi-
man F.:aan verrattuna. Itse asiassa monesti tdmé virhe otetaan huomioon jonakin
jaannostekijind mittaustuloksissa pitkilld etédisyyksilla. Lampoenergia taas muuntaa
tyhjiotilan (levyjen vélisen) termiseksi tilaksi, jossa esiintyy nyt muitakin lukumééaratiloja
pienilld todennékoisyyksilla. Tata lampotilakorjausta voidaan mallintaa teoreettisesti
korjaustermeilla.

Toinen suuri virhetekija tulee materiaalien SM-vasteiden epatarkkuuksista. Yleensa
esim. permittiivisyys tunnetaan hyvin vain tietylld taajuusalueella, esim. pienilld taa-
juuksilla SM-vasteet ovat ldhinné approksimaatioita. Kolmanneksi mittausvirheité syn-
tyy rosoisista pinnoista, onhan Casimirin voima erittédin herkké etéisyyden vaihteluille.
Tutkimalla pintaa AFM:lla (atomic force microscope) voidaan tdmén korjauksen suu-
ruusluokka arvioida keskiarvolla P, = ), Pex(z,)pk. Luvut py ovat voimien painoker-
toimia. Lisdksi tyhjion kaltaisissakin olosuhteissa esiintyy polyhiukkasia, jotka levyjen
véliin padstessddn huonontavat tuloksia.

Ensimméisen kerran Casimirin voimaa yritettiin mitata 1950-luvulla [4]. Tall6in
kédytettiin samansuuntaisia metallilevyjd, mutta valitettavasti mittauksen virhemargi-
naali jii yhtd suureksi kuin itse mittaustuloskin. Levyjen tapauksessa pienikin suun-
tausvirhe antaa hyvin suuren virheen.

Seuraava harppaus mittauksissa otettiin 1997 [5]; mittausvéli oli [0.6um,6um] ja
tarkkuus oli jo 5 prosentin luokkaa. Talld kertaa kéytettiin levyé ja palloa. Téllaisen
geometrian etuna on se, ettd nyt ei ole vélid, missd kulmassa pallo on tasoon néhden.
Mittauksessa kédytetédan siis metallilla péaallystettya levymaista ”keinua”. Levyn keskella
oleva akseli kiinnittdd sen sivuiltaan koealustaan. Ensimméista padtya vasten tuodaan
pallomainen metallipinta levyn ldhelle. Toista péadtya vastaan on taas varattu metallile-
vy, jonka varausta (ja siten kapasitanssia) vaihdellaan. Kapasitanssi pidetdén sellaisena,
ettéd keinu pysyy paikallaan. Vaihtelemalla etdisyytté levyn ja pallon vililla voidaan nyt
mitata suoraan Casimirin voima, kun levyn toisen paddyn kapasitanssi tunnetaan.

Atomista mikroskooppia (AFM) kiyttamélla saadaan edellistd koejérjestelyéd pa-
rempia tuloksia. Mittausetéisyys saadaan nyt alennettua jopa 0,1 mikrometriin. Mik-

roskoopin levyméisen padhén kiinnitetddan pallopintamainen linssi ja tdméa tuodaan le-
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vyn ldheisyyteen [6]. Etiisyys mitataan laserilla mikroskoopin ”mittauslevyn” kirjesté.
Mikroskoopin péaén jousivakio voidaan mitata luomalla levyn ja sen vilille jannite-ero ja
mittaamalla nédin saatu taipuminen. Nyt etdisyyden mittaus antaa siis suoraan voiman.
Sovittamalla mittausdataan kaksi muuta termié ja vihentamélla namé tekijéat tuloksis-
ta (F,) saadaan Casimirin voima F, = F,, — B/z— C'- z. Ensimmainen korjaustekiji on
vahéisen jannite-eron aiheuttama sdhkoéinen voima. Toinen termi on taas mittauksen la-
sersiteen aiheuttama voima. Vakiot B ja C' madritelldan esim. pienimmén neliGsumman
menetelméilld mittausdatan loppuosasta (z on ”suuri”). Atomisen mikroskoopin yksi etu
on sen kyky mitata samalla pinnan rosoisuus. Néin pinnan epétasaisuuksista johtuva
korjaustermi saadaan mitattua tarkasti.

Toistaiseksi tarkimmat tulokset ovat 2000-luvun alusta [7]. Mittausjérjestely on sa-
mankaltainen kuin Lamoreuxella. Nyt levyn molemmissa péisséd on kuitenkin jousitus
ja sen pyorahdyskulma on hyvin pieni, joten sen sivun korkeusvaihtelu voidaan arvioi-
da kaavalla 9z ~ b/20. Toista padtya ldhestytddn metallipdéllystetylld pallolla, jon-
ka etéisyys tasosta mitataan laserilla. Pallon ja levyn vililld on potentiaaliero, joka
saa levyn keinumaan jollain taajuudella. Mittaamalla virdhtelytaajuus ja kapasitanssi

saadaan taajuuteen jokin Casimirin voimasta riippuva korjaustermi. Ratkaisemalla lii-
2

keyhtélot taajuudelle saadaan kaava: w = wy(1 — ng@zFCasimw). Téssd wy = K/,
I on levyn hitausmomentti, x jousivakio ja b levyn akselin etéisyys pallosta xy-tasolla.
Casimirin voima on laskettu teoreettisesti pallopinnan ja levyn vililla; tuloksen deri-
vointi z:n subteen antaa kaavan: 0,F. = 2mRFjcyy/Ajevy, Flewy olisi Casimirin voima
kahden levyn tapauksessa. Mittaustuloksesta saatu voiman derivaatta kertoo siis suo-
raan Casimirpaineen kahden levyn tapauksessa, vaikka koejérjestelyn geometria onkin
erilainen.

Casimirin voima on kyetty mittaamaan myos He-atomien ja metallilevyjen valilla
[8]. Kokeissa pommitetaan kvartsipintaa 3He-suihkuilla ja mitataan sen sironta pin-
nasta massaspektrometrin avulla. Casimirin ilmié muuntaa pinnan potentiaalia, mika

voidaan havaita sirontatuloksissa.
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3 SM-kentta valiaineessa

Viliaine vuorovaikuttaa SM-kentén kanssa, ja tédstd aiheutuva muutos pitaéd ottaa huo-
mioon. Tyhjion tapaukseen verrattuna saadaan kentille ldhteitd. Ne voivat olla joko
fiktionaalisia sisdisid virtoja ja varauksia, kuten eristeissé, tai vapaita eli ulkoisia, ku-
ten metalleissa. Sisdisten ldhteiden vaikutus voidaan huomioida yksinkertaisimmillaan
lineaarisena konvoluutiona, jolloin Fourier-muunnoksella yhtalo pelkistyy kertomiseksi
permittiivisyys- tai permeabiliteettimatriisilla. Valon taittuminen eri tavoin eri aallon-
pituuksilla johtaa automaattisesti myos absorptioon, ja SM-vasteiden reaaliosat ja ima-
ginaariosat saadaan toisistaan integraaleina. Toinen tapa huomioida véliaineen vaiku-
tus on nk. johtavuustensori, jonka avulla virrat saadaan SM-kentén lineaarimuunnoksen
avulla.

Sekd permittiivisyytta ettd permeabiliteettia voidaan mallintaa yksinkertaisella vai-
mennetun varahtelijin mallilla. Malli on lineaarinen ja sen erikoistapauksista saadaan
useimmat SM-vasteiden perinteisistd muodoista. Tasapainotilassa myos metallin kiytos
saadaan mallinnettua nk. tehollisella SM-vasteella, kunhan vain virta johtuu lineaari-
sesti kentésté.

Viliaineen SM-kenttéd kuvaava energiaimpulssitensori voidaan valita usealla eri ta-
valla, silld kentén erottaminen materiaalista voidaan tehdé eri jaoilla. Viliaineavusteista
kenttdd kuvaa nykykésityksen mukaan parhaiten Minkowskin tensori. Véliaineen raja-
pinnalla kentén jatkuvuudesta seuraavat ehdot mééarittelevit Fresnelin kertoimet. Fres-
nelin kertoimet kuvaavat, miké osa kustakin kentésté heijastuu tai lapéisee rajapinnan.
Kerroksellisissa aineissa kentén kulkua voidaan mallintaa siirtomatriiseilla, jonka kom-

ponentit lasketaan Fresnelin kertoimien avulla.

3.1 Siahkokentta viliaineessa

Yleisesti D ja B véliaineessa eivit méadrdydy yksinkertaisesti kertomalla ulkoinen SM-
kenttd permittiivisyydella. Esim. sdhkovuon tiheyteen vaikuttava polarisoituminen ei
tapahdu hetkessé, vaan varausten uudelleen jarjestdytyminen viliaineessa vaatii luon-

nollisesti aikaa. Siksi on tarpeellista huomioida, ettd sihkévuon tiheys riippuu kaikista
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aiemmista siahkokentisté; riippuvuudeksi saadaan kertomisen sijasta konvoluutio [9]:
D(t) = eo(E(t) + / fu)- E(t —u)du) = eo(E(t) + (Ex f)(t) =+ P (3.1)
0

P on aineen polarisoituma, joka kuvaa varauksen uudelleenjirjestaytymista véliaineessa.
Viliaineeseen syntyy siis dipolimomenttien aiheuttama kentté, jonka yhteenlaskettu vai-
kutus olisi P. On hyodyllista ottaa tastd integraaliyhtalostd Fourier-muunnos, jolloin
yhteys sdhkovuon tiheyden ja sdhkokentdn vililla pelkistyy kertomiseksi permittiivi-
syydelld. Funktio f méaritellaén tietysti nollaksi negatiivisilla ajan arvoilla, silla riip-
puvuuden tulee olla kausaalinen. Tiedetéén, ettd F(E * f(t))(w) = F(w) - f(w) joten

lopulta saadaan yhtéalo:

D(w) = eo(E(w) + f(w) - E(w)) = D(w) =e(w) - E(w) e(w) =eo(1+ / e f(t)dt)

T 32
Yhtélo kuvaa siis permittiivisyyden riippuvuutta aaltoliikkeen taajuudesta, tdmé voi-
taisiin myos tulkita kuvaukseksi siitd, miten monokromaattinen sihkokenttd FE(t) =
Epe~ ™! muuntuu viliaineessa. Aaltoliike halutaan monesti antaa kompleksimuodos-
sa (eli todellinen kenttd on reaaliosa téstd muodosta) yhtdloiden yksinkertaistamisek-
si, joten permittiivisyyskin kannattaa méaaritelld kompleksilukuna. Triviaalisti saadaan

yhtélo:

oo

e(w)" =eo(1 +/ e f(t)dt) = e(—w)

Edelleen sin- ja cos-funktioiden omaisuuksista johtuen saadaan yksinkertaiset riippu-

vuudet
63(&)) = 63(—w) 5](&)) = —81(—&)) (33)

Permittiivisyysfunktio voidaan jatkaa funktioksi kompleksitasolta kompleksitasolle sal-

limalla taajuuden méarittelyjoukko C :ksi.

e(w) = er(w) +icr(w) = e(wgr + twr) = eo(1 + /000 e WITHIWRE £ (1)t ) (3.4)
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Integraali suppenee ylemmaésséd puolitasossa, silla téalloin —w; on negatiivinen. Tama
tarkoittaa myos sité, ettd e(w):lla ei voi olla napoja ylemmissd puolitasossa eli se on
analyyttinen funktio tdssé alueessa. Permittiivisyydelle saadaan myo6s suoraan ottamal-
la kompleksikonjugaatti ehto £*(w) = e(—w™*). Residylauseen mukaan integroitaessa sul-
jettua reittid C' pitkin vastapdivian téssd tasossa pitee ,e(w)dw =2miY"  Res(wy),
jossa wy :t ovat integrointialueen sisilla. Permittiivisyysfunktion laajentaminen mah-
dollistaa sen reaaliosan ja imaginaariosan keskinéisen riippuvuuden laskemisen. Cauc-
hyn integraalilauseen nojalla f(z) = ﬁ fo %. Valitaan integrointireitti reaaliakse-
lin intervalliksi [-R,R] (= C) sekil puoliympyriksi Re??, 6 € [0,27] (= Cs). Liséksi
valitaan taajuus w positiiviselta reaaliakselilta ja ohitetaan tdmé piste infinitesimaa-
lisella puoliympyrélla positiivisella kompleksitasolla (= C3). Koska e(w) on analyyt-
tinen ylemméssd puolitasossa ja w on integrointireitin ulkopuolella, on uusi funktio
g(z) = % analyyttinen integrointitien mééradméan alueen sisilld, niinpd Cauchyn in-

tegraalilauseen nojalla saadaan integraalin arvoksi nolla (ei residuaaleja alueen sisalld)

1 1
%—€(Z>dz:j§ L GO R A
C C

2mi z — w L+ Cat Gy 2T 2 — W

eli:

Kehittamélla I, sarjaksi integrointimuuttujan funktiona saadaan:

2w . 0y i0
27ri]2:]{ ﬁdz:/ ier(Re"”) —er(Re )dQ.
Cy # — W 0

1 — R 1we®

e7(z) lahestyy nollaa, kun R ldhestyy daretonté ja eg(z) €q:a. Kirjoitettaessa nimittéja

sarjana jaa jéljelle vain termi migy. [1:std saadaan tulos

I, 1P/ 63—(‘6)dx+1p/ er@) 4,

2m o T —W 2m o T —W

Tésséi P tarkoittaa raja-arvotarkastelua, kun lihestytédn w:aa (lim,_o+ ([~ F(x)dz+
[5, F(x)dz)). Viimeisesti integraalista saadaan Is = 32 ["e(w—re ?df) = — Res(g,w).
Viimeinen muoto seuraa funktion g analyyttisyydestd ylemmaé&ssd puolitasossa ja siité,

ettd sen napa pisteessd z = w on yksinkertainen. Niinpé integroitaessa puoli kierros-
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ta sen ympéri myotapaivain saadaan tulos Cauchyn integraalilauseesta. Yhdistamalla
kaikki termit ja erottelemalla permittiivisyyden reaaliosat imaginaariosista saadaan lo-

pulta ns. Kramers-Kronigin yhtélot:

0 o0
er(w) =¢g¢ + %P/_OO ;Iﬁ?)dx er(w) = —%P/_C>O ;R_(xldx (3.5)
Permittiivisyyden reaaliosat saadaan siis sen imaginaariosien funktiona ja péainvastoin.
Yhtalot eivéat kuitenkaan toimi tarkasteltaessa metalleja, silli niiden permittiivisyy-
den imaginaariosa kasvaa hyvin nopeasti nollaa ldhestyttaessa. Tatd voidaan mallintaa
lisidmalla esim. termi, joka riippuu 1/w:sta toisen yhtélon oikealle puolelle. Magneet-
tiselle permeabiliteetille saadaan samankaltaiset riippuvuudet.
Viliaineiden elektromagneettinen vaste voi riippua ajan liséiksi myos paikasta, talloin
puhutaan avaruudellisesta dispersiosta. Samoin kuin ajallisen riippuvuuden tapaukses-

sa saadaan yhtalot:

D(r,w) = 2B (r,w) + / B f(r— 5,0) (s, w) (3.6)
v
Yhtélolle voidaan tehda edelleen Fourier-muunnos paikka-avaruudesta aaltolukuava-
ruuteen. Muunnettaessa konvoluutiointegraalia saadaan tulokseksi yksinkertainen mat-

riisilla kertominen:
D(k,w) = e(k,w) - B(k,w), (k) = 20l + f(k, ) (3.7)

f(k,w) on fm Fourier-muunnettu muoto. Usein avaruudellinen dispersio on hyvin
pientd verrattuna ajalliseen dispersioon, jolloin sitd voidaan approksimoida sarjake-
hitelmé&né:

e(k,w) = ¢(0,w) + (Ve(k,w))i—o - k + O(|k[*)
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3.2 Magneettikentti viliaineessa

Permeabiliteetti méaaritellddn vastaavasti véliaineen magneettisena vasteena yht&lolla
B(t) = puo(B(t) + / g(u) - H(t —u)du = eo(H(t) + (H * g)(t)) = poH + M (3.8)
0

Taajuusmuotoinen permeabiliteetti saadaan tdmén vastefunktion Fourier-integraalina:

o0

() = o1 + / ¢t g(t)d) (3.9)
M on aineen magnetoituma eli véliaineen magneettisten dipolien yhteenlaskettu vaiku-
tus. Tekemélla edellisen kappaleen mukainen analyysi permeabiliteetille sille saadaan
samat ehdot kuin permittiivisyydelle, esim. ehto p*(w) = p(—w*) saadaan helposti
ottamalla kompleksikonjugaatti permeabiliteetin kompleksiseen taajuusavaruuteen laa-

jennetusta Fourier-muunnoksesta.

3.3 Permittiivisyyden mallit

Permittiivisyyttd voidaan mallintaa erilaisin tavoin, helpoin malli on ns. Lorentzin
malli (nimityskaytdnnot vaihtelevat; vrt. Druden malli). Léhtokohtana on véliaine, jo-
ka ei ole magneettisesti aktiivinen, ja monokromaattinen SM-aalto muotoa E(r,t) =
Epe!r=wot) Viliaineen elektroneja mallinnetaan vaimennetun virdhtelijan mallilla eli

elektronien liikeyhtéloiksi saadaan:
MmO + meyOr + mew?r = —qE (3.10)

Ottamalla Fourier-muunnos saadaan differentiaaliyhtdlo ratkaistua suoraan kertolas-
kulla. Polarisoitumakenttd saadaan kaavalla P(w) = Ngr(w), missi N on vapaiden

elektronien mééra. Sdhkovuon tiheys saadaan nyt yhtalosta:

N¢? 1

me w? —w? — yiw

D(w) = eoB(w) + P(w) = (g0 + JE(w) = e(w)BE(w)  (3.11)
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Néin saadaan kohtuullinen arvio permittiivisyydelle. Jos vakio w on nolla, puhutaan
ns. Druden mallista. Jos viliaine ei ole metalli eikd magneettisesti aktiivinen on p =
po- Lisiiksi pétee poeo = ¢ 2, joten yhtélostd (1.10) Fourier-muunnoksen jilkeen ehto
V2E(w,r) + pow?e(w)E(w,r) = J(w,r) = 0. Ensimméiinen termi vas. puolella antaa

k?E, joten aaltovektorille saadaan ehto:

2
g  EW

P (3.12)

Koska Maxwellin yhtéloiden mukaan SM-kentén aaltorintaman nopeus véliaineessa saa-

c
daan kaavalla v = ——= = —, voidaan maédéritells taitekerroin n. Taitekerroin riippuu ylei-
n

g

sesti seka permeab\i/lieetista ettd permittiivisyydesté; n on aallon ideaalisen nopeuden
ja todellisen etenemisnopeuden suhde. Jos aine ei ole magneettisesti aktiivinen, saadaan
tulos n = \/5/_50 . Yleisessé tapauksessa saataisiin n = £, /gp1/c, missé joskus joudutaan
valitsemaan negatiivinen etumerkki (vasenkétiset materiaalit).

Metallien tapauksessa yhtéloitd pitdd hiukan muuntaa, silli on huomioitava sahko-
kentdn aiheuttama virta J. Virtatiheys J saadaan kertomalla sdhkokenttéd johtavuus-
tensorilla. Toisaalta sen Fourier-muunnokselle pétee J(w) = —iwNgr(w), ja sijoitta-
malla edelld saatu r:n yhtélo (3.10, 3.11) sdhkokentédn avulla saadaan johtavuudeksi o

lopulta:

—iwN¢? 1
Mme W — w? —iwy

J(w) =o(w)E(w) =

E(w) (3.13)

Metallien tapauksessa vakio w olisi kdytdnnossa nolla, silla elektronien olisi kyettava
liikkumaan vapaasti sdhkokentédn pakottamana. Kun kirjoitetaan Maxwellin yht&lo
sahkokentélle metallissa, saadaan yhtdloon (1.6) termi J = o E. Liséksi oletetaan, ettd
aine ei ole magn. aktiivinen eli Kk = kg, joten saadaan aaltovektorin & neliolle ehto:

w? iw
k* = @6(0‘)) + ﬁa(w) (3.14)
Nyt aaltovektori saa suurehkon imaginaariosan; tdma kuvaa kentén absorptiota metal-

leissa. Mitd pienempi sdhkoinen resistiivisyys (suurempi johtavuus) metallilla on, sitd
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huonommin SM-kenttéd tunkeutuu metalliin.

Toinen suosittu malli ei-magneettiselle véiliaineelle on ns. plasmamalli, mikéa on itse
asiassa Druden mallin erikoistapaus. Oletetaan, ettd vakio v on hyvin pieni suhteessa
taajuuteen. Permittiivisyytta voidaan approksimoida yhtalolld e(w) ~ g9+ wa%wg, joka

voidaan kirjoittaa muodossa:

Wo
e(w) ~ g1 — E) (3.15)
wy = g}—q; on ns. plasmataajuus, jonka alapuolella permittiivisyys on negatiivinen.

Tamaé tarkoittaisi, ettd syntynyt vardhteleva dipolikenttd enemmén kuin kumoaisi g £:n
kontribuution sihkévuon tiheyteen. Hyvin suurilla taajuuksilla (Rontgentaajuudet, 106

Hz) taas aineesta tulisi lapindkyva SM-séiteilylle.

3.4 Johtavuustensori

Erés tapa siséllyttda viliaineen lineaarinen SM-vaste kenttiin on yleistetty Ohmin laki

[10]. Nyt sisdinen virta riippuu kentésté lineaarisesti johtavuustensorin vélityksella:

J(r,w) :/Vd?’r'Q(r,r',w)E(r',w) (3.16)

Aikariippuvalta johtavuustensorilta vaaditaan tietysti kausaalisuus, ja samankaltaisella
analyysilld kuin kappaleessa (3.1) saadaan sille taajuusmuodossa vaatimus: Q*(r, r’',w) =
Q(r,r', —w*). Monesti tensorilta vaaditaan myos Onsager-Lorentz ”molemminpuoli-
suus”, eli QT (r', r,w) = Q(r,r', w).

Johtavuustensori voidaan késittédé lineaarisen johtavuusoperaattorin Q ytimeksi, se
operoi nelidllisesti integroituviin vektorifunktioihin kaavan (Q¢)(r) = [, &r'q(r,r’,w)-
¢(r") mukaan. Mééritelldin sisétulo luonnolliseen tapaan kaavalla < ¢|y >= [, d3ret(r)-
U(r) = [, dr S di(r)Yk(r), jolloin saadaan edelli mainituista funktioista koostuva
Hilbertin avaruus. Nyt merkitddn seké operaattorin adjungaattia ettd transponoitua
matriisin kompleksikonjugaattia (miké tietysti myos on adjungoitu operaattori, jos itse

operaattorin esitys on matriisi) samalla symbolilla: Q' ja Q(r,r",w) = QT*(r,r',w).
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Tarkastelemalla sisédtuloa < ¢|Q¢ > saadaan johdettua kaava adjungoidulle operaatto-

rille QT:

< Y|Q¢ >= /dg’/d3er )Q(r /d3’/d3 QT (r ) () T S(r") =
/Vd3r’/vd3r(QT(r, () o) =< Qy|¢ >

(3.17)
Lopulta saadaan tulos: (QTw = [ d3rQT(r, ") (r). Tall4 tavoin voidaan edelleen
médritelld operaattorin ytimen reaah— ja imaginaariosat; Re|Q(r,7")] = 2(Q(r,7") +

Q'(r',r)). Nyt argumenttien tulee vaihtaa paikkaansa johtavuustensorin sisilld, jotta
operaattoriydin olisi reaalisen operaattorin Q R= %(Q +QT) ydin. Taajuusriippuvuudet
on jatetty merkitsemétta yhtaloihin.

Johtavuusoperaattorin reaaliosan tulee tietysti olla positiivinen, ja télle positiivi-
selle operaattorille 16ytyy neli6juuriesitys K, jolle siten pétee: Qr = KK eli toisin
ilmaistuna Re[Q(r,7’,w)] = [, d*uk (r,u,w)K'(r',u,w). Johtavuustensorin reaaliosa
esimerkiksi isotrooppiselle sdhkaiselle viliaineelle olisi Re[Q(r, ', w)] = o(r,w)d(r — 1),
josta saadaan edelleen neligjuurimuoto K (r,r’, w) m d(r —r"). Nyt operaattori
() vastaisi suoraan sen ytimen ei-deltamaisella osalla kertomista; eli johtavuustensori
olisi tédysin paikallinen.

Jos viliaineessa kuitenkin esiintyy avaruudellista dispersiota, tulee johtavuusten-
sorista monimutkaisempi lauseke. Avaruudellista dispersiota tarkasteltaessa kannattaa
siirtya aaltolukuavaruuteen kéanteisella Fourier-muunnoksella yhtélon

o(r,r,w) = Jgs @k (k,w)e™ =) mukaan. Johtavuustensorin aaltolukuesityksel-

@y
le saadaan pltkl)ttals ja poikittaiskomponentit samaan tapaan kuin kentille, kun niihin
operoidaan pitkittiiselld tai poikittaisella deltafunktiolla. Aaltolukuavaruudessa saa-
daan tuttu esitys: o(k,w) = oy(k,w)|k| 2k ® k + o1(k,w)(I — |k| "2k ® k). Toinen esitys
johtavuustensorin reaaliosalle olisi o(k,w) = o;(k,w)|k| 21 +k x y(k,w) x k, missi v =
(0; — 07)/|k]*. Avaruudellinen esitys saataisiin tdmén lausekkeen kiinteisend Fourier-

muunnoksena. Jokainen k-vektori voidaan korvata nablaoperaattorilla r-avaruudessa.
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Liséksi k:1la kertominen oikealta voidaan korvata operaattorilla x%’ , joka siis voidaan
laskea suoraan kertomalla nablan ristitulolla vasemmalta ja derivoimalla kerrottu vek-
tori normaaliin tapaan. Johtavuustensorin reaaliosa saa siten esityksen: o(r,r’,w) =
o(r,r'w) =V xy(r,r' w) x V. Koska reaaliosan tulee olla kausaalinen (ts. o(r,r',t)m
aikariippuvuus on vain menneisyydessé eiké vility valonnopeutta nopeammin), saadaan
johtavuustensorin imaginaariosa reaaliosan integraalina samaan tapaan kuin Kramers-

Kronigin yhtélot 3.5. Niinpé saadaan yhtalo:
Qr,r',w) = Q1(r,r',w) — V X Qa(r,r',w) X %’ (3.18)

Mikali johtavuustensori on puhtaasti paikallinen ja homogeeninen, saadaan esitys
paljon yksinkertaisempaan muotoon: kumpikin @, (7, 7', w) korvautuu @, (w)d(r—r"):114.
Virtatiheydeksi tulee nyt J(r,w) = Q1(w)E(r,w) — Qa(w)V x V x E(r,w), jossa viimei-
nen muoto saadaan kiyttamaélla tulon derivoimissdantoa ja yleistettyd Gaussin lauset-
ta. Vertailemalla Maxwellin yhtéloistd saatavia toisen kertaluokan osittaisdifferentiaa-

liyhtdloita valiaineen ja vapaan kentén tapaukselle, saadaan ODY:

[V x (I —k,)V x —w?c*(I — &,)|E = ipow(Jior — J5) = iprowJ; =
= ipow(Q1 (W) E(r,w) + Q2(w)V x V x E(r,w)) (3.19)
Téastd saadaan edelleen identifioitua johtavuustensorin komponentit SM-kentén vaste-
funktioiden avulla:
. —1
1 (w) =iweg(I — g4 (w)), Q2(w) =—(1 — kp(w)) (3.20)
3.5 Energiavuo

Viliaineessa energiavuota kuvaava Poyntingin vektori méaaritelldan siéhkokentén ja mag-
neettikentdn ristitulona Minkowskin tulkinnassa (ks. kappale 1.4). Oletetaan aluksi
yksinkertainen monokromaattinen, separoituva tasoaaltoratkaisu jaksolla 7' (harmoni-

nen aikariippuvuus). Nyt pitda huomioida Poyntingin vektorin reaalisuus, joten kent-
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tien kompleksiesitykset tulee realisoida. Liséksi on hyodyllistd tarkastella Poyntingin
vektorin aikakeskiarvoa yhden jakson pituuden 7' yli (esim. suureen F' keskiarvo oli-
si< F >= 7 fOT dtF(t)), jolloin voidaan lopulta mééritelld kompleksinen Poyntingin

vektori:

1 1
<E><H,T>:§<E><H*,T>,:>S:§E><H* (3.21)

Poyntingin vektorin pintaintegraali tilavuuden V' pinnan yli antaa systeemin kokonai-

senergiavuon. Téastéd saadaan Gaussin lauseella ja ketjusdannolla edelleen tulos:
V.5 = du/dt = @j(gjklEkHl) = ngljkajEk — Ekgklel =H- (V X E) —F- (V X H) s

Jos aineessa ei esiinny dispersiota, saadaan p ja € otettua eteen kertoimiksi. T&lloin
energiatiheydeksi saadaan u = 3 (e B>+ pH?). Jos (ajallinen) dispersio on huomattavaa,
tulee yhtélostd hieman monimutkaisempi:

1, d(ew)

dw dw

H?) (3.23)

d(ew)  d(uw)
dw 7 dw

vuon divergenssid Maxwellin yhtaloitd hyviksikayttden saadaan kaavasta (3.22) edel-
leen tulos: V- (Ex H) = —0,Ugy — pnH -0yM — E- (9, P+ J), missé energiatiheys on dis-

persiottoman tapauksen energiatiheys. Tatd Poyntingin vektorin muotoa kéytettaessa

Entropian kasvamisesta saadaan lisdksi ehdot > (. Manipuloimalla energia-

saadaan vastaavasta jannitystensorista ns. Abrahamin voima. Tall4 valinnalla saatai-
siin siis kentén sisdinen energia riippumaan vain séhko- ja magneettikentisté, kun taas
vuorovaikutustermi riippuisi (vapaasta) sihkovirrasta, sidotusta virrasta sekd magne-
toitumasta.

Poyntingin vektori ei siis ole yksikésitteinen, vaan voimme halutessamme pilkkoa
systeemin osiin eri tavalla valitsemalla Poyntingin vektoriksi erilaisen esityksen; esim.

S = E x B [11]. Tamé pitéisi vield skaalata rog:lla, jotta saadaan samat yksikot kuin
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ed. tapauksessa. Tamén vektorin divergenssiksi saadaan:
V- (E X B) = ...= /,Loat<1/2/ﬁ?032 + 1/2€0E2> — /l,oE . (:]P + JM + J)

Sidottu polarisoitumavirta on Jp = 0; P ja magnetoitumavirta Jy; = V x M. Viliaineen
kanssa vuorovaikuttava termi saadaan siis kokonaisvirran avulla, kun energiatiheys on
madritelty ensimmaéiseksi termiksi. Magnetoituma- ja polarisoitumavirrat tosin ovat fik-
tionaalisia virtoja, jotka kuvaavat véliaineen vuorovaikutusta kentdn kanssa. Téta va-
lintaa vastaava jannitystensori olisi suoraan Maxwellin jannitystensori, josta saataisiin
my06s Lorentzin voimatiheys.

Kolmas suosittu valinta olisi Minkowskin jénnitystensoria vastaava Poyntingin vek-
tori: S = D x B. Tét4 vastaisi energiatiheys u = #52(¢y ' D24k B?) ja sen divergenssiksi
tulisi Maxwellin yht&loita soveltaen:

V.S =—0upp—ey'D-(Jy+ Ju) —eg ' pg' B+ (V x P) (3.24)

3.6 SM-aallon eteneminen valiaineessa

Jos sekd permittiivisyys ettd permeabiliteetti tunnetaan, voidaan SM-aallon kulkua
véliaineessa mallintaa monokromaattisella tasoaallolla (ks. kappale 5.1). Monokromaat-
tinen aalto on siis harmoninen SM-kentté, jonka ainoalla komponentilla on jokin vakio-
taajuus w. Se on muotoa E(t,r) = Eoe* "~ ja B(t,r) = Boe* "~ Tissi By, By ovat
kompleksisen kentén suuntavektorit, sen reaaliosa kuvaa fysikaalista kenttdd. Kentén
etenemissuunta k jattaa kaksi vapausastetta SM-kentdn suunnalle, tétd suuntavekto-
ria u(E) = % kutsutaan polarisaatioksi. Kun tarkastellaan viliaineen muodostamaa
pintaa kohti tulevaa kenttdd, voidaan se jakaa kahteen komponenttiin: kenttien suun-
tavektorit valitaan joko niin, ettd H on pinnan tason suuntainen tai niin, ettd E on
pinnan suuntainen. Niistd kdytetdan nimityksid s- ja p-polarisaatio, L ja ||, EM- ja
TM-moodit ja niitd merkitddn alaindeksilld o. Rajapinnalla saadaan kentille jatku-
vuusyhtalot. Niista ratkaistaan heijastuneiden ja lapéisevien kenttien amplitudien suh-

teet alkuperéiseen amplitudiin. Heijastuneen kentén amplitudin suhde alkuperiiseen on
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r, kullekin polarisaatiolle. Pinnan ldpaisseelle kentélle taas suhde on t,. Merkintojen
yksinkertaistamiseksi jatetddn polarisaatio seuraavaksi kuitenkin huomioimatta. r ja
t riippuvat tulokulmasta, aineen permeabiliteetista sekd permittiivisyydestd. Yleensa
r ja t voidaan lausua pelkédn tulokulman ja taitekertoimien avulla. Koska SM-kentéan
energia on verrannollinen amplitudien neli6ihin, voidaan mééritelld reflektio- ja trans-
mittanssivakiot (R ja T'), jotka kertovat, mikid osuus séteilyn intensiteetistd lapéisee
pinnan ja mikd osuus heijastuu. Jos aineessa ei esiinny absorptiota saadaan lisdksi ehto
R+T=1.

Séateilyn kulkua véliaineessa voidaan mallintaa tarkastelemalla eri suuntiin etenevié
aaltoja, yksi kohti rajapintaa ja toinen vastakkaiseen suuntaan. Néiden riippuvuuksia

kuvaa matriisiyhtalo:

a b

Cc

(A3, 4;) = M- (A], A7) = [ -(A], A7) (3.25)

M on nk. siirtomatriisi. Se siis kuvaa miten aalto siirtyy rajapinnalla eteenpiin U™
ja taaksepéin U~. Useamman systeemin (esim. monikerroksinen aine) tapauksessa saa-
daan kokonaissiirtomatriisiksi selvéasti M = Hl]\il M;. Toinen tapa olisi kdyttda ns.
sirontamatriisia 9, jolle

<A;,A;>=S-<A1+,A;>=[“1 "2 (AfA) (3.26)

T21 To2

Sirontamatriisin etuna on sen helppolukuisuus, selvésti matriisin alkiot vastaavat Fres-
nelin yhtaloiden r- ja t-kertoimia; ainoana erotuksena on se, ettd ne voivat olla erilaisia
eri suuntiin. M ja S saadaan laskettua helposti toisistaan.

Jos viiliaine oletetaan héiviottomiiksi, saadaan amplitudien pituuksille ehdot | AT |*+

|A5 12 = |AF |2 + | A7 |2, Jos vield vaaditaan, ettd Fresnelin kertoimet ovat samat kum-
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mallekin suunnalle, saadaan sironta- ja siirtomatriisit:

1/t r/t t r

re/tt 1/t rot
Kun siirtomatriisi kuvaa kahden aineen rajapintaa, ja molemmat aallot etenevét koh-
tisuoraan pintaan ndhden, saadaan My = Moy = (ng + n2)/(2n2) ja My = My =

(na —nq)/(2ns). Sirontamatriisi ei luonnollisestikaan olisi symmetrinen, silld pos. aalto

saapuu nj:sta nq:een, ja neg. aalto liikkkuu vastakkaiseen suuntaan.

4 SM-kenttid metamateriaaleissa

Metamateriaalit ovat jaksollisista rakenteista koostuvia aineita, joiden vaikutusta SM-
kenttédn voidaan mallintaa laskemalla vain kenttien keskiarvot makroskooppisten Max-
wellin yhtéaloiden tapaan. Atomisen hilan tilalle asetetaan yksikkokoppi, jolloin permit-
tiivisyyttd ja permeabiliteettia voidaan mallintaa niiden tehollisilla arvoilla. Valitse-
malla viliaine sopivasti saadaan molemmat vasteet negatiivisiksi, jolloin myés itse tai-
tekerroin vaihtaa merkkidan. Esim. tasoaaltoratkaisut muodostavat téllaisessa tapauk-
sessa vasenkétisen systeemin, kun positiiviselle taitekertoimelle ratkaisut ovat aina oi-
keaké&tisia.

Viliaineiden vaikutus kyetddn mallintamaan samaan tapaan kuin yksinkertaisen
kaksiporttipiirin jannite- ja virtayhtaloita. Piirin osien impedanssit identifioidaan suo-
raan SM-vasteiksi. Esimerkkind mallinnetaan katkaistuista metallisilmukoista ja ohuis-
ta johtimista rakennettua metamateriaalia. Valitsemalla tdmén viliaineen parametrit

sopivasti saadaan taitekerroin negatiiviseksi tietylla taajuusvalilla.

4.1 Vasenkéitisyys

Mikroskooppisten Maxwellin yhtaloiden ratkaisu véliaineessa ei useinkaan ole kaytanndl-
listd, vaan on hyddyllisempéd ratkaista makroskooppiset Maxwellin yhtéalot, joissa vali-

aineen vaikutus oletetaan lineaariseksi ja usein myo6s isotrooppiseksi. Niinpad atomien
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vuorovaikutusta SM-kentdn kanssa arvioidaan vastefunktioilla € ja p. Téalloin edelly-
tetéddn séteilyn aallonpituuden olevan paljon aineen yksikkokopin dimensioita suurem-
pi eli A >> a. Niin kutsutut metamateriaalit koostuvat jaksollisista rakenteista, joi-
den yksikkokopin dimensio on paljon atomeja suurempi mutta kuitenkin melko pie-
ni suhteessa SM-séteilyn mikroaalto- ja infrapunataajuuksiin. Nyt vaaditaan siis ehtoa
ayar << A~ 100 pm, eli w << 10'2Hz. Hiljattain on valmistettu jopa optisella alueella
toimivia metamateriaaleja [12]. Yksityiskohtaista vuorovaikutusta ei tarvitse ratkaista,
vaan se voidaan sisdllyttdd tehollisiin vasteisiin eq¢r ja flesy-

Yksinkertaisimmissa ratkaisuissa Maxwellin aaltoyhtéloiden kaikki kentét ovat ver-
rannollisia termiin e+ Nim# ratkaisevat selvisti differentiaaliyhtilst (1.1) - (1.4),
kun vaaditaan, etti k? = euw?. Ratkaisut ovat siis monokromaattisia aaltoja aaltovek-
torin k£ suuntaan. Jos valitaan koordinaatisto siten, ettd k on z-akselin suuntainen, F

x-akselin ja B y-akselin suuntainen, saadaan E:lle ja B:lle ratkaisut:
—iwt+ikz k —iwt+ikz
E(r,t) = Eoeze ., B(r,t) = —Epeye (4.1)
w

k, E ja B muodostavat siis oikeakitisen systeemin. Oikeille materiaaleille sekd p etta
e eiviit voi olla puhtaasti dispersiivisid, vaan niilld taytyy olla pieni (tai suuri kuten
metalleilla) imaginaarinen komponentti. Tama liittyy kentén absorptioon véliaineessa,
jota kuvaa imaginaarinen termi aaltovektorissa k. Koska aaltovektorin nelié saadaan
véliaineen permittiivisyyden ja permeabiliteetin avulla, voidaan aaltoyhtélot kirjoittaa
uudelleen médrittelemdlld k? = pew? = ﬁ—an = kin®. Tilld tavoin k voidaan korvata

kon:lla. Poyntingin vektoriksi S = E x H tulee:

1 kon* . n*
S = —’E0‘2€Z 0 ez(kon—kgn ) — ’E0‘2€Z 672k0zn1 (4.2)
2 rw 2u*c
Tamén vektorin reaaliosa antaa fysikaalisen Poyntingin vektorin. Nyt tulee muistaa,
ettd taitekertoimella on kaksi juuriratkaisua, n = ny = #n. Todellinen energiavuo
noudattaa yhtaloa:

Ey|? +
Sk = ez| o Re[—n]e_%oz'(im) (4.3)
26”0 Hor
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Taitekerroin voidaan antaa kompleksiesityksend n = |n|e?. Edelleen . = |, |e?® ja
e, = le,le?; absorptiosta seuraa, ettd Im(e,) > 0 ja Im(u,) > 0. Saadaan ehdot
01 + 0,

0, € [0, ), joista edelleen 0 = € [0,m). Jos sekd e ettd pp ovat negatiivisia,
saadaan ehdot 6; €|m/2,37/2[. Yhteensé saadaan kaksi ehtoa taitekertoimen vaiheelle:
0 €]0, w[N]7 /2,37 /2[. Ainoa vili, jossa molemmat ehdot toteutuvat, on 6 €|r/2, x|, jo-
ten ng = |njcos(d) < 0. Juuriratkaisun merkki valitaan negatiiviseksi, kun seké permit-
tiivisyyden ettd permeabiliteetin reaaliosat ovat negatiivisia. Muussa tapauksessa tai-
tekertoimen reaaliosa on joko nolla tai positiivinen. Nyt Re[7=] = + “;—:"cos(@) on
negatiivinen negatiiviselle juuriratkaisulle ja positiivinen positiiviselle, silla cos-funktion
argumentti on vélilld [0,7/2). Taitekertoimen imaginaariosa vaihtaa triviaalisti merk-
kiddan valitun etumerkin mukaan. Niinpa valittaessa n = n_ kulkee energia —e_-akselin
suuntaan ja Poyntingin vektorin pituus vdhenee —e.-akselin suuntaan, positiiviselle
tapaukselle energiavuo on +e,-suuntaan, kuten S:n vaimeneminenkin. Puhutaan jo-
ko oikea- tai vasenkétisistd viliaineista. Taitekertoimen merkki ja energiavuon suunta
méadraytyy siten SM-vasteiden reaaliosien ja imaginaariosien etumerkeista.

Koska aaltovektorin imaginaariosa kuvaa vain absorptiota, saadaan aallon vaihe-
nopeus kaavasta v, = Re(w/k) = kORLe(n). Vaihenopeus voi saada negatiivisia arvoja,
kun Re(ns) > 0 tai Re(n_) < 0. Télloin aallon vaihe liikkuu eri suuntaan kuin sen
energia. Normaalisti saadaan siis oikeakétinen systeemi (e, e,, €,) vektoreista £, H, ja
k. Jos taas permeabiliteetti on negatiivinen, on energiavuo vastakkaissuuntainen aal-
lon etenemiselle, eli saadaankin vasenkétinen systeemi [13], [14]. Tdémé& pétee kuiten-
kin vain silloin, kun valitaan Minkowskin energiaimpulssitensori. T&ll6in seké energia-
vuo Spp = E x H ja liikeméadrdvuo ppp = D X B ovat vastakkaissuuntaisia aallon
etenemiselle. Puhtaan SM-kentén tulkinnassa taas (ks. kaava (5.45)) sekéd energiavuo
Spp = kol X B ettd liikkemadravuo ppp = koF X B ovat samansuuntaisia aallon ete-
nemisen kanssa.

Jos valitaan d:n paksuinen metamateriaalilevy tyhjion ymparoiméksi, vaihtuisi va-
semmalta etenevin valonsiteen aaltovektorin etumerkki aineen sisélla. Minkowskin tul-
kinnan mukainen energiavuo kulkisi samaan suuntaan kuin tyhjién energiavuo - sama

pétisi myos litkemadralle. Sen sijaan vapaan SM-kentdn tulkinnassa kentédn energiavuo
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vaihtaisi merkkid metamateriaalin sisdlld, ja SM-kentén energia kulkisi kohti vasenta
pintaa sen molemmilta puolin, aivan kuten litkem&aarakin. Pelkdn SM-kentédn huomioi-
minen johtaisi siis epéfysikaalisiin tuloksiin, niinpa itse véliaineen kuljettama liikemaara
ja energiavuo tulisi huomioida.

Vaihenopeus eli kantoaallon nopeus tulee erottaa ns. ryhménopeudesta, joka on siis
aallon verhokdyrén (=muodon) nopeus. Se méaaritelldén taajuuden derivaattana aalto-
vektorin suhteen eli v, = Jyw(k). Tété kutsutaan dispersioyhtéloksi. Kun huomioidaan
kaava n = cw—k ja derivoidaan yhtélo taajuuden suhteen, saadaan ryhménopeus lausuttua

taitekertoimen avulla:

¢ (4.4)

vy = ————
Y n+wiyn

Jos taitekerroin on negatiivinen ja wd,n < n, voi myos ryhménopeus olla negatiivi-
nen. Valon vaihenopeus voi olla etenkin resonanssitaajuuksien ldhelld suurempi kuin
c. Signaalin informaatio on kuitenkin séteilyn verhokayrassé eikéd kantoaallossa, joten
kausaliteetin sdilymiseksi riittéaé, ettd ryhménopeus on aina pienempi kuin valon nopeus
tyhjiossé.

Yleisesti sihkomagneettisesti aktiiviset véliaineet voidaan jakaa neljéin eri paéaluok-
kaan:

1. Eristeet, joille e, perr > 0. Néissd vektorit £/, H, k muodostavat oikeakétisen
systeemin ja energiavuo S on aaltovektorin suuntainen. SM-séteily etenee melko hyvin
néissd valiaineissa.

2. Sahkoisesti aktiiviset materiaalit, ns. sihkoinen plasma, esim. magneettisesti iner-
tit metallit; nyt e.rr < 0 ja pregr > 0. Néissé e.¢¢ saa suuren imaginaarisen komponen-
tin, joka aiheuttaa merkittavan absorptiivisen komponentin taitekertoimeen. Tésté joh-
tuen SM-séiteily ei juuri etene néissé materiaaleissa lukuun ottamatta suuria taajuuksia
(Réntgentaajuuksista tai joskus jo korkeista UV-taajuuksista ldhtien, eli kun w > 10'®
Hz tai w > 10' Hz).

3. Magneettinen plasma, véliaine, joka on sdhkoisesti inertti mutta magn. aktii-
vinen. Samalla tavalla kuin siéhkoiselle plasmalle SM-séteily vaimentuu nopeasti ai-

neessa. Téllaisia aineita voidaan valmistaa keinotekoisesti metamateriaaleista. Nyt olisi
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Eeff > 0 ja Herr < 0.
4. Vasenkétiset metamateriaalit. Naille olisi ey < 0 ja pefr < 0. Niitd voidaan
valmistaa esim. yhdistdmalld magn. aktiivinen metamateriaali ja metallinen taustama-

teriaali.

4.2 Virtapiirimalli kaksiulotteisille systeemeille

Lineaarisia kaksiulotteisia systeemejé voidaan kuvata matriisiyhtdlond kaavalla V' =
Z -1, missi V, I € C? ja Z =€ Moy5(C), jonka komponentit ovat:

Zn —Z
Zn —Zy

7 —

Kun valitaan V' jénnitteiksi ja I virroiksi saadaan yksinkertaisen kaksiportin piiriyhtalo
[15]. Piirid voidaan kuvata myos ns. B-matriisilla, jos halutaan ndyttdé toisen systeemin

riippuvuus ensimmaéisestéd kaavalla:

Z22/le ZlQ - Z22

(‘/Y2a12> = B . (‘/17[1) -
—1/Zvy  Z11/Z1o

- (W1, ) (4.5)

Jos edelleen yksinkertaistetaan piiriéd, saadaan kaksikomponenttinen piiri, jossa on
impedanssi Z; 1. virtaldhteen ja solmun vélilld, sekd impedanssi Z, poikittaisjohdossa

(ks. kuva 1). B-matriisiksi saadaan nyt:

1 —7
—1/Zy 1+ 21/ 2,

Kun systeemi koostuu suuresta madrasta téillaisia perdkkéisid elementtejé, saataisiin
kokonaissysteemin matriisi B tulona B = By, = [ [, B;. Télla tavoin voidaan mallintaa
esim. aaltoliikettd, joka etenee viliaineessa (voi olla ddniaalto, sdhkovirta, jne.). Aallon
eteneméd matkaa viliaineeseen merkitddan x:114 ja tarkastellaan mitd tapahtuu, kun

etéisyys on infitesimaalinen - eli nyt kokonaissysteemin matriisi koostuisi ddrettomasta
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Z,

O | I 8]
| Z; v,
O . Q

Kuva 1: Yksinkertainen kaksiporttimalli kahdella elementilla

médrdstd B;-matriiseja. Jokainen elementti Z; kertoo impedanssin pituusyksikkod x
kohti ja edelleen saadaan tulokset Vi = V(x),Va = V(x +dx) ja I, = I(x), I, =
I(x+dz), jossa impedanssit antavat vasteen Z;dzx. Toisin sanoen V' (z) on dz:n paksuisen
ainekerroksen tuloaalto ja V(z + dx) sen lihtoaalto toisella puolen. Alunperin tata
tekniikkaa kéytettiin siéhkdkaapeleiden mallintamiseen ja téasté syystéa siitd kiaytetddan
yhé nimitysta siirtolinjateoria. Yhtaloita hieman pyorittelemalld ja ottamalla huomioon

vain dx-kehitelmén ensimmaéisen kertaluokan termit saadaan differentiaaliyhtalot:

1

0.1
Z

V, 0,V =-7Z.I, (0*+ 7)A =0 (4.6)
2

Nyt A on joko virta tai jdnnite ja viimeinen yht&lo saadaan derivoimalla virtaa/jannitetta
kahdesti.

4.3 Viliaineiden mallintaminen virtapiirein

Edellisten yhtéloiden hyoty paljastuu, kun tarkastelemme Maxwellin yhtéaléiden Fourier-
muotoisia aaltoratkaisuja. Oletetaan véliaine isotrooppiseksi ja héaviottoméksi. Valit-
semalla k-vektori kulkemaan x-akselin suuntaan ja siéhkokenttéd z-akselin suuntaiseksi,
saadaan Maxwellin yhtédlosta (1.6) H —y -akselin suuntaiseksi. Toinen Maxwellin yht&lo

(1.7) taas antaa E'n riippuvuuden H:n derivaatoista. Yhteensd saadaan riippuvuudet:

0. F3 = —iwuH,, 0,Hy = —iwekF; (4.7)
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Néiden kenttien tulee myos toteuttaa yhtélot:
(02 + pew®)E3 =0, (92 + pew?)Hy = 0 (4.8)

Niista kaavoista huomataan, etta kenttié voidaan mallintaa valitsemallamme kaksiport-
tipiirilla, eli ettd H = I ja E = V, kunhan véliaine oletetaan taysin haviottoméksi ja
isotrooppiseksi [16]. Materiaalin SM-vasteet saadaan samaistettua suoraan virtapiirin
impedanssien 71, Z, avulla yhtéléihin:

1 —iZ

:Zgw’ H==0

€ (4.9)

Nyt esim. valitsemalla ensimméinen elementti kd&miksi ja toinen kondensaattoriksi

saadaan havioton systeemi yhtéaloilla:
0.1 = —iwCV, 0,V = —iwLI, (?+w’LC)W =0, (?+w’LC)[=0 (4.10)

Kyseisten yhtiloiden ratkaisut ovat muotoa I = Iye*®, V = Ve, joista saadaan
ehto aaltovektorille k: k? = w?LC. Jos valittaisiin toisinpiin, eli Z; kondensaattoriksi

ja Zy kdamiksi, saataisiin vastaavasti yhtalot:

1
w2LC

. . X
0,0 = —, 9,V =—1 (*+

_ 2
wC v szC>V =0, (% +

=0 (4.11)

1
w2LC"

taan differentiaalisiksi. Jos systeemi koostuisi esim. jaksollisista yksikoistd a:n vélein,

Nyt aaltovektori saa ehdon k? = Tulee huomioida, etté kaikki impedanssit olete-
saataisiin yhden yksikon impedanssiksi Z, = Z - a.

1) Kun pg,egp > 0 valitaan 1. piiri, joten L = p ja C = e. Tdtd kutsutaan oi-
keakétiseksi systeemiksi (=RH), silld kenttien (F, H, k) suuntavektorit muodostavat
normaalin oikeakétisen koordinaattisysteemin. Selviisti v, = w/k = \/% Ryhménopeus
saadaan kaavalla v, = v, + kOyv, = v, + 0 = v),.

2) Kun pg,eg < 0 valitaan 2. piiri joten ——7 = p ja ——= = e. Tété kutsutaan

vasenkétiseksi systeemiksi (=LH), silla kenttien (E, H, k) suuntavektorit muodostavat
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Kuva (a) RH
(a) Kuva (b) LH Kuva (c) CRLH

Kuva 2: Vasemmalta ldhtien virtapiirit mallintavat oikeakétistd, vasenkétisté ja nédiden
yvhdistelmésta koostuvaa materiaalia.

normaalin vasenkétisen koordinaattisysteemin. Aaltovektorin ehdosta saadaan edelleen
vaihenopeus v, = £ = ﬁ Ryhménopeudeksi tulee vy = v,+k0yv, = v,—2v, = —vp.
Ryhménopeus on siis samansuuruinen mutta vastakkaissuuntainen kuin vaihenopeus.
Todellisia materiaaleja voidaan mallintaa paremmin, kun oletetaan niiden koostuvan
sekd LH- ettd RH-muotoisista komponenteista (=CRLH=composite left-/right -handed
material, ks. kuva 2c). Niinpd Z; koostuu sarjaan kytketysta kondensaattorista (Cp) ja
kddmistd (Lg). Samoin Z5 koostuu rinnan kytketystd kondensaattorista Cg ja kddmista

(L) [17]. Alaindeksit R ja L kuvaavat oikea- ja vasenkitistd kdyttaytymista. Nyt Z; =

ng + iwLg, le = iwCp — ﬁ Differentiaaliyhtéloiksi saadaan pari:

1 ?

0.V (wC’L iwLpR) 0 (wLL iwCR) (4.12)
Saadaan edelleen kaavat:
1 w? 1 w?
€:CR_Q)2LL :&‘0(1—E), /L:LR—M2CL I,lj,()(l—ﬁ) (413)

Seké permeabiliteetti ettd permittiivisyys noudattavat nyt yksinkertaista plasmamallia,

. .o e . . 1 . . . _
jossa sdhkoinen plasmataajuus on w, = T, o Ja magneettinen plasmataajuus on wg =

\/L;ﬁ sekd C'r = €9 ja Lr = po. Yksinkertaisuuden vuoksi malliin ei ole siséllytetty

resistansseja. Téllaiset elementit johtaisivat imaginéérisiin termeihin SM-vasteissa ¢, u
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- tésséd kuvattu malli on siis hdvicton. Dispersioyhtéloksi tulee nyt kaava:

2__Cr_ Le 1

2 2 2 2 2
. L_L + WLLL + W LrCR = €opto(w” — wp)(w” — wg) (4.14)

Miinusmerkkinen vakio estdd tietyn taajuisten aaltojen etenemisen, eli ratkaisemalla
yhtélon nollakohdat ja huomioimalla, ettd sen muoto on ylospéin aukeava, saadaan kiel-
letty vali [min(ws,w,), maz(ws,w,)]. Jotta funktiosta f(w) = k(w) saataisiin kdéntyva
(eli voitaisiin ratkaista taajuus suoraan aaltovektorin funktiona), pitda valita neg. etu-
merkki otettaessa neliGjuurta pienilld taajuuksilla. Pienilla taajuuksilla (%—termi hallit-
see) saadaan siten negatiivinen faasinopeus eli vasenkétinen SM-aalto, kun taas suurilla
taajuuksilla k on positiivinen, ja saadaan tavallinen oikeakiitinen SM-aalto (w?-termi
MAATAAVE).

Niilla kahdella yksinkertaisella sijaiskytkennélld voidaan siis kuvata seké ideaalisia
oikeakiitisid ettd vasenkitisid materiaaleja. Todellinen tilanne on kuitenkin monimut-
kaisempi, silld mikdéan aine ei ole tdysin héavioton. Siksi piiriin pitéisi lisdtd ainakin
resistiivisia elementteja. Mallia voidaan kédyttda myos diskreetisti, kun halutaan kuva-
ta esim. jaksollisia materiaaleja. Jos yhden yksikon pituus on a ja oletetaan ratkaisui-
den olevan muotoa (V,,, I,) = e *"¢(Vy, ), saadaan B-matriisille ominaisarvoyht:lo
B, - (Vi, 1)) = e~V I,), joten:

0 = det(B — e”™*T) = det(B) — Byie "™ — Byje '@ 4 ¢~ 2iak
Tama sieventyy edelleen muotoon:
1
Byy + Bgy = 2cos(ak) = 3 sin®(ka/2) (4.15)

Oletetaan systeemi kolmikomponenttiseksi (systeemin Z-matriisille patee talloin Z15 =
Zs1), jolloin pétee Det(B) = 1. Taméi antaa suoraan systeemin dispersioyhtélon, silla
matriisin B komponentit riippuvat nyt taajuudesta. Nyt permeabiliteettia ja permit-
tiivisyyttéd ei valttamatta saada identifioitua niin kuin differentiaalisessa mallissa. Jos

edelld oletetut materiaalit mallinnettaisiin t#lld tavalla, muuntuisivat k?-termit disper-

43



sioyhtloissd muotoon 4sin?(ka/2). Samantapaista analyysii voidaan kiyttd4 mallin-
tamaan suoraan elektromagneettisia aaltoja jaksollisissa rakenteissa kappaleen 3.6 mu-
kaan. Diskreetit mallit voidaan muuntaa jatkuviksi, kun a — 0 ja jaetaan impedanssit
jaksojen pituuksilla.

Jos sekd magneettinen vaste ettd sdhkoinen vaste ovat Druden mallin mukaisia,
voidaan néitd mallintaa samankaltaisella differentiaalisella virtapiirilla kuin CRLH:n
tapauksessa. Ainoana erona ovat kaksi lisikomponenttia C' ja L, joilla saadaan mallista
realistisempi (kuva 2) [18]. Kirjoitettaessa tavanomaiset differentiaaliyhtélot saadaan
kertoimet 7, = Z = iw(Lgr + m) = iwp ja Y = iw(Cg + m) = jwe.
Permittiivisyyttd ja permeabiliteettia voidaan yksinkertaistaa kayttdmalla CRLH:n

madritelmié vakiotaajuuksille wy o:

w? w?
e(w)=¢eo(1 — ——=), w) = po(l — —— 4.16
wp = c_iL ja wo = 4 /L—(le kuvaavat viliaineen resonanssitaajuuksia ja edelleen pétee

Cr = €¢ sekd Lr = pp. Témén ja ns. plasmataajuuden valilld permeabiliteetti tai per-
mittiivisyys (luonnollisesti eri taajuusalueilla) on negatiivinen. Jos ndmé taajuusalueet
osuvat padllekkéin, saadaan tulokseksi vasenkédtinen metamateriaali télla alueella. Dis-
persioyhtélosté tulee rationaalifunktio, joka synnyttaé (vakiotaajuuksista riippuen) kiel-
lettyjé taajuusalueita, joissa SM-aalto ei etene. Namé alueet kuvaavat taajuuksia, joissa
permittiivisyys on negatiivinen mutta permeabiliteetti on positiivinen tai péainvastoin.
Lisdaamalla piireihin sopivat resistiiviset elementit saataisiin lopulta Lorentzin malli,
joka olisi siten analyyttinen (absorptiivisten termien liséédmisen ansiosta) ylemméssé
puolitasossa mahdollistaen esim. Greenin funktioiden integroimisen taajuuden imagi-

naariakselia pitkin kaavan A.13 mukaan.
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Kuva 3: SRR (katkaistu johdinsilmukka) ja ohuet johtimet, materiaalissa etenee tésséa
vasenkdtinen SM-aalto. Systeemin (fysikaalista) kapasitanssia saataisiin suurennettua
lisaamalla nelion muotoisten silmukkojen sisdén toinen katkaistu silmukka, jonka kat-
kaisukohta olisi ohuen johtimen oikella puolen.

4.4 Esimerkit metamateriaaleista: SRR, ohuet johtimet ja nii-

den yhdistelméi

Erds tunnetuimmista esimerkeistd negatiivisista metamateriaaleista on ohuista johti-
mista ja ohuista, katkaistuista metallirenkaista (SRR = split ring resonator = resonaat-
tori, joka on katkaistu johderengas) koostuva kuvan 3 mukainen jaksollinen hila [19].
Ohuet johtimet antavat plasmamuotoisen negatiivisen permittiivisyyden ja jaksolliset
silmukat (SRR) negatiivisen plasmamuotoisen permeabiliteetin. Téllaisen véliaineen va-
senkétisyys pétee yleensd GHz- tai THz-taajuusalueella. Aineen B-matriisi saadaan nor-
maalisti virtapiirimallilla. Seuraavassa késittelyssa oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi
yksiulotteinen aine, jossa silmukkataso on kohtisuoraan magneettikenttdéd vastaan ja
johtimet séhkokentdn suuntaisia. Lisdksi silmukoiden vélinen keskindisinduktanssi on
jdtetty huomioimatta. Seuraavaksi kuvataan ensin katkaistuja johdinsilmukkoja, sitten
ohuita johtimia ja lopuksi systeemit yhdistetdédn vasenkétiseksi metamateriaaliksi.
Jaksolliset magneettiset silmukat sisdltdvat sekd induktiivisen ettd kapasitiivisen
elementin. Induktiivinen elementti koostuu yhtéalta itseinduktiota kuvaavasta L:sta ja
silmukoiden ja ulkoisen magneettikentin keskindisinduktiota kuvaavasta termistd M’.
Kapasitiivinen elementti taas johtuu silmukoiden katkaisusta ja/tai muunlaisista geo-

metrisista ratkaisuista, jotka aiheuttavat varauseroja pintojen vélille. Erés tallainen ma-
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teriaali koostuu kahdesta sisdkkaisesté katkaistusta renkaasta. Katkaisukohdat ovat 180
asteen kulmassa toisiinsa ndhden. Niinpd magneettikenttd H (H:n oletetaan olevan koh-
tisuorassa silmukkatasoon) indusoi jaksollisen virran renkaisiin. Renkaiden asettelusta
johtuen niiden vilille syntyy varauspotentiaali katkaistujen pédiden varauserojen liséksi,
joten kokonaiskapasitanssi saadaan melko suureksi. Yhden silmukkayksikén kapasiteet-
tia ja itseinduktanssia voidaan mallintaa klassisen elektrodynamiikan yhtéaléiden avulla.

Jotta saisimme selville silmukan resonanssitaajuuden, mallinnetaan sité ensin sul-
jettuna virtapiirini. Liséksi oletetaan héviottomyys (R = 0) ja silmukoiden vélisen kes-
kindisinduktanssin puuttuminen (Msgrrsrr = 0). Nyt I ja V kuvaavat silmukan oikeita
suureita eikd kyseessd ole vain virtapiirimalli. Z; koostuu selvisti sarjaan kytketysta

kéidmisté ja kondensaattorista, joten Zy = iwL 4 —=. Piirin jénnite on siten:

1

V = (iwLl + m)] (4.17)
Tamé jénnite syntyy Lenzin lain mukaan magneettivuon aiheuttamana induktiona:
V = —iwdp = —iwAB, jossa B on ulkoisen kentén voimakkuuden keskiarvo ja A on
silmukan ala. Virta riippuu magneettivuosta kaavan I = ®/L(1 —w?/w?) mukaan, jossa
wo =1/ VLC on resonanssitaajuus. Ympyrian muotoisen silmukan aiheuttama magneet-
tinen momentti saadaan kertomalla tdmé silmukan alalla. Kaikkien dipolien aiheuttama
keskiméérdinen yhteiskenttd M = m/a® (a on kuution muotoisen yksikkdkopin sivun
pituus) kuvaisi nyt aineen magnetoitumaa. Koska M riippuu lineaarisesti magneetti-
vuon tiheydestd B, voitaisiin siitd laskea p rakenneyhtélon B = uH = uoH + M avulla
permeabiliteetti. Virtapiirimallin mukaan magneettikenttd H samaistetaan virtaan 1.
Koska magneettivuon tiheys B on suoraan verrannollinen SRR-silmukan virtaan I3,
saadaan sen aiheuttama muutos magneettikenttéddn lisdidmalla suljettu SRR-piiri var-
sinaiseen virtapiiriin keskindisinduktiivisella kytkennélla M’. Virtapiiria (ks. kuva 4a)

analysoimalla saadaan yhtédlo SRR:n jéannitteelle Vj:

‘/:9, = —w2LI3 — w2M/11 + Ig/C
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Kuva (a) SRR Kuva (b) SRR ja ohuet johtimet

Kuva 4: Metamateriaalien mallintamisessa kiytetyt sijaiskytkennét

Asettamalla tdma nollaksi saadaan I3 lausuttua I7:n avulla. Nyt siis muuntajaelementti

M"”?/L
voidaan lisdté sijaiskytkennédn Z:een elementting —iwﬁ. Tamén lisédksi siithen
kuuluu oikeakiitistd materiaalia kuvaava Lg-termi. 1/Z; = Y5 saadaan identifioitua

suoraan virtapiirimallista (ks. kuva 4a). Saadaan siis yhtélot:

_ M 2 wh
LLR7 g 1—92

w? — w?
Zy =iwLg(1 — 92)2—3, 1/Zy = iwCgr, ¢

g:n taytyy olla ykkostd pienempi hévididen takia. B-matriisiksi (B;) saadaan lopulta:

1 —iwLp(1 — g?) 5%
B1 = . w20—w
—iwCp 1 —w?CrLp(1 — ¢?)

UJ2 —W

SN

2_,,2
w wq

Ottamalla matriisin jilki saadaan dispersioyhtélo tavalliseen tapaan:

w2—w2

k= w’Lp(l — ) —— 2 4.18
w R( g )w%(cﬁ . (JJ(Q)) ( )

Talld yhtalolla on ratkaisuja vain silloin, kun sen oikea puoli on positiivinen. Siten SM-

aalto ei voi edetd vélilld [wy, w,|. Permeabiliteetti saadaan suoraan impedanssista Z; ja
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permittiivisyys termistéa Ys:

w? —w

2
e(w)=0C, =¢p, pw)=L(1— gQ)FW‘Z = Ho(l = ———5). (4.19)
0 0

g2w2

SRR:lle ei valitettavasti 16ydy luotettavaa yksinkertaista yhtéaloa, joka kytkisi sen di-

mensiot magneettisen plasma- ja resonanssitaajuuteen kuten ohuiden johtimien tapauk-

sessa (joka mallinnetaan seuraavaksi). Karkea arvio taajuudelle voidaan johtaa laske-

malla silmukan kapasitanssi ja induktanssi, josta saadaan lopulta yhtilo wy = \/%7 R~

l\c/\a/i' Téssé on oletettu yksinkertainen nelion muotoinen katkaistu rengas, jonka sivun
ow

pituus on [, leveys w ja raon paksuus d. Esim. arvoilla l = 107 m jad = w = 1078

m saadaan resonanssitaajuus w, ~ 3.5 - 10 Hz. Alle muutaman sadan nanometrin
leveydelld kaava ei ole enédé kovin luotettava ainakaan numeeristen simulaatioiden pe-
rusteella.

Yksi varhaisimmista metamateriaaleista koostuu ohuista metallilangoista, jotka on
jéarjestetty a-sivuisiksi kuutioiksi. Metallin viemé tilavuus on &drimméisen pieni osuus
yksikkokopista. Yleisesti a:n pituisessa johdinpétkissd jénnite saadaan kaavalla V' =
17, missa Z koostuu induktiivisesta ja resistiivisestd osasta eli Z = R + wL. Toisaal-

ta jdnnite saadaan kertomalla sdhkokenttd pituudella ja siéhkévuo koko yksikkokopin

Fa __ E
a’?Z = a(R+iwl)

o on sdhkonjohtavuus. Sahkoé johtaville materiaaleille saadaan aaltoyhtélo kappaleen

alalla aa saadaan jakamalla virta a?:lla, joten J = = o(w)E, missi

3.3 mukaan k% = w?(e(w) + io(w)/w. Jos oletetaan sdhkdmagneettinen vaste puhtaasi
sihkoiseksi, saadaan ehto k% = w?pge,or. Lisiiksi tulee muistaa, etti metallin osuus tila-
vuudesta on ddrimméisen pieni, joten voidaan approksimoida ¢ — ¢( ainakin suurilla

taajuuksilla. Lopulta paadytdaéan yhtaloon teholliselle permittiivisyydelle:

2
W,

o = 1 -
Et t((.d) 50( -+ itw

- ) (4.20)

2

1
aE()L

taajuuksilla tdmé termi nimittéjéssa jaéd pieneksi ja saadaan suoraan plasmamallin mu-

Suure wg = on tehollinen plasmataajuus ja 7 = R/L on nk. relaksaatioaika. Suurilla

kainen tehollinen permittiivisyys. Pitdd huomioida, ettd plasmataajuus on negatiivinen,
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Kuva 5: Drude-drude -malli

silla L:n tulee olla miinusmerkkinen langan itseinduktanssille. Tésté saadaan suoraan

Druden malli. Laskemalla langan induktanssi klassisen elektrodynamiikan mukaan ja si-

joittamalla tulokset yhtéloihin saadaan plasmataajuudeksi lopulta tulos wz = QQ%T(ZQ/T).

r on langan side ja a yksikkokopin koko, nyt esim. arvoilla ¢ = 107 m ja r = 107" m
olisi plasmataajuus n. 3.5 - 104 Hz.

Ainetta vastaavaa virtapiirid mallinnettaessa oletetaan johtimen haviottomyys. In-
duktiivista johdinta voitaisiin mallintaa lisdédmaélla ideaalisen oikeakétisten materiaalien
virtapiirimalliin lisdelementti L,, kondensaattorin C'r rinnankytkenténé. Néin saadaan
uusi impedanssi Z; = iwLg ja admittanssi Yo = L;—lw + iwCgr. Nyt alkuperiiset elemen-

tit on valittu vastaamaan tyhjiota eli ¢g = Ci ja po = Lg. Normaaliin tapaan saadaan
1/L
w?2

uusi permittiivisyys € = g¢ — . Tdmé&n systeemin B-matriisi saadaan normaaliin

tapaan identifioimalla Z; ja Zs:

B 1 —iWLR
T iCrw(1l — wf)/wQ) 1— wr-wp/w)

2
Wk

Tissi pitee w, = (CrL,,) 2. Tavalliseen tapaan saadaan dispersioyhtilo 4sin?(ak/2)

(w? — wyp) /wk. Suureet p ja € saadaan impedansseista:
e(w) = Cr(l —wp/w®) = e(l —wp/w’), pw)=Lr = po

Ohuet johtimet ja katkaistut silmukat yhdistdmélla saadaan lopulta negatiivisen
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taitekertoimen antava metamateriaali. Sen virtapiiri muistuttaa hyvin paljon SRR-
systeemia kuvaavaa virtapiirimallia silld erotuksella, ettd nyt tulee lisdtd C'r:n rinnalle
ohutta johdinta kuvaava kdédmielementti L,, (ks. kuva 4b). B-matriisin impedanssi Z,

saa nyt hiukan erilaisen arvon SRR:iin verrattuna: 1/Z5 = iwCr(1 — w3 /w?).

. (w2_w2)
B 1 —iwLp(l — g*)——%
| CiwCR( - B /u?) 1 iRCRLa(1 — g?) )
0

Ei-diagonaali -elementit ovat merkityksettomié dispersioyhtélossé, joten tulokseksi saa-

daan:

w2 —w? M2 w2 — w2 w2 —w
k2:w2(w2—z}2)(LLRW2_WQ+w8):(1_‘(]2) [
R 0

(4.21)

[ SIS

w2(w? — wj) "W — Wl

Dispersioyhtélo saa taas kiellettyja taajuusalueita, kun dispersioyhtélo saa neg. arvoja.
Niinpé valilla (0, wp) U (wy, wp) el esiinny SM-aaltoja; téssé on valittu wp < w,. Tamé
vastaisi SRR:n ja ohuiden johtimien yksittédissysteemien yhteisia kiellettyja taajuusa-
lueita. Dispersioyhtédlon mukaan néin pitddkin olla, silld se on SRR:n dispersioyhtélo
(oikea puoli) kerrottuna ohuiden johtimien vastaavalla. Permittiivisyys ja permeabili-

teetti saadaan myos samoiksi identifioimalla virtapiirimallin impedanssit:

2 wQ

e=¢eo(l - E) p(w) = po(1 — 92m) (4.22)
Téassé on sijoitettu Cr = ¢¢ ja Lg = pp. Viimeinen muoto permeabiliteetille saadaan
suoraan laskemalla kaavasta 4.19. Kasittelysta on jéitetty magneettisen SM-vasteen osal-
ta huomioimatta resistiiviset komponentit, jotka fysikaalisesti vastaisivat tietysti ab-
sorptiota. Lisdamalla resistiivinen tekijid saadaan permeabiliteetin nimittdjaan termi
+1ymw, ja nyt yht#lo vastaisi tdysin artikkelin [20] kaavaa 7, kun ¢*> = C. Permittii-
visyyden absorptiivinen elementti onkin jo huomioitu aiemmassa késittelyssa tekijana
—iTw, jossa R/L = 7. TAm4 voitaisiin lisitd myos varsinaiseen ohutta johdinta kuvaa-

vaan virtapiiriin elementtinéd. Taajuusalue, jossa molemmat SM-vasteet ovat negatiivi-
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sia, on Vvalilla [wo,w,], kun tehddén oletus wp < w,. Niinpéd tamén vélin taajuuksilla
aine on vasenkétinen sdhkomagneettisilta ominaisuuksiltaan.

Koska sekd permittiivisyys ettd permeabiliteetti riippuvat omista parametreistaan
ideaalitilanteessa itsenédisesti, voidaan molempien resonanssi- ja plasmataajuudet muut-
taa muuntamalla vain yhden systeemin parametreja. Nédin saadaan sopivat dimensiot
valitsemalla haluamamme SM-vaste metamateriaalille. Kédytannossa télle asettavat ra-
joitteensa niin yhtéloiden skaalausrajat, metamateriaalin tukirakenteen (esim. lasi) SM-
vaste kuin niiden vuorovaikutus. Esimerkiksi katkaistuista metallirenkaista aiheutuu

permittiivisyys, joka pitda lisdtd ohuiden johdinten malliin.

5 Kvanttielektrodynamiikka

SM-kentén kvantittuminen tehdédin muuntamalla klassiset fysikaaliset suureet operaat-
torimuotoon ja vaatimalla samankaltaiset ehdot kuin klassisen mekaniikan Poissonin
suluille, mutta nyt sulut korvataan nk. kommutaattoreilla. Puhtaan kentdn kvantit-
tuminen rajoitetussa avaruudessa perustuu ortogonaalisiin Maxwellin yhtéloiden kent-
tien ominaisratkaisuihin, jossa jokaista moodia (ratkaisua) merkitddn omalla indeksilla
ja moodin tilaa omalla tilaoperaattorilla. Kaikki fysikaalisten suureiden odotusarvot
saadaan ottamalla suuretta vastaavan operaattorin ja tilaoperaattorin yhdistetyn ope-
raattorin jilki. Adrettdméin avaruuden tapaus saadaan ottamalla diskreetin tapauksen
raja-arvo, kun lahekkéisten moodien aaltovektoreiden ero ldhestyy nollaa.

SM-kentén ja véliaineen yhdistettyéd systeemié ei voida mallintaa ortogonaalisilla
SM-kentédn ominaisratkaisuilla absorption takia. Makroskooppinen malli perustuu kes-
kiarvoistettuihin SM-vastefunktioihin ja satunnaisluonteisiin héiriovirtaoperaattoreihin,
jotka toimivat systeemin ODY:t ratkaisevien Greenin funktioiden ldhteina. Hairiovirta-
operaattorit saadaan lausuttua samantapaisten bosonisten luomis- ja tuhoamisoperaat-
torien avulla kuin vapaan kentén tapauksessa, vaikka jadkin epéselviksi, mika on var-
sinaisen yhdistetyn systeemin tila-avaruus, johon ne liittyvit.

Mikroskooppisesti véliaineen ja SM-kentén yhdistetty systeemi voidaan ratkaista

mallintamalla kutakin systeemid harmonisina varahtelijoiné ja lisédmaélla bilineaariset
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vuorovaikutusosat kuvaamaan absorptiota ja SM-vastetta. Hamiltonin operaattori saa-
daan diagonalisoitua kutakin systeemid kuvaavan luonti- ja tuhoamisoperaattorin line-
aariyhdistelméné. N&in saatu koko systeemiéd kuvaava luomis- ja tuhoamisoperaattori
operoi nyt yhdistettyyn systeemiin, ja sitd voidaan kuvata polaritonina. Polaritoni on
fotonin kaltainen hiukkanen, joka kuvaa yhdistetyn systeemin tilaa. Sille patevét samat
kommutointiehdot ja muutoinkin sen késittely on samanlaista kuin fotonin tapaukses-
sa. Voidaan osoittaa, ettd kyseinen bosoninen operaattori on tietyin alkuehdoin sama

kuin makroskooppisessa késittelyssa.

5.1 Vektoripotentiaalin kvantittuminen

Elektrodynamiikan Maxwellin yhtélot eiviat pédde sellaisinaan, silld mikroskooppiset
sahkomagneettiset ilmiot noudattavat kvanttimekaniikan lakeja, joita klassinen elektro-
dynamiikka ei huomioi. Huomioimalla kvanttimekaniikka péadytaan kenttien ns. kvan-
tittumiseen, jossa jokainen kenttd korvataan vastaavalla kenttdoperaattorilla [21]. Kentén
operaattoreissa on klassinen amplitudiosa kertoimena kvanttimekaanisen operaatto-
riosan edesséd. Amplitudiosa on sama kuin Maxwellin yhtéléiden klassiset ratkaisut,
kun taas operaattoriosa operoi itse kentén tilaan Hilbertin avaruudessa. Télloin tilaja-
kauma muuttuu diskreetiksi rajoitetussa avaruudessa. Yhtéléiden muuntuminen seu-
raa suoraan kommutointiehdoista, joita vaaditaan kentén liikemé&dra- ja paikkaope-
raattoreille. Kenttien kvantittuminen voidaan johtaa ldhtemélld SM-kentédn Lagrange-
funktionaalista, mutta helpompi tapa on kiyttééd vektoripotentiaalia (¢(r,t), A(r, 1)) ja
Coulombin mittaa ¢ = 0, V - A = 0 kuten kappaleessa 1.3. Klassiset sihko- ja mag-

neettikentét saadaan lausuttua vektoripotentiaalin avulla muodossa:
E(r,t) = —0;A(r,t) B(r,t) =V x A(r,t) (5.1)

Sijoittamalla ndm& Maxwellin yhtéloihin saadaan lopulta:

1

AA = gafA (5.2)
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Tamé voidaan ratkaista separoimalla ratkaisu aika- ja paikkaratkaisuiksi A(r,t) =
A(r)T'(t). Oletetaan liséksi, ettéd ratkaisut voidaan kirjoittaa eri ominaismoodien sum-
mana (kun oletetaan jokin dérellinen monisto). Sijoitetaan tamé yritelmé yhtaloon 5.2,

jolloin saadaan osittaisdifferentiaaliyhtalot

CZAAZ(T) B 8t2TZf(t) _

k
= —F k=1,23 (5.3)
Aj(r) T(t)

Yhtélon pitdaa olla vakio, silld ehdon tulee pated kaikilla r:n ja t:n arvoilla. Voidaan
liséksi olettaa, ettd ratkaisun aikaosa on sama kaikilla koordinaateilla, jolloin my6s va-
kiot ;* ovat samat. Mukavuussyistd voidaan merkitd p = wﬁ. Saadaan kaksi ominai-

sarvoyhtaloa:

AA, =——LA T =-wT (5.4)

Jélkimmiisen ratkaisu on T, (t) = T},(0)eT™i! ja samankaltaisella tavalla saadaan A:lle
muoto: A,(r) = A,(0)e™*", missi k* = w?/c®. Coulombin mitassa vaaditaan, etté
VA, = 0, joten kL A,. Kolmiulotteisessa paikka-avaruudessa tdmé jattédéd kaksi va-
pausastetta vektoripotentiaalin A suunnalle. Tata kutsutaan polarisaatioksi ja sité
merkitddn o:lla. Kun tilavuus ldhestyy éiéireténtél voidaan k:n yli summaus A:n ke-

hitelméssé korvata integraalilla: >, — fv ) . Polarisaatio taas otetaan huomioon

summana A, — 37_ A,,e,(k), jossa eg(k) on ns. polarisaatiovektori. Olemme kiin-
nostuneita ainoastaan fysikaalisista ratkaisuista, joten voimme ottaa suoraan summa-

kehitelméan reaaliosan:
d3k. ik-r—iwt * _—ik-r+iwt
E o) s k) (by,e + by e ) (5.5)

Téssd Am ja T:n alkuarvot on sisédllytetty b:hen. Koska F = —0;A B =V x A,

saadaan lopulta:
d3k . o
Z/ wk(bko_ezk‘-r—zwt . bzae—zkw—&-zwt) (56)

271, 3/2
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dgk 1k-r—iw * _—ik-r+iw
Z/ Ty (b x Co(k)wr) (bgo™ ™" — by e mTHN - (5.7)

Jos avaruuden tilavuus on rajoitettu, pitdd meidédn korvata integraali fV oy 3 summalla
> i Energiatiheyden lauseke tyhjiossd rajoittamattoman avaruuden tapauksessa on
u = 1(coB? + tBQ), joten sijoittamalla Emn ja Bm yhtdlot tihin sekéd integroimalla

u(r,t) km, k':n ja r:n yli saadaan:

H= 2502/ AP kw?|brg|? (5.8)
o \%4

bro voidaan hajottaa reaali- ja imaginaariosiin: quy = /€02Re(bko) Pro = —iw+/E020mM(bko).

Tamé johtaa Hamiltonin lausekkeeseen:

1
H = 55020:/‘/d3k(pi0 +wiqt,) (5.9)

Kaava muistuttaa harmonisen vérédhtelijin Hamiltonin funktiota, kun (g, p) ovat yleiste-
tyt koordinaatit. Nyt kvantittuminen voidaan tehd& ” perinteiseen” tapaan korvaamalla
Poissonin sulkeet {.,.} kommutaattoreilla [.,.] ja vaatimalla samat kommutointiehdot
kerrottuna jollain vakiolla. Vaikka tdma menetelmé toimii esim. yksinkertaisella SM-
kentélle, olisi oikeampi ldhestymistapa ratkaista ensin kvanttimekaaniset liikeyhtalot ja
johtaa niisté klassiset vaatimalla h — 0. Klassiset koordinaatit noudattavat ehtoja
{@kosPrror} = 0(k — K" )oo0or ja {Qos Qo' } = {Pko,Prror} = 0 Poissonin sulkeiden avulla
lausuttuna.

Kayttamalla suoraan klassisen elektrodynamiikan muuttujaa A vastaavaa kanonis-
ta impulssimomenttia 114 = —goF (ks. kappale 1.4) voidaan Poissonin sulut kirjoittaa
magneettivuon tiheydelle ja siahkokentdlle: {A(r,t), Io(r',t)} = 0;(r — r'). Tésté saa-

daan edelleen Poissonin sulut sédhkokentélle ja magneettivuon tiheydelle:

{E(r,t),B(r',t)} = e;'V x &;(r — 1) (5.10)
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Kvantittumisessa lahdetdaan yleenséd systeemin koordinaateista - systeemin koordi-
naatit muuntuvat koordinaattioperaattoreiksi ja Poissonin sulkeet kommutaattoreiksi
[22]: Proe — Dro JA& Qe — Qro S€KA [Gko, Prror] = thd(k — k')dyer, jossa h on Planc-
kin vakio. Seuraava luonnollinen askel on korvata koordinaattioperaattorit tuhoamis-

ja luomisoperaattoreilla:

R w . Pro R w o 1Pko
k= ./ — + Tk =] — — A1

Niméi operaattorit noudattavat kommutointiehtoja [a,(k), ay (K')T] = 6(k — k')0sqer ja
[a, (k) a5 (K)] = 0 = [as(k)T, G (K')T] . Ttse kvantittuneille kentille saadaan samat

kommutointiehdot kuin klassisessa tapauksessa, mutta skaalattuina:
[E(r,t), B(r',t)] = —ih/eoV % &(r —7'),  [A(r,t), (", 1)] = —ihé,(r — ') (5.12)

Muut yll& olevien operaattoreiden kommutaattorit ovat nollia. Systeemin Hamiltonin
funktio muuntuu operaattorimuotoon H = [ Pk, hur(a) g+ 1). Operaattoreiden
aikakehitys saadaan Poissonin sulkujen tapaan kommutaattorimuodossa 9,0 = t[H, O].

Téamaé kvantittuminen voitaisiin tehdé aivan yhté hyvin rajoitetulle tapaukselle, jos-
sa siis vain tietyt moodit olisivat sallittuja. Reunaehdoista seuraisi, ettd integroitaessa
energiatiheyden yli, kun i, d®r < oo, kokonaisenergian lauseke (5.8) saataisiin hieman
eri muodossa:

H =2:0V ) wibgobi, (5.13)

ko

Kaavan johtamisessa integrointi k, k’-avaruuden yli korvautuu summauksilla ja integroi-

kT antavat nollasta eroavan tuloksen V' vain

taessa V:n yli ortogonaaliset ratkaisut e
silloin, kun k = k. Jaettaessa kentén by, komponentit reaalisiin ja imaginaarisiin osiin

kaytetddn muunnosta:

1 —_—

b = ———— (Wre + IDko r = 5.14

1 .
=W o — WPko
2wk\/€0—v( kqk Pk )
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Namé muuntuvat edelleen lasku- ja nosto-operaattoreiksi ja noudattavat samoja
kommutointiehtoja kuten rajoittamattomassa tapauksessakin. Sitd vastoin Hamiltonin

operaattori saadaan nyt summaesityksené:

N 1 R R
H =22 (b +widi,) (5.15)
ko

Huomioimalla kommutointiehdot saadaan Hamiltonin operaattoriksi lopulta:

]:I = Zwkl‘i(dzg&ka + é) = Z f{kg = Z f{l (516)
ko l

ko

Nyt I on identiteettioperaattori, ja operaattorit ﬁkg = hwk(d]:g&kg + é) = f[l voitaisiin
tulkita yhden moodin ko = [ Hamiltonin operaattoriksi. Jokainen moodi (Fourier-
komponentti 4+ polarisaatio) on siten riippumaton muista moodeista. Seké sahkokentta

ettd magneettikenttd voidaan nyt antaa lasku- ja nosto-operaattorin avulla:

N hw ) )
E(rt) = 4/ 2€0€/ekg(&koez(kr_m) +af emitkr=wh) (5.17)
ko

B(r,t) = %%: \/ 2€0€/u(k’) X € (A’ Fr—et) — gl milkr—wt)y (5.18)

Téssd u(k) on k-vektorin suuntavektori.

Monokromaattisen kentén tapauksessa (yksimoodikenttd) summa/integraali yhté-
16iden alussa jéisi pois. Valitaan ldhtokohdaksi nyt kuitenkin vain summakehitelma.
Monokromaattiselle kentille saadaan Hamiltonin operaattori H; = hwl(dgdl + é) Jo-
kainen operaattori a; operoi johonkin Hilbertin avaruuden tilavektoriin |¢; >€ Hj, jos-
sa alaindeksi | = (ko) viittaa moodin aaltovektoriin ja polarisaatioon. Operaattorin
Al odotusarvo vektoritilalle |¢; > saadaan Hilbertin avaruuden siséitulona < Al > =
< ¢I|Az|¢z >. Téllainen tila on nk. puhdas tila. Esimerkiksi Hamiltonin operaatto-
rin H; ominaistilat |n, > H; (Hj|n; >= E(n)|n; >) ovat téllaisia. Ominaistilojen

[ >, oy ominaisenergiat ovat E(n;) = hwy,(3 + my). N&itd ominaistiloja kutsutaan
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lukumiéérétiloiksi, ja operoitaessa niihin lasku(tuhoamis)- ja nosto(luomis)- operaatto-
reilla saataisiin tulokset: a;ln; + 1 >= /n; + 1jn; > ja dﬂnl >= /myn; + 1 >. Alin
mahdollinen tila olisi siten nk. tyhjictila |0 >. Tyhjiotilan energia ei kuitenkaan ole
nolla, vaan sille saadaan energia E(0;) = f“"T‘“ Laskuoperaattori antaisi tyhjiotilaan
operoitaessa nollan, eli "tuhoaisi” sen kokonaan. Hamiltonin operaattorin ominaistilo-
jen sulkeuma virittad koko Hilbertin avaruuden, eli jokainen vektoritila |¢; > saadaan

jonkun lineaarikombinaation |¢; >=>""_ ¢, |n > kasautumispisteena.

o0
n;=0
Vaikka tyhjiotila kuuluu lukuméérétiloihin, muistuttaa sen luonne enemmaén kohe-
rentteja tiloja, joihin se myo6s kuuluu. Tyhjittila saavutetaan SM-kentélle siinéd tapauk-
sessa, ettd kentta on ldhteeton ja lampdotila absoluuttinen nollapiste. Todellisissa tilan-

teissa lahteettoméan SM-kentédn kvanttimekaaninen tila taytyy olettaa nk. termiseksi ti-
e*hwknl/(ka)

laksi, jossa jokaisella lukumaéérétilalla on Stefan-Boltzmann-jakauma p,, = 1o TR

jossa kp on Boltzmannin vakio ja T' lampdétila.

Tilan késite voidaan yleistaé siirtymaélla tilan operaattoriesitykseen
pr= S puln >< ml = S0 paPllny >], missa Pllng >] = [ >< my| on
projektio-operaattori. Jokainen tila p; saadaan siis operaattoriesityksené, jossa Zm Dn, =
1. Kvanttimekaniikan mukaan operaattorien odotusarvot taas saadaan ottamalla jalki

niiden ja tilaoperaattorin yhdistetystd operaattorista:
o
< Al >Pl: TT[A[@[] = Z < nl|Alﬁl|nl > (519)
n;=0

Siirryttéessé koko (multimoodi-)systeemin Hamiltonin operaattoriin yksittéisten Ha-
miltonin operaattoreiden summaesityksené, voidaan systeemin kokonaistila tulkita yk-

sittédisten moodien tilojen tensoritulona:
Prot = p = @pr € O H;, p € Hy

Jokainen operaattori saadaan nyt summakehitelména A= > A, joista kukin kompo-
nentti operoi vain oman moodinsa tilaan. Odotusarvot saadaan taas jalkioperaattoreiden

summana: < A >= Tr[flﬁ] = > Trl[fllﬁl}, jossa T'r; tarkoittaa jilked alaindeksin
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méaarittdméan Hilbertin avaruuden yli. Tulkitaan jokainen operaattorin komponentti A
koko systeemin Hilbertin avaruuden operaattoriksi /1; =1 1. fll ® ... (silld rajoite-
tun avaruuden tapauksessa jaon moodeihin tulee olla numeroituva). Nyt voidaan myos

médritella jalki koko systeemin yli:

TrlA] = Tri[Tra[ JA =D ) o <m|® < nof @ Ay > @lng > @...

niy  n2

Tila saadaan nyt eri moodien tilojen tensoritulona: p = ®;p;. Téten esim. tyhjictila
saadaan vektoriesityksend |0 >= ®;|0 >; tai yhtéldisesti operaattorimuodossa 15[\0 >
| = @,P[|0 >]. Tyhjictilan energia olisi nyt summaesitys E(0) =< 0|H|0 >= ... =
> %, eli se olisi ddreton. Termisen tilan operaattoriesitys olisi taas pr = ®;p; =
Q1D o, %EHW >].

Jokaisella SM-kentén operaattorilla on amplitudiosuus ja operaattorimuotoinen osuus,
joka koostuu jostain lasku- ja nosto-operaattoreiden funktiosta. Amplitudiosuus an-
taa kentdn fotonia kohti ja noudattaa klassisia Maxwellin ODY:4. Operaattoriosuus
taas operoi kvanttimekaaniseen tilaan, ja sitd tarvitaan mm. odotusarvoja laskettaessa.
Esim. yksimoodikentén (1) intensiteetin odotusarvolle pitéisi amplitudiosan neli6 | F;|?
kertoa fotonilukuméaaran odotusarvolla T'r; [&;rdl p1], joten kokonaisintensiteetille saatai-
siin multimoodikentélle tdméan summakehitys [:n yli.

Jatkuvassa tapauksessa téllaista jakoa eri moodien vilille ei ole mahdollista tehda,
eikd tilaakaan voida siten kirjoittaa eri moodien tensoritulona. Jatkuvan tapauksen
integraali saadaan kuitenkin tekemélld k-summakehitelmé tarpeeksi tihedksi, ja ot-
tamalla siitd raja-arvo ldhimpien moodien eron ldhestyesséd nollaa. Edelleen voidaan
puhua esim. tyhjiotilasta, nyt vain operaattoreiden keskiarvot saadaan integraaleina
< A> = fv Py, Trie [/Alko(k, w)pPro|. Esim. termiselle tilalle saadaan integrandiksi
lauseke ano Do < nkg\flko\nkw. Tyhjiotilalle vastaava integrandi olisi luonnollisesti
Yo < Oko|Ake |0k, >. Toisin sanoen integrandi saadaan samaan tapaan kuin summauk-

sen yksittéaiset alkiot.
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5.2 Langevin-kvantittuminen

Viliaineessa SM-kentédn kvantittuminen ei vield yksindén riitd ratkaisuun, vaan itse
véliainekin on kyettdvad mallintamaan. Viliainetta voidaan kuvata makroskooppisesti
SM-vastefunktioiden avulla ja valitsemalla sopivat bosoniset nk. héiriGtermeihin liit-
tyvat luomis- ja tuhoamisoperaattorit SM-kentén ja véliaineen yhdistetylle systeemil-
le, joille kommutointiehdot ovat voimassa. Kun kaytetddn Greenin funktiota, toimivat
tallaiset operaattorit kvantittuneiden kenttien ldhteiné. Polarisaatio sisdltyy seuraavas-
sa késittelyssd klassisesti Greenin tensoriin, ja molempien polarisaatioiden oletetaan
antavan yhtd suuren kontribuution kentille. Niité ei siis ole siséllytetty kvantittumisen
médritteleviin Langevin-operaattoreihin.

Voidaan olettaa, ettd mikroskooppisesti tapahtuva vuorovaikutus véliaineen kans-
sa saadaan kuvattua suurelle systeemille yksinkertaisilla lineaarisilla makroskooppisil-
la "keskiarvoistetuilla” vastefunktioilla. Kun muunnetaan kentét Fourier-muunnoksella
taajuusesityksiksi ja oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd ulkoisia virta- ja va-

rausléhteité ei ole, saadaan yhtalot:

V x E(r,w) = iwB(r,w) (5.20)
V x H(r,w) = —iwD(r,w) (5.21)
V- D(r,w)=0 (5.22)

V- B(r,w) =0 (5.23)

D ja H saadaan klassisen elektrodynamiikan tapaan polarisoituma- ja magnetoitumao-

peraattoreiden avulla:
D =¢E+ P, H=kxkiB—M (5.24)

Kenttdoperaattoreiden argumentit on jétetty selvyyden vuoksi pois ja véliaine on ole-
tettu sekd isotrooppiseksi ettd lineaariseksi. Magnetoituma ja polarisoituma jaetaan

lineaariseen komponenttiin, joka saadaan suoraan permittiivisyyden/permeabiliteetin
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funktiona seké hairidosaan.

A A

D=c¢E+Py, H=p'B-DMy (5.25)

Hairidosat kuvaavat véliaineen ja SM-kentén vilista stokastista vuorovaikutusta kuten
absorptiota. Suurille systeemeille on mahdotonta kirjoittaa yksityiskohtaisia vuorovai-
kutusmekanismeja vastaavia operaattoreita mutta niitd voidaan arvioida tilastollises-
ti nédiden héiriotermien avulla. Namé héairicoperaattorit on pakko lisdta kenttiin, silla
muutoin kenttdoperaattorien viliset kommutointiehdot (ks. 5.12) eivit ole voimassa.
Tassa sekéd e ettd p ovat klassisia tensoreita, jotka yleensd saadaan mittausdatasta tai
mallinnetaan jollain yksinkertaisella teorialla (esim. Druden tai Lorentzin teoria). Kun

nidmé kaavat sijoitetaan Maxwellin operaattorimuotoisiin yhtéléihin, saadaan tulokset:

V. (eE)=—-V-Py=jy (5.26)
V X (1 B) 4 iweE = —iwPy +V x My = Jy (5.27)

Yhtaloista saadaan méériteltyd uudet operaattorit; hairiGvirran Jy ja héairiovarausti-
heyden operaattorit py [23]. Koska héirigvaraustiheyden liike antaa héiriovirtatiheyden,

pitdd néiden toteuttaa jatkuvuusyhtéalo:
—iwﬁN—i-V-jN:O

Muut Maxwellin yhtalot sdilyvéat samanlaisina.

Operoimalla V x (p71.):1la (5.20):iin saadaan tulos:
V x (u'V x E) =iwV x (1 'B) = —w?eE + iwJy (5.28)

Selvasti siahkokentélle saadaan samanlainen Helmholtzin yhtélo kuin klassisessa ta-
pauksessa; samalla kisittelylla magneettikentélle saadaan vastaava differentiaaliyhtalo.
Koska yhtélot ovat samanlaiset operaattorimuotoisuutta lukuun ottamatta, saadaan

ne ratkaistua samalla Greenin funktiolla kuin klassinenkin tapaus. Nyt kvantittuminen

60



tapahtuu ldhteiden esitysten vilityksella eli hairiovirtaoperaattorin avulla:

~

E(r,w) = iw/ Er'G(r, ' w) - Iy, w), B(r,w) = / &Pr'V x G(r, ' w) - Iy (1!, w)

© ° (5.29)
B lauseke on saatu suoraan (5.20):m avulla. Jos oletettaisiin, ettei kentilld olisi h&irio-
termejd, ei SM-kentdn ODY:n jiisi yhtddn ldhdetermii ulkoisten varausten puuttues-
sa. Niinpé esim. tyhjiossé saataisiin ratkaisuiksi triviaalisti nolla molemmille kentille.
Nyt kuitenkin kenttien kommutointiehto [E(r,t), B(r',t)] = —%[V X 0(r —1') e oli-
si voimassa, vaan kommutaattori antaisi aina nollan. Siispé héiridosat on pakko lisaté
lahteiksi.

Ulkoisten varausléhteiden lisidminen ei muuta tilannetta. Nyt vain Greenin funktio
saa eksponentiaalisia vaimennustermejé, jotka seuraavat suoraan permittiivisyyden ja
permeabiliteetin dispersiivisyydesté (ks. kappale 1.2). Siten SM-kentté ldhestyy nollaa
ajan funktiona, eli saataisiin kommutaattori [E(r,t), B(r', t)] lihestymééin nollaa, miké
el voi pitdéd paikkansa. Absorptio siis pakottaa lisidméan yhtaloihin hairicosat. Naméa
héiriGoperaattorit toimivat lisdlahteind Greenin tensorin avulla saatavissa ratkaisuissa
ja pitavéit kenttdoperaattoreiden kommutointiehdot voimassa. Erds tapa jakaa virtati-
heysoperaattori komponentteihin on ldhted vapaan SM-kentdn Maxwellin yhtaloisté ja
ottaa SM-kentén lineaarinen vaste huomioon virtatiheydessi johtavuustensorin avulla
kuten kappaleessa 3.4. Langevinvirtatiheysoperaattorin kommutointiehdoissa esiintyy

johtavuustensorin reaaliosa:

A

[In(r,w), JL (o)) = %QR(T, r,w)é(w — o) (5.30)

Etsiméllda johtavuustensorin nelijuuriesitys saadaan Jy laskettua yksinkertaisemman
tuhoamisoperaattorin avulla kaavasta Jy(r,w) = VB K (o w) - f(r',w). Si-
joittamalla aiemmin saatu Q—operaattorin (kappaleessa 3.4 oli oletuksena johtavuus-

tensorin paikallisuus) reaalisen ytimen arvon neliGjuuriesitys tdhédn yhtdloon saadaan
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kaava:

It = [ ot~ )70 £ < ) ) =
hw

:\/;( wzoe (@) o1 @) + 1[0t o (@)l w) £ i \/;% fn (@)Y % o))

(5.31)

Viimeinen muoto saadaan sijoittamalla johtavuustensorin arvot yht&loén ja huomaa-
malla, ettd roottorilla operoiminen tuhoaisi vektorimuotoisen tuhoamisoperaattorin pit-
kittdisen osan. Poikittaisen ja pitkittdisen tuhoamisoperaattorin komponentit saadaan
samaan tapaan kuin tavanomaisen kentén vastaavat komponentit (ks. kappale 1.3).
Tama ratkaisu jakaa tuhoamisoperaattori eri komponentteihin ei ole ainoa mahdol-
linen, vaan se saadaan jaettua osiin myos muuntamalla pitkittdinen osa ja poikittainen
osa uusiksi komponenteiksi unitaarisella muunnoksella. Usein kiytettédva muoto jakaa
tuhoamisoperaattorin sdhkoiseen ja magneettiseen osaan, niin ettd kyseiset vuorovai-

kutukset siséltyvit kokonaan omiin komponentteihinsa [24] seuraavasti:
. . . . heoer, & . . Ppiry -
In = dne + Ivm Ine =iy T wfe Fam = FiV x| f(5.32)
™ T o] fir |

Virtatiheysoperaattorin amplitudiosuus saadaan sisdllytettyéd johtavuustensorin nelit-
juuriesitykseen ja kvanttimekaaninen osuus operaattoreihin f,\n(r, w), jotka noudattavat
samantapaisia kommutointiehtoja (tédssd kiytetddn aaltolukuavaruuden operaattorei-
den sijasta niiden Fourier-muunnoksia fysikaaliseen avaruuteen, n viittaa vektorimuo-

toisen operaattorin komponentteihin n = 1,2, 3) kuin tuhoamisoperaattorit (5.11).
an(r,0), flo (0] = Sax G0 (w — )3 — 1) (5.33)
[Frn(r, ), frow ()] = 0 (5.34)

Tamé vastaisi vuorovaikutuksen jakamista kahteen toisistaan riippumattoman systee-
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min kesken (magneettinen ja sdhkoinen véliaineen osa). Esim. mikroskooppinen malli,
jossa molempia vuorovaikuttavia véliaineen systeemeji kuvataan harmonisilla vardhte-
lijoillé, vastaisi Langevin-virtaoperaattorin erottamista toistensa kanssa kommutoiviin
magneettiseen ja sihkoiseen osaan (ks. kappale 5.3).

Séhkokentédn Greenin tensori on miltei sama kuin yhtdlossd (1.21) - ainoastaan
sahkokentédn antavassa integraaliesityksessé lahdetermi on korvattu virtatiheysoperaat-
torilla. Koska kenttdoperaattorit ovat ”vektorimuotoisia” ja Greenin funktiot ovat mat-
riiseja, tulee myos operaattoreiden f olla vektorimuotoisia. Niilld on kullakin kolme
komponenttia eli ne voitaisiin kirjoittaa muodossa f)\ = f,\kek. Bosoniset moodiope-
raattorit kuvaavat nyt yhdistetyn systeemin (= véliaineen " \:s osa” + SM-kentti) tilo-
ja. Niinpé operaattoreita vastaavat tyhjiotilat |0 > kuuluvat nyt kahden Hilbertin ava-
ruuden tensorituloon Hgps @ Hperx. Kyseinen mallinnettu "hiukkanen” on nyt fotonin
sijasta polaritoni, joka perii fotonin bosonimaisen kaytoksen. Sen luomis- ja tuhoamiso-
peraattorit saataisiin alkuperiisen systeemin eri osien operaattorien lineaarikombinaa-
tioina (ks. 5.3). Alkuperiinen systeemi (SM-kenttd + véliaineen magneettinen osa +
véliaineen sdhkoinen osa) voidaan mallintaa kahdella polaritonilla, joista toinen sisiltaa
sdhkoisen vuorovaikutusosan ja toinen magneettisen vuorovaikutuksen. Vuorovaikutus
jakautuu ”tasaisesti” néiden osien kesken, eli molemmilla polaritoneilla on sama tilaja-

kauma. Edelleen polarisoituma- ja magnetoitumaoperaattorit saadaan ilmaistua niiden

. her - - By s
Py =—\/ L NIy =iy /L], (5.35)
V7 =

Niille operaattoreille voitaisiin nyt laskea kommutointiehdot suoraan sijoittamalla lasku-

avulla muodossa:

ja nosto-operaattorien vastaavat ehdot yhtdloihin (5.33), nyt eteen saataisiin kertoimiksi
SM-vasteiden imaginaariosista riippuvat tekijat.

Néin saadut esitykset voidaan sijoittaa héirigvirtatiheyden lausekkeeseen (5.27),
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jolloin sdhkokentén ja magneettivuon tiheyden esitykset jakautuvat kahteen osaan:

E(T’w> - Z /Vdgr/GA(n T,7w)f>\(7ﬂ/’w> =

A=m,e
2

=Y /dsr’G(T, ', w)Py(r',w) —wgw/ &r'[G(r, 1", w) x VMy (', w)  (5.36)
.

£0C2 v

A

1 .
B(r,w) = = Z /Vdg'r’v X Ga(r,r w) fa(r' w) =
A=m,e

= iuow/ BPr' [V x G(r,r',w)] Py (r', w) — uo/ Pr'[V x G(r,r',w) x V' My(r',w)
v v

(5.37)
Ge(r, 1’ w) = iw g MGO’, ' w) (5.38)
, Ry (r,w)
/ . /
G (r,r'w) = ipow I w)|2V X G(r,r',w) (5.39)

Jalkimmaisen Greenin funktion roottori saadaan kayttamalla tulon derivointisdantos,
yleistettyd Stokesin teoreemaa ja vaatimalla ratkaisun fysikaalisuutta (pintaintegraali-
termi hévidd, kun V. — oo). G(r’,r,w) on taas klassisen tapauksen Greenin funk-
tio. Jos kéytettaisiin ei-skaalattuja klassisia Greenin funktioita, jouduttaisiin ottamaan
huomioon johtavuustensorin neliGjuuren esitys kaavan (5.35) mukaan kuten artikkelissa
[25], jossa tosin ei ole magneettista vastetta. Uusien Greenin funktioiden G, ,, avulla

voidaan kappaleen A yhtdlé (A.18) lausua muodossa:

hpiow?

Im[G(r,r",w)] :/d33 Z Ga(r, s,w) - G (r', 5,w) (5.40)

n 1%

A=e,m

Jokainen kvanttielektrodynamiikan operaattori O saadaan nyt laskettua héiridoperaat-

torien ja Greenin funktioiden avulla suoraan sijoittamalla sidhkokentdn ja magneetti-
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vuon tiheyden operaattorit O:n antavaan Maxwellin yhtaloon.
Systeemin suureiden operaattoreiden O aikakehitykseltd vaaditaan kvanttimekanii-
kan yhtaloa:
0,0 = ihwO =

Vaatimalla tdmé& yhtélo hairicvirtatiheysoperaattorille Jy huomataan, ettd timéin to-

teuttavan Hamiltonin operaattorin tulee olla muotoa:
H=>% / dw / driw fl(r,w) fr(r,w) (5.41)
~ Jo 1%

Tama esitys on sama kuin kvanttimekaanisella lahestymistavalla saatu Hamiltonin ope-
raattori (ks. kappale 5.3), vaikka ldhtokohtana ovat makroskooppisen kvanttielektrody-
namiikan fenomenologiset yht&lot, ja varsinainen kvantittuminen on jétetty maarittele-
méttid. Operaattoreiden kvantittumisen on vain oletettu muistuttavan vektoripoten-
tiaalin kvantittumista, ja sen muoto madraytyy yleisistd kvanttimekaniikan ehdoista;
kommutointiehdoista ja operaattorin aikakehityksesta.

Kaikki kenttaoperaattoreiden A ajasta riippuvat esitykset saadaan Fourier-muunnoksella:

A~

A(r,t) = /OO dwA(r,w)e ™" + /00 dwAf(r,w)e™ (5.42)
0 0
Tésséd Fourier-muunnoksen integrointi on siis vain jaettu kahteen osaan. Tam& muis-
tuttaa hyvin paljon sihkokentan kvantittumisen yhtaloa (5.17).

Séahkomagneettinen voima voidaan laskea aivan kuten klassisessa elektrodynamiikas-
sa (ks. kappale 1.4), nyt vain kaikki kentét korvautuvat operaattorimuotoisilla esityk-
silld. Lasketaan ensin kaikkiin virtoihin ja varauksiin perustuva voimatiheysoperaattori,

jonka esitys on kaavan (1.44) mukainen:

A

Frt) = pe(r, ) E(r,t) + J(r,t) x B(r,t) =V - Tgg(r,r,t) — 0i(eo E(r, t) x B(r,t))
(5.43)

Alaindeksi e on laitettu erottamaan varaustiheyden operaattoriesitys tilaoperaatto-
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rista p. Mikéli kenttd on termodynaamisessa tasapainossa, eli se ei vaihda energi-
aa ympiriston kanssa, pitee 8,(coE(r,t) x B(r,t)) = 0 ja voima saadaan suoraan
jannitystensorioperaattorin avulla. Jannitystensorioperaattori saadaan yleisesti kaaval-

la:

Tpp(r,r' t) = eoE(r,t) @ E(r' t) + ug ' B(r,t) @ B(r', t)+
I N N A A
— 5 TrleoB(rt) © B, 1) + i Blryt) @ B ) (5.44)
Symboli ® ei tietystikddn viittaa eri Hilbertin avaruuksien tensorituloon, vaan kyseessa
on yksinkertainen tulo (A ® B);; = A;B;. Téssd jilki tarkoittaa siten 3 x 3-matriisien
eoE(r,t) @ E(r',t) ja ug ' B(r, t) @ B(r', t) diagonaalielementtien summaa. Puhtaan SM-
kentén tulkinnan mukaisen jénnitystensorioperaattorin Trs (r,7’,t) keskiarvo tyhjiossé

saadaan kaavalla:
/ a / ! I /
Tep(r,r',t) =< 0|Tgp(r,v",t)|0 >= Sgp(r,r',t) — B -Tr[Sep(r,r',t)] (5.45)
Téssd Spp(r,r’) on miiritelty kaavalla:
SEB(Ta rlv t) =< O|(60E(Ta t) ® E(T/7 t) + MElB(Ta t) & B(Tla t))|0 > (546)

Yhtaloissa kenttien operaattori ja niiden adjungoidut operaattorit on otettu eri koordi-
naattien arvoilla, silld laskettaessa jannitystensorin arvoja jouduttaisiin muuten usein
ottamaan aédrettomié arvoja. Siten raja-arvokasittely ' — r on yleensa valttdméaton.

Sijoitettaessa kaavan (5.42) kaltaiset esitykset sdhkokenttédoperaattoreiden paikal-
le kaavassa (5.47) voidaan integrointi taajuuden yli ottaa ulos ja hyddyntdd boso-
nisten kenttéioperaattoreiden kommutointiehtoja. Jokaisen keskiarvon < O|(E(r,t) ®

~

E(r',t)|0 > esitys hajoaa nyt neljdksi termiksi (taajuus- ja paikkariippuvuudet sulku-
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jen sisélld on jitetty merkitsemétti):

<O|E(r,t)® B(r',1)|0 >= / duw / du! < O(ET @ Erleiteey
0 0

B @ Bt 4 | g Brlemito) 4 ft g Eremitwty 0 > (5.47)

Termeisté ainoastaan < 0|(E(r,w) ® ET(1',w')|0 > (kolmas) eroaa nollasta ja sité ar-
vioitaessa voidaan hyodyntéa liitteen A analyysid Greenin matriiseille sekd kommutoin-

tiehtoja (5.33), jolloin saadaan:

< 0|E(r,w) ® Ef (1, w)]0 >;;=

Z/ d3s/ d*s’ < O]G,\yil(r,s,w)ﬂ,l(s,w)f;,k(sl,w')G’;}:kj(T',3',w’)|0 > (5.48)
v v

AN

Vain moodioperaattorit operoivat tyhjiotilaan |0 >, joten voidaan tarkastella suoraan

termii < 0] fu (s, w) f’i,k,(s’ ,w')|0 >. Kommutointisédéntojen avulla saadaan tulos

< 0|f)\l(8aw>fi’k’(slaw,)|0 >=< 0|[f>\l(87w)7 fi’k/(sl7w/)]|0 > =
< O|f1,(5,w) farw (8, W0 >= GanOpd(w — w')d(s — &) (5.49)

Sijoitettaessa tama tulos alkuperiiseen kaavaan saadaan yhtalo:

< 0|(E(r,w) @ E(r', 0|0 >;= /Vd3sZG,\il(7“, 5,w)Gr;(r', s, w)d(w — W) =
y

hptow?

Im|G(r,r',w)] (5.50)

™

Viimeinen muoto saadaan kaavasta (A.18). Fourier-muunnos pakottaa taajuudet w,w’

—it(w—w’)

samoiksi, ja ainoan jaljelle jadvan termin eksponenttitekijasta e tulee yksi.
Nyt aikaa ei esiinny yhtéloissd lainkaan; voimatiheysoperaattorin odotusarvo on va-
kio. Téamaé ei ole yllattavaa, silla aiemmin jo oletettiin, ettei SM-kentén ja ympériston

valilld ole (netto)energian vaihtoa. Tamén takia monesti asetetaan aika jo valmiik-
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si nollaksi, ja merkitiiin kaikkia kenttioperaattoreita tyylin A(r) = A(r,t = 0) =
I dwA(r,w) + I dwAT(r,w). Jatkossa t:n jittéminen pois muuttujista viittaa téihin
tulkintaan.

Termille < 0| B(r,w)®B1(r',w')|0 >;; saadaan samantapainen esitys. Magneettivuon
tiheysoperaattori lasketaan sédhkokentdn operaattorin Greenin funktion esityksesté ot-
tamalla siitd roottori ja jakamalla se iw:lla. Roottori voidaan esittdd matriisimuodossa
kappaleen 1.1 kaavan (1.23) mukaan, jolloin saadaan B:n adjungoidulle operaattorille

esitys:
R 1 — .
Bl ) =5 2 /Vd?’s’<R<r’> G (8w flals W) =
A

1 — o
i D Gl 8w Ry () fla(s'w) (5.51)
)\/

Kirjoittamalla itse E—operaattori samassa muodossa ja hyodyntamalla kommutointieh-
toja kuten sdhkokentén tapauksessa saadaan tulos:
< 0|B(r,w) ® Bf(r',w")[0 >=
-1 —
_Qﬁm(r) Z/ d* Gk (1, 8,w) Gty (1, 5,0) R (1) (w — o)
W v
A

= —%(V x Im(G(r,r",w)) x <V—,)ij5(w —w') (5.52)

w2

Yhdistamaélla tulokset saadaan siis Sgp:n odotusarvo ilmaistua pelkdn Greenin matrii-

sin avulla.

Sep(r,r') = h /000 dw[w—lm(G(r, ' w)) =V x Im(G(r,r',w)) x <V_’] (5.53)

™
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Tgp(r,r") saadaan sijoittamalla yll4 oleva lauseke kaavaan:

2
A 00 w2 —
—/ dw(— Im(G(r, 7", w)) = V x Im(G(r,r',w)) x V'
0 c

™

/ / ] /
Tgp(r,r') = Sep(r,r") — =Tr[Sps(r,r")] =

I - ~ )
§TT[—Im(G(7", ' w)) =V x Im(G(r,r,w)) x V']) = / dw < 0|Tgp(r,r,w)|0 >
0

(5.54)

Greenin tensori perii SM-vasteiden kausaalisuudesta johtuvat ominaisuudet £*(w) =
e(—w*) ja p*(w) = p(—w*). Aivan kuten SM-vasteet on G:n oltava analyyttinen taa-
juuden ylemméssé puolitasossa. Nyt voidaan integroida vastapdivién ensin positiivista
reaaliakselia pitkin O:sta R:iin, sitten neljinnesympyrid Re? pitkin vilid 6 € [0, 7/2] ja
lopulta pos. imaginaariakselia pitkin vélia [i R, 0]. Annetaan R:n kasvaa ddrettomyyteen,
jolloin G:n on ldhestyttdva nollaa taajuuden neliotd nopeammin, eli tdmé osa inte-
graalista liahestyy nollaa. G:n analyyttisyydestd (ei napoja integrointipolun sisélld) ja
Cauchyn lauseesta seuraten voidaan reaaliakselin integrointi korvata integroinnilla ima-
ginaariakselia pitkin. Lisdksi positiivisella imaginaariakselilla G:n on oltava reaalinen

(A.13), joten saadaan tulos:

, h [ w? .. . <
Tgp(r,r') = - ; dw(gG('r’,r Jiw) + V x G(r,r'iw) x V=
I w2 <
§TT[§G<T, riw) +V x G(r,r' iw) x V']) (5.55)

Jos tilana p on jokin muu kuin tyhjistila p = P [|0 >], joudutaan ottamaan jélki ope-
raattoreiden ja tilan yhdistetyn operaattorin yli kaavan < A(r, w) >=1Tr [121(7", w)pu] =
> o Py < ne|A(r, w)|n, > mukaan. Nyt pitéi laskea useamman termin arvo yhtélossé
(5.47). Seki kolmas ettd neljis termi antavat nollasta poikkeavan tuloksen, ja neljitté
termii < BT @ B/ >= Tr[E'(r,w) ® E(r',w')j,] laskettaessa kiiytetdén yhdistetyn ope-
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raattorin fj\ (r,w) fa (r', ') odotusarvoa:

< flls, ) fu(s',0) >p.= Tl fi(s,w) fu (s, )] =

5,\,>\’ an(w) < m|f;(s,w)f,\/(s’,w')|n > n|m >=

Z Pr(w) <n—1nyn—1> (s —s)o(w —w)oyy =

Ne>1

Ti,0(s — 8" )0 (w — w')ox (5.56)

Samoin kuin kolmannen termin laskemisessa, eksponenttitekijan e~*(-«*<") yli integroi-
taessa kommutointiehtojen deltafunktion §(w — w’) pakottaa taajuudet samoiksi ja
jéljelle jaa vain tekija yksi seké taajuuden w yli integrointi. Samaan tapaan kuin odo-
tusarvolle < E® E' > saadaan suoralla sijoituksella tulos Tr[ET(r,w) @ E(,w')p.] =
WI m[G(r,r',w)|,. Yhdistdmalld kolmas ja neljds termi saadaan kaava:

A A

< E(rt)® E(r' t) >= / dw(< E(r,w) ® Ef(r',w) > +
0

. . o h 2
< E'(rw) @ B w) >) = / D aliad Im[G(r, 7, w)](2n, + 1) (5.57)
0 T
Magneettivuon tiheyden nelién odotusarvot muuntuvat samaan tapaan, taajuusinte-

grandiin tulee talldinkin kerroin 2m,, + 1, eli saadaan kaava:

~ A

< B(r,t) @ B(r',t) >= / dw(< B(r,w) ® Bi(r',w) > +
0

< Bi(r,w) @ B(r',w) >) = — /OO dw%v X Im[G(r,r",w)] X %’(Qﬁw +1) (5.58)
0
Kaiken kaikkiaan jénnitystensoriin tulee siis vain yliméa#rédinen kerroin taajuuden in-
tegroinnin sisién yleisen tilan tapauksessa; eli tulokset muuntuvat kaavan < T’ g(r,r') >=
J dw < 0|Tes(r,r",w)|0 > (27, + 1) mukaisesti.
Casimirin voiman tapauksessa riittda tutkia ideaalista tyhjictilaa p = |0 >< 0|

(T'= 0K) ja realistista termisesté tilaa. Tilat on esitetty yhden moodin w tapauksessa,
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oikea tila yleistyy eri moodien tensoritulona ja edelleen raja-arvokésittelylla jatkuvana
esityksend; ks. kappale 5.1. Termisen tilan tilaoperaattori on pr, = >, pn(w)p [|n >],
jolle my, = w on fotoniméarian keskiarvo. Edellisen késittelyn nojalla saadaan
seké sdhkokentdn ettd magneettivuon tiheyden nelion operaattorin (5.47) odotusarvoksi
siis tyhjion odotusarvo niin, ettd taajuuden integroinnin sisdén tulee kerroin 1+ 2n, =
coth(£4), eli otettaessa integraali saadaan integrandi muodossa coth (2

2kT 2kT
nin matriisi G(r, r’,w). Koska Greenin matriisi on analyyttinen ylemméssé puolitasossa,

) kertaa Gree-

mutta funktiolla coth(4<:) on navat pisteissé z, = 2ikT’nm/h, ovat integrandin navat sa-

mat pisteet. Siten residylaskentaa hyviksi kdyttéden integrointi voidaan korvata summal-

la néiden ns. Matsubaran taajuuksien yli: [ dwf(w) — T2 (3" ) f(z,) — 2 £(0)).

Jos lasketaan vain vapaan virtatiheys- ja varaustiheysoperaattorin aiheuttama voi-

matiheys (1.47), saadaan yhtalo:
fr=0(DxB)+V -Tpg=pesE+J; xB (5.59)

Aivan kuten kokonaisvoimatiheyden tapauksessa, oletetaan termodynaaminen tasapai-
notila (9,(D x B) = 0), jolloin voimatiheys saadaan suoraan jinnitystensorin Tpp

avulla. Tamé& nk. Minkowskin jannitystensori saadaan kaavalla

A

Tpp(r,r'.t) = D(r,t) @ E(',t) + H(r,t) @ B(r', t)+

_é THD(r ) @ B 6) + H(r t) @ B, 1) (5.60)

Tppm odotusarvo tyhjictilassa saadaan vapaan SM-kentén jannitystensorin tapaan las-

kettua madritteleméalld ensin Spp(r,r’,t) kaavalla:
Spp(r, ', t) =< 0|(D(r,t) @ E(r',t) + H(r,t) @ B(r',1))|0 > (5.61)
Tamén avulla saadaan edelleen laskettua koko jénnitystensorin odotusarvo yhtalosté:

. I
Tpp(r,r',t) =< 0[Tpp(r,r',t)|0 >= Spp(r,r',t) — 5 Tr[Spg(r,r',t)] (5.62)
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Koska systeemi on termodynaamisessa tasapainossa, voidaan riippuvuus ajasta jattaa
pois argumenteista. Minkowskin jannitystensorille tyhjitssa pitéaé siis laskea odotusar-
vot < 0|E(r)®@D(r')|0 > ja < 0|B(r)@ H(1")|0 >. Kustakin termisti muodostetaan kes-
kiarvot Fourier-muunnoksen vastaavia termejéi kiyttden. Analogisesti jannitystensorin

Trp kanssa saadaan tulos tyhjotilassa vain yhtéa termié kayttéen:
< 0|E(r) ® D(r)[0 >= / dw/ dw' < 0|E(r,w) @ D (r'w)|0 >=
0 0
/ dw/ dw'[e* (1", W) < O|E(r,w) @ ET(r', )]0 > + < 0|E(r,w) ® PL(", )]0 >]
0 0
(5.63)

Tensorin sdhkdinen osa saadaan hyodyntamélla Trgn tulosta edelld ja hairiopolarisoi-
tuman kommutointiehtoja. Nyt saadaan yhtalo:
e (1, w') < 0|E(r,w)QET (1, w)|0 >= e*(r', ') 82 I [G(r, ', w)]. Listiksi saadaan tu-

s

los < 0| E(r,w)®@PL (1", w)|0 >= EZ’“CJ;WG(T, ' w)en (1, w)d(w—w'); tulos seuraa kommu-
tointiehdoista hairiGvirtaoperaattorin eri komponentteja vastaavilla luomis- ja tuhoa-
misoperaattoreille, jolloin pité laskea vain odotusarvo < 0Py (r,w) @ Py(r,w')|0 >
ja kertoa tulos Greenin tensorilla. Termien summasta otetaan huomioon vain reaaliosa

laskettaessa fysikaalista jannitystensoria, niinpa yhdistamalla tekijéat saadaan lauseke:

th

806271'

Re[< O\E(r) ® ﬁ(r’)]O > = / dw [Gr(r,r",w)e, 1 (r',w) + Gr(r,r,w)e, r(r,w)] =
0

o) 2
/ dw i Imle.(r',w)G(r, 1", w)]
0

goC?m

(5.64)
Termi < 0| B(r)®H (1')|0 > saadaan samaan tapaan. Ensimméinen osa on triviaalisti
~ ~ —
£*(r',w') < 0|B(r,w) ® Bi(r',w)|0 >= =L [* dwV x Im(G(r,r",w)) x V'. Toinen osa

saadaan kommutointiehtojen avulla:

< 0|B(r,w)@My(r', )]0 >= MO/ sV XG(r, s,w)x V] < 0|My(s,w)@ML(r',w)|0 >
|4
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h
= ,uo;[V X G(r,r',w) X Ve (r,w)o(w —w')

Termi < O|My(s,w) @ ML (r',w)|0 >= h’””—(ﬂ’w)é(s —71")0(w — w') saadaan kommu-

7| (1" )2

tointiehdoista. Ottamalla tuloksen reaaliosa pelkistyy summa yhtéloksi:

Re[< 0|B(r) @ H(r")|0 >] = / dw@[—ﬁmr(r',w’)]m[v x G(r,r',w) x V']
0

—kr (1 W) Re[V x G(r,r",w) x V']] = —/ dw%fm[m(r’,w’)[v x G(r,r',w) x V']
0 m

(5.65)

Yhdistamaélla tulokset saadaan Minkowskin jénnitystensorin reaaliosaksi lopulta:

Re < 0|Tpp(r,r)|0 >= Re < 0|E(r) ® D(r')]0 > +Re < 0|B(r) ® H(r')|0 > +

I . . . .
—ETT[Re < 0|E(r) ® D(r")|0 > +Re < 0|B(r) @ H(r")|0 >] =

> hw?® / / Oo h/LO / ! /
dw Imle.(r',w)G(r, 7", w)] — dw—TIm[k,.(r", w)[V x G(r,7",w) x V']]+
0

£0C?T 0 T

—éTT[/OOO dw(ﬂfm[sr(r',w)G(r, rw)] — %]m[lir(ﬂ,w)[v x G(r,r',w) x V']

€0C2T T

(5.66)

Nyt voidaan kayttda SM-kentén vastefunktioiden ja Greenin tensorin analyyttisyytta
kokonaisvoiman laskennan tapaan vaihtamaan integrointi imaginaariakselille. Koska

sekd permittiivisyys ettd permeabiliteetti ja Greenin tensori ovat reaalisia imaginaa-
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riakselilla, pelkistyy tulos muotoon:

oo th
Re[Tpp(r,r")] = —/ dw————2,(r",iw)G(r, 7', iw)+
0

€oC2T

o0 I 00 2
—/ dw%m(r',iw)[v x G(r,r'iw) x V'] + —Tr[/ dwﬂsr(ﬂ,iw)G(r, ' iw)+
0 ™ 2 0 5[)6271-

+/ dw%mr(r',iw)[v X G(r, 7' iw) x V'|]
0

™

(5.67)

Termiselle tilalle saadaan samanlainen esitys silld erotuksella, ettd taajuuden yli in-
tegrointi korvautuu summalla Matsubaran taajuuksien yli ja télldin kerroinfunktio
coth(z,)(1 — 0o, /2) pitdé ottaa huomioon summauksessa. Tulos saataisiin samaan ta-

paan kuin jénnitystensorille Tgp.

5.3 Kvantittuminen vaikutusintegraalista laskettuna

SM-kentén ja véliaineen kvantittumisessa ei riitd huolehtia vain koordinaattioperaat-
torien kommutointiehdoista. Aiemmin mainitut kenttien kommutointiehdot (5.12) tu-
lee my6s ottaa huomioon. Tamé& voi aiheuttaa ongelmia, mikéli systeemisséd esiintyy
absorptiota. Télloin edelld késitelty kvantittuminen (ks. 5.1) voi tuottaa virheellisen
tuloksen. Jos kenttédoperaattoreiden amplitudiosa ratkaistaan dispersiivisessd tapauk-
sessa (jolloin absorptiota téytyy esiintyd Kramers-Kronigin yhtéléiden nojalla), saa-
vat kenttdoperaattoreiden amplitudiosat vaimentavan kertoimen. Téll6in tuhoamisope-
raattorit toteuttavat oikeat kommutointiehdot, mutta itse kentét saavat vaimentavia
termejé, jolloin niiden kommutointiehdot eivét ole endé voimassa.

Yksi tapa ratkaista ongelma on mallintaa viliainetta mikroskooppisesti harmoni-
sina vérahtelijoind. Lahtokohtana on t&lléin monimutkainen vaikutusintegraali, jossa
yksittéisten systeemien liséiksi on vaadittavat vuorovaikutusosat. Tekemaélld Legendren
muunnos ratkaistaan tarvittavat kanoniset muuttujat, jolloin voidaan hakea kullekin
systeemille omat luomis- ja tuhoamisoperaattorit. Saatu Hamiltonin funktionaali dia-

gonalisoidaan alkuperiisten operaattorien avulla, ja ndin saadaan esitettya kaikki kentét
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samojen koko systeemiéd kuvaavien luomis- ja tuhoamisoperaattoreiden lineaariyhdis-
telminé.

Diagonalisointi tehdéén etsimélla jokin alkuperdisten tuhoamisoperaattorien {ay}
lineaarikombinaatio. Tdmé& voidaan tehdi esim. Hopfield- tai Fano-menetelmélla. Dia-
gonalisointi on usein tehtédvé jatkuvana tai jatkuvan ja diskreetin yhdistelméné, jolloin
operoidaan jollain lineaarioperaattorilla alkuperéiseen operaattorijoukkoon. Diagona-
lisoinnilla paédstdan eroon Hamiltonin operaattorin vuorovaikutuselementeistéd ja ope-

raattori pelkistyy yksinkertaiseen diagonaaliseen muotoon:
. o . A 1
H= d3/ dQRQ(fI(r, ) fo (1, Q) + =
S [ | aonoin g0 + )

Diagonalisoidun tuhoamisoperaattorin aikakehitys saadaan helposti kommutaattorin

avulla muodossa: , ,
Oufo 1) = ZIH, fo(r. )] = 20, 2) (5.68)

Mikroskooppisesti véiliaineen ja SM-kentén muodostamaa yhdistettyé systeemié voi-
taisiin mallintaa Lagrangen funktionaalilla, jossa on vapaan SM-kentédn L.,,, véliainetta
kuvaavien harmonisten vérédhtelijoiden L,,.; ja ndmé kytkeva vuorovaikuttava L;,,.
Témén ongelma ratkaistiin ensin sdhkoisesti aktiivisille véliaineille [26]. Téssé systeemi
koostuu kolmesta osasta: vapaasta SM-kentésté, véliaineen polarisoitumasta ja aineen
"lamposiiliostd” . Kahta jalkimmaéista systeemid mallinnetaan harmonisella varahtelijalla.
SM-kentta vuorovaikuttaa polarisoituman kanssa ja polarisoituma vuorovaikuttaa
ympériston kanssa. SM-kentta siis vaimentuu polarisoimalla ensin véliaineen ja luovut-

tamalla tdmén energian sitten véliaineelle l[amponé. Klassiset Lagrangen tiheysfunktiot
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muunnettuna aaltolukuavaruuteen (Fourier-muunnoksella) ovat muotoa:

Lem, :50‘E|2_"€0‘B’27 Lmat,e :pe(‘atXF_wO'X’Q)

Lese = / A0 (10 Yal2 — 2Yol2),  Lim. — —a(A"0X + ADX" + ik(6" X — 6X*))
0

- / dQV (Q)(X*9, Yo + XO,YS)
0
(5.69)

Lagrangen funktio saadaan integroimalla ndiden summa aaltolukuavaruuden yli
(Lot = [y L(k)). Nyt on valittu symmetriasyisté (kentét on oletettu reaalisiksi) in-
tegrointialueeksi V' = {k € R3®|ks > 0}, jolloin tiheysfunktiot ovat kaksinkertaisia
normaaliin tapaukseen verrattuna. Polarisoitumaa kuvataan harmonisena oskillaattori-
na resonanssitaajuudella wy ja p. mallintaa véliaineen polarisoituman ”tiheyttd”. Itse
materiaalin [amposiilio on taas jatkuva harmoninen oskillaattori, jonka jokainen moo-
di on kytkoksissid polarisoitumaan ja 2 on sen vuorovaikutustaajuus. Vuorovaikutus-
osan nelja ensimméistd termid vastaavat kentédn ja véliaineen polarisoituman vélista
vuorovaikutusta, kun taas lopputermit kuvaavat vuorovaikutusta polarisoituman ja
lamposéilion valilld. o on SM-kentén ja polarisoituman vuorovaikutuskerroin ja V()
kuvaa lamposiilion ja polarisoituman vuorovaikutusta. Valitaan Coulombin mitta, jol-

loin Fuler-Lagrangen liikeyhtdlot ottamalla voidaan skalaarikenttéd korvata termilla

iakX
eolk|*

Jokainen kenttdd kuvaava muuttuja voidaan jakaa pitkittdiseen (suuntaan k) ja poi-

kittaiseen osaan (k:ta vastaan kohtisuorassa), ks. kappale 1.3. Télloin SM-kenttdé ja
sen vuorovaikutusta véliaineen kanssa kuvaava osa saadaan ldhes kokonaan poikittai-
seen Lagrangen tiheyteen, ja pitkittdiseen osaan jaa pelkastddan termejé polarisoitumaa
ja lamposiiliota kuvaavasta systeemistéd. Vaikka seuraavaksi ratkaistaan vain poikit-
tainen osa, saataisiin pitkittdinen Hamiltonin operaattori muuttujineen samankaltai-
sella mutta lyhyemmaélla kasittelylla. Poikittainen osa voidaan edelleen jakaa kahteen
riippumattomaan polarisaatiomoodiin ¢ = s, p, ja ottamalla nédin saadusta Lagrangen

tiheydestéd Legendren muunnos, saadaan systeemin Hamiltonin tiheys. Késittely on sa-
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manlainen kuin kappaleessa 1.4. Jatkossa jéatetdéan poikittaista osaa kuvaava alaindeksi

t merkitsemittd. Uudet muuttujat saadaan osittaisderivaattojen 11, = % avulla:

HA,U = 608151407 ]-_-[X,o = peatXO' - aAo;
HYQ,O' = peatYQ,a - V<Q)Xo- (570)

Uusien muuttujien avulla saadaan seuraava (poikittainen) Hamiltonin tiheys:

I, ,]?
H = Hem+Hmat+Hint Hem = Z(‘gA—I—gOCQKﬂAUF)

0
o

_ ‘HX,U|2 2 2 ~ ‘HYS%UP
Hopar = Z(p— + PR X P+ [ dQ(—2 T+
0

o e pe
V(Q !
WP D (KL T ), How = 30 S (AL AT
(5.71)
Tassda K = /k? + pe(gsw eli SM-kentén Hamiltonin tiheys sisdltda nyt myos vuorovai-

kutuksen vakiotermin (L;,;:n 3. ja 4. termi yhtalossd 5.69) polarisoitumaa kuvaavaan

systeemin kanssa. Edelleen méiritelldin uusi taajuus Q3 = w2 + fooo dQVg)Q polarisoi-

e

tumakentille.

Vaatimalla Poissonin sulkuja vastaava kommutaattori noudattamaan samankaltai-
sia ehtoja kuin klassisessa mekaniikassa, saadaan systeemi muunnettua kvanttime-
kaaniseksi. Jokainen kenttd Z, muuntuu kenttdoperaattoriksi, jolle tulee péted ehto
(Z,(k,1), fITZ,U,(k:’ )] = ihdyed(k — k'). Lamposiilion muuttujille saadaan ehtoon mu-
kaan vield termi §(€2 — ), silld sen moodien tulee olla riippumattomia toisistaan.

Jokaiselle litkemééara- ja paikkaoperaattorille méaéaritellaéan lasku- ja nosto-operaattorit

niiden lineaariyhdistelminé.:

CLZﬁ(kZ,t) = Nz(wZ)(Zg + (,U_ZHZ’U>’ CLTZ’U(]{?, t) = Nz<wZ>(Zg - EHZJ) (572)
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Téssd Nz(wz) on jokin systeemin karakteristisesta taajuudesta (esim. €)y) riippuva
vakio. Lamposiilion operaattoreille saadaan liséksi vuorovaikutustaajuus €2 alaindek-
siin. Namé tuhoamis- ja luomisoperaattorit noudattavat samanlaisia kommutointiehto-
ja kuin vapaan kentén tapauksessa, ts. [azq(k, 1), aZ(7 (K',t)] = 1050:0(k — k') ja muut
kommutaattorit nollia seké viimeiselle systeemille tulee kertoimeksi myds 6(£2 — ).
Kokonaissysteemi muodostuu kolmen eri Hilbertin avaruuden tensoritulosta H =
He,,, @ He @ Hyes e = Heppy @ Hipgr . Jalkimmaéisen yhdistetyn Hilbertin avaruuden termi
H,.e: on pelkdn materiaalin Hilbertin avaruus, jonka Hamiltonin operaattori diagonali-
soidaan ensiksi. Tarkasti ottaen pitéisi kustakin Hilbertin avaruudesta ottaa vield nu-
meroituva moodijako tensoritulolla ja tutkia rajatapausta, jossa diskreetti moodijako

muuttuu jatkuvaksi.
H., = / d*k Y hEKcdly ,(k)aaq(k), Hpa = / d%z Wi, (k)ax .o (k)+
V g

+ / dQRQGY ¢, (k) aya.q(k)+
0

Z / ) dﬂwmxa&,x—@ b ()@ () + v ()

Hipy = dSk‘ZA —k) + a o (k) (@ o (—F) = dxq(K))

(5.73)

Téssé pitee W () = LY W L ja A(k) = 4/ %. Tavanomaisesta késittelysta poiketen
vakiotermit % integromnln ja summauksen sisélld jatetdédn pois Hamiltonin operaatto-
reista. Materiaalia kuvaavien systeemien vuorovaikutukset on siséllytetty operaattoriin
Hypot ja varsinaisessa vuorovaikutustermissé on jéljelld vain SM-kentén ja polarisoitu-
man valinen vuorovaikutus.
Seuraavaksi diagonalisoidaan materiaalin Hamiltonin operaattori, eli etsitddn jokin
a X, +1 ja ayq .0 lineaarikombinaatio, jolla Hamiltonin operaattori pelkistyy muotoon
Hypar = [, BEY, [5° thQCUQ(k)éU7Q(k:). Niille uusille lasku- ja nosto-operaattoreille

piatevat kommutointiehdot seké yksinkertainen aikaderivaatta vapaan SM-kentédn ta-
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paan:

~ ~ / ! ! ~ - A (e ~
[¢oa(k), CZ,,Q,(k )] = 1056:6(k — K )6(Q =), 0Oilralk) =100, a(k) = ﬁ[Hmat, Con(k)]

Téllainen operaattori saadaan nyt Fanon tekniikalla, eli etsimélla kertoimet «;, 5; @ =
1,2, joille pétee seuraava yhtalo:
Co(k, Q) = a0 (V) ax,o (k) + Boo ()i, (—k)+

+ / 092011 (. Y Yiysp o (k) + oo (9 Q)i () (5.74)
0

Muunnoksen tulee olla myos kdéantyva, joten alkuperéiset operaattorit saadaan nyt uu-
den operaattorin avulla. Sijoittamalla tulokset koko systeemin Hamiltonin operaattoriin

paddytdan tulokseen:

F[:Z /V Pk(hKcal (k)a, (k) + /0 thQé;Q(lﬂ)éa,ﬂ(k)—k

+—hA2(k) /Ooo dQ(g(Q)e! o (k) (a0 (k) + al,(—k) + g7 (Qéna(—k)(al(—k) + a, (k)

Téssd on voimassa g(€2) = 1ap(Q2) + i 80(£2).
Hamiltonin operaattori saa uusilla muuttujilla samanlaisen muodon kuin materiaa-
lia kuvaava Hamiltonin operaattori ﬁmat. Niinpé voidaan soveltaa samaa diagonalisoin-

titekniikkaa kuin edelld, jolloin saadaan uudet operaattorit éog(k)

~

Coalk) = a3 (Qaao(k) + B30 (Q)aly ,(—k)+
+ /0 A 04,0 (2, ) ogr (k) + Bro (R, )l o, (—F)) (5.76)
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Muunnos yksinkertaistaa Hamiltonin operaattorin muotoon
H= / &Pk / dQRQCT o (k) Coa(k) (5.77)

ja operaattorin aikakehitys saadaan yhtéldsti 9,C,q (k) = %[ﬁ ,Coa(k)] = iQC, o (k).
Jalkimméainen yhtidlo seuraa suoraan kommutointiehdoista. Témén ratkaisu on yksin-
kertainen jaksollinen operaattori Cyq(k,t) = Cyo(k,0)e ™. Operaattorit kuvaavat
nyt koko yhdistetyn systeemin tilaa, ja téstd uudesta pseudofotonista kidytetadn nimi-
tystd polaritoni. Polaritonia kuvaava Hamiltonin operaattori saa samanlaisen muodon
kuin multimoodikentén fotonin Hamiltonin operaattori, niinpé se perii myos sen foto-
nimaisen kéytoksen. Polaritonin tyhjiotilaa ei saada nyt yksinkertaisena tensoritulona
lp >= 10 > ®[0 >x ®|0 >y, tdmé ndhdéén esim. operoimalla C’U,Q(k):lla kyseiseen

tilaan:
Coo(k)|6 >= Bsl1 > @[0 >x [0 >y +/ 492 B,(2, )0 > @& o, (k) (0 >x [0 >y)
0

Kertoimen f5(£2) saama tila ei voi hévita, silla éZQ(—k:) operoi vain kahdessa jalkimméi-
sessi Hilbertin avaruudessa. Siten yht#lo égg<k’) |¢ >= 0 ei voi olla voimassa, ja polari-
tonin tyhjictila on jokin monimutkaisempi tensoritulo. TAmé& voidaan tietysti paitella
myo6s suoraan Hamiltonin operaattorin vuorovaikutustermien olemassaolosta. Tila vas-
taa vahvasti vaimennetun oskillaattorin tapausta, jota on analysoitu aiemmin [27]. Nyt
itse redusoitu SM-kenttid kuvaavan oskillaattorin perustila pe, = T7mat [pem+mat(|0 >)]
osoittautuu ”venytetyksi” tyhjiotilaksi (squeezed vacuum state).

Jokainen kvanttielektrodynamiikan operaattori voidaan korvata uusien operaatto-
rien Cy.q(k), CA’;Q(/@) avulla. Esim. SM-kentédn vektoripotentiaalin operaattori saadaan

yhtilona

. 1 0 huw A ir—
A(r,t) = W/vdgk/o dQZea,ﬂ/ﬁ(K(k,Q)CU,Q(/c,O)e“C ) 4

+K*(k, Q)C] o(k,0)e7"*=20)  (5.78)
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K(k,Q) on operaattorin kerroin, jotka saadaan kertoimien «;, 5;, @ = 1,2,3,4 avul-
la. Artikkelissa [26] on kertoimen arvoksi johdettu K (k,$2) = %, jossa ((w) =
9(2)v/Qp. Termi £(2) saadaan monimutkaisena integraaliesityksend vuorovaikutusker-
toimesta ((2) ja voidaan osoittaa, ettd se noudattaa samanlaisia ehtoja kuin permit-
titvisyys (esim. Kramers-Kronigin yht&lot).

Seuraavaksi késittely laajennettiin koskemaan magneettisesti aktiivisia véliaineita
(28], [29]. Ndmé& yhdistdmilld saadaan lopulta malli, joka kattaa kaikki absorboivat
viliaineet, joilla on seké lineaarinen sdhkoinen ettd magneettinen vaste. Osoittautuu,
ettd néin saatava koko systeemid (polaritonia) kuvaava tuhoamisoperaattori on sama
kuin makroskooppisen ldhestymistavan hiiridoperaattori. Niinpéd Langevin-voimiin pe-
rustuva teoria voidaan johtaa véliaineen ja SM-kentén mikroskooppisesta teoriasta.

Yleinen kvanttimekaaninen teoria lineaaristen viliaineiden ja SM-kentén yhdistetyl-
le systeemille saadaan, kun valitaan lahtokohdaksi Minkowskin tensori ja vaikutusinte-

graali seuraavaan muotoon [30],[31]:
A 1 A A . A
SO.A XX = [ dag (B kB + Sx(X) + Sx(X)
Ry xV

+ / d*z / daX.o-E+ fXpna-B) (5.79)
RyxV 0

Tassi Sz[2] = 3 Jovd'z Jo° dQ(0,20)?— 02 Z3), jossa lopulta t:n derivaatta saadaan
kentén Fourier-komponenteista kertomalla taajuuksilla ja Z = X, X,,,. Vuorovaikutus-

kertoimet méadrdytyvit tdysin permeabiliteetin ja permittiivisyyden imaginaariosista:

a(r.Q) /251(1;;(2)9’ B(r.Q) = /_2/;1(77’; 00

Nyt harmoninen varahtelija X, kuvaa sdhkokentén absorptiota ja X, sen magneetti-
kentdn absorptiota véliaineessa; taajuus {2 voidaan késittdd nk. vuorovaikutustaajuu-
deksi. SM-kentta vuorovaikuttaa kaikkien materiaalia mallintavan harmonisen varéh-

telijin moodien kanssa, vuorovaikutus madraytyy edella maariteltyjen kertoimien a/(r, 2)

ja B(r,Q) avulla. Jos itse SM-kenttd muunnetaan taajuusavaruuteen, kannattaa sen
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taajuudelle luonnollisesti kdyttdaa eri merkintad. Taméa muistuttaa hyvin paljon edella
kasiteltyd Lagrangen funktiota muodoltaan. Nyt vain vuorovaikutus on jaettu kahteen
systeemiin, magneettiseen ja sihkoiseen vardhtelijidn. Molemmat materiaalia kuvaavat
systeemit on jo kuvattu valmiiksi diagonalisoituina systeemeiné, eiké esim. sdhkoista
vuorovaikutusta ole mallinnettu sekéd polarisaation ettd lamposiilion avulla, vaan sys-
teemid vastaava tuhoamisoperaattori - miké saataisiin Legendren muunnoksella ja skaa-
laamalla saadut muuttujat - olisi jo muotoa ¢, q.

Ottamalla Lagrangen tiheyden kanoniset impulssimomentit klassiseen tapaan (ks.
kappale 1.4) ja diagonalisoimalla saatu Hamiltonin funktionaali kuten artikkelissa [30]
paadytadn pitkéllisten johtamisten jidlkeen melko yksinkertaiseen lausekkeeseen energia-
tiheydelle, jossa kaikki termit riippuvat vain bosonisista operaattoreista (samankaltaiset
kuin Langevin-kvantittumisessa) ée,g, C’mg Jokainen operaattori saadaan edelld maini-
tuista tuhoamis- ja luomisoperaattoreista jollain lineaarimuunnoksella; esim. siéhkokentan

operaattori on seuraavaa muotoa:
B0 =Y [ @ [ a0(err )Chalr)e ® + E (o D ol)e ™)

Tensorifunktion fr muoto saadaan ratkaistua kommutointiehdoista ja diagonaalisuus-
vaatimuksesta. Edelliseen késittelyyn verrattuna tédssd operaattoreista ei ole otettu
Fourier-muunnosta aaltolukuavaruuteen. Verrattuna Langevin-kvantittumiseen operaat-
torit saadaan samalla periaatteella. Kaavasta (5.42) identifioidaan Fourier-muunnoksen
jako kahteen osaan ja yhtdlostd (5.36) ndhdddn kuinka lineaarimuunnos on samaa ten-
sorimuotoa, Langevin-kvantittumisessa vain saadaan fg:n paikalle klassinen Greenin
tensori. Vaikka funktiot eivéit ole nyt samoja, voidaan osoittaa, kuinka fr saadaan jol-
lain lineaarisella muunnoksella klassisesta Greenin funktiosta artikkelin [30] kaavojen
78 ja 79 mukaisesti. Siten Langevin-operaattorit fy(r,Q) ja operaattorit Cq(r) vas-
taavat toisiaan, ja Langevin-kvantittuminen voidaan johtaa suoraan edelld esitetysta
Lagrangen funktiosta. Kaikki operaattoreiden odotusarvot lasketaan nyt aivan samoin
kuin kappaleessa 5.2.

Nyt esim. energiatiheyden odotusarvo tilassa P(]0 >) saadaan kommutointiehtojen
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soveltamisen jilkeen suoraan Greenin matriisin avulla kaavalla:
—ih
27

%
+520, (Wi ) Tr[V x G(r,r',w) x V') (5.80)

u(r,r’) =

/000 dw(c 20, (we, ) Tr[w?G(r, 7', w)]

G on taas klassisen tapauksen Greenin tensori. Imaginaariosa integroituisi automaatti-
sesti nollaksi symmetriasyistd johtuen, joten se voidaan jattdd huomioimatta. Lausek-
keen derivaatat SM-vasteista seuraavat kaavasta (3.23). Ensimméinen termi antaa sihko-
kentén osuuden ja toinen magneettikentdn osuuden energiatiheydesté.
Jannitystensorin Tos esitys saataisiin samantapaisella késittelylla riippuvaksi vain

Greenin tensorista ja SM-vasteiden funktioista €, ja p,:

(Tpp(r,r))i = ;Im[/ dw(i—;(éijTr[w2G(r, rw)] — wQGij(r, ' w))
0

+5,(6;;Tr [V x G(r, 1, w) x %’] — [V x G(r,r,w) x <V—']U))] (5.81)

Artikkelin [30] kaavoista 94 ja 101 poiketen tekijét Ag’B on kirjoitettu auki Greenin
funktion avulla. Jos tapausta yksinkertaistetaan olettamalla viliaine ei-magneettiseksi,
saataisiin lausekkeesta suoraan Lifshitzin voimatiheys ottamalla divergenssi. Osoittau-
tuu, ettd ottamalla divergenssi jannitystensorin alkuperdisestd yhtélostd annettuna
kaikkien kenttien avulla, jad termodynaamisessa tasapainossa jéljelle vain divergens-

sit permittiivisyydesté ja permeabiliteetista kerrottuna Greenin funktion lausekkeilla:

o 1
fr(rr') = ;Im[/ dw(;TT[wQG(T, W)l -V g,
0

™

TRV % Gt w) x V]IV - 1)) (5.82)

Voimatiheys poikkeaa nollasta vain silloin, kun avaruudessa esiintyy eroja SM-vasteen
suhteen eri alueissa. Esimerkiksi kun avaruuteen laitetaan jokin kappale, jolla on eri SM-
vaste kuin sitd ympéroivilla avaruudella. Jos SM-vaste muuttuu hyppéayksenomaisesti

rajapintojen vililld, saadaan sen divergensseistd muodollisesti deltafunktioita kerrottu-
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na eron magnitudilla. Niinpé integroitaessa edelld saatu voimatiheyden lauseke jaavit
siité jéljelle ainoastaan rajapinnalla oleva integrandi, eli tulos pelkistyy samanlaiseksi

pintaintegraaliksi kuin aikaisemmat voiman yhtalot.

6 Casimirin ilmio

Klassisesti Casimirin ilmi6 johtuu reunaehtojen aiheuttamista rajoitteista sihkémag-
neettiselle tai muulle kentélle. Yksinkertaisimmassa tapauksessa tarkastellaan kahta
adarettoman levyistd ja ohuista samansuuntaista, taysin heijastavaa tasoa tyhjiossa, joi-
den vilille muodostuu puristava voima. Laskettaessa tdmén voiman suuruutta energian
summakehitelméan avulla joudutaan monesti turvautumaan ns. regularisaatioon. Regu-
larisaatiossa voimasta tehdéén keinotekoisesti ddrellinen, jonka jélkeen annetaan regula-
risaatioparametrin lihestyéa sellaista raja-arvoa, joka poistaisi tdmén rajoitteen. Esimer-
kiksi eksponentiaalisen regularisaation tapauksessa oletetaan heijastavuuden riippuvan
eksponentiaalisesti taajuudesta, kun taas zeeta-funktioregularisaatiossa tarkastellaan
suoraan kokonaisenergian summaesitysti zeeta-funktion raja-arvona jollain kokonais-
luvulla. Regularisaatioldhestymistavan ongelma on fysikaalisen tulkinnan puuttuminen
analyyttisesti jatketuilta energiaesityksiltd (esim. zeeta-funktio). Liséksi eri regularisaa-
tiotavat eivét ole kaikille geometrioille yksikésitteisid eikd niitd voi juurikaan kéyttaa,
jos véliaine ei ole tyhjio.

Kvanttielektrodynaaminen ldhestymistapa selittdd Casimirin voiman tyhjiotilassa
(lahteeton tapaus) kenttien varianssina, jotka seuraavat energiaimpulssitensorin lausek-
keesta. Tyhjiotilassa operaattorin varianssin odotusarvot ovat samat kuin niiden ne-
liiden odotusarvot. Makroskooppinen, ilmiopohjainen lahestymistapa selittaé varians-
sin syntymisen nk. héiriétermien avulla. Mikroskooppinen menetelmé taas perustuu
koko systeemié kuvaavan Lagrangen tiheyden kvantittumiseen ja saadun Hamiltonin
operaattorin diagonalisointiin uusilla lasku- ja nosto-operaattoreilla. Menetelmét ovat
itse asiassa yhtenevéiset.

Historiallisesti yksi menestyksekkdimmisté tavoista selittdd Casimirin voimat on ns.

Lifshitzin teoria ja sen yleistykset. Alun perin teoria johdettiin statistisen fysiikan ja
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termodynamiikan avulla, ja sittemmin sille annettiin my6s makroskooppinen Langevin-
operaattoreihin perustuva esitys. Lifshitzin voima saadaan kuitenkin myos ldhtemalla
jostain Lagrangen funktiosta ja muuntamalla se kvanttimekaaniseen muotoon, eli sill&

todella on kvanttimekaaninen perusta (ks. kappale 5.3).

6.1 Skalaarikentti ja regularisaatio

Yleisessd klassisessa tapauksessa (=skalaarikenttd) saadaan kenttdyhtéloksi kolmiulot-
teisessa Minkowskin avaruudessa Klein-Gordonin osittaisdifferentiaaliyhtélo relativisti-
selle tapaukselle [32]:

m2c?

hQ

A

1
Lo(r,t) = (0—2@2 -V +

Yo(r,t) =0 (6.1)

Asetetaan kenttd massattomaksi (fotoni) ja ratkaistaan tdamé ODY kappaleen 5.1 mu-
kaisella separointitekniikalla (¢(r,t) = X (2)Y (y)Z(2)T'(t)) reunachdot huomioon ot-

taen, jolloin ominaisarvoratkaisuiksi levyjen vélissd saadaan ominaisfunktiot yhtalosta:

X))  Y'y)  27(=) _ T'(t)
X(x)  Y(y)  Z(z) TQ)

— | (6.2)

Rajoitetussa kuutiossa r € [0, L]? x [0, d;] kentéin tulee olla nolla reunoissa ja voidaan
midritelld sisidtulo kaavalla < flg >= i fOL fOL 0d1 d®r(f*0sg — 0. f*g). Ratkaisuiksi

saadaan ndin méaritellyn sisdtuloavaruuden ortonormaalit ominaisfunktiot:

4 . MITT. . MWL, . ,N3TZ
0(t,z) = cpre™™ntsing )sin( )sin( ) (6.3)
L L dy
o Ar?n? Artnd ArPnd . . .
Téassd on wy, = Wy nyng = 72 2 Z Energiaimpulssitensorin 00-

komponentti antaisi kentén klassisen energiatiheyden kaavasta:

he 1

Too(r,t) = 5 (5(Op)? + (Bu)? + (040 + (D)) (64)
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Siirryttaessd kvanttimekaaniseen tulkintaan muuntuvat kaikki kentét operaattori-

muotoon, jossa saadaan siis diskreetti multimoodikentta kappaleen 5.1 tapaan.

p(r,t) = Z(SO”’_(T’ t)an + on (T, t)&IL) (6.5)

n

Jokainen n = (ny, ny, n3) viittaa johonkin tiettyyn sallittuun moodiin, niinp4 itse kentén
tila p on jokin tensoritulo p = ®,,p,. Téssd on kdytetty nyt indeksinéd n:d4 tavallisem-
man k,:n sijaan. Tyhjion tapauksessa tila on tietysti |0 >= ®,]0 >y, , ja laskettaessa

kvanttimekaanisen energiaimpulssitensorin odotusarvoa < 0|To(r, t)|0 > saadaan tulos:

Eo(dl)zg > w, (6.6)

n1,n2,N3=-—00

Tamé klassisen skalaarikentén kvanttimekaaninen muoto vastaa SM-kenttéd, silld va-
litsemalla koordinaattivektorit kenttien £, B suuntaisiksi (kullekin polarisaatiolle erik-
seen) saavat ndméi vektorimuotoiset funktiot vain yhden komponentin, joka noudat-
taa tyhjiossid samanlaista ODY:& kuin téssd analysoitu skalaarikenttékin (ks. kaavat
6.1 1.31, 1.17 ja 1.18). Summa alkaa miinus dédrettoméstd, silld haluamme ottaa huo-
mioon molemmat SM-kentdn polarisaatiot. Koska tdmé summa on déreton, pitdd sen
esitys tehdé fysikaaliseksi regularisoimalla se esim. eksponenttifunktion avulla. Fysikaa-
lisesti tdma vastaa tapausta, jossa heijastuskerroin vihenee eksponentiaalisesti taajuu-

den funktiona. Oletetaan ensin, etté rajoitetulle tapaukselle saadaan sallitut taajuudet
22
nym
Wiy ko mg = C4 | kT + k3 + jlz jaettd L >> dy, jolloin ny:m ja no:n yli summaus voidaan
1
korvata integraalilla. Regularisoitu energia saadaan kaavalla:

nim?
h [e%) n27r2 dc k%Jrk%‘F 22
E(dl, 5) = Am /RQ dk’ldkg Z Cc k’% + k’% + d—%e 1 (67)

n3=—oo

Jos heijastavat reunaehdot poistettaisiin, saataisiin vapaalle kentélle ratkaisut
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eiE(rt) = /75T F) ossa wy, = c|k|. Tatd vastaisi ”jatkuva” kvantittuminen

kappaleen 5.1 lopussa. Energiatiheys vapaalle kentélle saadaan integraalista Ey(d;) =
dlA(QZ 3 fRd d3kwy,. Kayttamilld eksponentiaalista regularisaatiofunktiota saadaan re-
gularisoitu vapaa energia:

h ke
E¢(dy,8) = d, A ok /R 3 P kwpe* (6.8)

Viahentamaélld ndmé regularisoidut energiat toisistaan saadaan potentiaalienergia.
Merkitdan (ki, ke) = ¢, jolloin potentiaalienergiaksi levyjen eri pintojen viélille tulee

lauseke:

o0 o0

h 2 —duw(gns) ks)
U(dy,0) = A2(27r)2 /R2 d*q( E w(g,nz)e ) — d, /OO dlsw(q, ks)e™0@ka))
(6.9)

Summaesitys on symmetrinen 0:tta termid lukuun ottamatta kuten myo6s integraali

ng=-—oo

ksm yli. Lisiksi ¢:n pituuden nelié voidaan jakaa 7-:n neliélléd nelidjuuren sisélld, jolloin

tulokseksi tulee:

Ak 1 ° 2d2 d
U(dl,é) = _ﬂ—_ /]R2 dQQ(Z q7r + n3 75w(q,n3) B q le,(;w(q 0)

d1 (27T)2 5=0
/ \/ + x2e7 @)y (6.10)

Yhtéloa voidaan edelleen muokata kayttamélla Abel-Plana-kaavaa analyyttisille funk-

tioille:

627rm -1

Zf(n) - /000 def(z) = %f(()) —i—i/ooo dxf(m) — J(=ir) (6.11)

2
Kun valitaan f(ng) = ¢ qigl + n3e%(@n3) ja vaihdetaan g-muuttuja polaarisiin koor-
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dinaatteihin k; = ycos(0), ko = ysin(0), % =y, saadaan tulokseksi:

/ — 12 w(y,ix) 2 _ .2,—0w(y,—ix)
U(dy,0) —27TK/ dx—/ dyiy y e tVYy T ae

627ra: —1

Ottamalla raja-arvo 6 — 0" ja poistamalla meromorfisuus funktiosta

gy (i) = £4/y? + (iz)? valitsemalla g(iz) = \/y? — 22 tapauksessa |z| < |y| ja g(iz) =
—\/y? — 22 tapauksessa |y| < |z| saadaan integroinnin tuloksena:

chr? A chm? A

Uldy) = ——5—3 = F(d) = ———
! 720d3 ! 240

(6.12)

Toinen suosittu tapa laskea Casimirin voima levyjen vililla on kiyttaé zeeta-funktiota.

Levyjen vilisen skalaarikentén Dirichletin differentiaaliyhtélon —Ay; = ¢, ominais-

2 . 7Tn32 i2rnjx  i2wngy
gol(r):,/leQSZn( a Je B e R (6.13)

Yksinkertaisuuden vuoksi monisto on valittu ympyrén kehéksi x- ja y-suunnissa (eli

funktiot ovat:

torus siteilld (R, R)). (6.13):n ratkaisuista niissé suunnissa tulee jaksollisia e-funktioita.

Ominaisarvoiksi saadaan fin, n,n; = ¢*((3554)% + (222)? + (T2)?) = *k}. Yhteensi

levyjen vilille saadaan siis energian lauseke:

h [o¢]
= §Zufs
=0

—25

= 27Tn 2mn ™3 o, he™*
> D P () = ¢(s)
R dy 2
n3=1nq,no GZQ

(6.14)
Tulokseksi saadaan zeeta-funktio, jota voidaan edelleen muokata. Kun R:n annetaan

ldhesty# ddretonti, saadaan toinen summaus korvattua integraalilla R%m yli.

hR2 > l2 2 he 23R2 e
Els 9 dt t2 B e 2—2s 2—2s
() = a2m [ 32 0+ ) == S G S

nzy=1 nz=1

Selvisti lausekkeen viimeinen summatermi on Riemannin zeeta-funktio, jolloin raja-

arvolla s — = saadaan (p(—3) = 1/120. Kun huomioidaan, ettd R* = A (eli levyjen
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ala), niin sijoitus kaavaan antaa saman tuloksen kuin eksponentiaalisella regularisaa-
tiofunktiolla. Vaikka (x,y)-monisto on valittu torukseksi, vastaa raja-arvon R — oo
ottaminen #direttomien levyjen tapausta. On huomioitava, ettd ndmé laskelmat vas-
taavat ideaalitapausta, ja antavat siten vain yldrajan Casimirin voimalle. Todellisessa
tilanteessa tulee ottaa huomioon mm. peilien oikeat heijastuskertoimet (Fresnelin ker-

toimet), pinnan epétasaisuudet ja lampotila.

6.2 Kvanttielektrodynaaminen ratkaisu

Kvanttimekaniikan mukaan ei-kommutoivien suureiden varianssien tulo ei voi olla pie-

nempi kuin vakio kertaa suureiden kommutaattorin odotusarvo:

. . 1 o
< (AV)? >< (AU)? >> 1< i[V,U] >2 (6.15)

Kun suureiksi valitaan sihkokenttd ja magneettivuon tiheys, on niiden kommutaattori
[E, E] aina nollasta poikkeava. Tyhjictilalle varianssi saadaan suoraan kentén operaat-
torin nelién odotusarvona, siten Casimirin voiman antavan jannitystensorin neliélliset
kenttédtermien odotusarvot eivét voi olla nollia. Toisin sanoen my6s ulkoisten varaus-
ten puuttuessa saadaan absoluuttisessa nollapisteessé kentén varianssi, joka saa aikaan
nollasta poikkeavan Lorentzin voiman.

Sahkomagneettinen voima kappaleeseen V' riippuu kappaleen varauksesta, varauk-
sen nopeudesta seki itse SM-kentéstd. Kun yleistetdén pisteméiiseen kappaleeseen vai-
kuttava sihkomagneettinen voima (1.44) ja kirjoitetaan tarvittavat kentét operaatto-
rimuodossa, saadaan tilavuuteen V' vaikuttavan voiman operaattori integroimalla voi-

matiheyden operaattori f(r):

A A

Fpp = /V &Prf(r) = /V &r(pe(r)E(r) + J(r) x B(r)) (6.16)

Téssa virtatiheys ja varaustiheys kuvaavat kappaleen ominaisuuksia. Tamé lauseke ot-

taa huomioon kaikki varaukset. Termodynaamisessa tasapainossa kokonaisvoima voi-
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daan antaa myds vapaan SM-kentédn jénnitystensorin Trp avulla:

P = /V Y - Trap(r, 1) (6.17)
Gaussin lauseella kaava saa nyt muodon:

P /8 ddun(r) - Ti(n) (6.18)

Y& un(r) on kappaleen V' pinnan normaalivektori. Voimaoperaattori saadaan siis
jannitystensorin integraalina kappaleen pinnan yli, laskettaessa voimaoperaattorin odo-

tusarvoa tulee ottaa jalki sen ja itse tilaoperaattorin p yhdistetyn operaattorin yli:
<F >:/ dAuy(r) - Tr[Tep(r)p(r)] (6.19)
oV

Tila on yleisimmillddn jatkuva multimooditila (ks. kappale 5.1), joten se pitda sijoit-
taa taajuusriippuvaan operaattorimuotoon, ja integroimalla taajuus saadaan itse (ajas-
ta riippuvan) operaattorin odotusarvo. Aiemman késittelyn mukaan kappaleessa 5.2
jannitystensori ei lopulta riipu ajasta ollenkaan tasapainotilassa, mikd on jo huomioi-
tu ylla laittamalla nidkyviin vain paikkakoordinaatti argumentteihin. Tiedetddn myos,
ettd riittdd ratkaista operaattorin Txp odotusarvo tyhjiossé, josta saadaan myos rat-
kaisu yleisemmaén tilan tapauksessa taajuuden integrandia muuntamalla.

Laskettaessa kokonaisvoiman keskiarvoa tyhjiossd < O\F |0 > sijoitetaan tulos

(5.52) Trp(r,r")m lausekkeeseen, jolloin saadaan lopulta kaava:

Fgg(r,r') = %/{W dA(r)uy(r) - /OOO dw(ucj—zfm(G(r, ' w)) =V x Im(G(r,r',w)) x %’—
‘[ w2 / / <—/

§Tr[§[m((}’(r,r ,w)) =V x Im(G(r,r",w)) x V')
(6.20)

Ohuen levyn tapauksessa pintaintegraali saisi termin (Trg(r,7") — Tpg(r,7"))ss, jois-
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ta T” olisi levyn ulkopinnalla ja T" sen sisdpinnalla vaikuttava osa. Trp:n komponen-
teista tarvitsee ottaa huomioon vain 33-komponentti symmetriasta johtuen. Kompo-
nentti (Tpp)ss saadaan laskemalla sdhko- ja magneettikentéin kontribuutiot erikseen.
Sahkokentdn osa antaa lausekkeen 8—0(< FE >3 — < EE' >11 — < EF >99) =
=I5 dwf‘*’cQIm[Ggg — Gy — G = —5% [T dw [° dqlm[ﬂur 62 ] (ks. (5.46) ). Téssa

on maéritelty uusi funktio uusi funktlo fE(r,r" w) kaavan 6.22 mukaan. Magneetti-

vuon tiheyden antama osa on £ (< BB >33 — < BB' >, — < BB >99) =
= fo dws=Im|GE — GE — GR]) = —g [ dw [ dgIm[§p, f7], missi GP(r, 7', w) =
V x G(r,r",w) x V', kenttien riippuvuudet muuttujista (r,w), (r',w) on jatetty mer-
kitsemiittd ja on midritelty uusi funktio fZ(r,7’,w) kaavan (6.22) mukaan. Sijoitta-
malla liitteen A Greenin tensorin sirontaosa Tgpp:mn lausekkeeseen (mikéd antaisi voi-
man/ala suoraan Tgp:n lausekkeesta) ja tekemélld kaksiulotteinen Fourier-muunnos
(x,y)-tasosta (ki, ke)-avaruuteen (ks. kappale A.3) saadaan pitkien mutta suoraviivais-

ten laskujen jélkeen tulokset:

(Ton(r,r))s = ——o O°° e / N daRel S (@)glz,2.0.) (6.21)

72

g on Greenin tensoreista saatu komponentti ja se jakautuu kahteen funktioon:

9(z,z,q,w) = c;}—jfE(z,z,c‘], W)+ fB(z, 2,q,w)

(e 2 0,0) = DB — et (4 ) 4 )
+D7 207282 — g?)eX Pty 4 (B2 — ¢ 2(e P +6215(d 2), ]

Pz 2z q,0) = DI2(B° — @) rfry — (6% + )Py + 290 )]+

+D, 2087 + ¢y + (57 = ¢f) (e 4 ]

(6.22)

n on luonnollisesti taitekerroin n = n(w) ja muut kertoimet on mééritelty liitteen A
lopussa. Kaava on sama kuin artikkelin [33] kaava 76, nyt vain magneettivuon tiheyden

ja sidhkokentdn antamat osat on erotettu toisistaan funktioiksi f¥ ja f?. Siirtymalls
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. . . .. . .o . . . 2 2 1
imaginaarisiin taajuuksiin kaavan 3?-termit muuntuvat termeiksi —b? = —%Q(M) —q¢?

ja eksponentit i muuntuvat muotoon —b, lisédksi tietysti g:n ensimméisen termin taa-
juuden nelikerroin vaihtaa merkkid. SM-vasteen ja Greenin tensorin analyyttisyydesté
seuraa, ettid lauseke saa vain reaalisia arvoja imaginaariakselilla, joten imaginaariosia

ja reaaliosia ei tarvitse laskea erikseen. Saadaan yht&lo:

h

(TEB<T7 T>>33 ) dw / dqRe[ng(lw)g(za 254, Zw)] (623)
8% Jo 0 b

Jos levyjen vélilld olisi tyhjio (n = 1), pelkistyisi lauseke Lifshitzin kaavaksi:

h o o0 _ B _
(Tep(r,7))33 = 3.2 dw/ dq Z gbe™ 4t D1 (6.24)
0 0 0=Ss,p

Yleisemmidlle tilalle saadaan yksinkertaisesti tekija 2m, + 1 kertoimeksi integroinnin

w
2kT

risiin taajuuksiin muuntuu integraali residylaskennan mukaan summaksi Matsubaran

sisdan. Esim. termiselle tilalle saataisiin kerroin coth(5:), ja siirryttdessid imaginaa-

taajuuksien yli.
Jos lahtokohdaksi otetaan kaikkien virtojen ja varausten sijaan vain vapaiden va-

rauksien antama voimatiheys [25] [34], saadaan yht&lo:

A A

Fop — /V drfs(r) = /V Er(pes(r)E(r) + J(r) x B(r)) (6.25)

Nyt voidaan kédyttdd Minkowskin jannitystensoria Tpp (ks. kappaleet 1.4 ja 5.2). Ter-
mien < E(r) ® D(r') > ja < B(r) ® H(r’) > laskemisessa hyddynnetéin kappaleen 5.2
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tuloksia kyseisille odotusarvoille.

2

Re[Ff] = Re[Fpg] = Z/av dA(r)un(r) - limy_, /000 dw(—Im(e,(r,w)G(r,r",w))+

C
2

/ <_/ I w /
—Im[k.(r,w)V x G(r,r',w) x V'] — §TT[C2 Im(e.(r,w)G(r,r',w))+
—Im[k,(r,w)V x G(r,r'",w) x <V_']])

(6.26)

Nyt ”séhkoinen” osa antaisi lausekkeen —(< ED Sy — < ED > — < ED >99) =
I dw i Imle, (Gs3 — Goy — G11)] = 87r2 Iy dw [° dq[m[ﬁ,uf“" El (ks. (5.46) ).
) =

2mc? c?

Vastaavasti magneettiselle osalle saadaan % (< BH' >Sa3 — < BH' > — < BH' >99

[ dwit Im[k, (GE—GE—GP)] = = [ dw [)° dgIm[%p k. fP], missi GP (r,r', w) =
VxG (r, r’,w) x V'. Tulos on siis muutoin sama kuin tensorille Txp, mutta funktion g
sdhkoinen osa saa kertoimekseen ¢,:n ja magneettinen osa x,:n. Hyddyntamaélla yhtaloa

Kk, = g,n" 2 f¥m tapauksessa ja laskemalla osat yhteen saadaan tulos:

Re[Fpp(r,r)] 87r2/ / dq[m ,ur
—Im / dw/ dq qbeQZﬁd froDY (6.27)

o=8,p

+ ko fB)] =

Tamé on tésmélleen Lifshitzin kaava. Se ei kuitenkaan anna samaa tulosta kuin jos
levyjen valilla olisi tyhjio, silla Fresnelin kertoimet riippuvat levyjen vélisen viliaineen
ominaisuuksista.

Puhtaan SM-kentén jannitystensoria on kaytetty laskemaan Casimirin voima sellai-
sessa tapauksessa, jossa levyjen vililld on jokin véliaine, jolla on seké sdhkdinen etta
magneettinen vaste [33]. Voiman laskemiseksi pitéé ensin tarkastella hieman monimut-
kaisempaa tapausta: tehdddn materiaalista viisikerroksinen ja merkitddan kutakin ker-
rosta indeksilla j = 0,1, 2, 3,4. Materiaalit 1 ja 3 ovat samoja kuten my6s seindmét 0
ja 4. Keskimmaéainen kerros on ohut hyvin heijastava levy. Greenin funktioiksi saadaan

samanlaiset esitykset kuin ennenkin (ks.kappale A.3). Jos systeemi on termodynaami-
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sessa tasapainossa voidaan levyyn (= 2) vaikuttava voima laskea suoraan pintainte-
graalina F'(r fav dAun(r) - T(r). Tulokseksi saadaan gs:n ja g erotus samalla
pinnalla. Materlaahen 1 ja 3 funktiot g; 3 on médritelty kuten kaavassa (6.22). Levyn
pinnat ovat yhdensuuntaisia, joten jos levy on liséksi ddarettoméan ohut, saadaan hyva

approksimaatio:

= 87T2 / / dq q“ (Oa 07 q, ’L(,d) — 01 (dh d17 q, Z(U) (628)

Sijoittamalla g:n lausekkeet tulee yhtélosta:

dftr — - - -
[ [Tt Y 05 - DR )+ K1 n7)

o= S,p

1/2 3+, —2bds 1/2 1— ,—2bdy
+roTe Te +r_ e
KU 2_b2 1_ -2 To o e o
(6.29)

Téssé patee K, = —1, kun 0 = s ja K, = +1, kun ¢ = p. Liséksi on oletettu, etta
Fresnelin kertoimet rl™ = 737 eli ettd levy heijastaa samoin molempiin suuntiin. Sum-
man viimeistd termié voidaan arvioida, kun huomataan, ettd D;, = 1 — 1y 12 rite=2bd;,
jolloin

r3te=2bds 3+ o=2bds 1

Ny -1 -1
Dgg - D30 ~ 12 <D30' _D10>

a

Lopulta saadaan lauseke:

T8 / / dq% (D3y = D )(=20*(1 = n7%) + 2K,¢*(1 —n™?)

+E,(q° =) (1= n2)[ry” + (ry) 7))
(6.30)

Jos vield oletetaan, ettéd heijastukset ovat melkein taydellisid, pétee 711,/ oK, = rit =

r3~. Yhtilon viimeisen termin viimeinen kerroin saa muodon K,. Nyt K2 = 1 ja lisiksi
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D, -termit tulevat riippumattomiksi polarisaatiosta. Tekemélld summaus paadytadn tu-

lokseen:
Ah [ o - 1
S [ e [ Dy - D -t (63
0 0

Seuraavaksi muunnetaan taajuus uudeksi u-muuttujaksi kaavalla v = nw/c ja (g, u)
edelleen polaarisiin koordinaatteihin u = rcos(d), ¢ = rsin(f). Integrointialue muun-
tuu [0, /2] x [0, 00]:ksi. TAméa muunnos ei helpottaisi laskemista véliaineen ollessa dis-
persiivinen. Sen sijaan jos oletetaan, ettéd viliaineen SM-vaste on vakio alueissa 1 ja 3,

saadaan muunnoksella helpohko integraali:
_Ah r L,
_ ;”/ d@/ rsin(®)ue b — D) (=12 + 5rsin?(6)(1 —n %)) (6.32)
nm

Theetasta riippuva osa voidaan integroida erikseen, jolloin integrandin sisdén jaa ker-

roin —% — # Ongelmaksi jadvit termit eivit konvergoi mutta muuntamalla D-tekijat
kaavalla D)} = (1—e247)~! = 1+( 2djr —1)~! saadaan divergoivat termit vithennetty

2dr_

toisistaan. Lasketaan integraali fo 1) = ﬁ ja sijoitetaan se yhtaloon.
J

Kirjoitetaan liséksi Vaklopermeablhteettl ja -permittiivisyys kaavaan, jolloin saadaan

— Ahen? 2 1 1 1
F=—"70H (5, / - — 6.33
480 (3 3€m/€,~ur>(d4 dé) ( )

Oletus SM-vasteen vakioarvoista pitdé paikkansa esim. siiné tapauksessa, kun etéisyydet

tulos:

seindmisté oletetaan suuriksi. Télloin d; ja d3 integrandin eksponenttitekijoissd on niin
suuri, ettd tarvitsee huomioida vain hyvin matalat taajuudet, jolloin voidaan approksi-
moida &, =~ £,(0) ja u, = p.(0). Kun annetaan ds:n liahestyi ddretontd padstiddn eroon

toisesta termisté ja saadaan tulos F = =4kr’ (34/4+ 38;) . Minkowskin tensori

480 Er

— Aher®
240d% /2,
ovat luonnollisesti vain karkeita approksimaatioita Casimirin voimasta, silld yhtaloissa

Nain saadut kaavat

antaisi taas ei-magneettiselle materiaalille tuloksen F =

ei ole huomioitu dispersiota lainkaan, vaan on oletettu taajuudesta riippumaton SM-

vaste. Tyhjion tapauksessa saataisiin Casimirin johtama kaava. Kaavoista huomataan
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valitsemalla u, = 1, kuinka Minkowskin tulkinta antaa aina suuremman itseisarvon
voimalle vapaan kentén jannitystensorin avulla saatuun nk. Raabe-Welschin voimaan
verrattuna [33].

Kysymys oikean tensorin valinnasta perustuu SM-kentén ja véliaineen osuuden oi-
keanlaiseen erottamiseen toisistaan. Esim. valinnassa (5.45) on kyseessd puhdas SM-
kentén tensori, kun taas Minkowskin tensori ottaa huomioon myos véliaineen vasteen.
Tensorin valinnasta riippuen saadaan voimaksi joko kokonaisvoimatiheys f tai vapaa
voimatiheys f; (ks. kappale 1.4). Ensimméinen huomioi kaikki varaukset ja virrat, kun

taas jalkimmaéiseen sisdltyy vain vapaan virran ja varauksen vaikutus.

7 Positiivinen Casimirin voima

Tarkastellun geometrian Casimirin voima voidaan saada positiiviseksi ainakin kahdel-
la eri tavalla: 1. Levyjen vilinen avaruus voidaan tayttaa viliaineella, jonka SM-vaste
suunnitellaan sellaiseksi, ettd integrandit edellisissé yhtéloissd saavat positiivisia ar-
voja tarpeeksi laajalla taajuusalueella. 2. Valitsemalla sellaiset véliaineet rajapinnoil-
le, joille (dispersiiviset) Fresnelin kertoimet muuntuvat niin, ettd integraalit vaihtavat

merkkidén, saadaan aikaan positiivinen Casimirin voima.

7.1 Vailiaine peilien vilissa

Ensimmaisessé tapauksessa ongelmaksi muodostuu oikean jannitystensorin valinta. Kir-
jallisuudesta 16ytyy erilaisia késityksia siitéd, miké tensori pitéisi valita kuvaamaan SM-
kenttdd sihkomagneettisesti aktiivisessa viliaineessa [35]. Esim. Rosa, Milonni ja To-
mas kéayttdvit Minkowskin energiaimpulssitensoria, kun taas Raabe, Scheel ja Buh-
mann pitdytyvat vapaan SM-kentédn energiaimpulssitensorissa.

Jos kéytetddn Lorentzin voimaa, joudutaan ottamaan huomioon kaikki varausti-
heydet ja virrat. Téatd vastaava jannitystensori sisdltdd vain vapaan SM-kentdn kom-
ponentit. Kappaleen 5 ja 1.4 mukaan energiaimpulssitensorin liikem&ardavuota kuvaa-

va osa on vapaan SM-kentdn tapauksessa ppp = koF X B ja Minkowskin tensoril-
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le ppp = D x B = ;:_OPEB' Energiavuot saavat taas esitykset Sgpp = koFE X B ja
Spp = E x H = p,pgp. Energiaimpulssitensorien avaruudelliset osat eroavat polari-
soituman ja magnetisoituman verran (ks. kaava (5.45)). Negatiivisen metamateriaalin
tapauksessa seké litkeméédrdvuo, energiavuo etté jannitystensori vaihtavat etumerkkia
vapaan SM-kentén tulkinnassa. Tamé johtuu aaltovektorin yhtélosta k = “==e(k), jos-
sa F, B,k muodostavat vasenkétisen systeemin. Seké liikeméaédrdvuo ettéd energiavuo
vaihtavat etumerkkié klassisen SM-kentén tulkinnassa vasenkétiselle metamateriaalille,
silld aaltovektorin merkki vaihtuu. Sen sijaan Minkowskin litkemééra- ja energiavuo ovat
k:n suhteen vastakkaissuuntaiset. Niinpé niille tulee sama suunta kuin oikeakétisillekin
materiaaleille. Samalla tavoin Minkowskin jannitystensori sdilyttaa oikeakétisen orien-
taation suhteessa kenttiin.

Jos valitaan tédydellisesti heijastavat peilit ja véliaineeksi vasenkétinen metamateri-
aali, sdilyttéisi Minkowskin tulkinta Casimirin voiman edelleen negatiivisena. Sen sijaan
vapaan SM-kentédn tulkinta vaihtaisi sen merkin positiiviseksi.

Minkowkin tensoria kédyttamaélla saadaan tuttu Lifshitzin kaava voimalle:

—2bd

rire
27r2/ dw/ dqqb Z r*r*e*%d (7.1)

o=s5,p

by, D, ja Fresnelin kertoimet 7, on mééritelty liitteen A lopussa (Fresnelin kertoimien
taajuusmuuttuja on imaginaarinen). Nyt levyjen vélissd ei ole tyhjio, joten b saa hie-
man erilaisen muodon: b = \/m On siis tutkittava, milloin integrandi saa
negatiivisia arvoja.

Kun oletetaan véliaineiden SM-vaste puhtaasti sihkoiseksi, saadaan ehdoiksi nega-

titviselle integrandille: rfr_ < 0. Kun valitaan permittiivisyydet epéayhtdlon
e-<e<eyq (7.2)

mukaan, saadaan tulos €2 0% < £2b?. Tulos seuraa jakamalla viliaineen suhteellisel-

2
la permittiivisyydelléi er ja identifioimalla yksittdiset termit epayhtilosté; ET‘ 2

@, e F'; = < Er_ s oz Suspa r, < 0 aina, kun permittiivisyysehto on voimassa. Sa-
e
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manlaisella analyysilld saadaan tulos toisen seindmén heijastuskertoimella: r; > 0. Eh-
dosta (7.2) seuraa siten epéyhtalo r; 7“; < 0. s-polarisaation heijastuskerrointen merkit
saadaan vielikin yksinkertaisemmin. v* — b2 = g,w?/c? + ¢* — e, w?/? — ¢* > 0 ja
b — by =W’/ 4+ ¢* —eppw? [ —¢® <0, eliry > 0jar >0, joten rr, < 0 ehdon
(7.2) oleessa voimassa.

Vaihtamalla seindmien +, — paikat saadaan vastaava tulos Fresnelin heijastusker-
rointen tulojen merkille, eli ne pysyisivit negatiivisina valittaessa e, < ¢ < e_. Kun va-
litaan sellaiset véliaineet, ettd ehto tayttyy tarpeeksi laajalla taajuusalueella, vaihtuu
Casimirin voima negatiivisesta positiiviseksi. Téllainen aineyhdistelm& voi olla esim.
kulta + bromibentseeni + piioksidi [36]. Sek& bromibentseenid ettéd piioksidia approk-
simoidaan plasmamallilla, jossa on kaksi termi&: toinen on IR-alueella ja toinen UV-
taajuudella. Kullan permittiivisyydeksi taas valitaan Druden malli, jossa on hyvin pieni
vaimenemisvakio ja resonanssitaajuus sijaitsee UV-alueella.

Tapaus voidaan yleistdd sallimalla levyjen véliselle materiaalille myos magneetti-
nen SM-vaste. Tekemaélld samanlainen analyysi Fresnelin kerrointen etumerkeille kuin
edelld 1oydetéaén ehdot positiiviselle Casimirin voimalle. Esim. p-polarisaation heijas-
tuskerroin vaihtaa merkkidén, kun €2 b < £2b% el 53(5”6‘—2“’2 +¢%) < 52(6’“’+’z++°”2 +¢%).
Vain hyvin pienet aaltovektorin arvot ¢ tarvitsee ottaa huomioon, joten saadaan ehto
expt < epy. Jos taas haluttaisiin toinen p polarisaation Fresnelin heijastuskerroin ne-
gatiiviseksi, saadaan samalla menetelméalld ehto e _p < ep_. Jotta Lifshitzin kaavassa
esiintyvé tulo 77 vaihtaisi merkkié, pitda tietysti vain toisen kertoimen vaihtaa etu-

merkkid. Analyysi voidaan toistaa s-polarisaation heijastuskertoimille, ja tulokset ovat

tdsmaélleen samat kuin p-polarisaation tapauksessa. Yhteensid saadaan siis ehto:

e < ey ja e_p>Ep_

tal

x> ey ja e_pu < g (7.3)

Tata ehtoja voidaan tutkia méaérittelemélld funktiot f1 = e u—epy ja fo=e_pu—eu_.

Kun funktiot ovat erimerkkiset tarpeeksi laajalla taajuusalueella, saadaan positiivinen
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Kuva 6: a) Drudemainen metalli + metamateriaali + piioksidi eri resonanssitaajuuksien
arvoilla. z-akseli antaa kymmenkantaisen logaritmin resonanssitaajuudesta we,, ja y-
akseli etdisyydestd. Voima on skaalattu ideaalisen Casimirin voiman suuruudella. b)
Casimirin voima etiisyyden logaritmin funktiona, kun w, = w,, = 10'3® Hz.

Casimirin voima. Jos valittaisiin ei-magneettiset viliaineet, pelkistyisi ehto Pirozhenkon
analysoimaan tapaukseen.

Valitaan metalliksi (—) ei-magneettinen Drude-metalli ja toiseksi seindméksi (+) pii-

oksidi. Metallin permittiivisyys (imaginaaritaajuuksilla) saadaan kaavalla e = g¢(1 +
w2 . . .o .« 7. . ce o
o) Jossaw_ = 10'Hz jay_ = 10'3Hz (ks. [37]). Piioksidin permittiivisyys saadaan

+ +
”kaksinkertaisella” plasmamallilla; e, = 50(1—1—1+(G/“*+ )24—1+(C/UV+ )2). Nyt Cfr = 0.829,
w (IJIR w (JJUV

Cty = 1.098, wip = 0.867 - 10MHz ja wify, = 2.034 - 10'Hz; arvot on saatu alan taulu-

koista. Metamateriaalin permittiivisyys saadaan kaavalla € = g¢(1 + %) ja per-
meabiliteetti yhtalolla p = po(1 — %), eli tdmé vasta kappaleen 4.4 tapausta,

mihin on lisétty resistiiviset elementit véliainetta mallintaviin virtapiireihin. Paramet-
rit saadaan laskettua resonanssitaajuudesta (w, = w.) seuraavasti: Qe .,/wem = 10,
Yen/Wem = 0.1 artikkelin [20] tapaan. Annetaan resonanssitaajuuden vaihdella valilla
[10'3Hz, 10'"Hz] ja etiisyyden vélilli yhdestd nanometristd yhteen millimetriin ja las-
ketaan suhteellinen Casimirin voima Mathematicalla taajuuden ja etéisyyden kaikilla

eri arvoilla logaritmisesti haarukoiden askelin Aw, = 10%%°w, ja Ad = 10°%3d. Positii-
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vinen alue muodostaa kapean ja pitkulaisen n. 45 astetta kierretyn ellipsin kuvan 6a
vasemmassa yldkulmassa. Voima on maksimissaan 0.126 ideaalisen tapauksen voiman
itseisarvon suuruinen parametrien ollessa w,,, = 10*°Hz ja d = 107*™m. Casimirin
voima etaisyyden funktiona edelliselld resonanssitaajuuden arvolla muuttuu positiivi-
seksi, kun d > 4-107% (ks.kuva 6b). Vaikka Casimirin voima pienill etéisyyksillid antaa
laskennallisesti oikean tuloksen, ei tdmé usein ole fysikaalisesti mahdollista, silld tarvit-
tavan metamateriaalin yksikkokopin koko olisi suurempi kuin levyjen vélinen etéisyys.

Kiinnitetdén levyjen etdisyys kymmeneen mikrometriin ja lasketaan suhteellinen
Casimirin voima eri resonanssitaajuuksien arvoilla w,,,w. € [10*®Hz, 10'” Hz], kun mo-
lemmat taajuudet vaihtelevat itsendisesti (ks. kuva 7a). Kaikki SM-vasteet ovat sa-
manmuotoisia funktioita kuin edellé, vain parametrit vaihtelevat. Lasketaan tapaus nu-
meerisesti Mathematicalla, jolloin maksimivoima saavutetaan arvoilla w, = 10'37Hz
ja wy, = 10¥Hz. Téllsin suhteellinen voima on 0.134, eli vain hieman suurempi kuin
edellisen tapauksen maksimivoima. Laskettaessa Casimirin voima etdisyyden funktio-
na néilld taajuusparametreilla saadaan suurimmaksi arvoksi 0.134 ideaalisen voiman
suuruudesta ja se saavutetaan kymmenen mikrometrin etiisyydelld (ks. kuva 7b). Ca-
simirin voima vaihtuu positiiviseksi noin kaksi mikrometria suuremmilla etéisyyksilla.

Hiukan erilaisella ldhestymistavalla - muuntamalla véliaineen avaruus konformaali-
sella kuvauksella, joka vastaisi véliaineen SM-vasteen vaikutusta [38] - on saatu mie-
lenkiintoisia tuloksia. Néiden mukaan téytettédessd tyhja vali sdhkoisesti aktiivisella
materiaalilla, jonka permittiivisyys noudattaa yksinkertaista Lorentzin mallia, saadaan
positiivinen Casimirin voima. Parametrit valitaan sopivasti ja positiivisen 7:n annetaan
ldhestya nollaa; sdhkoiselld vasteella on siten pieni kenttdd vahvistava tekija. Kentéan
vahvistus kuitenkin aiheuttaisi esim. héiriovirtaoperaattoreiden odotusarvojen kasvami-
sen rajatta, joten on epéselvid, voidaanko tulosten laskemiseen kayttda suoraan Lifs-
hitzin kaavaa. Leonhardtin késittelytapa nojaa levyjen véliseen nk. teholliseen leveyteen
a’. Tama riippuu metamateriaalista muodostuvan osan leveydesti b ja imaginaarisesta
taajuudesta w kaavalla o'(w) = a — b+ b/e,.(iw). Kun a < 2b voi a' saada negatiivi-
sia arvoja. Negatiivinen tehollinen leveys a’ saavutetaan, kun permittiivisyys on tar-

peeksi negatiivinen. Témén saavuttamiseksi on kaytetty kadnteistd Lorentzin mallia,
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Kuva 7: a) Drudemainen metalli + metamateriaali + piioksidi eri resonanssitaajuuk-
sien arvoilla. z-akseli antaa kymmenkantaisen logaritmin séhkdisesté resonanssitaajuu-
desta w, ja y-akseli resonanssitaajuudesta w,,. Voima on skaalattu ideaalisen Casi-
mirin voiman suuruudella. b) Casimirin voima etdisyyden logaritmin funktiona, kun
We = Wy, = 10135 Hz.

jossa siis polarisoitumaosan edessé on eri etumerkki. Téll6in kuitenkin permittiivisyy-
den imaginaariosa olisi negatiivinen, eli se ei olisi absorptiivinen - malli on siis varsin
kyseenalainen. Positiivinen voima saataisiin Leonhardtin mukaan myo6s absorptiivisel-
la séhkoisesti inertilld magn. aktiivisella materiaalilla, kun permeabiliteetiksi valitaan
Druden mallin mukainen funktio siten, ettd imaginaarisilla taajuuksilla olisi u, > ¢, tar-
peeksi laajalla taajuusalueella. Leonhardtin artikkelin Casimirin voiman laskennalliset
arvot pienilld etdisyyksilli d < 10~%m ovat lihinni vain teoreettisia, silli metamateri-
aalin yksikkokoppi olisi néilld resonanssitaajuuksilla sitd suurempi, joten se ei mahtuisi
levyjen véliin.

Lifshitzin kaavan sijasta on esitetty, ettd véliaineen téiyttiessé levyjen vélin voitai-
siin kayttad nk. Raabe-Welschin kaavaa [33] (kaava 86). Tamé kaava perustuu Lifshitzin

kayttdméan Minkowskin jannitystensorin sijasta vapaan SM-kentédn jannitystensoriin
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(5.45).

qliy T;TOJ_redeb B B
87‘(’2/ du]/ dq 'u (m(—2b2(1+n 2)+2K0q2(1 () 2))

+ — —2bd
ry +r,e )
— p—pte—2db

1—rorte

(7.4)

+Ko(q* = ") (1 = n7?)

Téssé on siis oletettu, ettéd levyn toisella puolella ei ole peilid. Toisen termin osoittajan
rt voidaan jattda pois, silla se kumoutuisi levyn toiselta puolelta tulevilla vastaavan-
suuruisilla erimerkkisilla termeilld realistisessa systeemissa. Jos oletetaan téydellinen
heijastavuus seki levylle etti peilille, saadaan tulos r¥ = K, ja sijoitus edelliseen kaa-

vaan antaa yhtalon:

QMT e 2 2 2 -2
SWQ/ / dq L 2db( 882 + 4g2(1 — n~2)) (7.5)

ri-termin poistamisen jilkeenkin kaava on ongelmallinen, silld se voi antaa ideaalista
Casimirin voimaa pienemmén tuloksen (Fgp < —|Fp|) esim. Drude-Lorentzin mallin
mukaiselle metamateriaalille peilien vélissd. Vaikkapa arvoilla w,,, = 10"Hz ja d =
10~%m saadaan Mathematicalla Casimirin voimaksi F' = —2.16- F. Oikea tulkinta tisté
nk. Raabe-Welschin kaavasta lienee, etté se kuvaa levyihin vaikuttavien voimien liséksi
véliaineen sisdisid voimia [39]. Namé sisdiset voimat voivat saada suuriakin arvoja,
mutta ne eivit vaikuta itse levyihin. Siksi tulee pitdytya Lifshitzin kaavassa.
Lifshitzin kaavan merkki ei vaihdu, vaikka tdydellisesti heijastavien peilien véliin lai-
tetaan vasenkétinen metamateriaali. Taméa johtuu kaavan riippuvuudesta puhtaasti tai-
tekertoimen nelisté, joka on aina positiivinen imaginaarisilla taajuuksilla passiivisille
materiaaleille. Kaava voitaisiin laskea myos aktiivisille metamateriaaleille (e, u; < 0),
jolloin se antaa edelleenkin samanmerkkisen Casimirin voiman, mutta nyt sen suu-
ruus voi saada teoreettista minimid pienempié tuloksia. Tamé seuraa suoraan tekijan
b kiyttaytymisestd. Jos valitaan esim. kddnteinen Drude-Lorentzin malli SM-vasteille,

eli vaihdetaan plasmataajuuden edessd oleva etumerkki negatiiviseksi ((&, p,)(iw) =
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2
1 . Qﬁ—vm
w2+wg7m+'}/e,mw

risilla taajuuksilla. Siten tekija b saa pienempié arvoja kuin tyhjion tapauksessa, jo-

)), saadaan sekéd e,:n ettd p,:n arvot ykkostd pienemmiksi imaginaa-

ten integrandin arvot ovat tyhjion tapausta suuremmat. Tamén ldhestymistavan on-
gelmana on kvantittumisen méérittely vahvistaville systeemeille seké Greenin tensorin
analyyttisyysvaatimuksen tdyttyminen. Kun SM-vasteiden imaginaariosat ovat positii-
visia, on niilld napoja integrointireitin sisédpuolella eikd Greenin funktion integraalia

voida muuntaa imaginaaritaajuuksille ilman niiden huomioon ottamista.

7.2 Tyhjio peilien vilissa

Toinen tapa on enemmaén tutkittu, ja télle tapaukselle on myos arvioitu teoreettiset
rajat Casimirin voiman suuruudeksi. Seinien oletetaan jatkuvan darettomyyksiin kohti-
suoraan tyhjéasté keskikerroksesta poispéin, joten Fresnelin kertoimissa ei tarvitse ottaa

huomioon seindmien leveyttia. Voima saadaan laskettua tutulla Lifshitzin kaavalla:

—2bd

rire
=05 / dw / dquz pp— (7.6)

o=5,p

Symbolit by, D, ja Fresnelin kertoimet 7 on miéritelty liitteen A lopussa (Fresne-
lin kertoimien taajuusmuuttuja on imaginaarinen). Nyt vapaan SM-kentén energiaim-
pulssitensoriin perustuva nk. Raabe-Welschin voima Fgrp saa saman lausekkeen kuin
Lifshitzin kaavakin. On tutkittava, milloin integrandi saa negatiivisia arvoja. Ehdoksi
saadaan siten, ettd rir; < 0 tarpeeksi suuressa integrointialueessa.

Tarkastellaan erikoistapausta, jossa toinen seindmé on vain magneettisesti aktiivi-
nen ja toisen vaste on puhtaasti sihkdinen; ts. p,— = 1 = ¢,,. Integrandi muuttuu

negatiiviseksi seuraavien ehtojen tayttyessa:
pr (W) + @) <Py )P+ P, e (WP + ) <wie [P+ ¢

Jos molemmat seindmét vield heijastavat taydellisesti, eli p,4, e, —> 00, saadaan raja

ideaaliselle tapaukselle; integrointi antaa tuloksen F' = (—%)‘;‘fggf [40].
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Oletetaan toinen aine ei-magneettiseksi metalliksi ja toinen seindmé& metamateriaa-

liksi, jolla on seka tyhjiosta poikkeava sdhkoinen ettd magneettinen vastefunktio. Metal-
lin (p— = po) permittiivisyyttd mallinnetaan Druden kaavalla e_(w) = g¢(1 — &)
Metamateriaali taas saa permeQabiliteetin, joka noudattaa yksinkertaista Drude-Lorentzin
sen kaavan: €, (w) = go(1 — wg_ngﬁ) Parametrit 7., + kuvaavat absorptiota ja

We,m.+ aineen resonanssitaajuuksia ja jatkossa valitaan we ,/Qem = 0.1 ja Yen/Wem =
0.1.

Integraali vaihtaa merkkid, kun sekd rfr

kaavaa: po(w) = po(1l ). Metamateriaalin permittiivisyys saa samanlai-

s

< 0 ettd ryr, < 0 tarpeeksi laajal-
la taajuusalueella. Ehto r; < 0 on voimassa aina, kun b < b_. Koska metallin per-
mittiivisyys on suurempi kuin yksi imaginaarisilla taajuuksilla, pétee tdmé ehto aina
(W?/?+ ¢ < e,_w?/c? + ¢*Vw € R). Jotta Fresnelin vakioiden tulo olisi negatiivinen,
pitdd nyt seuraavan ehdon olla voimassa: 1" > 0 < w?/c? > Z=w?/c? + (2 —1)g%
Ottamalla huomioon integrandin eksponenttitekiji e~24V«*/+¢* hyomataan, ettd suu-
rilla ¢:n arvoilla integrandi ldhenee nopeasti nollaa. Siksi voidaan olettaa aaltovektorin
q olevan hyvin pieni (¢ << w/c) ja jattdd se siten huomiotta. Ehdoksi tulee lopulta:
1y > e,. Samanlaisella kasittelylla huomataan toisen Fresnelin kerrointen tulon ta-
pauksessa, kuinka ensinnékin r; > 0, silld e7_b* > g,w?*/c* + ¢*Vw > 0. Niinpé tulee
vaatia ehtoa r;r < 0, eli ettd g,.b < b. Téastd saadaan s-polarisaation tapauksen mu-
kaisella analyysilla approksimatiivinen ehto u,+ > ¢,,.. Ehto on siis sama molemmilla
polarisaatioilla ja se tarkoittaa sitéd, ettd metamateriaalin tulee olla péddasiassa ”mag-
neettinen”. Valitsemallemme SM-vasteen mallille tdmé tarkoittaisi ehtoa w,; > we,.
Valitaan Drudemaisen metallin plasmataajuus IR-alueelta (w_ = 10'°Hz ja v =
10™Hz, miki vastaa tyypillisid ei magneettisia metalleja) seki levyjen viilinen etiisyys
yhdeksi mikrometriksi ja lasketaan Casimirin voima numeerisesti Mathematicalla eri
resonanssitaajuuksien arvoilla (kuva 8a). Metamateriaalin magneettinen ja sihkéinen
resonanssitaajuus vaihtelee vililla [10'3,10'7] Hz. Kuten aiemmin jo oletettiinkin, Ca-
simirin voiman merkki vaihtuu positiiviseksi, kun magneettinen taajuus on sdhkoistéa

suurempi. Maksimissaan saadaan positiivinen Casimirin voima, jonka arvo on ldhes 30
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Kuva 8: a) Drudemainen metalli + metamateriaali eri resonanssitaajuuksien arvoilla.
xr-akseli antaa kymmenkantaisen logaritmin séhkoisesté ja y-akseli magneettisesta re-
sonanssitaajuudesta. Voima on skaalattu ideaalisen Casimirin voiman suuruudella. b)
Casimirin voima etiisyyden logaritmin funktiona, kun w, = 10*® Hz ja w,, = 10" Hz.

prosenttia ideaalisen tapauksen (negatiivisen) voiman suuruudesta.

Kun resonanssitaajuudet valitaan oikein, saadaan siis Casimirin voiman merkki vaih-
dettua (ks. kuva 8a). Télloin suurin vaikutus integraalin negatiivisuuteen tulee matalal-
ta taajuusalueelta eiké resonanssitaajuuksien ldheisyydestéd. Taméa johtuu integrandissa
olevasta eksponenttikertoimesta, joka ldhestyy nollaa suurilla taajuuksilla (ja suurilla
aaltovektorin ¢ arvoilla). Koska esim. nykyisten metamateriaalien sallitut taajuusalueet
ovat usein melko kapeita, eivdt ne muuta integrandin arvoa riittavan laajalla alueella
pos. Casimirin voiman aikaansaamiseksi. Resonanssitaajuudet voidaan nyt kiinnittda
Casimirin voiman maksimoimiseksi arvoihin w, = 10'*Hz ja w,, = 10'"Hz. Kun laske-
taan Mathematicalla Casimirin suhteellinen voima néilla arvoilla, saavuttaa se maksi-
minsa (% ~ 0.53) etiisyyden d = 10~°m arvolla (ks. kuva 8b).

Téllainen malli metamateriaalille on kuitenkin varsin ideaalinen. Siind missé metal-
leja voidaan tehokkaasti mallintaa Druden ja Lorentzin kaavoilla, tarvitaan metamateri-
aalien mallintamiseen erilaisia vastefunktioita. Esim. SRR-metamateriaalin permeabili-

teetti saa kertoimen —w? osoittajaan (4.19). Resonanssitaajuuden lihell se kiyttiytyy
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samoin kuin yksinkertaisemman mallin mukaan, mutta suurilla ja pienilld taajuuksil-
la sen kéyttaytyminen poikkeaa merkittavisti Druden ja Lorentzin malleista. Suurien
taajuuksien permeabiliteetille ei kuitenkaan ole juuri merkitystd integraalin arvolle in-
tegrandin eksponenttitekijan takia. Sen sijaan matalien taajuuksien permeabiliteetti
muuttaa merkittavasti tuloksia aiempaan verrattuna; lopputuloksesta tulee huomatta-
vasti pienempi kuin Lorentzin mallilla. Pidetddn muut SM-vasteen funktiot ennallaan
muodoltaan, mutta muutetaan metamateriaalin permeabiliteetti vastaamaan realisti-
sempaa tapausta [20] py = po(l — %) (ks. kappale 4.4) ja lasketaan Mathe-
maticalla nédin Casimirin voima eri resonanssitaajuuksien arvoilla kuten edella. T&lla
kertaa voima ei muutu positiiviseksi milladn resonanssitaajuuksien arvoilla (ks. kuva
9a). Tamé& nahdéén tietysti helpommin, kun katsotaan suoraan SM-vasteiden muotoja:
suhteellinen permeabiliteetti on aina ykkosta pienempi imaginaarisilla taajuuksilla, kun
taas suhteellinen permittiivisyys saa ykkostd suurempia arvoja kaikilla taajuuksilla, ts.
trt < €r4 kaikilla imaginaarisilla taajuuksilla. Kiinnittdmalla resonanssitaajuudet suu-
rimmalle voiman arvolle, voidaan laskea Casimirin voima numeerisesti néilld paramet-
reilla etiisyyden funktiona. Se pysyy negatiivisena vililld d € [107%,1073]m (ks. kuva
9b).

Metamateriaalin permittiivisyytta voidaan kuvata vain kaikkein yksinkertaisimmis-
sa tapauksissa Lorentzin mallilla. Todellisuudessa joudutaan turvautumaan komposiit-

imalliin, jossa Lorentzin mallin lisdtermiksi saadaan Drudemainen ”metallinen” termi:
t Iliin, L t llin lisat k d Drud ”metall 7t

C (- ) )

eliw) = ol = f w? + w2 + Yew

w? + yqw

Kaavan kerroin f kuvaa Drudemaisen komponentin tehollista osuutta (f € [0,1071]).
Alaindeksilla d merkityt osat kuvaavat Druden mallin mukaisen metallin parametreja.
Valitettavasti jo hyvin pieni metallinen osuus muuttaa radikaalisti Casimirin voimaa,;
tuhannesosan "metallisuus” voi muuttaa positiivisen voiman negatiiviseksi [20].
Rosan kéyttdmé sirontateoriaan perustuva yhtélo (1) saa erikoistapauksessa Lifs-
hitzin kaavan muodon, silld valitsemalla seindmien viliaine isotrooppiseksi, pysyvéat eri

polarisaatioaallot sekoittumattomina. Siispé 2x2-heijastusmatriisin R; ei-diagonaaliset
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Kuva 9: a) Drudemainen metalli + realistinen metamateriaali eri resonanssitaajuuksien
arvoilla. x-akseli antaa kymmenkantaisen logaritmin sdhkoisestd ja y-akseli magneet-
tisesta resonanssitaajuudesta. Voima on skaalattu ideaalisen Casimirin voiman suu-
ruudella. b) Casimirin voima etdisyyden logaritmin funktiona, kun w, = 10" Hz ja
Wy = 107 Hz.

alkiot 73" (iw, q), %° (iw, ) hividvit, ja sijoittamalla heijastusmatriisit R; = diag(rs®, 7}")

artikkelin [20] kaavaan (1) saadaan tulos:

Tr(Ry - Rye ™ (I — Ry - Rye )7 =

= Trldiag(ri®, r¥) - diag(ry*, 15")e™*"" - diag(1/(1 — r{*r3’e™*""), 1/(1 = r{ryPe™"))] =

o0 .00 ,—2bd

B r7°ri%e
- z : .00 ,.00 ,—2bd
1—r{7ri°e

o=8,p

(7.7)

Sijoittamalla tdméa lauseke jéljen paikalle saadaan taas tuttu Lifshitzin kaava. Fresne-
lin kertoimet voidaan yhdistdd aiempaan késittelyyn kappaleessa 7 huomaamalla, etta

o0 __ .— 3 o0 __ ..+
7"1 —TJJaT'Q —7“0.
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8 Yhteenveto ja avoimet kysymykset

Casimirin voiman antava Lifshitzin yht&lo on kyetty johtamaan kahdella tavalla kvantti-
mekaniikan yhtaloisté; joko kiayttamélla Langevin-kvantittumista tai lahtemaélla yhdis-
tetyn systeemin (véliaine ja SM-kentté, ks. kappale 5) vaikutusintegraalista. Osoittau-
tuu, ettd kummatkin kvantittumismenetelmét ovat lineaarista muunnosta vaille samat,
vaikka ne johdetaan hyvin eri tavalla. Ensimmaéisessé nk. héiriétermit on pakko liséta
kenttien kommutointiehtojen vuoksi, ja toisessa etsitddn yhdistettyéd systeemid kuvaa-
vat luomis- ja tuhoamisoperaattorit diagonalisoinnin avulla. Kummassakin tapauksessa
saadaan systeemin kaikki operaattorit lausuttua lineaarimuunnoksina ”ldhdeoperaatto-
reista”. Kenttien amplitudiosat voidaan ratkaista klassisen elektrodynamiikan Maxwel-
lin yhtéloistd esim. Greenin tensorin avulla. Kvanttimekaniikan mukaan kenttien va-
rianssi saa aikaan nollasta poikkeavan voiman myo6s tapauksessa, jossa ulkoisia vir-
taldhteité ei ole ja lampdotila on absoluuttinen nollapiste.

Erds suurimmista ongelmista Casimirin ilmiosséd on oikean jannitystensorin valin-
ta. Jos levyjen vililla ei ole tyhjio, antavat Tgp ja Tpp eri tulokset voimalle - tyhjion
tapauksessa taas molemmat antavat samat tulokset. Minkowskin jannitystensorin Thg
valinta takaa energiavuon oikeanlaisen etenemisen viliainekerroksien valilla myos va-
senkétisille materiaaleille (ks. kappaleen 4.1 loppupuoli). Lisidksi sen kdyttadminen ei
johda ideaalista Casimirin voimaa suurempiin tuloksiin, joten on perusteltua pitdytyé
Minkowskin energiaimpulssitensorissa ja vain vapaiden varausten ja virtojen avulla saa-
tavassa Lorentzin voimassa.

Sopivilla metamateriaaleilla voidaan vaihtaa normaalisti negatiivinen, kokoon puris-
tava Casimirin voima etumerkiltdén positiiviseksi. Témé saadaan numeeristen laskujen
perusteella kahdelle eri tapaukselle. Levyjen vilisen etéisyyden annetaan vaihdella yh-
destd nanometristd yhteen millimetriin ja SM-vasteiden resonanssitaajuudet vaihtelevat
arvosta 10"*Hz (IR) maksimiin 10'"Hz (UV).

Viliaineen tapauksessa valitaan yhdeksi levyksi Drudemainen metalli, mutta toi-
nen levy oletetaan lasiksi. Ehdot 7.3 tayttyvét, kun levyjen vilisen metamateriaalin 4.4

parametrit valitaan sopivasti. Ensin laitetaan molempien vasteiden resonanssitaajuu-
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det samoiksi ja haetaan sellainen etdisyyden ja resonanssitaajuuden yhdistelmé, jossa
voima kasvaa mahdollisimman suureksi (ks. kuvat 6a, 6b). Tadmén jilkeen kiinnitetdan
etédisyys maksimin antavaan arvoonsa (10 mikrometrié) ja vaihdellaan magneettisen ja
séhkoisen vasteen taajuuksia we ,, erikseen IR- ja UV-alueen vilissd. Ndin saatu mak-
simi (We,, = 10'%°Hz) kiinnitetdén aineen SM-vasteiksi ja tarkastellaan suhteellista
voimaa etdisyyden funktiona. Voima vaihtaa merkkiddn muutamaa mikrometria suu-
remmilla etdisyyksilla (ks. kuva 6b) ja sen suuruus on hieman yli kymmenen prosenttia
ideaalisen Casimirin voiman suuruudesta.

Tyhjion tapauksessa (7.2) vaaditaan ehto Fresnelin heijastuskertoimille. Kiinnitetaan
etéisyys nyt yhdeksi mikrometriksi. Valitsemalla toinen levy hyvin johtavaksi metalliksi
ja toinen metamateriaaliksi, saa Casimirin voima positiivisen etumerkin, kunhan meta-
materiaalin magneettisen vasteen resonanssitaajuus on sen sihkoistd suurempi. Tama
toimii tosin vain yksinkertaiselle Lorentzin mallille (ks. kuva 8a), kun magneettista
vastetta mallinnetaan realistisemmin (ks. kappale 4.4 ja kuva 9a), muuttuu materi-
aalin kaytos merkittavasti matalilla taajuuksilla ja Casimirin voiman merkki ei vaih-
du. Molempien mallien antamilla maksimiparametreilla lasketaan vield voiman suu-
ruus etdisyyden funktiona (kuvat 9a, 9b). Lorentzin mallilla Casimirin voima vaihtaa
merkkidén, jos magneettinen resonanssitaajuus on mahdollisimman suuri sdhkoiseen
verrattuna, eli w,, = 10'"Hz ja w, = 10'¥Hz. Samat parametrit maksimoivat voiman
myo6s realistisemman metamateriaalivasteen tapauksessa, mutta télléin voiman merk-
ki ei vaihdu milldén etdisyydelld vililld [1072,1073]m. Voima kuitenkin lihestyy nollaa
kymmentd mikrometrid pienemmilla etéaisyyksilla.

Tulosten valossa nayttda siltd, ettd positiivinen Casimirin voima mikrometriskaa-
lassa voidaan saavuttaa realistisella metamateriaalilla (SRR + ohuet johtimet) vain
sijoittamalla se levyjen viliin. Ainoa rajoitus syntyy yksikkokopin koosta, vasteiden
asettaminen sopiviksi ei siten aina onnistu pienilla etéisyyksilla. Tyhjion tapauksessa
taas metamateriaaliksi valittu seindmé ei vaihda voiman etumerkkis; ainoastaan yk-
sinkertaisempi (ja epérealistisempi) resonanssimalli (Lorentzin malli) antaa positiivisen
Casimirin voiman. Tdmé johtuu Fresnelin kertoimien kdytoksestd matalilla taajuuksilla.

Ongelma voidaan ehké ratkaista bi-isotrooppisilla aineilla, jossa rakenneyhtiloiden D
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ja B riippuvat molemmat seké sdhko- ettd magneettikentésta lineaarisesti. Télloin kui-
tenkin pitda ottaa huomioon polarisaatioiden sekoittuminen ja kayttad sirontateorian
mukaista matriisiesitystéd kaavan 7.7 mukaisesti. Toinen ratkaisu saattaa olla kéayttaa
useita ohuita kerroksia erilaisia metamateriaaleja toisen levyn pééllysteend, ja koko le-
vyn teholliset Fresnelin kertoimet sdddetédén valitsemalla materiaalit ja niiden paksuu-

det sopiviksi.
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A  Greenin funktiot

A.1 Maaritelméat

Greenin funktio on matemaattinen apuneuvo ratkaistaessa differentiaaliyhtiloita. Se
voidaan maéritelld integraaliydintyyppiseksi operaattoriksi, joka antaa DY:n ratkaisun
sen operoidessa lihdefunktioon. Toisin sanoen, jos halutaan 16ytda ratkaisu u DY:lle
(tai ODY:lle) Lu(r) = f(r), missdé L on kyseinen (osittais)differentiaalioperaattori ja
f on nk. ldhdekentté, saataisiin u operoimalla L:n kdanteisoperaattorilla funktioon f.

Kirjoitettaessa operaattori L™! integraalimuodossa saadaan

L f(r) = /V dsg(r, s)f(s) = u(r) (A1)

Tamaé integraaliydin méaritelladn Greenin funktioksi. Operoimalla L:114 tadhén yhtaloon
jaé oikealle puolelle f(r) ja saadaan yhtdls f(r) = [, dsLg(r,s)f(s) = Lu(r) =
[, dsd(r —s) f(s). L operoi vain r-koordinaateista riippuviin funktioihin, joten Greenin
funktiolle saadaan nyt ehto:

Lg(r,s) = d(r —s) (A.2)

Jos oikea ratkaisu u toteuttaa reunaechdot, tulee samat reunachdot siséillyttda Greenin
funktioon. Jos esimerkiksi ratkaisun tulee olla nolla alueen V' pinnalla eli u(r) = OVr €
OV, niin Greenin funktiolle tulee pétei ehto g(r,s) = OVr € V.

Erikoistapauksena oletetaan, ettd L on muotoa L = ), . 0;4;;(r)0; + C(r) ja ettd
silld on ortonormaaliset ominaisarvofunktiot ¢y (r). Funktioille pétee siis Loy = A\pox.
Oletetaan liséksi, ettd ominaisarvofunktiojoukko virittdéd koko funktioavaruuden (esim.
L*(V)), jolloin voidaan operaattori L kirjoittaa projektioiden suorana summana L =

Yooy lor >< ék|. Projektio-operaattori on mééritelty tuttuun tapaan integraalina
Peo(r) = (|or >< d])v(r) = ¢r(r) [, dsor(s)v(s), joten saadaan tulos:

Lu =Y Mop < dplu>=f=> on < dilf > (A.3)
k k
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Identifioimalla kertoimet ja huomaamalla, ettéd nolla ei ole ominaisarvo, saadaan yhtalo
< drlu >= A\ ' < ¢ f >. Kirjoittamalla u niin saatujen kertoimien avulla pafidytiin

yhtaloon:
u(r) = /V ds > N u(r)r(s)f(s) = glr,s) = AN dn(r)on(s) (A4)

Ts. Greenin funktio saadaan lausuttua ominaisfunktioiden ja -arvojen avulla.

Edella kasitellyissa tapauksissa ODY on oletettu skalaarimuotoiseksi. Késiteltdessa
vektorimuotoisia (osittais)differentiaaliyht#lsité f,u € L2(V)3 huomataan, etti mikili
L:ssé on vektori-/matriisimuotoisia elementteja (esim. V), ei Greenin funktio voi olla
skalaarimuotoa. Jos se olisi, ei L:1l& voitaisi operoida siihen. Jotta tulo g(r, s) - f(s) olisi

vektorimuotoa, on Greenin funktion oltava matriisi.

A.2 Helmholtzin yhtidlon Greenin tensori

Esimerkiksi Helmholtzin yhtéloissd (1.21) ja (1.22) saadaan Greenin funktiolle yht&lo:
V x (4t -V x GE) — ¢ 2w, - GE = I6°(r — s) = H(r)GE(r,r") (A.5)

I on yksikkématriisi ja H(r) Helmholtzin operaattori. Selvyyden vuoksi taajuusmuut-
tuja on jatetty pois argumenteista. Tamé yhtalo voitaisiin kirjoittaa integraalimuodos-

/Vd?’sH(r, s) - G(s,r") =I6(r — 1) (A.6)

Téssé pitee H(r,s) = V x pu, 1(r)-V X I6(r—s)—c2w?e,(r)-I5(r—s). Selvisti H:n yti-
melle voidaan vaihtaa r:n ja s:n paikat lopputuloksen siilyessé samana. Ensimméisessé
tapauksessa integroidaan ensin termi [i, d®sId(r —s) - G(s,r") = G(r,r’) ja operoidaan
tihiin Helmholtzin operaattorilla H(r). Toisessa tapauksessa operoidaan ensin H (s):lla
GE(s,r'):in ja sitten integroidaan tamé tulos kertaa Id(s —r), jolloin s muuttuu r:ksi.

Koska yhtils H(r)G(r,r') on jokin matriisi, voidaan tiistéi ottaa sen transpoosi

[41]. My6s Helmholtzin operaattori voidaan kirjoittaa matriisimuodossa, kun muiste-
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taan roottorin matriisimuotoinen esitys kappaleen 1 kaavasta (1.23). Siitd ndhdaén
heti, ettd R(r)T = —R(r), joten esim. (R(r) - G(r,7')T = —GT(r,r") - %, jossa
nuoli kuva derivoinnin suuntaa. Vastaavasti saadaan (R(r) - k,.(r) - R(r) - G(r,r'))T =
G (r,r)- R(r)- o (r) - R(r) Ja (e (r) - Glr, #))T = G (r,1") -6, (r)7, jossa i, (r) = (1)
Termodynaamiset ehdot pakottavat permittiivisyyden ja permeabiliteetin symmetrisik-
si transponoinnin suhteen, joten lopulta saadaan yhtélo:

G )[R () R) 2] = (R0, 0)- Bl)—

c

T
C2

e-(M)]G(r,r") = 16(r—r")

(A.7)
Kun yhtélo kirjoitetaan integraalimuodossa - eli vaihdetaan H (r):n muuttuja esim.
s:ksi, kerrotaan I§(r — s):lla ja integroidaan s suhteen V:n yli - saadaan muodollinen
yhtls: [, d*GT(s,7")H" (r, s) = I6(r —r'). Koska H:lle voidaan vaihtaa r:n ja sm paik-
kaa ja tdmén H:n ydin on symmetrinen transponoinnin suhteen (kunhan huomioidaan

derivoinnin suunta), saadaan yhtilo:
/ d*sGT (s,7")H (s,7) = I6(r — 1) (A.8)
1%

Yhtalo voidaan edelleen kertoa vasemmalta G(r,a) ja integroida r:n suhteen, jolloin
saadaan: [ d*sGT(s,r")- [d*rH(s,r)-G(r,a) = GT(a,7") = G(r',a) =

/Vd?’sG(r', s)-H(s,r)=16(r —1") (A.9)

Kun tdmé yhtdlo kerrotaan oikealta G*(r,a) ja integroidaan r:n suhteen, saadaan

tulos:

/Vd3r/vcl35G(r’, s)-H(s,r)-G*(r,a) = / &Eré(r —r)I-G*(r,a) = G*(+',a) (A.10)

\%

Vaikka taajuus on jitetty selvyyden vuoksi pois argumenteista, huomioidaan se nyt
laskettaessa esim. H:n kompleksikonjugaattia, jossa taajuus esiintyy. Vastaavalla tavalla

yhtalostd (A.6) voidaan ottaa ensin kompleksikonjugaatti, kertoa se sitten vasemmalta
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G(r,a):lla ja integroida lopuksi r:n suhteen:

/Vd3s/vd3rG(r, a)- H*(r,s) - G*(s,r") = G(r', a) (A.11)

Viahentdmalla toinen tulos ensimmaéisesté ja kirjoittamalla taajuusriippuvuus nékyviin

argumentteihin paadytdan yhtaloon:
—Im[G(r, a,w)] = / d37’/ d*sG(r',s,w) - Im[H(s,r,w)] - G*(r, a,w) (A.12)
1% 1%

Kappaleen 3 nojalla tiedetéén, ettd véliaineen SM-vasteelle tulee pated analyyttisyy-
den takia ehdot k*(r,w) = k(r, —w*) jae*(r,w) = e(r, —w*). Lisiksi pitee w*? = (—w*)?.
Niinpé saadaan H:n ytimelle kaava H*(r,r’',w) = H(r,r’, —w*). Téstd seuraa heti kaa-

va:

/ d*sH*(r,s,w)G*(s,7",w) = [0(r —1') = / d*sH*(r, s, —w*)G* (5,7, w) =
v v

/ d*sH*(r,s, —w*)G(s, 7, —w*) = G*(r,r’,w) = G(r,r', —w*) (A.13)
.

Viliaine oletetaan usein isotrooppiseksi, jolloin sen SM-vaste olisi sama kaikkiin
suuntiin ja paikasta riippumaton. Tésséd on kuitenkin yleisyyden vuoksi oletettu myos
SM-vasteen riippuvuus paikasta (avaruudellinen dispersio). Operaattorin H ytimelle
H(r,7’,w) saadaan matriisiesitys kirjoittamalla roottorin komponentit tensorimuodos-
sa:

(VX)ij = —€ijiOk

Kun tdma4 esitys sijoitetaan roottorien paikalle, kdytetddn Einsteinin summauskaytantoa

seké vaihdetaan yhden permutaatiotensorin indeksien jérjestysté, saadaan yhtéalo:
(V X HVX)kn = (VX)M/{(VX)M = —€lki€lnjai/€aj = (5].3]'52'” — 5nk5ij)ai/{8j

(V X IiVX)kn = 8nf<o8k — 8j/<a(9j5nk (A14)
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Kun sijoitetaan tdmé tulos H(r,r’,w):iin saadaan yhtalo:
Hop(r, v w) = (0pk(r,w)0), — 0;k(r, w)(wdidns — w?/Pe(r,w)due)d(r — 1) (A.15)
Namaé esitykset voidaan edelleen sijoittaa yhtdloon (A.12), jolloin saadaan kaava:

—2(Im|Gy(r,r W) =1 — I, =

/d?’s/ d*S' G (r, 8, w) (Hpn (s, 8", w) — Hpypo (5,8, w)) G (8,1, w) (A.16)
v v

I, sisdltdd H:n kompleksikonjugaattitermeji. Jaetaan I; edelleen kolmeen osaan, joista
ensimmaéisesséd ja toisessa on permeabiliteetista riippuvia osia ja kolmannessa permit-

tiivisyydesté riippuva osa. Saadaan siis:

L, = / dSS/ ng/Gz’mO"’Saw)an"@(s’w)amé(s - Sl)G:Lj(S,’r/’w) -
1% 1%

/dgsan(Gim(r, s,w)m(s,w)@mG;‘U(s,r',w))—/ d*sk(5,w) (0 Gim (7, 5,w)) O G (5,7, W)
v v

Ensimmaisestd termistd saadaan 0, kun integrointitilavuus ldhestyy aéretonté, silla
Greenin tensorin tdytyy héavitd tilavuuden reunoilla kenttien fysikaalisuuden takia. In-

tegraalille Iy, saadaan tulos:
Ly, = / d*sk(5,w)(0,Gim(r, 5,w))0,Gh (5,7, w)
v

Integraalissa I;. on integrandin sisélla vain permittiivisyydelld kertominen. I, voidaan

ratkaista samoin kuin /7, ainoana erotuksena on nyt kompleksikonjugaatin ottaminen
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permeabiliteetista ja permittiivisyydestad. Néin saadaan tulos:

Im[Gyj(r,r' w)] = / d*s[k1(5,w) (0nGim (1, 5,w)) (Om G (5,7, W) — Gy (5,7, w))+
v

+w?/cPer(s,w)Gim(r, 5, w)Gri(s,7",w)]
(A.17)

Kun muistetaan roottorien tensoriesitykset, saadaan yhtalo kirjoitettua luettavammassa

muodossa:

Im[G(r,r",w)] = /‘/d?’s[—m(s,w)(vs x G(s,r,w))" - (Ve x G*(s,7",w))+

w?/cter(s,w)G(r, s,w) - G*(s,7",w)]  (A.18)

Aineen rajapinnalla sdhko- ja magneettikentédn tangentiaalisten komponenttien tu-
lee olla jatkuvia (jos pintavirtoja ei esiinny). Kun pinnan normaalivektori on wuy(r),

saadaan tastd ehdot Greenin matriiseille:
uy X G =uy x G, kjuy x V x G = koun x V x G (A.19)

Indeksit viittaavat eri materiaaleihin. Monesti Greenin funktio jaetaan kahteen osaan:
vapaan avaruuden Greenin funktioon, jossa SM-kenttd voi edetéd esteettd, ja siron-
taosaan, joka riippuu systeemin geometriasta: G1? = G4 4 GI%9. Vapaan (mut-
ta ei vilttdmattd tyhjan) avaruuden Greenin funktio ratkaisee epdhomogeenisen eli
lahteellisen osittaisdifferentiaaliyhtélon, kun taas sirontaosa on homogeenisen ODY:n
(kaava (A.5) ilman Diracin deltafunktiota) ratkaisu, joka noudattaa materiaalin asetta-

mia reunaehtoja. Heijastus- ja lapéisyehdot saadaan tietysti Fresnelin kertoimien avulla.

A.3 Greenin matriisi kerrosmaiselle materiaalille

Greenin matriisi voidaan laskea eksplisiittisesti vain muutamalle symmetriselle tapauk-

selle. Néista yksi on viéliaine, joka on symmetrinen xy-tasossa ja vaihtelee z-muuttujan
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suhteen [41], [42], [43]. Jaetaan avaruus kolmeen kerrokseen, joissa pétee:
e=c (w) z<d, =¢w) 0<z<d, =ei(w) z>d

Samanlaiset yhtédlot patevit myos permeabiliteetille. Symmetriasta johtuen G:n taytyy
olla translaatioinvariantti xy-tasossa, joten se voi riippua vain erotuksesta |(x,y) —

(z'y")|. Jos suoritetaan Fourier-muunnos néille koordinaateille, saadaan yht&lo

1
(27)?

missd u = (x,y) ja ¢ = (ki, ko). Greenin matriisista tulee ottaa huomioon vain sirontao-

G(r,r' w) = /queiq'(“_“,)G(q, 2,72 W),

sa, tdmédn komponentit saadaan ottamalla huomioon reunaehdot Fresnelin yhtéloilla
ja vihentaméilld ndin saadusta matriisista sen vapaan avaruuden osa (G° = G —
G"). Greenin tensori on ratkaistu aiemmin puhtaasti sihkdisen viliaineen tapauksessa
[42]. Muuntamalla permittiivisyyttéd kertoimella i, saadaan ratkaistua G’ ”sidhkoiselle”
Helmholtzin ODY:lle, ja kertomalla se edelleen permeabiliteetilla paddytadn yleisen
ODY:n (k. # 1) ratkaisuun. Greenin tensori saadaan siten korvaamalla e, e,.u,:1la
sdhkoisen tapauksen Greenin tensorissa ja kertomalla néin saatu tulos u,.:lla. Greenin

tensori saadaan kirjoitettua kétevisti SM-aaltojen polarisaatiovektoreiden avulla:

G%(q, 2,7 ,w) =
ity (W 1, - , L o
/;W(B) Z KU[D_T;TU (e} (q) ® e; (—q)e®Cit=2) L e~ (q) ® el (—q)ePPd=2)) 1
1 , / . /
+D—((€;(q) X e:(_q)r(;evﬂ(z—z) +e; ((]) ® 6;(_q)rc—r|-ezﬁ(2d—z—z ))]

(A.20)

Téssi e (q) = e(q) X e. ja €5 (q) = m(qez F Be(q)) ovat polarisaatiovektoreita

kentille, joka liikkkuu +2- tai —z -suuntaan. r-termit ovat Fresnelin kertoimia.

i_#iﬁ—l/ﬂi i_Eiﬁ—é?ﬁi
Ty = = ——————
pa 3+ B e+ + B+
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Kaavassa pitee fr = y/w2e,v(w)prs(w)/c® — @2, B = Jw2e, (W) (w) /2 — ¢% ja D, =
L—rlr; €28 Fresnelin kertoimien merkintd on hiukan erilainen kuin tavallisesti, silli
SM-kentén tulo- ja lahtokulmien termit cos(¢;) on korvattu aaltovektorin k,-komponentin
ja kokonaispituuden suhteilla k./|k;| = B(w)/\/B? + ¢* Muunnos tehdiin sijoitta-
malla alkuperéiseen Fresnelin yhtéloihin ndmé tulokset seké huomioimalla dispersio-

yhtélo k = £,/f, &, w/c. Esim. alkuperiisestd Fresnelin kertoimen muodosta rsi =

Z+cos(0+)—Zcos(0) o
Ztcos(0+)+Zcos(0) (Z -

Laskettaessa SM-kenttdd tarvitaan varsinaisen Greenin funktion lisdksi myo6s sen

iy /€r) saadaan aikaisemmin esitetty muoto.

"magneettinen” muoto, ts. V x G(r,r",w) x V'. Tdmi saadaan huomaamalla, etti
nablaoperaattori voidaan korvata vektorilla iky = g4 e, kertomisella (ks. kappale 1.2).
Vektorin etumerkki riippuu Greenin matriisin termin eksponenttifunktion etumerkeista.
Esim. termi, joka siséltdd matriisin e (¢) ® e, (—¢), muunnetaan kertomalla ristiin oi-
kealta vektorilla ik (¢q) ja ristiin vasemmalta vektorilla ik_(—gq). ik, (¢):n merkki tulee
tekijistid e#* ja g-vektorin valinta seuraa funktiosta e'*; samoin vektorin k_(—¢) mer-

. . . e . . . . _ iR . !
kit valitaan vastaamaan Greenin matriisin termin kerroinfunktiota e=%* ja e~%% . Nyt

w2 o+ (q) ® e (—q). Suoraan laskemal-

matriisi e} (¢) ® e, (—¢) muuntuu matriisiksi “=

la saadaan, etté kaikki Greenin funktion osamatriisit muuntuvat suoraan toisen polari-
2

saation vastaaviksi matriiseiksi kerrottuna tekijilla “5~. Magneettinen Greenin funktio
V x GY(r,r',w) x V' saa siten muutoin saman muodon kuin alkuperiinen sihkékentén

Greenin funktio, mutta nyt polarisaatioindeksit ¢, p vaihtavat paikkaa kesken#én.
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