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Tassd tyossd tutkitaan kaksikasvuisen variaatio-ongelman minimoijan olemassaoloa
ja sddnnollisyytta. Erityisesti osoitetaan, ettd minimoiva funktio on Hélder-jatkuva ja sen

gradientille parempi integroituvuus.
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nahdéan lokaalin minimoijan olemassa olo funktionaalianalyysin keinoja kiyttien.

Luvut nelji ja viisi kisittelevit lokaalin minimoijan sdénndllisyyttd. Luvussa neljé osoite-
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Johdanto

1900-luvun alussa saksalainen matemaatikko David Hilbert esitteli muille
matemaatikoille hinen mielestddn 23 térkeintéd ratkaisematonta matemaat-
tista ongelmaa [1]. Ndiden ongelmien ratkaisuyritykset ohjasivat koko 1900-
luvun matemaattista kehitystd ympéri maailman, ja esimerkiksi kahdeksas
ongelma, niin kutsuttu Riemannin hypoteesi, on yhi vailla ratkaisua. Hilber-
tin ongelmien merkittédvyytta kuvastaa myos se, ettéd vuosituhannen vaihtees-
sa Clay-instituutti julkaisi samassa hengessi 7 matemaattista ongelmaa, jot-
ka ovat saaneet nimen "Millenium-ongelmat”. Lisiksi instituutti on luvannut
jokaisesta ongelmasta miljoonan dollarin palkinnon sen ratkaisijalle.

Téssd tutkielmassa késitellddn Hilbertin ongelmiin 19 ja 20 liittyvié tu-
loksia. Nama liittyvét variaatiolaskennaksi kutsuttuun matematiikan haa-
raan, jonka tavoitteena on 16ytda funktio, joka minimoi annetunlaisen in-
tegraalin. Variaatiolaskenta liittyy hyvin ldheisesti osittaisdifferentiaaliyhta-
16iden matemaattiseen teoriaan, silld integraaleja minimoivat funktiot ovat
jonkin osittaisdifferentiaaliyhtélon ratkaisuja.

19. ongelman tarkempi muotoilu on "Ovatko kaikki sddnnéllisten
variaatio-ongelmien ratkaisut aina valttamdttd analyyttisia ?” Ongelman rat-
kaisivat ensimmaéisind toisistaan riippumatta italialainen Ennio de Giorgi ja
vhdysvaltalainen John Nash tiysin erilaisilla menetelmilld. N&istd kahdes-
ta menetelmistd de Giorgin metodi osoittautui helpommin yleistettéiviksi,
ja sitd onkin sovellettu my6s muiden variaatio-ongelmien sddnnéllisyystu-
losten saavuttamiseksi. Tadméan tutkielman péaituloksena esitellain todistus
kaksikasvuisen variaatio-ongelman ratkaisun Holder-jatkuvuudelle, ja se pe-
rustuu juuri de Giorgin menetelmaén. Nashin ja de Giorgin lisdksi my0s Jiir-
gen Moser ratkaisi sdannollisyysongelman menetelmalld, jota nykyddn kut-
sutaan Moserin iteraatioksi. TAméan menetelmén ladhtokohtana on osittaisdif-
ferentiaaliyhtdld ja sen ratkaisu, kun taas de Giorgin metodi aloittaa yhté-
164 vastaavasta funktionaalista. Nadma kaksi menetelm#d ovat ainoat yleises-
sé kdytOssd olevat menetelmit osittaisdifferentiaaliyhtilon ratkaisun Holder-
jatkuvuuden osoittamiseksi.

Ennen sédanndllisyystodistuksen kisittelyd tassd tutkielmassa osoitetaan
ensin, ettd kaksikasvuisella variaatio-ongelmalla on ylipdansé ratkaisu tietty-
jen oletusten vallitessa. Tama liittyy Hilbertin 20. ongelmaan, joka voidaan

kidantdd vapaammin tulkittuna muotoon "Reuna-arvojen yleinen ongelma”.



Tasmaéllisemmin ilmaistuna kysymys kuuluu, onko variaatio-ongelmalla aina
ratkaisua, kun ratkaisun reuna-arvot on etukiteen annettu. Tahéinkin ky-
symyksen vastaus on myonteinen, kunhan ratkaisun méaéritelméssi hieman
joustetaan perinteisen pisteittdin médritellyn funktion sijasta, ja hyviksy-
tddn niin kutsutut heikot ratkaisut.

Edelld mainittu kaksikasvuinen variaatio-ongelma viittaa ongelmaan, jos-

sa on tavoitteena 16ytad funktio u, joka minimoi funktionaalin
v /Q|Vv\p+a(x)Vv]q dx.
Ongelma vastaa elliptisen osittaisdifferentiaaliyhtdlon
—V - (p|VoP~2Vv + qa(x)|Vv|T2Vv) = 0

ratkaisemista, joka on variaatio-ongelman Euler-Lagrange-yhtals [2, Luku
5]. Funktionaali sopii kuvaavaamaan esimerkiksi materiaaleja, jotka ovat se-
koituksia kahdesta eri aineesta. Kerroinfunktio a kuvaa aineiden konsent-
raatioita paikan suhteen, ja aineilla voi olla eri kovuuseksponentit p ja q.
Ongelmalliseksi funktionaalin késittelyn tekee joukko {z € R"|a(xz) = 0},
silld sielld funktionaalin kasvu vaihtuu (p, ¢)-vaiheesta p-vaiheeseen.

Tutkielmassa on kaksi padtulosta. Ensimmadiseksi luvussa 3 todistetaan,
ettd kaksikasvuisen variaatio-ongelman malliesimerkille on olemassa mini-
moiva funktio. Tdmi tulos antaa pohjan tarkastella ratkaisufunktion séén-
nollisyyttad luvuissa 4 ja 5, jossa ratkaisulle osoitetaan gradientin parempi
integroituvuus sekd itse minimoijan Hélder-jatkuvuus. Paremman integroi-
tuvuuden todistus perustuu Sobolev—Poincaré-epiyhtiloon sekd Gehringin
lemmaan, kun taas Holder-jatkuvuuden osoittaminen mukailee de Giorgin
metodia. Namé sdannollisyystulokset perustuvat Maria Colmbon ja Giusep-
pe Mingionen vuonna 2014 julkaistuun artikkeliin [3].

Lukijan oletetaan tuntevan Sobolev-avaruuksien perusteoriaa, mutta tér-
keimmé&t méaaritelméat ja tulokset kidyddan 1api luvussa 1. Tédssd luvussa esi-
tettyjen tulosten todistukset sivuutetaan, mutta niistd jokaiseen annetaan
kirjallisuusviittaus. Tutkielman kaikkia aputuloksia ei mainita tassa luvus-
sa, vaan osa esitetdan todistusten lomassa. Myo6s néille annetaan kirjallisuus-

viite.



1 Esitiedot ja merkinnat

Kaydaan ensimmaiseksi lapi tutkielmassa useimmin toistuvat merkinnét seké
muutama aputulos, joiden todistukset sivuutetaan. Namé aputulokset kos-
kevat pisasiassa LP- ja Sobolev-avaruuksien WP, perusteoriaa, ja jokaisen
tuloksen todistukseen on annettu kirjallisuusviite.

Aloitetaan merkint6jen esittely tutkielman variaatiointegraalista
Plw, Q) = / VwlP+a(z)| Vel da. (11)
Q

Téssd w € WH(Q) on Sobolev-funktio ja © avoin sekil rajoitettu alue ava-
ruudessa R™. Dimensiosta ei oleteta muuta kuin, ettd n > 2. Téssi tutkiel-
magssa funktion u heikosta gradientista merkintds
ou Ou ou
Vu=(=—,—,...,— | = (D1u, Dou,...D,u).
(81’1 O0xa (‘3xn> (D1 2 nt)
Integraalissa esiintyvé funktio a : R® — R on ei-negatiivinen Holder-jatkuva

funktio eli
a(x) > 0 kaikilla z € R" ja |a(z) — a(y)|< M|z — y|°, (1.2)
missé o € (0, 1]. Liséksi funktion a Holder-seminormille kiytetdan merkintaa
la(z) — a(y)|
aloq = sSup ———— . 1.3
loa = 20 Tl =yl 3
Tama ei kuitenkaan ole normi, silld milld tahansa vakiofunktiolla a = k

néhdadn, ettd [alo o = 0. Lausekkeesta kuitenkin saadaan normi, kun méé-

ritellddn
|all co.a (@)= supla(z)|+]a]o,a-
e

Tutkielman loppuosassa kiytetdan myos niin kutsuttua jaddytettyd funktio-

naalia
Po(w, Q) :/Vw|p—|—ao|Vw]qu, (1.4)
Q

missé ag = a(xg) jollakin kiinteélla zy € R™.
Siirrytdan seuraavaksi lisdoletuksiin funktionaalista P. Ensindkin eks-
ponenttien p ja ¢ on oltava likimain yhtad suuret, ja ndiden suhdetta sitoo

epéyhtalo

<1+ -, (1.5)

(6
n
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missi « on funktion a Hélder-eksponentti. TAmé& ehto on lisdksi paras mah-
dollinen, silld tutkielman péaitulokselle 16ytyy vastaesimerkki mikali epéyh-
talo ei ole voimassa [3, Luku 4].

Kuten yleisestikin varaatio-ongelmissa, integrandin tésméllinen muoto
ei ole vilttaméaton tieto. Kdytetdan kuitenkin merkintdjen selkeyttdmiseksi

funktionaalin P integrandille merkintd
H(z,2) = |2 +a(a)|2 . (L6)

Tarkan suljetun muodon sijaan yksi variaatio-ongelman oletuksista integran-

dille on sen kasvunopeus. Téassé tutkielmassa tarkastellaan funktionaalia
F(w,Q) = /QF(:U,w,Vw) dx, (1.7)
jolle pétee
vH(z,z) < F(x,v,2z) < LH(z, z) (1.8)

joillakin reaaliluvuilla v ja L.

Variaatio-ongelmissa tarkastellaan usein lokaaleja minimeja. Téama yleis-
tad esimerkiksi differentiaaliyhtéloissé kiytettavat alkuarvot, joilla sidotaan
kaikista mahdollisista ratkaisuista ympérist6on sopivaksi. Lokaali minimi voi
sisdltdd kuitenkin muutakin informaatiota kuin niin kutsutut reuna-arvot.
Lisdksi késittelemalld lokaaleja minimejd voidaan pysya nimensimukaisesti
lokaaleissa tuloksissa, eli tarkastelut eivit koske alueen reunaa 0. Tésmél-

lisesti tamé muotoillaan seuraavassa maaritelmassa.

Miéritelmi 1.1. Funktio u € W11(Q) on funktionaalin F lokaali mini-
moija, jos H(-,Vu) € LY(Q) sekii F(u,supp(u — v)) < F(v,supp(u — v))
patee kaikilla sellaisilla v € VVI})C1 (), joilla supp(u — v) C Q.

Téssd supp(f) on funktion f kantaja eli

supp(f) = {z € X | f(z) # 0}.

Ennen aputuloksiin siirtymistd annetaan vield funktion integraalikeskiar-

volle lyhyempi merkinta

(u)q = Klz‘ /Q u(z) da = ]{2 w(z) dz,



ja todetaan, ettd avaruuden R™ x-keskisille ja r-siteisille palloille kiiytetadn
merkintda B, (x). Jos keskipiste on kontekstista selvé tai muutoin kiinnitetty,
merkinté lyhentyy muotoon B,. Niiden lisdksi huomautetaan, ettd tutkiel-
massa esiintyvit vakiot kuten c tai C oletetaan aina suuremmpiksi kuin 1,
ja niiden arvo voi vaihtua jokaisesessa arviossa ilman erillistd mainintaa.
Aloitetaan aputulosten lapikdynti funktionaalianalyysin tuloksista. Nais-
td erityisesti Mazurin lause osoittautuu keskeiseksi tyokaluksi variaatio-
ongelman ratkaisun olemassaolon todistuksessa. Naméa tulokset késittelevat
jonon heikkoa suppenemista, joten annetaan ensiksi heikon suppenemisen

maaritelma.

Miéiritelma 1.2. Jono (xx) suppenee heikosti kohti pistettd x avaruudessa
X, jos

lim T'(x) — T(x)
k—o0

kaikilla rajoitetuilla lineaarioperaattoreilla 7' € X*. Kun lineaarioperaattoria
ei haluta merkité erikseen nékyviin, kiiytetdan myos merkintdd x; — x, kun

k — oo.

Esitelldén sitten kaksi heikosti suppeneviin jonoihin liittyvaa tulosta. En-

simmainen lemma yleistdd suppenevien jonojen ominaisuuden.

Lemma 1.3 ([4, Sivu 56]). Jos (x,) on heikosti suppeneva jono normiava-

ruudessa X, niin se on rajoitettu.

Toisena funktioanalyysin tuloksena esitelliin edelld mainittu Mazurin lause.
Tata kiytetddn silloin, kun halutaan osoittaa, etté heikko raja-arvo kuuluu

johonkin haluttuun avaruuteen.

Lause 1.4 (Mazurin lause |5, Theorem 3.12|). Olkoon E suljettu ja kon-

veksi joukko. Tdlloin E on myds heikosti suljettu joukko.

Kiydain seuraavaksi 14pi reaalianalyysin ja Sobolev-avaruuksien perus-
tuloksia. Ensimmaéisend mainittava Holderin epéyhtilo on yksi yleisimmista
tavoista arvioida tulon integraalia, ja sitd kiytetddnkin téssd tutkielmassa

toistuvasti.

Lause 1.5 (Holderin epédyhtéld |6, Lause 1.35]). Olkoot 1 < p < oo ja
q sellaiset luvut, ettd 1/p + 1/q = 1. Oletetaan lisiksi, ettd f € LP(Q) ja



g € LUQ). Téllsin

| sado < (/Q|f|pdx>1/p (/Qmm)w.

Mikdli  p=1, nun  ylla oleva  epdyhtdlé  tulkitaan  muodossa

19l )< 1l llgllLo(a)-

Tyypillisesti Holderin epayhtilod kiytetddn myos funktion integraalin
arviointiin, kun integroimisalue §2 on rajoitettu. Talloin funktioksi g valitaan
joukon Q karakteristinen funktio yq.

Seuraavaksi esitettdva Lgoroffin lause osoittautuu myos tarkedksi tulok-
seksi variaatio-ongelman ratkaisun olemassaolon todistamisessa. Sitéd tarvi-

taan, kun osoitetetaan funktionaalin heikkoa alhaalta puolijatkuvuutta.

Lause 1.6 (Egoroffin lause [7, Luku 1.3, Theorem 3|). Olkoon
fo:R" > R™ k=1,2,... jono mitallisia funktioita, jotka suppenevat kohti
funktiota g ddrellismittaisessa joukossa A C R™. Tqlldin jokaisella € > 0 on

olemassa sellainen mitallinen joukko B C A, ettd
1) |A\B|<e,
2) fr — g tasaisesti joukossa B.
Téssé tutkielmassa térkein funktioavaruus on Sobolev-avaruus W1P(Q).

Maiédritelma 1.7. Olkoon 2 C R"™ avoin joukko ja 1 < p < oo. Funktio
u : Q — R kuuluu Sobolev-avaruuteen WHP(Q), jos funktio u ja sen heikot

osittaisderivaatat kuuluvat avaruuteen LP(€2). Toisin ilmaistuna

lullwir@) = [lullor @)+ I1Vull Le )

1/p 1/p
= (/ |ul? da:) + (/ |Vul? d:c) < 0.
Q Q

Lisiksi merkitadn u € Wy (), jos
ue Gr@) e,

Koska Sobolev-funktion méaéritelméssa esiintyvit funktion ja sen gradientin
normit, on luonnollista saada joitakin arvioita n#iden LP-normien vilille.
Yksi yleisimmista tyckaluista on jokin seuraavista epayhtéldistéd, joita kaikkia

saatetaan kutsutaan ldhteesté riippuen Poincarén epayhtaloksi.



Lause 1.8 (Poincarén epiyht#ld |8, Luku 5.8, Theorem 1 ja Luku 5.6,
Theorem 3]). Olkoon u € WP(Q). Jos Q on konveksi ja rajoitettu alue

joukossa R™, 1 < p < oo, niin
v — (u)allLe@) < ClIVull e, (1.9)
missi C = C(n,p,Q) on vakio. Lisiksi jos u € WYP(Q) ja p < n, niin
lu = (WallLs@) < ClIVull o) (1.10)
katkilla 1 < q < p*, missd C risppuu myds vakiosta q. Jos u € Wol’p(Q), nn
[ullr ()< ClIVull (o) (1.11)
katkilla 1 < p < co.

Sobolev-avaruuden vakioiden p ja n keskindinen suhde vaikuttaa merkit-
tavisti funktioiden sddnndllisyyteen. Seuraava Morreyn epayhtilé osoittaa,
ettd tapauksessa p > n jokaisella Sobolev-funktiolla u € W1P(Q) on Holder-

jatkuva edustaja.

Lause 1.9 ([8, Luku 5.6, Theorem 5]). Olkoon n < p < oo sekd Q) rajoitettu
ja avoin alue, jonka reuna OS2 on luokkaa C*. Tdllsin on olemassa sellainen
vakio ¢ = c(n,p, ), etti jokaisella u € WP(Q)

[ullco.e )< ellullwreq),
missié o« = 1 — n/p ja funktio u on ekvivalenssiluokkansa jatkuva edustaja.

Annetaan seuraavaksi yksinkertainen geometrinen kriteeri alueelle €.
Alueen € reuna 99 on luokkaa C, jos jokaisella z € 9 on sellaiset palloym-
piristd By(x) ja C'-funktio v : R*~! — R, ettd mahdollisen koordinaattien

uudelleenjérjestelyn ja rotaatioiden jilkeen
QN By(x) ={z € By(x) |z, > y(21,. .., 2n-1)}-

Intuitiivinen tulkinta on, ettd reuna on lokaalisti jatkuvasti derivoituva pinta.

Lisdksi merkitddn A CC B, jos joukon A sulkeuma on kompakti joukossa
B.



Lause 1.10 (Rellich—-Kondrachov-kompaktisuuslause [8, Luku 5.7,
Theorem 1]). Olkoon u € WIP(Q), missi 1 < p < n, ja Q@ C R" sellai-

nen avoin ja rajoitettu joukko, etti 0Q on luokkaa C'. TéllGin
WhP(Q) — LY(Q)
on kompakti upotus kaikilla 1 < q < p*.

Koska Sobolev- ja Li-avaruudet ovat tdydellisid metrisid avaruuksia,
kompakti upotus on ekvivalenttia seuraavalle ehdolle: Jokaisella Sobolev-
avaruuden W19(Q) rajoitetulla jonolla on osajono, joka suppenee avaruu-
dessa L1(Q2), kunhan 1 < ¢ < p*.

Esitelladn luvun lopuksi erds versio Gehringin lemmasta. Lemma antaa
erddnlaisen kidnteisen Holderin epédyhtélon, jonka avulla suuremmasta eks-
ponentista voidaan siirtyd pienempéin. Toinen ja tirkedmpi tulkinta Gehrin-
gin lemmalle on sen antama parempi integroituvuus. Avaruuden L'- funktio
saadaan integroituvaksi avaruudessa, jonka eksponentti on aidosti lukua 1
suurempi. Tulos kuitenkin vaatii muutosta integroimisalueessa, mutta kési-
teltdessa lokaaleja tuloksia, on paremmasta integroituvuudesta saatava hyoty
suurempi kuin integroimisalueen muutoksesta syntyva haitta.

Seuraavassa lauseessa esitetty muotoilu Gehringin lemmalle on yksinker-
taistus ldhteesta esitetysta versiosta, silla ldhteessé esiintyvé funktio g olete-

taan tassa esityksesséd nollafunktioksi.

Lause 1.11 ([9, Theorem 6.6]). Olkoon f € L'(Q). Jos jokaisella saman-
keskiselld pallolla B, C Br C 2, missi p = R/2, pitee

1/d
f(z)de <c < f(z)? dx> ,
B, Br

kun 0 < d < 1. Tdllgin on olemassa sellainen luku v > 1, ettd f € L"(Bp/s)

1/r
<][ f(z)" dz) <ct f(z)dz
Br)2 Br

ja ettd



2 TIteraatiolemmat

Ennen variaatio-ongelmien késittelyd esitelldan kaksi iteraatiolemmaa. Ite-
raatiolemmat eivit nimestddn huolimatta anna iteratiivista tulosta, vaan ni-
mi viittaa enemmén niiden todistuksiin. Molemmat todistukset perustuvat
nimittain lukujonoihin ja induktiotodistukseen.

Ensimmaéinen niisti lemmoista tulee kiytto6n Caccioppoli-epdyhtéldiden
todistuksissa (katso esimerkiksi Lause 4.4). Liséksi tdstd lemmasta on useita
versioita, joiden todistukset eiviit olennaisesti eroa toisistaan. Katso esimer-
kiksi [10, Lemma 1.1].

Lemma 2.1. Olkoot h : [po, p1] — R ei-negatisvinen rajoitettu funktio, 6 €
(0,1) ja A, B,a, B > 0 vakioita. Jos

A B
(5—t0 ' (s—t)?

h(t) < Oh(s) +

kaikilla po < t < s < p1, niin tdlloin on olemassa sellainen vakio c(0,a, 3),
ettd epayhtdlo
cA cB
« + B
(p1 = po)* = (p1— po)

h(po) <
patee.
Todistus. [9, Lemma 6.1] Maaritelldén lukujono (¢;) C [po, p1] asettamalla
tiv1 —ti = (1= XA (p1 = po), (2.1)

kun A € (0,1) ja t9 = po. Osoitetaan ensin, ettd jonon (t;) kaikki jasenet

kuuluvat vilille [po, p1], ja todistetaan sitten induktiolla, etta

A B — 7\ —iQ
T o) 2N

h(po) < 0%h(t) + [

missd voidaan rajoituksetta olettaa, ettd a > 3.

Siirtymallé teleskooppisummaan, ndhdiin, ettd

ty = Ztk — g+ to = Z(l — MM — po) + to
k=0 k=1
= (1 =N (p1 — po)A— to.
(L =X(p1 = po)A7—1 + 1o

10



Koska tg = pg ja A € (0,1), niin n&dhdaén, etté t, < p;. Liséksi, koska erotus
tiv1 — t; > 0, niin (¢;) C [po, p1]-

Osoitetaan seuraavaksi yldarvio arvolle h(pg) induktiolla.
Alkuaskel: Osoitetaan, ettd kaava pétee, kun k = 1. Oletuksen ja yhtilon
(2.1) nojalla

A B

+
(t1 —to)>  (t1 —t0)?
A B

A= 2%(or —p0)  (A=NP(p1 — po)?

Induktio-oletus: Oletetaan, ettd viite pétee, kun k = j. Siis

h(po) = h(to) < Oh(t1) +

= 6h(t1) +

A B - 7\ —io
(1 =A)*(p1 = po)® i (1 =X)P(p1 - ,00)5} ;9 A

h(po) < 07h(t;) + [

Induktioaskel: Osoitetaan, ettd viite pétee, kun k= j+ 1. Induktio-

oletuksesta saadaan ensin

A B = iy —tQ
e S (e ] 20N

h(to) < 67h(t;) + {

Kun téitd arvioidaan siirtymalld lukuun ¢;41, niin oletuksen nojalla

) A B
h(to) < ¢’ [eh(tjﬂ) + (G —1))° + (tip1 — tj)ﬁ]
A B — iy —io
+ [(1 — A)*(p1 — po)™ " (1=XNP(p1 — po)ﬁ] ,Z;Q 4

67 A N ¢’B
(L= X)2N*(p1 = po)* (1= N)FNB(p1 — po)?

= 67 h(tj) +

A B - iy —ia
i [(1 N )t NP po>ﬁ] 2

Koska oletusten nojalla o > 3 ja A € (0,1) niin A™% < A~ Yksinkertais-
tetaan saatua arviota ottamalla viimeisimmén rivin murtolauseke tekijiksi

ja arvioimalla A% < A\~ jolloin todetaan, etti

h(to) <67+ 'h(tjy1)

A B d 1) —iQ
T a= N —po T = NP0 —Po)ﬁ] ;0 A
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jolloin induktiotodistus on valmis.
Nyt arvioimalla (1 — )™ < (1 —\)~ ja valitsemalla vakio \ siten, ett#
0N~ < 1, saadaan vakioksi

1
1 —Ne(l—0r2)

CcC =
kun j — oo. Téssd 69T h(tj11) — 0, silld oletuksen nojalla h on rajoitettu
ja 0 € (0,1). O

Toisena esiteltivi iteraatiolemma on hieman edellistd yksinkertaisempi.
Lemma antaa ehdon, milloin tiettyd muotoa oleva iteratiivisesti madritel-
ty lukujono suppenee, ja tulosta kiytetdin mychemmin, kun osoiteteaan

variaatio-ongelman minimoijan rajoittuneisuus.

Lemma 2.2. Olkoon « > 0 ja (x;) jono sellaisia positiivisia reaalilukuja,
etta

zip1 < OBz, (2.2)
missd C >0 ja B> 1. Jos xg < C‘éB_a%, nin
2; < B axg (2.3)
ja taten lim; o x; = 0.

Todistus. |9, Lemma 7.1] Todistetaan viite induktiolla indeksin ¢ suhteen.

Alkuaskel: Viite péitee selvésti, kun ¢ = 0, silla
0
T < B axg = x9.
Induktio-oletus: Oletetaan, etté viite patee, kun ¢ = k. Siis
k
rp < B ax.

Induktioaskel: Osoitetaan, ettd viite pétee, kun ¢ = k+ 1. Oletuksen (2.2)

nojalla
Tyl < CBkmllfa,
josta saadaan induktio-oletuksen avulla
Tpy1 < CB* (Bféwo)a—Irl = C’BkiklfTaxé'm = CBk(l_HTa)xé+°‘

k+1

= <C’Béfcg‘) B~ o x.

12



Viimeinen yhtdsuuruus seuraa havainnosta

k(l_HO‘):—’f:l_k“,

(6 (6 « (@

Koska oletuksen nojalla sulkulauseke
CBazd <1,
niin

k+1

Tp41 < B7 e xo,

ja véite on todistettu. Lisdksi koska B > 1, niin my06s raja-arvovéite seuraa.
O
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3 Lokaalin minimoijan olemassaolo

Lokaalin minimoijan olemassaolo todistetaan tilateesta riippuen eri tavoin.
Téasséd kappaleessa esitellidn erds todistus, kun funktionaalin F integran-
di F' on koersiivinen, konveksi, jatkuvasti derivoituva gradienttimuuttujan
p suhteen seki alueen Q reuna on vihintdin luokkaa C' (yksi Rellich—
Kondrachovin upotuslauseen oletuksista). Ndméa ehdot toteutuvat esimer-
kiksi kun F(z,v,Vv) = H(z,Vv) ja Q@ = Bgr(xo) joillakin z¢p € R” ja
R € (0,00). Tdm4 luku seuraa Evansin kirjan [8, Luku 8.2] esitysté.

Aloitetaan todistuksen ldpikdynti maéritteleméalld edelld mainitut késit-
teet.

Miééritelma 3.1. Funktionaali F(v) on koersivinen, jos
F(v) = of| Vo4,
jollakin vakiolla o > 0.

Koersiivisuuden tarkotuksena on kontrolloida funktionaalin kiyttatymis-
td4 normin mielessé suurilla arvoilla. Esimerkiksi usean muuttujan funktioi-
den tapauksessa koersiivisuuden avulla minimin etsintd voidaan siirtda koko
avaruudesta rajoitettuun eli kompaktiin joukkoon, jolloin globaalin minimin
olemassaolo saadaan topologian perustuloksista.

Toinen ehto, joka funktionaalille oletetaan, on konveksisuus. Tavallisten
reaalifunktioiden tapauksessa konveksisuudella varmistetaan olemassaolevan

globaalin minimin yksikasitteisyys.

Maidritelma 3.2. Funktio f: A — R on konwveksi, jos

fltz+ 1 =t)y) <tf(x)+ (1 -1)f(y)
kaikilla z,y € A ja t € [0,1].

Usean muuttujan funktio saattaa olla konveksi vain joidenkin muuttu-
jiensa suhteen erikseen. Esimerkiksi pian seuraavissa todistuksissa riittad
olettaa, ettd funktio on konveksi vain kolmannen muuttujansa suhteen.

Todistetaan seuraavaksi variaatiointegraalin minimoijan olemassaolo
kahdessa osassa. Osoitetaan ensin, ettd yllamainitut ehdot tayttava funktio-
naali on heikosti alhaalta puolijatkuva, jonka jélkeen toisessa osassa funktio-

naalianalyysin tuloksia apunakiyttden todistetaan minimoijan olemassaolo

Sobolev-avaruudessa W1P(Q).
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Lemma 3.3. Jos funktionaalin F(z,v,Vv) integrandi
F(x,v,Vv) € C*°(Q,R,R") on ei-negatitvinen ja konveksi kolmannen
muuttujan suhteen, niin se on heikosti alhaalta puolijatkuva avaruudessa

WLP(Q) eli

F(u) < liminf F(uy),

J—00

kun uy, — u avaruudessa W1iP(Q).

Todistus. Valitaan sellainen jono (uy), ettd uz — u avaruudessa W1P(Q) ja
merkitddn [ = liminfy_, o F(ug). Osoitetaan siis, ettd F(u) < [. Siirtymélld
tarvittaessa osajonoon, voidaan olettaa, ettd

[ = lim f(uk)

k—o0

Koska jono (uy) suppenee heikosti, se on rajoitettu avaruudessa W1P(Q)
Lemman 1.3 nojalla. Lisiksi koska O on luokkaa C', niin Rellich-
Kondrachov-kompaktiuslauseen (Lause 1.10) nojalla jono (uy) suppenee ava-
ruudessa LP(£2). Nyt siirtymélld mahdollisesti uuteen osajonoon néhdéén,
ettd up — w pisteittdin melkein kaikilla z € €.

Kiinnitetdsn ¢ > 0. Tall6in pisteittiisestd suppenemisesta ja Egoroffin
lauseesta (Lause 1.6) seuraa, ettd on olemassa sellainen mitallinen joukko

E., ettd up — u tasaisesti joukossa E; ja |Q\E.|< e. Mééaritellaan lisdksi
F. ={z € Q||u(x)|+|Vu(z)|< 1/e}. (3.1)

Koska joukot {F.} muodostavat kasvavan jonon, niin joukot {Q\F.} muo-
dostavat vihenevén jonon. Lisdksi koska |Q2|< oo, niin mitan konvergenssista
[11, Theorem 10.2] ndhd&én, ettd |Q\F:|— 0, kun ¢ — 07. Lopuksi merki-
tdin G. = F- N F; ja todetaan, ettd |Q\Ge|— 0, kun € — 0.

Koska funktio F'(x,v, Vv) > 0 kaikilla z € Q, niin

]:(uk):/QF(:Caukavuk)d$Z ; F(x, ug, Vug) dz.

Kayttamaélla lisdksi funktion F' konveksisuutta derivaattamuuttujan suhteen

saadaan

Flug) > F(z,ug, Vu)dx + DsF(z,u, Vu) - (Vur, — Vu)dz. (3.2)
Ge Ge
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Koska jono wg suppenee kohti funktiota w rajoitetussa joukossa G. ja
F(x,uk, Vu) > 0 seké jatkuva, niin Fatou’n lemman [12, Luku 4, Theorem
8] nojalla

liminf [ F(x,uk, Vu)dr > / F(z,u,Vu)dx. (3.3)
k—oo Ja. G,

Nyt, koska jono wup — u tasaisesti joukossa G. C E. ja funktio

DsF(z,uy, Vu) on jatkuva, niin
| D3 F(x, u, Vu) — DsF(z,u, Vu)|< M|ug(x) —u(z)|< 1

kaikilla x € G¢, kun k on riittdvan suuri ja M on yldraja funktion F' toisen
kertaluvun derivaatoille. Luku M on &érellinen, silla F' € C°(R™,R,R").
Téten DsF(z,up, Vu) on enintdén yhden p#issd rajoitetusta funktiosta
DsF(z,u,Vu) (Ju(x)|+|Vu(z)|< 1/¢), kun k on riittévin suuri, joten

lim / DsF(x,uk, Vu) - (Vug, — Vu) dx =0, (3.4)
k—o00 Ge

silld Vug — Vu. Nyt yhdistdmélld kohdat (3.3) ja (3.4) epédyhtiloon (3.2)
nadhdadn, ettd

= lim F(u) >/ F(z,u,Vu)dz
k—oo

€

kaikilla ¢ > 0. Nyt antamalla ¢ — 07 ja kilyttdmilli monotonisen konver-

genssin lausetta [13, Theorem 1.26]
F(u) = / F(z,u,Vu)dr <1 =liminf F(ug).
Q k—00

Monotonisen konvergenssin lauseen kiytto on perusteltua, silla F'(x, v, Vv) >
OjaFEs CE.,kun0<e<e¢. O

Heikko alhaalta puolijatkuvuus takaa, etti funktionaalin F minimoiva jo-
no suppenee riittavasti kohti funktionaalin minimoivaa funktiota myos ava-
ruuden WHP(Q) topologiassa.

Otetaan kiyttoon merkinti
Alg) = {u e WP(Q)[u—g € WP (Q)}.

Funktioluokkaan A(g) koostuu siis intuitiivisesti niistd Sobolev-funktioista,

joilla on samat reuna-arvot kuin funktiolla g.
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Lause 3.4. Olkoon Q C R” rajoitettu, funktionaali F koersiivinen sekd
sen integrandifunktio F(x,v, Vv) € C®(Q,R,R"™) ei-negatiivinen ja konvek-
si muuttujan Vv suhteen. Tdlldin on olemassa ainakin yksi funktio u € A(g),

joka minimoi funktionaalin

f(v):/S)F(ac,v,Vv) dx.

Todistus. Merkitd&n m = inf,¢c 4(4) F(v). Jos m olisi déretdn, véite on trivi-
aali, joten voidaan olettaa, ettd m on direllinen. Infimumin ominaisuuksien

nojalla on olemassa minimoiva jono (uy) C A(g), jolle pitee
F(ug) — m. (3.5)
Koska F on koersiivinen, niin
F(v) > a/Q|Vv|p dx. (3.6)

Nyt koska m on &érellinen, niin minimoivan jonon jéisenet ovat dérellisia, ja
taten kohdista (3.5) ja (3.6) seuraa

F(ug)

sgp HVukHip(Q)g Sllip < 0. (3.7)

Kiinnitetdén funktio w € A(g). Koska myos ui C A(g), niin
up —w = (u, — ) + (9 — w) € Wy ().
Nyt kdyttdmalla kolmioepdyhtilod ja Poincarén epédyhtdloa (1.11)
Jugll o) < lluk = wll Loy +llwl Loy < el Vur — Vol o)+ < ¢,

joten supy||ug | rr(0)< co. Kun tdmé yhdistetdéin kohdan (3.7) kanssa, tode-
taan, ettd (ux) on rajoitettu jono avaruudessa W1P((Q).

Koska jono (ug) on rajoitettu, niin silld on heikosti suppeneva osajono
[14, Luku 12D, Corollary 1] eli ug, — u, missi u € WHP(€). Koska Wol’p(ﬂ)
on avaruuden W1P(Q) suljettu aliavaruus ja tiiten myds konveksi joukko,
niin se on heikosti suljettu Mazurin lauseen (Lause 1.4) nojalla. Siis, koska
up;, —w € W, P(Q), niin myds u —w € W, P(Q). Tisté pastellidn, ettd
u € A(g), joten

F(u) >m = min F(v).
(u) > nin (v)
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Lissksi Lauseen 3.3 ehdot ovat voimassa, joten funktionaali F on heikosti
alhaalta puolijatkuva. Siis

F(u) < liminf F(ug;) = m,

J]—00

ja téten lause on todistettu. O

Lokaalin minimoijan yksikésitteisyyden todistaminen ei onnistu vield
edellisen todistuksen oletuksilla. Esimerkiksi olettamalla liséksi, ettd funktio
F(z,v, Vv) on uniformisti konveksi muuttujan = suhteen eikd riipu muuttu-
jasta v, saadaan minimoijan yksikésitteisyyskin todistettua. Katso esimer-
kiksi [8, Luku 8.2, Theorem 3|.
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4 Gradientin parempi integroituvuus

Siirrytddn seuraavaksi sdannollisyystuloksiin. Téssé luvussa todistetaan en-
sin niin kutsuttu Sobolev-Poincaré -lemma ja sitten funktion H(x, Vu) pa-
rempi integroituvuus. Sobolev—Poincaré-lemman avulla voidaan pienentdé
integroimiseksponenttia funktiolle H. Tdmén avulla voidaan myShemmin
kiyttdd Gehringin lemmaa, kun integroimiseksponentti on aidosti lukua 1
pienempi, ja néin todeta, etti H(z, Vu) € Lllot‘s(Q).

Todistetaan ensin arvio, kun funktiossa H(x,z) muuttujan z paikalla
on integraalikeskiarvo funktiosta f. Todistuksesta huomataan, ettéd vakioita
n,p,q ja « sitova epayhtdld on valttdméaton véitteen kannalta. Erityisesti

epiyhtilod ei saada pallon séteestd R riippumattomaksi ilman ehtoa (1.5).

Lemma 4.1. Olkoon f € LP(Bg(z)), missi Br(x) C R™ on pallo, jossa

R < 2. Jos ehto (1.5) pdtee, niin on olemassa sellainen vakio c(n,p,q), ettd

H(@, () a) < ¢ (1+ ol 15500 ) HE O by

Todistus. Maaritelladn aluksi

ar(z) = inf a(y) ja Hg(w,z2)=|z[P+ar(z)|z|,
yEBR()

jolloin additiivisella laventamisella ja kolmioepayhtalolld voidaan arvioida

H(z, (f) Bp(a)) = |(f) Br@)[P+a(@)|(F) @) |
[(F) Br@)"+(a(z) — ar(z) + ar(2)|(f) By
<la

(@) = ar(@)||(f) Br@) "+ Hr (2, (f) Ba(2))-

Liséksi Holder-seminormin mééritelmén nojalla sekd arvioimalla |z — y|*<

R® saadaan luvulle H(x, (f)p,()) yldarvio

H(z, (f)Br) < [alo.aRY() Ba@) | P1(F) Br@) P HHR(2, (f) Br@)- (41)

Toisaalta Holderin epiyhtilon nojalla voidaan funktion f integraalikes-

kiarvolle antaa arvio

1 _
Doae| S f, VO < sl s Br) 7

< R\ fll 1o (B (a)-
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Kéyttdmélld saatua arvioita epiyhtélossé (4.1) suureeseen |(f) g, (z)|?F pid-
dytédin epiyhtaloon

pa—n(qg—p)

H(x, (£)ae) < laloall 15 s B 7 1(F)ate) PHHRE (FBaw)-
Kun kdytetddn ehtoa (1.5), saadaan eksponentille seuraava ala-arvio

pa —n(q —p)

:a—n-g—l—nza—n(l—i—g)—i—nzo,
D p n

ja téten arvioimalla R < 2 ja [(f)p,(2)P< Hr(%, (f)By(x)) huomataan, etti

H(z, (£ ) < ¢ (1+ (ol 1550 ) Hr@: (Fpgm):

Lopuksi, koska t — at? on konveksi funktio ja kahden konveksin funktion

summa on konveksi, Jensenin epéyhtalostd [15, Theorem 1.8.1] saadaan

H(e, (N o) < ][

Br(z)

Hp(x, f(y)) dy < ][ H(y, f(y)) d,

Br(z)

ja vaite on todistettu. O

Lause 4.2 (Sobolev — Poincaré -epéyhtild). Olkoot 1 < p < q ja
a € (0,1], jotka lisiksi toteuttavat ehdon (1.5). TdllGin on olemassa vakio
c(n, p, q, [alo,a, ||Vw||Lp(BRO($O))) ja sellaiset eksponentit di > 1 > dg > 0,

jotka riippuvat vakioista n,p,q ja o, ettd

(o [ (== 522) o)

1/da
<c ][ [H (z, Vw)]® dx
Br(zo)

kaikilla w € WLP(BRO ($0)), MISSa BR(IL’()) C BRO(.T()) cQ ja R() <1.

1/d

Todistetaan sitten varsinainen Sobolev—Poincaré-epayhtils. Todistus on
jaettu kolmeen osaan, joista ensimmaéisessé tehdain arvio maksimaalifunk-
tiolle. Maksimaalifunktion avulla voidaan hyddyntda edellisen lemman ar-
viota integraalikeskiarvolle. Lisdksi tdssd vaiheessa otetaan kiyttoon lisa-
muuttuja . Tamé lisdys ensindkemaltd monimutkaistaa todistusta, mutta
sitd tarvitaan maksimaalifunktion rajoittuneisuuteen seké todistuksen kol-

mannessa vaiheessa, kun osoittautuu, ettd 1/ on sopiva lukua 1 pienempi
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eksponentti lauseen viitteelle. Liséksi, koska v > 1, niin maksimaalifunktion
vahva estimaatti on voimassa todistuksen ensimméisessi osassa.
Todistuksen toinen osa todistaa Sobolev—Poincaré-epayhtilélle muodon,
joka viimeistellddn lauseen viitteen muotoon kolmannessa osassa. Todistuk-
sessa apufunktio @w arvioidaan Rieszin potentiaalin kautta integraalikeskiar-
voiksi yli sisenevien kiekkojen. Namé keskiarvot arvioidaan yléspéin halut-
tuun muotoon maksimaalifunktiolla ja siihen liittyvilld arviolla todistuksen

ensimmaisestia vaiheesta.

Todistus. Vaihe 1: Maksimaalifuntion arviointi. Osoitetaan ensin, etti
jokaisella f € LP(£2), missd Q C R, jat > 1

@) < e (14 Lol
Q

IS [ an 42

kun

M(f)(z) = Mo(f)(z) =  sup ]{3 el 4

By(z)CQ,p<2
Maéaritellddn apufunktiot
i(x) = [a(@)]"" ja  H(z,2) = |2l +a(x)[2]7,
kun v = y(n,p,q,a) € (1,p) valitaan siten, etta

Wy a2 (4.4)
p/y P n

kuten ehdossa (1.5). Havaitaan, ettd a(x) on edelleen Holder-jatkuva ja

[al/'y]O’a/y < [a]ég. Lopuksi todetaan, etti,
[H(z, )Y < H(z,2) < 227"V [H (z, 2)]/7. (4.5)

Epéyhtilon (4.4) nojalla Lemman 4.1 on voimassa funktiolle H(-). Kun muis-

tetaan, ettd funktio ¢t — H(-,t) on kasvava, saadaan
H(z, (f) @) < H(a, Mf(x)"/7.

Nyt kiyttamalla vasemmanpuoleista epayhtilod kaavasta (4.5) ja Lemmaa

4.1 (ottamalla lisiksi supremum yli pallojen Br) saadaan
H(x, M f(2)"" < H(x, Mf(x))

< e (14Tl JIFISEY ) MU, F()) (@),
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Integroimalla yli alueen € ja kiyttdmalla maksimaalifunktion subadditiivi-
suutta [16, Sivu 78| seké rajoittuneisuutta avaruudessa L'7(Q) [17, Theorem
4.1| saadaan

/fﬂtmﬂﬂfwaﬁdwéL/Lﬁﬁmﬂﬂfxwﬂﬁ”dr
Q

Q

o (14 bl IS [ UG )] da
<1+ ahalfISEY) [ 1)) da,

jolloin epayhtélo (4.2) seuraa arvion (4.5) oikeasta puolesta. Téssd ekspo-
nentti ¢y > 1, silld oletusten nojalla t > 1 ja v € (1,p), joten vahva esti-
maatti on voimassa. Funktioon H palataan vaiheessa 3.

Vaihe 2: Sobolev—Poincaré-epiyhtilon ensimméinen versio.
Osoitetaan seuraavaksi vilituloksena seuraava muoto Sobolev — Poincaré -
epéayhtalosté

p+q(n—1) q(n—1)

<][ [H <.’E, W — (w)BR(CEO)>:| atn=1) dl’) praln=b)
Br(zo) R

< c<1 + [a]QaHVquL;fBR(IO)O]{B H(z,Vw)dz, (4.6)

r(zo0)

missé ¢(n,p, q) on vakio ja Br(xg) C € on mielivaltainen pallo, jonka séide
R < 1. Liséksi voidaan olettaa, ettd epiyhtédlon oikea puoli on d4rellinen, silld
muutoin viite on triviaali. Kun méaaritelladn apufunktio w ja arvioidaan téta
funktiota Rieszin potentiaalin avulla [18, Lemma 7.16], niin melkein jokaisella
z € Br(zo)

c(n) [Vuw(y)|
< /B dy (4.7)

= R g lx—ymt T

Maéaritelldadn apufunktio

- Vw(y), kuny € Bgr(xo),
D(y) =
0, kun y € R™\ Bgr(xo).
Kun valitaan ensin  e€ (0,1] ja merkitddn sitten renkaita
Ai(x) = By-i.g(x)\By—(it1).p(x), missd ¢ on luonnollinen luku, voidaan
epayhtilo (4.7) hajoittaa seuraavasti

D) ¢ D)l

()] < = —— e dy+ - T W
R Jp p@) Iz =yl R JBp(wo)\Ber(z) 1T — Yl
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Kirjoittamalla ensimméinen termi sarjana integraaleina yli renkaiden A; ja
arvioimalla jilkimmaéisen integraalin integroimisalue pallolla Byg(x) seké ar-

vioimalla termi |z — y|"~! siiteen alarajalla saadaan

i <52];>n_1 /Ai(x)|b(y)’ w (ER;"_l /BgR(m)‘[)(y” dy] '

=0

()] < =

Siirtymélléd integraalikeskiarvoihin

[e.9]

i(e)| < ¢ [Z s, PGl f D) dy] ,

i=0 2—i-p(T)

missi 2° jai jakajaksi, silli edelliselld rivilld potenssina on n—1, mutta n kap-
paletta siirtyy integraalikeskiarvoon. Kun vield arvioidaan sarjassa esiintyvé

integraalikesiarvo maksimaalifunktiolla, saadaan lopulliseksi epayhtaloksi

~ C

@) <MD + S f D) (4.9

missd M = Mp, () on maksimaalifunktio (kaava 4.3). Kuvassa 1 on esitetty
arvioissa kiytetyt palloympéristot.

Kéayttdmalla kolmioepayhtdlod havaitaan helposti, ettd skalaareilla
0<a<ljap>1

H(z,as + ft) = |as + pt|P+a(z)|as + [t|?
< 2271 (|ofP[s[P+[BIPIEP) + 27 a(x) (Jal?]s]+[B|7[¢|7)
< 2771 (JaP|sP+a(@)|al?|s| T+ | BIP P +a(x) | B]7]t])

<cllalPH(z,s) + [5|"H (z,1)] . (4.9)

Valitaan sitten

Valittu € € (0, 1], silld

H(z, (D)) yp(a)) < H(x, M(D)(x)),

kun muistetaan, ettd ¢t — H (-, t) on kasvava funktio ja ettd oletuksen nojalla
2R < 2, jolloin maksimaalifunktio majoroi funktion keskiarvoa. Lisdksi koska

ce?1=") > 1 ja t +— H(-,t) on kasvava funktio, niin se siilyttid epayhtalon
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Q) = B3g(x)

Kuva 1: Havainnollistus todistuksen eri palloympéristoisté.

suunnan, jolloin kdyttdmalld funktiota H(z,-) epdyhtéilon (4.8) molempiin

puoliin ja arvioimalla liséiksi epidyhtédlon (4.9) mukaisesti, saadaan
H(z,d(z)) < cs?H(x, M(D)(x)) + =™ " H(z, (|D]) pppa).  (410)

Sijoittamalla valittu e epayhtaloon (4.10) saadaan

H(z, (\DDBQR( )))p/(p+q(n—1))
H(z, M(D)(x))p/(p+a(n—1)
H(z, (|D|) Bon(x ) —n)/(p+q(n—1)) .

H(z, M(D )( ))a(=n)/(p+a(n—1)) H(@, (1) Bon(a)
H( (|D|) )p/(p+q(n 1)
~“H(z. M(D)( ))p/ pro(n=D)-1
H(z, (|D|) )" q(1-n)/(p+q(n—1))+1
H(z,

M(D
= c[H (e, M(D ><x>>]p+q<n”1>[ (&, (D) )75

H(z, @(z)) <c H(z, M(D)(x))

R

)( ))a(t=n)/(p+q(n=1))
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Korottamalla saatu epéyhtéloé puolittain potenssiin [p + g(n — 1)]/[q(n — 1)]

ja kayttamaélla sitten epayhtilon oikeaan puoleen Lemmaa 4.1, saadaan

ptg(n—1)

H(z,w(x)) a1
< cH(z, M(D)(x))

. -1
<1 + [a]O,aHDHquZ(DBQR(;p))>]{SQR(I) H(y, D(y ))dy] :

Lopuksi funktion D médritelmisti paddytadn epayhtaloon

ptq(n—1)

H(ab(2)) 70 < cH(x, M(D)(x))

q(n—T)
(1 + [a]o’aHVlUHqu?BR(IO)))]iR(m) H(y,Vw(y)) dy] .

Ottamalla puolittain integraalikeskiarvo yli alueen Bg(x¢) ja hyddyntdmalla

kaavaa (4.2) tulon ensimmaéiseen termiin parametrin ¢ arvolla 1 ja integroimi-
salueella Q = Bsp(z) (Maksimaalifunktion mééritelmé vaiheessa 1) voidaan

arvioida

_ pta(n—1) ~
]é ( )H(x,w) an=1) dx < ¢ (1 [a ]Oa” ”LP (Bsne)) )][ H(z,D(y))dx
r(zo

Bsr(z)

a(n—1)
(1 + [a]o,ava”%;fBR(mo))) ]{BR(%) H(z, V) dx] :

Lopuksi kiyttamalld uudestaan tietoa, ettd D(y) = 0 kun y & Br(xo), saa-

daan lopulta

ptq(n—1)

][ H(z,w) =1 dx
Br(zo)
ptq(n—1)

pt+q(n—1) q(n—1)
< c {1+ [a]o, A= H(z,Vw)dx ,
)
Br(zo)

jolloin epdyht#ld (4.6) on todistettu juuren oton jilkeen.

Vaihe 3: Epiyhtdlon parannus. Tarkastellaan taas funktiota
H(z,z) = |2[P/7+a(x)|z|97 ja valitaan vakioksi v(n,p,q, ) € (1,p), niin,
ettéd sekd (4.4) ettd

p+q(n—1)

>1
Y¥q(n — 1)

dy =
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ovat voimassa. Niin voidaan kiyttdd juuri todistettua Sobolev—Poincare-
epiyhtalod (4.6) funktioon H. Tallsin vasemmanpuoleisesta epiyhtalosti
(4.5) saadaan

d 1/d1
][ H <x &= ) Breo) (w)BR(x°)> e
Br(zo) R

pta(n—1)

c ][ ﬁ(m, w_(w)BR(%)) Ay dz
Br(zo) R

_ vy
<c (1 + [a]O,a”V@U”%p€BR(ID))> (][

Br(zo)
.
=c <][ H(z,Vw) d:):) :
Br(wo)

Kayttamalld lopuksi epéyhtilon (4.5) oikeaa puolta, muistamalla, ettd di >

vq(n—1)
pt+q(n—1)

IN

H(z, Vw) dm)

1, ja valitsemalla do = 1/v < 1

(o [ (=2 )

1/do
<c ][ [H(x, Vw)]|? dz ,
Br(zo)

jolloin viite on todistettu. O

1/d

Huomautus 4.3. Edellinen lause pétee myts muodossa

dq 1/d1
o 1) ] )
Br(zo) R
1/ds
< o (14 el Vol ) (JQR@@)[H(’* V) d:c> ,

kun w € Wol’l(BR(a:Q)). Téama seuraa siité, ettd epdyhtalo (4.7) pétee myos,
kun w € Wol’l(BR(:co)), kun kiytetddn apufunktiota w(z) = w(z)/R [18,
Lemma 7.14].

Parempi integroituvuus saavutetaan todistamalla ensin Caccioppoli-
epayhtild, jossa funktion H(x,Vu) integraalia arvioidaan ilman derivaat-

taa. Kun tdhin yldarvioon sovelletaan edelld todistettua Sobolev—Poincareé-
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epéyhtiloa palataan takaisin funktion H(z, Vu) integraaliin talld kertaa lu-
kua 1 pienemaélld integrointieksponentilla. Téstd Gehringin lemma antaa ha-

lutun lopputuloksen.

Lause 4.4. Olkoot u € W1P(Q) funktionaalin F lokaali minimoija ja ehdot
(1.2), (1.5) sekd (1.8) voimassa. Tdlléin on olemassa sellainen integroimis-

eksponentti 6(n,p,q,v, L, o, [a]o.a, ||a| Lo, | VUl Lr) > 0, ettd

i) H(x,Vu) e LI9(Q).

loc

it) Seuraava kdanteinen Hoélderin epdyhtdlé patee

1/(1+6)
( H(zx, Vu)l*t? dx) <c+ H(z,Vu)dz,
Br/2 Br

missd ¢ on vakio, joka riippuu samoista vakioista kuin §.

Todistus. Olkoon Brp CC ) pallo, jonka side R < 1. Kaikki pal-
lot téssd todistuksessa ovat samankeskisida pallon Bp kanssa. Maa-
ritelldin p <t <s< R ja sellainen leikkausfunktio n € C§°(Bs), ettd
IVn|<4/(s—1t),0 < n < 1sekd n(z) = 1, kun x € B;. Asetetaan lisiksi
w=u—1(u—(u)Bg).

Koska oletuksen mnojalla % minimoi funktionaalin F, niin

H(-,Vu) € L{ (), joten

loc
a(x)|Vulle L. (Q). (4.11)

Lisiiksi, koska oletuksen nojalla v € WP(Q), niin Sobolevin upotuslauseen
[8, Luku 5.6, Theorem 2] nojalla u € LP" (). Titen ehdon (1.5) nojalla

josta seuraa Holderin epéyhtalon nojalla, ettd u € LI(Q).

Koska w minimoi funktionaalin F, eli F(u, Bs) < F(w, Bs), niin ehdon
(1.8) nojalla vP(u, Bs) < LP(w, By). Tamén liséksi n = 1 pallossa By, joten
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Vw = 0 pallossa By, ja titen

H(z,Vu)dx <C | H(z,Vw)dr=C H(x,Vw)dx
BS BS Bs\Bt

=C |Vu — (u— (u)p,)Vn —n, VulP
B.\B:

a(z)|Vu — (u — (u)B,)Vn — nVu|?dz

<C |Vu —nVulP+a(x)|Vu —n, Vu|? dz
Bs\Bt
+C [(u = () BR) VI’ +a(2)|(u — (u) B)Vn|? do
B,\B:
<C H(xz,Vu)dx
BS\Bt

5 /yu Wl d+ /Bsa(x)\u—(u)BR\qu.

Téassd vakiot C' ja c riippuvat vakikoista n,p,q,v ja L, ja epdyhtdlon oi-
kea puoli on aarellinen, silla u € LP(Bs) N LY(Bs) ja jatkuvana funktiona
a € L*™(By).

Nyt arvioimalla integraalia alaspdin pienentamailld pallon siddettd ja
“tayttamalld reikd”, eli lisdamalld edelliseen epéayhtéloon puolittain

C | H(z,Vu)dz,
By

ja tdmén jélkeen jakamalla puolittain termilld (C' + 1) saadaan

H(xz,Vu)dr < H(az Vu)de <60 | H(zx,Vu)dx
By Bs

(s—t)p /|u u)Bg " dx+( _Ct)q/ a(z)|u — (u)gg|? d,

missé vakio § = C/(C + 1) < 1. Nyt voidaan kiyttdd Lemmaa 2.1 merkin-

noilla

h(t)= | H(xz,Vu)dz, B=p,a=yq,
By

A= / |u — (u)py|P dz ja B = / a(x)lu — (u)p,|? dz,
Bs Bs
jolloin saadaan arvio

cA cB
he) = [, eV de < G R
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On siis saatu seuraava Caccioppoli-arvio

) H <:c “(“)BR> da. (4.12)

H(:C,Vu)d:cgc/ -,

B, B

Kun téssd valitaan p = R/2 ja siirrytddn integraalikeskiarvoihin, niin

1 (2 5 ) de )

H <
(x,Vu)d:z:_c][ 7

Bry2 B
Téssd vakio c el riipu sédteestd R, vaikka integraalikeskiarvon integroimisalue
muuttuu, silld Lebesguen mitta on tuplaava.

Vihennetddn integroimiseksponenttia 1 kiyttdmailld ensin Holderin

epéyhtaloa ja sitten Lausetta 4.2. Holderin epéyhtélostd ndhdéin, etta

][ H <a: 4= \Whr (U)BR> de = b H <x 4= \Whr (U)BR> dx
Br ’ R |BR| Br ’ R

1 - (e \" )"
< iz _BR> dr Byl ~ 1/
| Br| <~/;R, ( R > 1Bz

Nyt kertomalla ja jakamalla luvulla \BRW 4 yoidaan siirtyd takaisin inte-

graalikeskiarvoon

[ (e o, ”

_ d 1/dy
_ |BR|1/d1’BR’1 1/dq 1 " (x U — (U)BR> 1 "
B | Br| |Br| JBg " R

(f m (e Wm) g,
1 ()

Nyt kidyttamalla Lausetta 4.2 todetaan

u—(u)B 1/d2
][ H <x, R) dr <c < H(x, Vu)® d:z:) .
BR R BR

Kun tdmé yhdistetadn epiyhtiloon (4.13) saadaan lopulta

1/dy

1/do
H(z,Vu)dr < ¢ < H(z, Vu)® d:c> :

Brya Br
ja todetaan, ettei vakio c edelleenkéidn riipu siteestd R. Toisin sanoen paitte-
ly pétee kaikilla palloilla Br CC 2, joiden sdde R < 1 ja c riippuu vakioista
n,p,q,v, L,a,[aloq ja || Vul|rr. Koska do < 1, niin viite seuraa Gehringin
lemmasta (Lause 1.11).

O]
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5 Lokaalin minimoijan Holder-jatkuvuus

Viimeisend pdituloksena osoitetaan, ettd funktionaalin F lokaali minimoija
u on Holder-jatkuva ensin tapauksessa p > n/(1 + 0) ja sitten pienemmille
eksponentin p arvoille. Ensimmaéisessd tapauksessa Holder-jatkuvuus téssé
tapauksessa seuraa suoraviivaisesti Morreyn epayhtalosta.

Tamaén jilkeen todistetaan, ettd funktionaalin F minimoija on aina lokaa-
listi rajoitettu sekd Holder-jatkuva myos tapauksessa p < n/(149). Namékin
todistukset kéyttavat luvussa 2 esitettyjd iteraatiolemmoja, mutta vaativat
my6s monta uutta aputulosta. Todistuksen idea noudattelee de Giorgin me-
todia, jossa tarkastellaan lokaalin minimoijan tasojoukkojen avulla rajoit-
tuneisuutta sekd heilahtelua. Lisdksi, koska variaatio-ongelma on kaksikas-
vuinen, kerroinfunktion a arvot vaikuttavat funktionaalin kiyttdytymiseen.
Taman vuoksi tdytyy tarkastella erikseen tapauksia, joissa a saa joko pienid

tal suuria arvoja.

Lause 5.1. Olkoot u € WUYP(Q) funktionaalin F lokaali minimoija ja
ehdot (1.2), (1.5) sekd (1.8) woimassa. Jos p > n/(1 + 0), niin jo-
kaisella avoimella Q' CC Q on olemassa sellainen Holder-eksponentti
B(n7p7Q7V>L[a]0,aa HUHLOO) € (Oa 1)7 ettd

ue PP,

Tassd vakio § on sama kuin Lauseen 4.4 vditteessd.

Todistus. Viite seuraa Morreyn epdyhtilostd seuraavasti. Lauseen 4.4 koh-
dan i) nojalla |Vu|e LP1+9)(Q) ja Poincarén epiyhtilon (1.10) nojalla

ull o)< lu = (w)ell L) +(w)all La@) < VUl Lr@)+(w)all La@) < oo,

kun r = p(1+96) ja g < r*. Siis u € LPIH)(Q), ja titen myos u € W1+,
Té&lloin Morreyn epayhtélon (Lause 1.9) nojalla

[ullcom @< Cllullwrea+s o)-

Téssa
n p—mn+pd
"}/ = 1 — =
p(1+9) p+po
joten Holder-jatkuvuus on todistettu. O
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Aloitetaan de Giorgin metodin ldpikdynti lokaalin rajoittuneisuuden to-
distamisesta, ja otetaan funktioiden positiivi- ja negatiiviosille kdytto6n mer-

kinnét

(u—k)y =max{u —k,0} ja (u—k)- =max{k—u,0}.
Otetaan kiyttoon myos vastaavat tasojoukot
A(k,s) = Bsn{z € Q|u(x) >k} ja B(k,s)=BsNn{x € Q|u(z) < k}.

Ideana on todistaa, joukko A(27, R/2) on nollamittainen jollakin reaalilu-
vulla T'.

Ensimmaiseksi todistetaan Caccioppoli-epdyhtdlé myds funktiolle
(u — k). Tamé todistus on samankaltainen kuin edellisessi luvussa, mutta
sen yksityiskohdat katkaisufunktion muotoa lukuunottamatta on jétetty

lahdemateriaalissa esittamatta.

Lause 5.2. Olkoot u € W'P(Q) funktionaalin F lokaali minimoija ja ehdot
(1.2), (1.5) seka (1.8) voimassa. Tdlloin seuraava Caccioppoli-epayhtilo

H(z, V(u— k)s) dz < c/ H <x W"”*) e (51)

By R s—t

on voimassa kaikilla k € R ja t < s, kun ¢ = ¢(n,p,q,v, L) on vakio sekd

B; C Bs ovat samankeskisid palloja.

Todistus. Olkoon By pallo, jonka sdde s < 1. Olkoon t < s ja mééritellaan
leikkausfunktio n € C§°(Bs), jolle

a) |Vn|<4/(s—1)
b) 0<n<1
c) n =1 pallossa B;.

Mééritellddan lopuksi apufunktio w = u — n(u — k). Samoin kuin Lauseen
4.4 todistuksessa padtellisn, ettd a(x)|Vw|l€ L (Q) ja u € LL ().

Koska u minimoi funktionaalin F, eli F(u, A(k,s)) < F(w, A(k, s)), niin
ehdon (1.8) nojalla vP(u, A(k,s)) < LP(w, A(k,s)). Kun kiytetdén tulon
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derivointikaavaa, ndhdain
/ H(z,V(u—k)y)der = / H(x,V(u—k)y)dx
B, A(k,s)

<C H(z,Vw)dx
A(k,s)

— [ V=T - - R
A(k,s)
+a(z)|Vu — (u — k) Vn —nV(u — k)| dz.

Erottelemalla integrandit kolmioepayhtdlon avulla ja jakamalla integroimis-

alue sisé- ja ulko-osaan, saadaan yldarvioksi
/ H(z,V(u—k)4)dx
A(k,s)
< C/ IVu —nV(u— k)L P+a(z)|Vu —nV(u — k)| dz
A(k,s)\A(k,t)
+C \Vu —nV(u—k)P+a(z)|Vu —nV(u— k)L |?dz
Ak,t)

+C [(u = k)4 VP +a(z)|(u — k)1 Vn|? da.
A(k,s)
Nyt funktion 1 ominaisuuksista ja havainnosta, ettd Vu = V(u — k)4 jou-

kossa A(k, s), saadaan epdyht#lé muotoon

/ H(z,V(u—k);)dr < C’/ H(z,Vu)dx
A(k,s) A(k,s)\A(k,t)

o I /. IR
Vakiot C' ja c¢ riippuvat vakioista n,p, q,v ja L seki epiyhtilon oikea puoli
on ddrellinen, silld v € LP(Bs) N LY(Bs) ja jatkuvana funktiona a € L*°(Bj)
koska By CC ).

Nyt arvioimalla integraalia alaspiin pienentdmilld pallon sidettd ja

"tayttamalla reikd”, eli lisdamalld edelliseen epéyhtdloon puolittain
C / H(xz,Vu)dz,
Alk,t)
ja lopuksi jakamalla puolittain termilla (C + 1) saadaan

H(z,V(u—k);)dz < / H(x,Vu)dx <6 H(z,Vu)dz

A(k,t) A(k,s) A(k,s)

C

C
—I-/ u—k)y|Pdx + / a(z)|(u — k)4 |9 dx,
=0 a7 G0 a7
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missa vakio # = C'/(C + 1) < 1. Nyt voidaan kiyttda Lemmaa 2.1 merkin-

noilla
sz/ H(z,V(u—k)y)de, a=pB=aq
Ak,t)

A= [ jw-RPdra = [ o) ks
A(k,s) A(k,s)

ja saadaan arvio

cA cB
h(t) = /A(k,t) H(z,V(u—k)y)dz < (s—t)P t (s —t)

= c/ H (a:, M) dzx.
A(k,s) s—1

Lopuksi siirtymélld integroimisalueissa takaisin palloihin ndhd&an, etta

o LR
H(z,V(u—k)y)de <C BSH(, — >d.

By

Tapaus (u — k)_ kisitellddn samoin kunhan liséksi todetaan, ettd funk-

tio —u minimoi funktionaalin F', missé integrandina on F(z, —v, —z). Uusi
funktionaali tayttda ehdon (1.8), joten todistus on samanlainen kuin edel-
14. O

Osoitetaan seuraavaksi lokaalin minimoijan lokaali rajoittuneisuus. Kos-
ka todistuksessa kiytetddn luvussa 4 todistettua Sobolev-Poincaré-lemmaa,
ehto (1.5) on vilttdméton myos téssd todistuksessa.

Merkintojen yksinkertaistamiseksi seuraavassa todistuksessa kiytetdan
siteen skaalausta. Ideana on, ettd kaikki tarkastelut tehdaan origokeskisessé
pallossa, jonka side R = 1. Tdm4 tapahtuu siirtymalld funktioihin

ia) = 20— ()

Muunnoksista ndhdéin, etta

ja a(z) = a(xo + Rx). (5.2)

5 alx) —a
[a]o,a,Bl (0) = Sup LSJ)’
syeB(0) 1T =Y

la(xo + Rx) — a(zo + Ry)|
= sup
wyeBy(0) |To+ R —xo — Ry|®
#9€Br(zo) BT — 1|

= Ra[a]o,a,BR($0); (533‘)
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1/p 1/p
IVl Loy (0)) = </ |Va(z)P dm) = (/ |Vu(zg + Rx)P da:)
B1(0) B1(0)

YVl o Bce)
= \Vu(Z)PR™" dZ = —— B0 (5.3b)
Br(z0) Rn»/p

%]l e (B, (0)) =

P 1/p
dw)

1/p
[ @ - @ PR df)
Br(zo)

lu — () B (zo)ll Lr (Br(zo)
— St , (5.3¢)

missd & = xo+ Rz eli x = (£ —x¢)/R. Samankaltaiset laskut osoittavat my6s,
ettd funktio w minimoi funktionaalin P(-, Br(zo)), niin funktio & minimoi

funktionaalin
v / |VulP+a(z)|Vo|?de,
B1(0)

ja vastaava padtelmi patee myos funktionaalille F.

Lause 5.3. Olkoot u € W'P(Q) funktionaalin F lokaali minimoija ja ehdot
(1.2), (1.5) sekd (1.8) voimassa. Tdlloin funktio u on lokaalisti rajoitettu eli

[ullLoo (B 0) < €m0, ¢, v, Lav, [a)o,a, By [[Vull Lo, [H (S w) |21 5r)  (5:4)
kaikilla palloilla B CC Q.

Todistus. Vaihe 1: Iteraation valmistelu. Oletetaan, ettd side R = 1
ja muussa tapauksessa kiytetadn sidteen skaalausta (5.2). Valitaan luvut
0<h<kijal/2 <p<s <1 sekd samankeskiset pallot B, C By C B,
missé t = (s + p)/2 on séteiden s ja p keskiarvo. Madritelladn lisdksi sellai-
nen katkaisufunktio n € C§°(By), ettd n = 1 pallosa B, ja |Vn|< ¢/(s — p).

Kayttamélla Holderin epayhtéldd eksponentin kasvattamiseen kuten kohdas-
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a (4.14) saadaan

H(a,n(ii — k)4) de = | Bl 4 H(z,n(ii - k)y) do
Bt Bt

1/dy
<18 ([ Haa@-pta)
t

Nyt hy6dyntadmaélla aiemmin todistettua versiota Sobolev-Poincaré -

lauseesta (Huomautus 4.3)

H(z, (@ — k)+) do < | Byl (1+ [aloa |V (13 = 1)) 575, )
By

. ( R CACCRRIE dm)l/dQI

Epéyhtald on voimassa, silld n € C5°(By), jolloin (@ — k)4 € Wol’p(Bt).

Kasitellddn viimeisen lausekkeen termeja erikseen. Aluksi todetaan, etté

IV (1@ — k) )47, = 1@ = k) V4 9@ — B)+ 457,
C

R
T (s—p)-
kun huomioidaan, ettd |Vn| on rajoitettu ja n < 1. Liséksi, koska dy € (0,1),

Nl E eV 4,

niin siirtyméalld pois integraalikeskiarvosta saadaan pallon B; mitan ekspo-
nentiksi negatiivinen luku 1 — 1/dy. Néin pallon B; mitta voidaan arvioida
vakiolla ylospéin, silld séde t on rajoitettu alhaalta luvulla 1/2. Tekemélla

mainitut arviot, saadaan lopulta
H(z, (i — k)y) do < — (
,mu—K)4)axr S ——< —
By (s =p)i7? \p,
missd  da(n,p,q,a) € (0,1) ja vakio ¢ riippuu  vain  vakioista
n,p,q, @, [alo.a, RP|Vulze ja R™™PHu|zr kaavojen (5.3) mukai-

sesti.

1/do
H(e T~ 0),))* do )

Kaytetdan seuraavaksi kidnteistd Holderin epayhtiloa

1fglli=> N ypllgll 17—y
missii f = H(-, V(G —k)1)), g = Xaes Ja 1/p = do. Ratkaisemalla | f]|,,

ja tekemaélld edellimainitut sijoitukset saadaan epayhtélo

C

H(z,n(i—k)y)de < H(x,V(n(— k)4)) d - |A(k, )| %,

B, (s =p)P Jp,
(5.5)
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missa dg = (1 — dg)/dg > 0.
Toisaalta, koska ¢t — H(-,t) on kasvava, sublineaarinen toisen muuttujan
suhteen (epédyhtalo (4.9), kun a = 8 = 1) ja n on valittu sopivasti, niin
H(z, V(n(a— k))) do = [ H(w, (@—k)s Vn+ V(@ — k),) do
Bt Bt

<c | H(z,(t—k):Vn)+c | H(z,nV(a—k);)dz
Bt Bt

u—k
< c/ H(:U,M) dr+c | H(z,V(u—k)y)de.
By S=p By

Sijoittamalla saatu epdyhtilo ja Lauseesta 5.2 saatu Caccioppoli -epayhtilo
(5.1) lausekkeeseen (5.5) seké pitdmalld kirjaa positiiviosasta integroimisa-

lueessa padadytddn arvioon

H(z,&—k)dxg/ H(z,n(u—k))dx
Ak ,t)

S_C/ H xvu:h dz - |A(k, 5)| ", (5.6)
(s =P)TP Jahs) s—=p

missé ¢ riippuu vakioista n, p, ¢, @, [alo o ja R=?=1|u||yy1.p. Siirtyminen lu-

A(k,p)

vusta k lukuun h ja Caccioppoli-epayhtdlon (Lause 5.1) kiytté on perustel-
tua, silld oletuksen nojalla h < k, kuvaus t — H(-,t) on kasvava ja funktio
@ minimoi funktionaalin F(-, By).

Vaihe 2: Iteraatio. Iteroidaan seuraavaksi epayhtdloa (5.6). Tata varten
olkoon {B,,} jono zo-keskisié palloja, joiden siteille pitee p; = (1 +27%)/2
kaikilla ¢ = 0,1,2,.... Olkoon lisdksi T" > 0 vakio, jonka tarkka arvo selvi-
tetddn mydhemmin, ja méiritellddn tasot k; = 27(1 — 2*(”1)). Sijoitetaan

epayhtaloon (5.6) arvot p = piyr1,8 = pi, k = kiz1 ja h = k;, jolloin

/ H(z, % — ki) de < c4iQ/ H(z, @ — k;) da (5.7)
A(kit1,pi4+1) A(ki,pi)
JA(Kig1, pi)| 5. (5.8)

Maéaritelladn ja arvioidaan lisdksi

\Ifi:Tp/ H(as,ﬂ—ki)deTp/ H(z,a — k;)dx
A(ki,p;) A(kit1,04)

= T_p[(kiﬂ — k)P +a(z)(kip1 — ki)qHA(k‘iH,m)\
> T P(kit1 — ki) |A(Kiva, pi)l, (5.9)
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missé toinen epayhtild seuraa, kun arvioidaan funktiota @ alaspain lukuun

ki11. Toisaalta epayhtélon (5.7) avulla saadaan ylaarvio
\I/i+1 = T_p/ H(l’, U — k:fL'Jrl) dx
A(ki+1,pi+1)
< T Peqin / H(z, it — ki) do - |A(kisr, pi)|®
A(kispi)

= C4iq\I/i’A(ki+1,pi)‘d3. (510)

Todetaan lopuksi, etté
1 1

9itl  9it2

Tfp(ki_'_l _ ki)p4qi — 9P < ) 4qi — 22qi+p7i—1 > 1,

joten kiyttdmalla epayhtélod (5.9) yldarvioon huomataan, etté
Wiy < cA'qUi (TP (kipr — ka)P) " |A(kigr, pi)| < eI 7 g 1 +ds
kaikilla 7 € Np.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd W; — 0 iteraatiolemman 2.2 avulla. T&ta

varten taytyy kuitenkin ensin varmistaa, etta
—1/d3
Uy < e 1/ds <4(1+d3)q> )
Koska
\IJO:Tp/ H(:J;,ﬁ—ko)d:c:Tp/ H(z,a—T)dx,
A(ko,po) A(T1)

niin valitsemalla,
TS
MG, -
c—1/ds (4(1+d3)q)‘1/d§ ’

saadaan
142
c—l/d3 (4(1+d3)q) 1/d3 fA(TJ) H(.’B,’& _ T) dr
I H ()l sy
silld @ > T joukossa A(T,1). Nyt U; — 0 eli

—1/d2

)

Uy = < ¢~ V/ds <4(1+d3)q)

\IJZ-:T_p/ H(m,ﬂ—ki)d:p%T_p/ H(z,u—2T)dr =0
A(kipi) A(2T1/2)

joten u < 2T melkein kaikkialla pallossa By /5. Téten valinnan (5.11) nojalla

1 e (5, )< CIH G @)1,

Toistamalla edelld oleva paattely funktiolle —u, joka on funktionaalin F’

lokaali minimi, viite seuraa mahdollisen skaalauksen jéilkeen. O
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Koska todistuksessa kiytettiin sidteen skaalausta, funktion wu oleellinen
supremum riippuu siteesid R. Tamé pakottaa rajoittuneisuuden ja mythem-
min my6s Holder-jatkuvuuden lokaaleiksi tuloksiksi. Liséksi, koska oletettiin,
ettd Br CC (), voivat minimoivan funktion u arvot ldhestya déretonté lahel-
14 alueen € reunaa. Jokaisella pisteelld z € € on kuitenkin palloympéristd,
jossa ||u”L<x>(BR/2) on #érellinen.

Koska minmoijafunktio u on rajoitettu, voidaan tarkastella sen heilahte-

lua esimerkiksi joukossa Br. Otetaan titd varten kiytt6on merkinnét

M(R) = es%iup u, m(R)= esg}i%nfu ja osc(u, R) = M(R) — m(R),
missd Br CC 2. Koska paitavoitteena on osoittaa lokaali Holder-jatkuvuus,
taytyy tarkastella palloja, joiden sulkeuma on kompakti avaruudessa 2. Tu-
lokset eivit siis vilttdmétta ole voimassa alueen €) reunalla 0.

Holder-jatkuvuuden todistus perustuu minimoijan heilahtelun tarkas-
teluun. Osoitetaan tdmi ensin, kun funktionaali P on niin sanotussa p-
kasvuvaiheessa. Funktionaalin P sanotaan olevan p-kasvuvaiheessa, kun ker-
roinfunktio a saa riittdvan pienid arvoja (katso ehto (5.12)), ja téten ter-
mi a(x)|Vul? on hallittavissa termilld |Vu[P. Tallgin tilanne palautuu ta-
vallisempaan p-kasvuehtoon kaksikasvuisen kasvuehdon sijaan, ja todistus
noudattaakin p-kasvuehdon kaltaista rakennetta. Todistus on jaettu useaan
lemmaan, joista ensimmaéinen palauttaa kisittelyn p-kasvuun. Lisdksi tasta

eteenpéin oletetaan, ettd p < n/(1+9).

Lemma 5.4. Olkoot u € W'P(Q) funktionaalin F lokaali minimoija, ehdot
(1.2), (1.5) sekd (1.8) voimassa ja olkoon Bar CC 2 pallo, jonka sdde R <
1. Oletetaan lisdksi, ettd ehto

supa(z) < 4lalo o R” (5.12)
Bpgr

patee. Tdlloin samankeskisille palloille By C By C Br, missé 0 <t <s < R
sekd kaikille sellaisille k € R, joille |k|< 2||ulpe(py), pitee seuraava
Caccioppoli-epdyhtilo

R q
V(u— k)slPdz < c <> /
B s—1 B

Tdssd c riippuu vakioista n,p,q,v, L, [a]o.o jo ||ullpe(By)-

p

(=R,

R
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Todistus. Koska funktio H siséltdé seké p- ettd g-osan, niin

|V(u—k)L]Pde < H(xz,V(u—Fk)s)dz.
Bt Bt

Lauseen 5.2 Caccioppoli-epayhtalon nojalla voidaan arvioida

IV (u = k)o [P do < c/ " <x (“_’“)i) dx

By » s—t
B (u—k)x|? / (u—Fk)g|?
_c/s - dx + ¢ sa(x) - dx.

Laventamalla sdteelld R ndhdéian, etta
|V(u—k)L|Pde (5.13)
By
R \? (u—k)x|? R \? (u—k)x|?
< = — — = da.
_C<s—t> /s 7 dx—l—c(s_t) /Bsa(m) 7 dx

Seuraavaksi todetaan, ettéd oletusten ja Lauseesta 5.3 saadun funktion u ra-

joittuneisuuden ja oletuksen (5.12) nojalla

_ q o D (0 _ p
o) (w—k)x|" _ AlaoaR” (Jul+k)" 7|(u — k)|
R R4
clalo allull =2 | — K)e]?
— Rq_a )

silld |k|< 2||lul| oo (By)- Koska oletuksen nojalla p < n/(1+4), niin erityisesti
p < n, ja ehdon (1.5) nojalla

0<g—a<p+pa/n—a<p.
Koska R < 1, niin R~(7=% < R™P ja siis

(u—Fk)+
R

q p

(u—k)x

az) ’

Cc

Sijoittamalla tdméa arvio epayhtéloon (5.13) padtelldan

\V(u—k)i|Pde

t (u—k)x

o) [ e )
eI
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Koska p < ¢ jat < s < R, niin hakasuluissa olevaa kerrointa voidaan arvioida

vksinkertaisesti eksponentin kasvattamisella, jolloin

Bt|V(u—k)i|Pd1’ < c<th>q/s (u—k)+

R
ja tastd viite seuraa. O

p
dzx

Osoitetaan seuraavaksi, ettd funktio v saavuttaa suurimmat arvonsa paa-
asiassa ldhelld pallon Bpr reunaa. Erityisesti suuria arvoja ei saavuteta juuri-
kaan puolisiteisessd pallossa. Tama tulos on verrattavissa harmonisten funk-
tioiden ominaisuuksiin, silld harmoninen funktio saavuttaa diriarvonsa aina
médrittelyjoukkonsa reunalla [19, Corollary 1.9]. Funktiota v kutsutaan har-
moniseksi, jos se toteuttaa Laplacen yhtalon

" 0%

— =0
2 )
i=1 axi

joka on elliptisten osittaisdifferentiaaliyhtéléiden malliesimerkki. Tata tulos-
ta varten osoitetaan kuitenkin ensin Poincarén epayhtéloon liittyva aputulos.

Lemma 5.5. Olkoon u € WH1(Q) sellainen funktio, ettd u(z) = 0 positii-

vismittaisessa joukossa A C Q. Talldin

(n—1)/n
</|u|”/(”_1) da:) < c/|Vu\ dz.
Q Q

Todistus. Notaation  selventdmiseksi  kdytetddn  lyhennysmerkintdéd
g=n/(n—1). Osoitetaan ensin, ettd kaikilla positiivismittaisilla jou-
koilla B C

1/q
(e — ()5l o< (“ED lu— Wl (5.14)

Holderin epayhtilostd todetaan, etta

1/q
(e — ()5 aey= (@) — (u)s] ( [ e dx) — |t/

]{Bu — (u)q dx

Nyt kiyttdmalla kolmioepéyhtdlod ja Holderin epayhtiléd uudestaan
1/q
(W~ @aluse < 19/ fu— ol do <2 <]{3 ju— <u>g|wx)
AN 21"
_ (B| o= @l (1) e Walio,
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Kaytetddn sitten epéyhtilod (5.14), kun joukon B tilalla on oletuksissa
esitetty joukko A. Selvisti (u)4 = 0. Taten kiyttdméalld ensin kolmioepéyh-

taloa saadaan

[ullzag) = llu = (W) allLa@)= llu = (w)a + (Wa — (w)allLy@)
< Jlu = (WallLa@ +(wa = (W) al L)

21
< (1 n w) = (weallzagey-

Lopuksi kiyttdmélla Poincarén epéyhtalod (1.9), jolloin ndhdéén

[ullLa)< el VullLa),
ja vaite on todistettu. O

Nyt voidaan osoittaa minimoijan dériarvojen jakautumista koskeva tulos.

Lemma 5.6. Olkootu € W'P(Q) funktionaalin F lokaali minimoija ja ehdot
(1.2), (1.5) sekd (1.8) voimassa. Olkoon lisiksi Bop CC ) sellainen pallo,
jonka side R <1, ja ettd

supa(z) < 4lalp o R*
Br

patee. Oletetaan lisdksi tiheysehto

|A(ko, R)| Sl [mi | B(ko, R)| < 1]
| Br| 2 | BR| 2

patee vakiolla ko = (M(R) + m(R))/2. Tdlldin on olemassa sellainen posi-

(5.15)

tiwinen vakio c(n,p, q,v, L, [a]o.a;, |[ul Lo (Br)), €ttd
Aky, R/2)| _ e Bk, R/2)| _ e ] |

n(p—1)

[Brpa|l P

tai < ——
Bapl =

missi j € N ja kj = M(R) — 277" osc(u, R).
Todistus. Oletetaan, ettd joukkoa A(kg, R) koskeva ehto on voimassa. Va-
litaan sellaiset vakiot h ja k, ettd kg < h < k, ja mdaéritellidn apufunktio
v: Br — R,
0, kun u < h,
v(x) = u—nh, kun h<u <k,
k—h, kunu>k.
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Selvisti v = 0 joukossa Bp s\ A(ko, R/2). Téten v = 0 joukossa, jonka mitta
on suurempi kuin |Bg|/2 tiheysehdon (5.15) nojalla. Téll6in Lemman 5.5

avulla saadaan

n—1

(/ pneT dg;) < c/ |Vo|dz = c/ |Vu| de,
Br/a Br/2 A

missd A = A(h, R/2)\A(k, R/2) eli se osa palloa Bg/s, missd h <u < k.
Téasta saadaan Holderin epayhtilolla sekd kasvattamalla integroimisjoukkoa
joukosta A joukkoon A(h, R/2) yla- ja ala-arviot

n—1

(k — h)|A(k, R/2)|"5 < (/B pilT dm) n
R/2

) 1/p
< AR / VulPdz| .
A(h,R/2)

Toisaalta Lemman 5.4 avulla ja valitsemalla t = R/2 ja s = R paatellddn

q AV
/ |[VulPdx < c (R) / (u=hy dx.
A(h,R/2) R/2) Janm  RP

Nyt vield arvioimalla funktiota u supremumillaan ja joukkon |A(h, R)| mit-

taa pallon mitalla cR™ ndhd&ain, etta

AV
/ WP e < cR™P(M(R) — h)P,
ARy P

ja taten

n—p

" (M(R) — h).

(k — h)|A(k, R/2)|"% < c|A]' » R

Jos h < kj, niin M(R) —h > M(R) — k; = 277 losc(u, R). Sijoittamalla

edelliseen epédyhtiloon arvot
k=ki=M(R)—2 "losc(u,R) ja h=ki_1=M(R)—2""%0sc(u,R)

se saadaan muotoon

osc(u, R)

n—p 0sc(u, R)
2i—1 :

Ak, R/2)| 7 < c|Alhio1, R/2\Ak, R2)| 7R 250

Jakamalla puolittain luvulla 2°"1osc(u, R) ja korottamalla epiyhtilén mo-

lemmat puolet potenssiin p/(p — 1) havaitaan, etti

p(n—1) p(n—1) n—
Ak, R/2)[ 707D < |A(ki, R/2)| 0D < cRv=1 |A(ki—1, R/2)\A(ki, R/2).
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Téssd ensimmadinen epidyhtdlé on voimassa, silld ailemmin oletettiin, etté
ki < ki_1 = h < kj;. Nyt summaamalla epayhtélé muuttujan ¢ suhteen lu-

vusta 1 lukuun j

. p(n—1) n—p J
GlA(ks, R/2)|"0=0 < cRp=1 ) "|A(ki-1, R/2)\A(ki, R/2)]
=1
p(n—1)

n=p n=p
< cR?»1|A(ky, R/2)|< ¢cRP»~TR" =cR »-T .

Tastd voidaan ratkaista suoraviivaisesti

Ak, R/2)| _ e

n(p—1) *

[Brpal jPnD)

ja vaite on todistettu. ]

Osoitetaan seuraavaksi parannus edelliseen lemmaan. Seuraava tulos
ndyttad, ettd minimoija u ei saavuta oleellista supremumiaan neljisosasé-

teisessé pallossa.

Lemma 5.7. Olkoon Bop CC Q pallo, jonka side R < 1. Jokais-
ta k € (0,1) kohti on olemassa o € (0,1), joka riippuu vain vakioista

n,p, q, Vs L, [alo,as [[U]| oo (B Ja K, niin, ettd jos jollakin € > 0 on voimassa

|A(M(R) — cosc(u, R), R/2)|
|Br/2|

|B(m(R) + osc(u, R), R/2)| < U}
|Br/2 B

<oco [tai
nun vastaavasts on voimassa
u(r) < M(R) — keosc(u, R) [taz’ u(z) > m(R) + Heosc(u,R)]

melkein kaikilla © € Br4.

Todistus. Todistetaan viite funktion (v — k)4 avulla. Tapaus (u — k)_ on
analoginen tdmain kanssa, ja siiti saadaan hakasulkeissa oleva viite. Olkoon
{B,,} jono sisékkiisia palloja, jotka ovat samankeskisié pallon Bg kanssa, ja
pi = R(1+27%) /4. Miéritellidn lisiksi p; = (p; + pi+1)/2 ja katkaisufunktiot
n; € C§°(Bg,) siten, ettd 0 < n; < 1, m; = 1 pallossa B,,,, ja |[Vn;|< c2'/R.

Merkitadn lopuksi tasoja

ki = M(R) — reosc(u, R) — (1 — k)eosc(u, R) /2",
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missd vakio € > 0 on kiinnitetty. Nyt voidaan arvioida katkaisufunktion
avulla

1 — k)eosc(u, R)1?
: )2z‘+1 : ) |A(Kiv1, piv1)| = (ki1 — k)P |Akig1, pit1)|

</ (= ki) |? da
A(kit1,pi+1)

<[ ma-k)iPde (.10

Kayttamalld Holderin epdyhtalod, missd uusiksi eksponenteiksi valitaan p/p*

ja
1—(p*/p) =1~ [np/(n—p)]/p=1-n/(n—p)=Dp/n,

paatellaan

*

p/p

/ ni(u — k)4 [P dw < (/ mi(u — ki) [P dx) | Ak, ;) [P/
A(ki,p;) 5

Bs,
Nyt, koska n;(u — k;)1 € W'P(By.) ja p < n/(1+6) < n, niin Poincarén
epayhtélon (1.10) perusteella

p/p*
(/ ni<u—ki>+|p*dx) < [Vt k)P de AP

P Pi
Kéyttamalla tulon derivointikaavaa, katkaisufunktion derivaatan rajoittunei-

suutta sekd Lemmaa 5.4 yhdessd laskun

) - s |
pi — b REZ" — (B(1 4 271) 4 B(1 4 2-i-1))

8 . i
= - - - == 02(]
272+1 — 2= 4 27171

kanssa todetaan

/ i — ki) 4 P da

A(k;,p;)

< or! (/ |(u = k)4 D[P d +/ iV (u — ki) 4P dﬂ?) | Ak, p;) [P
. g

Pi Pi
< | c2r /
B

L. p )
(= ki)e |° 0 | aoai /
Pi B

(u— ki)+
R R
. p
< 20 / d | ks, p) [P/
A(ki,pi)

p
dfc) | A(ki, pi) [P/

P
u — ki
R
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Koska funktiota w voidaan arvioida supremumillaan, niin
(1 — k)eosc(u, R)
21

1—
< eosc(u, R) </{ + 21/€> < eosc(u, R)

u—ki =u— M(R)+ reosc(u, R) +

joukossa A(k;, pi), ja téten
o[ Ak, pg)|P/m
Rp
| Ak, pi) | TP/
B,/

/ mi(u — ki) 4 |P dz < 29 [eosc(u, R)]
A(ki,ps

< 2% [cosc(u, R)]P (5.17)

Valmistellaan tulevaa iteraatiota merkitsemalla
v, = Al i)l
| By, |
Télloin jakamalla epayhtéloistd (5.16) hakasuluissa oleva termi epayhtélon

oikealle puolelle, jakamalla puolittain pallon B mitalla ja kiyttdmalla

Pit+1

arvioita (5.17) huomataan, ettd

gy VA )] e eoscu RIPIAG p) Py
‘BPH-I‘ B (1 - m)P[eosc(u, R)]p|BPi ’1+p/n

Kun vield kiytetdin arvioita 2P0+ < ¢2% niin saadaan

C4qi \Il.l+p/n
Ty

Kéytetddn jilleen iteraatiolemmaa 2.2. Nyt o = p/n,B = 49 ja C =

Vi1 <

¢/(1 — k)P, Siis ¥U; — 0, kunhan méaéritelldén vakio o ehdolla

g Al o)l _ [AQI(R) — erosc(u, R), R/2)
|BP0| |BR/2|
< (1—r)l/n

- cp/n

92,9
R Ly ——

eli viitteen ehto on voimassa. Nyt antamalla indeksin 7 kasvaa rajatta ja

hy6dyntdmalld mittojen konvergenssia [11, Theorem 10.2]

o, = [AGp)| | JAQI(R) — reose(u, R).B/4] _
|sz“ ’BR/4|

Siis joukon A médritelmédn nojalla se pallon Bpg/s osajoukko, missd

u(x) > M(R) — keosc(u, R), on nollamittainen eli
u(z) < M(R) — keosc(u, R)

melkein kaikilla @ € B /. U
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Viimein voidaan osoittaa arvio funktion wu heilahtelulle pallossa Bpg,
jos funktionaali P on téssi joukossa p-kasvuvaiheessa. Minimoijan Hoélder-
jatkuvuus téssd tapauksessa seuraa téstd iteraatiolla, kuten Lauseessa 5.11

my6hemmin osoitetaan.

Lause 5.8. Olkoon Bap CC  pallo, jonka side R < 1. Tdlloin on olemassa
sellainen vakio 0(n, p,q,v, L, [a]o,a; [[ullLe(By)) € (0,1), ettd jos

sup a(z) < 4[a]o,o R
Br

on voimassa, niin
osc(u, R/4) < Qosc(u, R).
Todistus. Koska
Br € ({u < M(R) — osc(u, R)} N Bgr) U ({u > m(R) + osc(u, R)/2} N Bg),

niin jompikumpi tiheysehdoista (5.15) on vélttdméttd voimassa. Olete-
taan, ettd niistd ensimmaéiinen on voimassa. Valitaan Lemmassa 5.7 esiin-
tyvi k = 1/2 ja ¢ = 27J. Tilléin Lemman 5.6 viitteesd saadaan o,
joka toteuttaa Lemman 5.7 ehdon, kunhan j on riittdvan suuri, joten
u(z) < M(R) — gosc(u, R)/2 melkein kaikkialla pallossa Br/4. Nyt ottamal-

la puolittain oleellinen supremum

esBssupu < M(R) —e(M(R) —m(R))/2.
R/4

Toisaalta yleisesti patee

—essinfu < —essinf u.
Brja Br

Lisdamalla ndma epadhtdlot yhteen, saadaan

osc(u, R/4) = esssupu — essinf u
Brys Brya

e(M(R) — m(R))
2

< M(R) - —m(R) = (1 - g) osc(u, R).

Valitsemalla 6 = (1 — ¢/2) véite seuraa ensimmaéisessi tapauksessa. Tapaus,

jossa tiheysehdon toinen puoli on voimassa, todistetaan vastaavasti. O

46



Esitellddn ennen viimeistéd todistusta vield yksi aputulos, joka késittelee
jdddytetyn funktionaalin Py kvasiminimoijaa. Lause antaa samankaltaisen
tuloksen kuin Lause 5.8, mutta sen todistus sivuutetaan. Annetaan kuitenkin

ensin méaritelmé kvasiminimoijalle ja muotoillaan sitten mainittu aputulos.

Maiiritelmi 5.9. Olkoon @ > 1. Funktio v on funktionaalin Py kvasi- eli

Q-minimi, jos
IVolP+a(xo)|Vv|ie L' (B am) (5.18)

ja Po(v, K) < QPo(w, K) pitee kaikilla w € Wl’l(BR0/4m), joille pétee
my0s ehto (5.18). Téssd K C Bp,/4m on mielivaltainen kompakti joukko,
jolle supp(v — w) C K.

Lause 5.10 ([20, Luku 6]). Olkoon v € WYP(Q) funktionaalin Py lokaali
Q-minimoija. Talléin on olemassa positiiviset sellaiset vakiot ¢, By € (0,1),
jotka ritppuvat vakioista n,p,q ja Q, ettd
B
osc(v,B,) < ¢ (%) ’ osc(v, BR)
kaikilla samankeskisilli palloilla B, C Br C €.

Nyt voidaan osoittaa arvio minimoijan u heilahtelulle my6s silloin, kun
funktionaali P ei ole p-kasvuvaiheessa. Talloin kerroinfunktio a saa jossa-
kin pisteessd riittdvin suuren arvon a(xg) ja termi a(x)|Vul? on téssi ta-
pauksessa merkitsevd. Taten riittda tarkastella jaddytettd funktionaalia Py
ja kiyttdd sille juuri esiteltyd heilahtelutulosta. Kun funktion w heilahtelulle
on osoitettu ylarajat molemmissa kasvuvaiheissa, Holder-jatkuvuus seuraa

iteraatiolla riittdvddn pieneen palloon.

Lause 5.11. Olkoot v € WYP(Q) funktionaalin F lokaali minimoija
ja ehdot (1.2), (1.5) seki (1.8) wvoimassa. Jos p < n(l + ), niin jo-
kaiselle avoimelle Q' CC Q on olemassa sellainen Holder-eksponentti
B(n,p,q,v, Llalo,a; lull L) € (0,1), ettd

ue 0% Q).
Todistus. Kiinnitetdan Q' CC Q kuten oletuksissa. Olkoon Bg, C ' pallo,

jonka side R <1 ja

sup a(x) < 4lalo (Rg/4k)a. (5.19)

IEBRO/4]€
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Miéaritellddn poistumisindeksi m lausekkeella
m = min{k € No U {oo} | (5.19) ei pade}.
Kun kiytetdan Lemmaa 5.8 perdkkiin m kertaa, niin
osc(u, Ro/4F) < 0%osc(u, Ry) (5.20)

jokaisella k € {0,1,...,m — 1} ja 6 € (0,1) riippuu vain vakioista n,p, g, v,
L, [a]o,a ja [|ull oo (o). Jos m < oo, niin ehto (5.19) ei pade jossakin pisteessi

X € BR0/4m eli
a(xo) > 4[alo,a (Ro/4™)" . (5.21)

Osoitetaan seuraavaksi, ettd v on funktionaalin Py lokaali Q-minimi pal-

lossa Bp, /qm, missid Q = 4L /v ja ag = a(rg). Osoitetaan ensin, ettd

%a(x) < a(z0) < 2a(x) (5.22)

kaikilla =, 29 € Bp,/4m. Jos a(x) < a(w), niin ehdon (5.21) nojalla

2a(z) = 2|a(z) + a(zo) — a(xo)|
> 2|]a(x) — a(xo)]—]a(ﬂfoﬂ‘

= 2a(xg) — 2|a(z) — a(zo)|

R

> a(zo) + 4[alo,a <4m> —2|a(x) — a(zo)].

Koska oletusten nojalla funktio a on Holder-jatkuva, niin till6in
la(z) — a(zo)|< [a]o,o (2R/4™)%, ja taten 2a(xz) > a(xp). Epayhtilo pa-
tee selvisti myos, jos a(z) > a(xp). Samalla péittelylld ndhdadn, ettd
2a(z0) > a(z) kaikilla x € Bp ym. Téstd pédtelldén, ettd ehto (5.18) on

totta, silla
|Vu|P+a(z)|Vu|le Ll(BRO/4m).

Koska v on funktionaalin F minimoiva funktio, niin epayhtéloiden (5.22) ja
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(1.8) nojalla
Po(u, K) < / VulP+2a(z)|Vul? do
K
2

2
— K
" F(w,K)

IN

IN

2L
/ |\VwP+a(x)|Vw|? dx
v Jk

2L
< / |Vw|P+2a(xo)|Vw|? dx
vV JK
4L
S 77)0(107 K)7
v
joten funktio u on jiddytetyn funktionaalin Py kvasiminimi vakion ) arvolla
4L /v. Télléin Lauseen 5.10 nojalla on olemassa sellainen 7 € (0,1/4), joka

riippuu vain vakioista n,p, q, v, L, [a]o,a ja [[ull pe (o), etté
osc(u, T" Ry /4™) < 0"osc(u, Ry/4™)

pétee kaikilla h € N U {0}, kun 6 € (0,1) on vakio. Kéyttamalla tatd ja
epayhtiloa (5.20) padtelladn, ettd

osc(u, T"Ry) < 8"osc(u, Ry) (5.23)

kaikilla h € Npy.

Koska 6 € (0,1), niin 6 voidaan kirjoittaa muodossa (C' — 1)/C valitse-
malla C' = 1/(1 — 0). Valitaan z,y € Br, C € ja olkoon n € Ny sellainen
luku, ettd 7" Ry < |z — y|< 7" Ro. Nyt epiyhtild (5.23) voidaan kirjoittaa
muodossa

lu(z) — u(y)|< osc(u, 7" Ry) < (C;l) osc(u, Rp). (5.24)

Valitsemalla
_ log(C/(C — 1))
log(7)

&) >0,

kirjoittamalla 7 = €'°8(7) ja kiyttamalld luvun n misritelmid nihdidn, etté

Tyl [ an BHCAED | mseoyyeyt  eswel(eon/ort]
>(T ) Tog(7) o Tog(T) =e Tog(7)
RP
0

:( C )
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eli

<C’— 1>” - Clz —y|?
¢ ) T (C-nR

Téten epéyhtalo (5.24) saadaan muotoon

< C osc(u, R)

u\r) —u ZC—’B
(o) — )i (e~ ol

mistd ndhdddn, ettd funktio w on lokaalisti Holder-jatkuva eksponentilla
B = log(#)/log(7). Koska kaikki tulokset ovat riippumattomia aloituspallosta

Bp,, kunhan se siséltyy alueeseen €, ja seké 7 ettd 6 riippuvat vain vakioista

n,p,q,v, L7 [G]O,a ja’ ||U’HL°°(Q') O

On siis osoitettu, ettd funktionaalin F(-,{2) minimoiva funktio u on lo-
kaalisti Holder-jatkuva. Tulokset eivit siis anna viitteitd minimoijan ominai-
suuksista alueen (2 reunalla. Funktio u on kuitenkin Holder-jatkuva jokai-
sessa kompaktissa joukossa K C : Merkitddn d = minge g dist(z,0Q) ja
peitetaéan joukko K palloilla B; = B,(x), misséd x € K jar < d/2. Koska K
on kompakti joukko, voidaan valita &irellinen osapeite B = Ui]ilBi. Edel-
14 todistetun nojalla u on Hoélder-jatkuva jokaisessa pallossa B; € B, joten

valitsemalla o = min{ay, ..., ay} nihdiin, etti v € COY(K).
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