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Téassd teoksessa esitetddn kaksi ryhmditeoriaa koskevaa ongelmaa ja niiden
ratkaisu kiyttden hyviksi erdstd automaattiryhméi, joka tunnetaan nimelld Gri-
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keskitason kasvu.

Lisédksi esitetdan automaattiryhmié ja -puoliryhmié koskevia paatosongelmia. Nah-
dddn, ettd sanaongelma on automaattipuoliryhmien joukossa ratkeava, kun taas
muut teoksessa esitetyt paatdsongelmat ovat ratkeamattomia.

Johdannon jilkeen ensimmaéisessd luvussa kiyddan 14pi esitystd seuraamiseen tar-
vittavat ryhméteorian tiedot. Kolmannessa luvussa esitetddn automaattiryhmien ja
-puoliryhmien méaaritelmét ja muutamia tuloksia.

Neljannessd luvussa esitetdén Grigorchukin ryhmaé ja sen avulla ratkaisut sekd Burn-
siden ongelmaan ettd Milnorin ongelmaan.

Viimeisessa luvussa esitetian automaattiryhmié ja -puoliryhmié koskevia paatoson-
gelmia.
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1 Johdanto

Mealyn koneet ovat deterministisii tilamuuntimia. Formaalisti Mealyn ko-
neen madrittelee nelja-tupla (Q,%,6,0), missd @ on ddrellinen tilajoukko,
> on adrellinen aakkosto, § on siirtyméfunktio ja ¢ on tulostusfunktio. Jo-
kainen Mealyn kone méirittelee automaattipuoliryvhmén ja lisdksi kdantyva
Mealyn kone maééirittelee automaattiryhmén.

Automaattiryhmien tutkimus on johtanut useiden tirkeiden avointen ryh-
méiteorian ongelmien ratkaisuun. William Burnside kysyi vuonna 1902 ar-
tikkelissa [4], ettd onko jokainen sellainen &érellisesti generoitu ryhmaé, jon-
ka jokaisen alkion kertaluku on #arellinen, valttamatta ddrellinen. Kysymys
on kuuluisa ja se tunnetaan nykydin nimelld Burnsiden ongelma. Burnsi-
den ongelma pysyi avoimena noin 60 vuotta ja sen ratkaisi ensimmaéisena
Evgeny Golod artikkelissa 7] kdyttden hyvéksi artikkelin [6] Golod - Sha-
farevich lausetta. Kuuluisimman ja eniten tutkitun automaattiryhmin on
konstruoinut Rostislav Grigorchuk vuonna 1980 artikkelissa [8]. Kyseisessé
artikkelissa Grigorchuk osoittaa, ettd hdnen konstruoima ryhmé on déreton
2-ryhmaé ja néin ollen se on erés vastaesimerkki Burnsiden ongelmaan. Kolme
vuotta mybhemmin ilmestyneessi artikkelissa [16] Narain Gupta ja Said Sid-
ki nayttivit, ettd jokaista alkulukua p kohti on olemassa automaattiryhma,
joka on ddretdn p-ryhmdi. Samoihin aikoihin Grigorchuk naytti artikkelissa
[13], ettd Grigorchukin ryhmailld on keskitason kasvu. Néin ollen se on en-
simméinen ratkaisu Milnorin ongelmaan, jonka John Milnor esitti artikkelissa
[21] vuonna 1968. Niiden ongelmien lisiksi mainittakoon vield kaksi térked
ongelmaa, jotka ratkaistiin automaattiryhmien avulla, mutta joita ei tdssa
teoksessa kiyda ldpi. Olkoot M suljettu monisto, bz(?)(M) moniston M i:nnes
L?-Betti luku, ja G sellainen ryhmé, etti se on isomorfinen fundamentaalisen
ryhmén 7 (M) kanssa. Olkoon lisdksi H sellainen rationaalilukujen aliryh-
mi, jonka generoivat ryhmén G ddrellisten aliryhmien kertalukujen kdanteis-
luvut. T&ll6in vahvan Atiyahin konjektuurin mukaan bz@)(]\/[ ) € H aina, kun
i € N. Artikkelissa [10] Grigorchuk yhdessd Peter Linnelin, Thomas Schic-
kin ja Andrzej Zukin kanssa todisti vahvan Atiyahin konjektuurin véaraksi.
Kasvufunktio on tasaisesti eksponentiaalinen jos infzlim,, . (7Z (n))w > 1.
Erds Gromovin ongelma kysyy onko olemassa sellainen darellisesti generoitu
ryhmaé, jonka kasvufunktio on eksponentiaalinen, mutta ei kuitenkaan tasai-
sesti eksponentiaalinen. Artikkelissa [26] John Wilson ratkaisi kyseisen Gro-
movin ongelman konstruoimalla ryhmén, jolla on edelld mainittu ominaisuus.

Rostislav Grigorchuk esitti artikkelissa [9] useita automaattiryhmié ja auto-
maattipuoliryhmié koskevia paddtosongelmia. Naistd muutamia on ldhivuo-



sina ratkaistu joko kokonaan tai osittain. Artikkelissa [23] vuodelta 2012
Zoran Sunié ja Enric Ventura osoittivat automaattiryhmii koskevan konju-
gaattiongelman ratkeamattomaksi. Samana vuonna he luennoivat isomorfi-
suusongelman ratkeamattomuudesta, kiyttden hyvikseen artikkelissaan saa-
maansa tulosta. Artikkelissa [5] vuodelta 2014 Pierre Gillibert osoitti dérelli-
syysongelman ratkeamattomaksi automaattipuoliryhmien luokassa. Vield ei
kuitenkaan tiedetd onko darellisyysongelma ratkeava vai ratkeamaton auto-
maattiryhmien joukossa.

2 Esitietoja

2.1 Aakkostot, sanat ja kielet

Maaritelma 2.1. Olkoon ¥ ddrellinen ja epatyhjd joukko. Sanotaan, ettd
Y on aakkosto ja sen koko on |X|, miki tarkoittaa sen alkioiden lukumaaraa.
Méaritellaan

¥ ={aiay---a, | a; € ¥ jan e N}
Merkitaan sanaa, jonka pituus on nolla, symbolilla € ja annetaan sille nimeksi
tyhji sana. Olkoon w = ajas - - - a, € X*. Talloin w on aakkoston X sana ja
|w| = n on sanan w pituus. Maaritellaan

E“’:{alag--- |CL1‘€E}.

Nahdaan, ettd 2« sisaltdd kaikki darettoméat sanat, yli aakkoston X. Maari-
tellidn myos
¥ =Aaay---a, | a; € X}

aina, kun n € N. Olkoot t € ¥*, v € X", v € X*UX¥ jaw € ¥* U X*. Jos
w = wutv, niin v on sanan w prefiksi, t on sanan w osasana ja v on sanan w
suffiksi.

2.2 Ryhmait ja puoliryhméat

Méaritelma 2.2. Puoliryhmd on pari (G, *), missi G on epétyhja joukko
ja * : G2 — @ on assosiativinen kuvaus, eli se toteuttaa ehdon:

(a*b)*xc=ax(bxc) aina, kun a,b ja ¢ kuuluvat joukkoon G.

Puoliryhmé (G, %) on monoidi, jos sithen kuuluu ykkdsalkio 1, eli alkio joka
toteuttaa ehdon:

a*1lg =a = 1g % a aina, kun a kuuluu joukkoon G.



Monoidi (G, %) on ryhmé, jos sen jokaista alkiota a kohti on olemassa jouk-
koon G kuuluva alkio a™!, joka toteuttaa ehdon:

axal=1g=a"'*a.

Alkiota a~! kutsutaan alkion a kddnteisalkioksi. Ryhmé (G, ) on Abelin ryh-
md, jos sen alkiot kommutoivat keskendin, miké tarkoittaa seuraavaa ehtoa:

a* b= bx*a aina, kun a ja b kuuluvat ryhméin G.

Jos kuvaus x on kontekstista selvi, niin se voidaan jittdd merkitsemétta.
Ryhmén G kertaluku |G| on sen alkioiden lukuméiri. Jos |G| € N, niin
ryhmé G on ddrellinen, muutoin se on dadreton.

Miaéritelma 2.3. Olkoot (G, ) monoidi, H C G ja H # (). Télloin H
on ryhmén G aliryhmd, jos se on suljettu operaation * suhteen ja jokaista
joukkoon H kuuluvaa alkiota kohti on olemassa kiddnteisalkio, joka kuuluu
myo6s joukkoon H. Merkitddn H < G, jos H on ryhmén G aliryhma.

Vastaavasti méaaritellaan alimonoid: ja alipuoliryhmd, poislukien vaati-
mus, joka koskee kidnteisalkioita. Alimonoidin tapauksessa vaaditaan tietys-
ti, ettd ykkosalkio kuuluu siihen.

Lause 2.4 (Aliryhmékriteeri). Ryhmén G osajoukko H on ryhmén G ali-
ryhmé jos ja vain jos H # () ja ab™' € H aina, kun a € H ja b € H.

Todistus. (=) Oletetaan, ettd H < G. Talloin Méadritelmén 2.3 nojalla,

H # () ja aina, kun a € H ja b € H, niin b~ € H ja siten myos ab~* € H.
(<) Oletetaan sitten, etth H # () ja ab™! € H aina, kun a € H jab € H.
Koska H # (), niin on olemassa a € H. Tilloin 1 = aa™! € H, joten myds
at'=1ga™! € H. Jos myds b € H, niin ab = a(b™')"! € H. O

Esimerkki 2.5. Olkoon X miké tahansa joukko. Talloin joukko

Tx ={f | f: X — X} muodostaa monoidin, kun operaatioksi otetaan ku-
vausten yhdistdminen, jolloin tunnetusti assosiatiivisuus on voimassa. Ykko-
salkiona monoidissa Tx on identiteettikuvaus. Joukko

Sym(X)={f| f: X — X, f on bijektio} on monoidin Tx aliryhmé, mika
nihddan suoraan méadritelmasté.

Esimerkki 2.6. Seuraava taulukko méérittelee ryhmén (G, %), missa
G={1,a,b,c}.

Jokainen joukon G alkio on itsensé kddnteisalkio ja 15 = 1. Assosiatiivisuus
on myds helppo tarkistaa. Ryhmin G alkiot kommutoivat keskendén, joten
kyseessd on Abelin ryhma. Ryhméssd G on nelji alkiota ja sitd kutsutaan
nimelld Kleinin neliryhmd.



x| 1lal|lb]c
1{1]alb|c
alall|c]|bd
blblc|l]|a
clelblall

Lause 2.7. Olkoot G ryhma, I indeksijoukko ja H; < G aina, kun ¢ € I.
Talloin

ﬂ H; < G.
icl
Todistus. Merkitaan
A= ﬂ H;.
icl

Koska 1¢ € H; aina, kun ¢ € I, niin 15 € A, joten A # (. Oletetaan, etté
a € Ajabc A Tilléin aliryhmékriteerin nojalla ab=! € H; aina, kun i € I
ja néin ollen myds ab~! € A, joten aliryhmékriteerin nojalla A < G. [

Maaritelm4 2.8. Olkoot G ryhmi ja H C GG. Maaritelldan
<H>= ()4
HCA
A<@

joka edellisen Lauseen nojalla on ryhmén G aliryhmé. Sanotaan tilloin, ettéd
< H > on osajoukon H generoima aliryhmi ja H on aliryhmén < H >
generaattori.

Lause 2.9. Olkoot G ryhmi ja H C G. Talloin < H > on pienin ryhmén G
aliryhma, joka sisaltda joukon H.

Todistus. Oletetaan, ettd H C A ja A < @. Télloin suoraan Madritelméan
2.8 nojalla < H >C A, joten < H > on pienin ryhmén G aliryhmé, joka
sisaltda joukon H. O

On selvad, ettd
<H> = {hhy---h, €G| h; € Htaih;' € HjanecN}.
Jos H = {hy, ho, ..., h, }, niin voidaan merkita
<H> = <hy,hy ... ;hy>.

Talloin < H > on aarellisesti generoitu. Erityisesti, jos H = {h}, niin ali-
ryhmd < h > on syklinen ja alkion h € G kertaluku on aliryvhmén < h >
alkioiden lukumaara.



Maéaritelmi 2.10. Ryhma G on p-ryhmd, jos jokaisen ryhméén G kuuluvan
alkion kertaluku on muotoa p™, missd n € N ja p on alkuluku.

Miiritelmé 2.11. Olkoon ¥ aakkosto ja Y7 ! sellainen, ettid a=! € ¥~ ! aina,
kun a € ¥. Oletetaan, ettd alkioille a ja a=' on voimassa kumoutumislaki:
aa™! =1jaa 'a = 1. Oletetaan, etti [X]| = |[X7!| ja XNE~! = () ja merkitdén
S =Y UYL Tilldin joukon S generoima ryhmé on vapaa ryhmd Fy;, jonka
operaationa * on katenointi, eli ayas - - - a, *xbiby - - - b,, = ajas - - - apybibs - - - by,
aina, kun aas - - - a, € S* ja biby - - - b, € S*.

Maaritelm4 2.12. Olkoot G ryhmé ja H < G. Téllsin joukko

gH ={gh € G| h € H} on aliryhmén H wvasen sivuluokka aina, kun g € G.
Vastaavasti madritellddn aliryhman H oikea sivuluokka Hg aina, kun g € G.
Aliryhmén H indeksi [G : H] on sen sivuluokkien lukumééira. Aliryhméa H on
normaali aliryhmda, jos gH = Hg aina, kun g € G, jolloin merkitddn H < G.

Lause 2.13. Olkoon G ryhmi ja H < (. Télléin H on normaali aliryhm&
jos ja vain jos gHg ' C H aina, kun g € G.

Todistus. Oletetaan, ettd H <G. Olkoot g € G ja h € H. Talléin on olemassa,
sellainen h/ € H, etti gh = h'g, jolloin ghg~' = h' € H. Oletetaan sitten,
etti gHg~! C H aina, kun g € G. Olkoot ¢ € G ja h € H. Tilléin on
olemassa sellainen b’ € H, ettd ghg™' = I, jolloin gh = h'g, joten gH C Hg.
Vastaavasti ndhddén, ettd Hg C gH, joten H on normaali aliryhma. O

Maaritelm4 2.14. Olkoot G ryhmé, S C G ja

Ng = ﬂN.

SCN
NG

Tallin Ng on joukon S normaalisulkeuma.

Normaalisulkeuma Ng on aina ryhmén G normaali aliryhmé. Viite to-
distetaan hyvin samanlaisesti kuten lause 2.7.

Lemma 2.15. Olkoon G ryhmé ja H < . Talléin gH = ¢'H jos ja vain jos
g lge H.

Todistus. Oletetaan, ettd gH = ¢’ H. Talloin on olemassa sellaiset joukkoon
H kuuluvat alkiot h ja I/, ettd gh = ¢'l/, josta saadaan ¢'"'¢g = Wh~' € H.
Oletetaan sitten, ettd ¢'~'g € H. Tilloin on olemassa sellainen joukkoon H
kuuluva alkio h, ettd ¢"~'g = h, jolloin g = ¢’h € ¢’H. Télléin gH C ¢'H ja
vastaavasti nahdaén, ettd g'h C gH, joten gH = ¢'H. ]



Olkoot G ryhmé ja H < G. Jos ¢’ € gH, niin sanotaan, etti alkio ¢’ on
sivuluokan gH edustaja. Joukko S C (G, joka sisdltdd yhden alkion jokaisesta
ryhmén H sivuluokasta on sivuluokkien gH edustajisto.

Lause 2.16. Olkoon G ryhmé ja N < G. Téllsin aliryhmén N sivuluokat
muodostavat ryhmén G/N operaationa *, joka mééritelldén seuraavasti: Ol-
koon g € G ja h € G. Talléin gN * hN = ghN.

Todistus. Operaatio * on hyvin mééaritelty: Olkoot ¢, ¢’, h ja A’ ryhmén G
sellaisia alkioita, ettd gN = ¢’N ja hIN = b/ N. Talloin Lemman 2.15 nojalla
on olemassa sellaiset ryhméin N kuuluvat alkiot n ja n’, ettd ¢""lg = n ja
W=th = n'. Tallsin
(¢h)rgh=h"'g'\gh =h"'nh € W"'Nh=h"'hN =n'N = N.
Niin ollen Lemman 2.15 nojalla g¢h’ N = ghN.
Assosiatiivisuus on voimassa ryhméssd G /N, koska se on voimassa ryh-

méssid G. Ryhméin G/N ykkosalkio on N. Alkion gN € G/N kéénteisalkio
(gN)™' = g7 N, joka kuuluu ryhméin G/N, koska G on ryhmi. O

Maaritelm4 2.17. Olkoon G ryhma ja X joukko. Télloin kuvaus
f:GxX =X

on ryhmdn (oikea) toiminta joukossa X, jos f toteuttaa seuraavat kaksi ak-
sioomaa:
f(lg,x) = z aina, kun x € X ja

f(h, f(g,z)) = f(gh,x) aina, kun g € G,h € G ja z € X.
Merkitaéan jatkossa f(g,x) = g.z, jos ryhmén toiminta on kontekstista selvé.

Maaritelm4 2.18. Oletetaan, ettd ryhmé G toimii joukossa X. Télloin al-
kion x € X stabilisaattor: on joukko

Stabg(x) ={g € G| g.x =z} (1)

ja rata on joukko
Oc(z) ={g.x | g€ G} (2)

Ryhmén toiminnan méiritelmén nojalla 15 € Stabg(z), joten
Stabg(x) # 0. Olkoot g € Stabg(z) ja h € Stabg(x). Téllsin

r =lgx

joten g7! € Stabg(x) ja selvisti tillin 2 = hg~'.x, joten hg=' € Stabg(x).
Niin ollen aliryhmékriteerin nojalla Stabg(x) < G aina, kun z € X.

6



Maéaritelmi 2.19. Ryhmén G alkiot g ja ¢’ ovat konjugaatieja, jos on ole-
massa sellainen h € G, ettd ¢ = h'gh.

Esimerkki 2.20. Niytetddn, miten ryhmé G toimii itsessdin konjugoimalla.
Olkoon f : G x G — G madritelty siten, ettd g.h = g~ 'hg aina, kun g € G
ja h € G. Talloin Mééaritelmén 2.17 ehdot ovat voimassa:

lg.h=15'hlg=h
g.(9.h)=4¢ .97 hg =9 g hgy' = (99') " hgg = gg'.h

Maaritelma 2.21. Ryhmén G toiminta joukossa X on uskollinen, jos aina,
kun g € G, h € G ja g # h on olemassa sellainen z € X, ettd g.x # h.z.

Maaritelma 2.22. Olkoon Y = X* U X“. Ryhmén G uskollinen toiminta
joukossa Y on itsensd kaltainen, jos aina, kun g € G, w € Y jaa € X on
olemassa sellaiset h € G ja b € X, ettd g.aw = bh.w.

Maaritelma 2.23. Olkoon G ryhmai. Jos on olemassa joukko Y = X* U X*
ja itsensd kaltainen toiminta f : G x Y — Y, niin G on itsensd kaltainen
ryhmd.

Mairitelmi 2.24. Olkoot (X, x) ja (Y,-) joukkoja varustettuna jollakin
operaatiolla. Talloin kuvaus f : X — Y on homomorfismi, jos

flxxy) = f(z)- fy),

aina, kun x € X ja y € X. Jos f on lisdksi bijektio, niin f on isomorfismi
ja tdlloin X ja Y ovat isomorfisia, jolloin merkitdén X =Y. Jos X =Y ja
x = -, niin f on automorfismi.

Lause 2.25. Olkoot G ja G' ryhmii ja ¢ : G — G’ homomorfismi. T&ll6in
p(1) =1, p(g7") = ¢(g)~" jajos H < G, niin p(H) < G".

Todistus. Ensimmainen viite seuraa siité, ettd (1) = (1% 1) = ¢(1)p(1),
jolloin kertomalla molemmat puolet alkiolla p(1)~! néihdéiéin ettd 1 = ¢(1).
Vastaavasti saadaan, ettd (g ")e(g) = (g7 tg) = (1) = 1, jolloin
kertomalla molemmat puolet oikealta alkiolla ¢(g)~! nihdadin, etti
plg) =plg)™
Olkoot sitten ¢; € ©(H) ja g5 € @(H). Télloin on olemassa sellaiset
g1 € H ja go € H, ettd ¢(g1) = ¢} ja ©(g92) = g4. Néin ollen saadaan, etti
9195 = ©(91)(92) = ©(g192) € p(H). Liséksi jo todistetun nojalla
©(g)~! € ¢(H) aina, kun ¢(g) € p(H) jal € p(H), joten viite on todistettu.
[



Esimerkki 2.26. Olkoon (X, x*) joukko varustettuna jollakin operaatiolla.
Télloin

Aut(X) ={¢ : X = X | ¢ on automorfismi} < Sym(X).

Ryhmad Aut(X) sanotaan joukon X automorfismiryhmdksi. Osoitetaan, etté
Aut(X) tayttad aliryhmékriteerin. Identiteettikuvaus on automorfismi, joten
Aut(X) on epatyhji. Olkoot ¢ € Aut(X), ¢ € Aut(X), x € X jay € X.
Talloin seuraava yhtaloketju on voimassa:

pod(z*y) —90( (z*y))
p(d(x) * 9(y))
p(d(z)) * p(o(y))
—s00¢($)*<p0¢(y)

joten kahden automorfismin yhdistetty kuvaus on automorfismi. Automor-
fismi on bijektio, joten automorfismin ¢ kiinteiskuvaus ¢! on olemassa.

Saadaan:
(07 (@) * d(o7 (y))
(6~ H(x) * ¢~ (1))
& oM axy) =07 (2)* o7 (y).
Néin ollen automorfismin kddnteiskuvaus on myos automorfismi, joten myés
vhdistetty kuvaus ¢ o ¢! € Aut(G).

T *x1y

=0
=¢

Kahden homomorfismin yhdistetty kuvaus on homomorfismi, mikid néh-
dddn samalla tavalla kuin edellisessid todistuksessa automorfismien tapauk-
sessa. Téta tietoa kiytetddn seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 2.27. Olkoot ¥ = {aj,as,...,a,} ja A = {by,by,....b,} aak-
kostoja. Télloin Fy, = Fa, mikd ndhdidin seuraavasti: Maéritellidn kuvaus
f:X—= A, f(a;) = b; aina, kun i € {1,2,...,n}. Koska Fy on vapaa, kuvaus
f laajenee yksikasitteisesti sellaiseksi homomorfismiksi ¢ : Fy, — Fa, ettid
v(a;) = f(a;) = b; aina, kun ¢ € {1,2,...,n}. Samoin f laajenee yksikésit-
teisesti sellaiseksi homomorfismiksi ¢ : Fa — Fy, ettid ¢(b;) = f~1(b;) = a4
aina, kun ¢ € {1,2,...,n}. T&ll6in

¢ 0 p(ai,ai,...a;,) = ¢op(ai)pop(ai)..¢opla)

= Q3 Ajy ... Qg .

Samoin ndhdédn, ettd ¢ o ¢(w) = w aina, kun w € Fa, joten ¢ on homo-
morfismin ¢ kidanteiskuvaus. Néin ollen ¢ : Fs, — Fa on isomorfismi, joten
Iy, =2 Fa. Néin ollen vapaata ryhméé, jonka generoi n alkiota voidaan mer-
kitd symbolilla F,.



Maiéaritelma 2.28. Olkoot Y aakkosto, Fy vapaa ryhméi ja R C Fy. Sa-
maistetaan ykkosalkio 1p, jokaisen alkion, joka kuuluu joukkoon R kanssa.
Madritellddn < X|R >= Fx,/Ng, missié Ng on joukon R normaalisulkeuma.
Olkoon G sellainen ryhmé, ettd G =< X|R >. Télloin < X|R > on ryhmén
G esitys. Jos lisiksi ¥ ja R ovat molemmat dérellisid, niin G' on ddrellisesti
esitetty ryhmd.

Esimerkki 2.29. Tarkastellaan esimerkkind Diedriryhmaa

D, =< s,r|r", s% (sr)? >. Esityksesti nihdiin, ettd rs = sr"~! aina, kun
n > 2, joten jokainen ryhmin Fy/Ny alkio on muotoa s™r*, koska kirjaimet
s voidaan siirtiii aina vasemmalle. Toisaalta, koska s?> = 1, niin edelld 0 <
m < 1ja0 <k <n.Nihdiin, ettd |D,| < 2n.

n—1

Olkoon G kaikkien ryhmien joukko ja H C G. Télloin P on joukon H
ominaisuus, jos jokaisella joukkoon H kuuluvalla ryhmailld on ominaisuus P
ja milladn ryhmélld joukossa G \ H ei ole ominaisuutta P. Jos ryhmélla on
jokin ominaisuus P, sanotaan yksinkertaisesti, ettd ryhméa on P.

Maéritelm4 2.30. Olkoon G ryhma ja P jokin ominaisuus. Tall6in ryhmé G
on residuaalisesti P, jos jokaista epatriviaalia alkiota g € G kohti on olemassa
ryhmé H, jolla on ominaisuus P ja sellainen homomorfismi f : G — H, ettd

f(g) # 1u.

2.3 Yleiset lineaariset ryhmat

Maaritelma 2.31. Olkoon R joukko ja olkoot + sekd - binddrikuvauksia
joukossa R. Tilléin (R, +,-) on rengas, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

(R,+) on Abelin ryhma,
(R,-) on monoidi,
a-(b+c)=a-b+a-cja
a+b)-c=a-c+b-c

aina, kun a, b ja c kuuluvat joukkoon R. Kutsutaan kahta jalkimmaista ehtoa
distributiivilaeiksi. Merkitddn rengasta (R, +,-) lyhyemmin symbolilla R jos
operaatiot ovat kontekstista selvit. Jos alkiota a € R kohti on olemassa
sellainen alkio a™!, etti a-a ! = 1 = a™ ! - @, missi 1z on monoidin (R, -)
ykkosalkio, niin a on renkaan R yksikko.

Esimerkki 2.32. Kokonaislukujen joukko Z on rengas tavallisen yhteenlas-
kun ja tulon suhteen Renkaan Z ainoat yksikot ovat 1 ja —1. Olkoon n € Z,



talloin n-adiset kokonaisluvut 7, muodostavat renkaan. Joukon Z, alkiot
ovat ddrettomid formaaleja summia

oo
Soan’, missd  a; € {0,1,..,n—1}.
i=0

Olkoot X, ={0,1,....,n— 1}, a; € X,,, b; € X, ja i € N. Télloin
ain’ +bn' +e_1n' = cn' +en't,

missd ¢; € X, ja ¢; € X, aina, kun ¢ € N ja e_; = 0. Télléin yhteenlasku
voidaan maéadritelld seuraavasti:

Stamn'+ Y bnt = > (ci+€_1)n'.
=0 i=0 i=0

Helposti ndhdéan, ettd nain muodostettu yhteenlasku muodostaa Abelin ryh-
man. Olkoot m € N ja a € Z,, tilloin

Niin ollen tulo voidaan maéaaritelld seuraavasti:
o0 i o0 . o0
(>-an’)- (D bin') => 05,
i=0 i=0 i=0
missi
o0
Bi = a;n' Z bin’.
j=0

Monoidin assosiatiivisuus ja renkaan distributiivilait voidaan ndhda suora-
viivaisesti. Tulon méadritelméastd ndhdadn myos suoraviivaisesti, etta alkio

o0

g a;n'

1=0

on renkaan Z, yksikkd jos ja vain jos ag # 0.
Olkoon a € N, talloin luvulla a on yksikésitteinen esitys muodossa

missd k € N. Voidaan maéaritelld injektiivinen homomorfismi ¢ : Z — Z,
asettamalla
[ee]
90<a) = Z a’inl7
i=0

10



missi a; = 0 aina, kun 7 > k ja

BErityisesti

ovat renkaan 7, yksikGita.

Olkoon R rengas. Lineaarialgebran teoriasta muistetaan, ettd matriisi
M € R™™ on kaédntyva jos ja vain jos det(M) on renkaan R yksikko. Selvésti
renkaan yksikkdjen tulo on edelleen renkaan yksikkd. Néin ollen kddntyvien
matriisien joukko muodostaa ryhmén matriisien kertolaskun suhteen.

Mairitelmé 2.33. Olkoon R rengas. Maéritellddn ryhma
GL,(R) ={M € R | det(M) on renkaan R yksikko}.
Sanotaan, ettd G'L,,(R) on yleinen lineaarinen ryhmd yli renkaan R.

Olkoon R rengas. Madritellddin kuvaus 7, : R™ — R™ siten, etté
Tp,(u) = v + u aina, kun v € R™. Olkoon M € R™ " ki#ntyvi, tilloin ku-
vaukset, jotka ovat muotoa M, : R" — R", missi M,(u) = v + Mu, muo-
dostavat ryhméan kuvausten yhdistdmisen suhteen. Helposti ndhdéan, ettéa
M, =1, 0 M,.

Mairitelm4 2.34. Olkoon R rengas. Maaritellddn ryhma
Affo(R) = {M, | det(M) on renkaan R yksikko ja v € R"}.

Sanotaan, ettd Af f,,(R) on affiinikuvausten ryhmd yli renkaan R.

2.4 Puolisuora tulo ja kehatulo

Lause 2.35. Olkoot H ja K ryhmii, ja ¢ : K — Aut(H) homomorfismi.
Télloin (H x K, *) on ryhmé, missd

(h, k) s (W', k') = (heo (k) (R'), kE).

11



Todistus. Olkoot (h, k), (W', k") ja (h", k") joukkoon H x K kuuluvia alkioita.
Merkitdadn (k) = ¢, jotta merkinnét pysyvét selkeind. Osoitetaan, etté
assosiatiivisuus on voimassa:

(h,E)* (W', K') % (W', K")) = (h, k) * (W'ow (R"), K'K")
= (hor(R'ow (R")), kE'E")
= (hor(P)or(ow (R")), KE'E")
= (hor(h)ow (h"), KE'E")
(h k(h/) k/,k/,/) ( 1 k//)
= ((h, k) = (R, k")) * (", K").

Neutraalialkio on (1x, 1x):

(h,k)* (1g,1g) =

(h7 k) * ((pk—l(h_l)v k_l) hgpk(gok 1(h 1))7 kk_1>
hgle(h_l), 1K)

= (
(
= (1u, 1)
(
= (
= (

= (g1 (1H) 1k)
-1 (h) i l(h)Jf 'k)
op1(h1), k1) * (b, k).

]

Maiéaritelma 2.36. Olkoon (H x K, *) Lauseen 2.35 ryhmé. Merkitddn sitd
Hx, K tai Hx K, jos ¢ on kontekstista selvd. Ryhmé H x K on ryhmien H ja
K ulkoinen puolisuora tulo. Jos funktion ¢ kuvajoukkoon kuuluu ainoastaan
identiteettikuvaus, niin saadaan ulkoinen suora tulo, jota merkitdin H x K.

Ulkoinen suora tulo yleistyy helposti n-kertaiseks: ulkoiseksi suoraksi tu-
loksi, missd n € N: Olkoon G; ryhmé aina, kun ¢ € {1,2,...,n}. Merkitdin
G = G1 X Gy x ... x G,. Madritellddn operaatio x : G X G — @G siten, et-
tad (91,92, -, 9n) * (h1, hoy ... hy) = (g1h1, g2ha, ..., guhy,) aina, kun g; € G;
ja h; € G;. Soveltamalla Lausetta 2.35 n — 1 kertaa ndhdédn, ettd (G, x*)
on ryhmé. Jos tidssi G; = H aina, kun ¢ € {1,2,...,n}, niin merkitdén
Gy xGyx ... xG,=H"

Maaritelma 2.37. Olkoot G ryhmé, N G ja H < G. Jos G = NH ja
NN H = {1}, niin G on ryhmien N ja H sisdinen puolisuora tulo.

12



Lemma 2.38. Olkoon G ryhmien N ja H sisidinen puolisuora tulo. T&lloin
jokainen alkio g € GG voidaan esittad yksikésitteisesti muodossa g = nh, misséi
neNjaheH.

Todistus. Suoraan sisdisen puolisuoran tulon méiritelmésté seuraa, etté jo-
kaisella alkiolla ¢ € G on vahintdén yksi esitys muodossa nh. Oletetaan sit-
ten, ettd g = nihy = ngohs. Talloin n;lnl = hghl_17 joten koska NN H =1,
niin on oltava, ettd ny = ny ja hy = ho. [
Lause 2.39. Olkoon G' = K x, H. Talléin on olemassa sellaiset N <G ja
H <G etti NNH =1,G=NH', K2 NjaHX=H.

Todistus. Olkoot N = {(n,1) e G|ne€ K} jaH ={(1,h) e G| h € H}.
Selvéisti N ja H' ovat ryhmén G aliryhmia, K =2 N ja H = H’. Olkoon
(k,h) € G. Talloin

(k,h)(n, 1)(k,h)~" = (ken(n), h)(pp-1(E71), 1)
= (ken(n)en(en-1 (k1)) hh™t)
= (kpp(n)k=1,1) € N.

Liséksi selviisti N N H' =1 ja G = NH', joten viite on todistettu. ]

Lause 2.40. Olkoon G ryhmien N ja H sisdinen puolisuora tulo. Tall6in on
olemassa sellainen homomorfismi ¢ : H — Aut(N), ettd G = N x, H.

Todistus. Méaaritelladn ¢ : H — Aut(N) siten, ettd pn(n) = hnh™! aina,
kun h € H ja n € N. Madaritelladn kuvaus ¢’ : G — N x H siten, etté
¢'(g) = (n,h), missi g = nh. Lemman 2.38 mukaan ¢’ on hyvin mééritelty
ja selvasti bijektio. Olkoot n1hy = g1 € G ja nohy = g9 € G. Talloin

9192 = nihinghs
= nlhlnghflhlhg
= n1pp, (n2)h1ha,

jolloin saadaan, etta

©'(g1)¢'(g2) = (n1, ha)(na2, ha)
= (n1¢n, (n2), hihs)
90(9192),

joten kuvaus ¢’ on isomorfismi. O]

Lemma 2.41. Olkoot G ryhmé, X = {x1,xs, ..., z,,} ddrellinen joukko ja
o € Sym(X). Médritelliéin kuvaus p, : G — G siten, etti

p0(<g$17gm27 7gmn)) = (gy17gy27 '-'7gyn)7
missi, o (1, To, ..., Tn) = (Y1, Y2, ., Yn ). TallSIn p, € Aut(GY).

13



Todistus. Olkoon o((x1, T2, ..., Tn)) = (Y1, Y2, .-, Yn), tallin:

0o (995, 99y -+ 99%.)) = (99415 9G4y > 9y,
= (gy17gy27"'7gyn)(g;/17g;/27"1'79;7;) ,
= Po((Gar> Gaas> ) G ) Po ((Gnys Giogs > G, )

joten pp on homomorfismi. Koska o € Sym(X), niin selvésti p, on bijektio
ja ndin ollen se on automorfismi. ]

Lemma 2.42. Olkoot G ryhméi ja X = {xy,9,...x,} &irellinen joukko.
Midritellidin kuvaus ¢ : H — Aut(G¥) siten, etti p(0) = p,, missi

H < Sym(X) ja p, on madritelty kuten Lemmassa 2.41. T&lloin kuvaus ¢
on homomorfismi.

Todistus. Olkoot 7 € H ja o € H. Talloin

pJT((gmagaEza sy gwn)) = (gUT(:cl)) gar(xz)a sy ga‘r(a:n))
= p‘f'((gd(wl)a Jo(z2)r ++ ga(mn)))
= pr(Po((Gar» Gass -5 Grn)))-

Niin ollen ¢(07) = pyr = pr 0 po = p(7) 0 p(c) = () (7). O
Miairitelmi 2.43. Olkoot G ryhmé, X = {x1, xs, ...x,} dérellinen joukko,
H < Sym(X) ja ¢, kuten Lemmassa 2.42. Lauseen 2.35 nojalla GX x, H

on ryhmé, jota merkitddn G H, jos X on selvd kontekstista. Sanotaan, ettéd
ryhmé G ¢ H on ryhmien G ja H kehdtulo.

2.5 Ryhman kasvu

Maaritelm4 2.44. Olkoot G &direllisesti generoitu ryhma, H sen generaat-
tori ja g € GG. Pienin sellainen luku n € N, ettd g = hihy - - - hy,, on alkion g
pituus 12 (g), missi h; € H tai h;' € H aina, kun i € {1,2,...,n}.
Maaritelmi 2.45. Olkoot G dérellisesti generoitu ryhmé ja H sen gene-
raattori. Kuvaus
74 :N—=N
on ryhméan G kasvufunktio generaattorin H suhteen, misséi
I<n

6 (n) =|Gg"|

ja
I<n
Gi"={9eC|ig(9) <n}

aina, kun n € N. Jos ryhmé tai generaattori on kontekstista selvi, niin jate-
tdan kasvufunktiosta ja alkion pituudesta vastaava merkinté pois. Merkitdan
myo6s

Gi"={9€G|1i(g9) =n}.
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Selvésti kasvufunktio on aina ylhailtd rajoitettu: Olkoot G &aérellisesti
generoitu ryhmé, H sen generaattori ja |H| = m. T&lloin

y(n) =Y 1GE" <Y (2m)" < (2m)"*!

aina, kun n € N,

Lause 2.46. Airettomin &irellisesti generoidun ryhméin G kasvufunktio on
aidosti kasvava.

Todistus. Olkoot G &dreton ryhmé ja H =< ¢y, go, ..., gs > sen generaattori.
Oletetaan, ettd on olemassa sellainen m € N, ettd v(m + 1) = y(m). Jos
9 = GiGis = * Gipny1, Missd g;, € H tai gi_k1 € H, niin on oltava sellaiset
9j1s Gjor - 5., €tta gj, € H tai gj_k1 ceH,0<r<m+1jag=g;9j" " 9gj-
Néin ollen jokainen muotoa g = g;, i, - - - g;, oleva alkio, missd [ > m, voidaan
induktiivisesti lyhentdd muotoon g = g;,9;, - - - gj,, missa 0 < r < m + 1.
Talloin G on ddrellinen ryhma mikd on ristiriita. O]

Lause 2.47. Airellisesti generoidun ryhmin G kasvufunktio v toteuttaa
epayhtélon v(m +n) < y(m)vy(n) aina, kun m € N jan € N.

Todistus. Olkoot G ryhmaé ja H =< g1, ¢, ..., gs > sen generaattori. Olkoon
[(g) < m + n, tilldin on olemassa sellaiset m’ < m ja n’ < n, ettd

9= 9isGis " iy Givry " Ginrorss missa g;, € H tal gi;l € H. Koska

9i19ia =" Giy e Gl=m ja Git 1 Jirr gz """ Gt € Gl§n7 niin g € Gl=mGi=n,
Niin ollen G'=™*" C G'S™GI<" joten viite seuraa. O

Maaritelmi 2.48. Olkoot f : N — R, ja g : N — R,. Mairitellian
relaatio < siten, ettd f < ¢ jos on olemassa sellaiset C' > 0 ja o > 0, etté
f(n) < Cg(an) aina, kun n > 0. Sanotaan, ettd f ja g ovat ekvivalentil jos
f =X gijag=Xf,jolloin merkitddn f ~ g.

Lause 2.49. Olkoon G &arellisesti generoitu ryhmé. Olkoot H ja H' ryhmén
G kaksi ddrellistd generaattoria. Tallsin 47 ~ A"

Todistus. Merkitaan
a =maz{l"'(h) e N | he H}.

Niin ollen 17 (g) < ad'(g) aina, kun g € G. Tisti seuraa, etti

G'=" C G5 mistd saadaan, ettd 47 (n) < y(an) aina, kun n € N.
Ollaan osoitettu, ettd v < 4'. Symmetrisesti saadaan, ettd v < ~,
joten vH ~ ~H, O
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Samoin voidaan todistaa, ettd jos GG ja G’ ovat dérellisesti generoituja ryh-
mid ja ¢ : G — G’ on injektiivinen homomorfismi, niin vg < v . Erityisesti
jos G ja G’ ovat isomorfisia, niin yg ~ vqr.

Maaritelma 2.50. Olkoon f : N — R,. Talloin funktio f on polynomi-
aalinen jos on olemassa sellainen o > 0, ettd f(n) ~ n® Funktio f on

ylipolynomiaalinen jos
1
(i)
n—0o0 ln(n)
Funktio f on eksponentiaalinen jos f(n) ~ e™ ja alieksponentiaalinen jos

o ()

n—00 n

= 0.

Jos f on sekd ylipolynomiaalinen etté alieksponentiaalinen, niin silld on kes-
kitason kasvu.

On helppo nihdi, ettd funktio e on ylipolynomiaalinen aina, kun o > 0
ja alieksponentiaalinen aina, kun o < 1.
Ryhmin G generaattori H on symmetrinen jos g~ € H aina, kun g € H.

Lemma 2.51. Olkoot G &dérellisesti generoitu ryhmé, G' < G ja

G : G'] < c0. Olkoot H ryhmén G &érellinen symmetrinen generaattori ja
S aliryhmén G’ sellainen sivuluokkien edustajisto, johon kuuluu alkio 1.
Tilloin joukko S™'HS N G’ generoi ryhmén G’. Erityisesti G’ on ddrellisesti
generoitu.

Todistus. Merkitdin H' = S"'HSNG' ja olkoon ¢’ € G'. Talldin on olemassa
sellaiset alkiot ¢g; € H, ettd ¢’ = g1go2 - - - gn, missd 1 < 7 < n. Koska S on
edustajisto, niin on olemassa sellaiset alkiot g, € G’ ja s, € S, ettd g, = s,9.,,
jolloin ¢/, = s;'g, € H'. Vastaavasti jokaista alkiota g;s;,1 kohti on olemassa
sellaiset alkiot g, € G" ja s; € S, ettil g;s,41 = s:g), jolloin g} = s; g;s;41 € H'
aina, kun 2 <7 <n — 1. Saadaan, ettd

/

g =0192 " " gn
= 91(52551)g2(53551) o 'gn—l(snsﬁl)gn
= (g152)(539253) - - (Sp219n—15)(5," gn)

/

= (9152)9595 - - In,
missa

g1s2 =g (ghds---9,) " € G

Nahdaén, ettd H' generoi ryhmén G’. Lisdksi koska H ja S ovat &érellisia,
niin myoskin H' on darellinen. ]
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Lause 2.52. Olkoot G #éarellisesti generoitu ryhmé, G’ < G ja [G : G'] < oc.
Talloin Yor ~ YG-

Todistus. Olkoot H ryhmén G &irellinen symmetrinen generaattori ja H’
ryhmén G’ generaattori. Merkitain

a=max{lg(K)eN|n € H'}.

Olkoon ¢ € G, tillgin I (¢') < alf(g'), joten v (n) < 78 (an) aina, kun
n € N.

Olkoon H" = ST'HSNG’, missi S on aliryhmén G’ sellainen sivuluokkien
edustajisto, johon kuuluu alkio 15. Lemman 2.51 nojalla H” on ryhmén G’
aarellinen generaattori. Olkoon g = ¢g195 - - - g, € G, missd ¢g; € H aina, kun
1 <7 < n. Kuten Lemman 2.51 todistuksessa ndhdiian, ettd on olemassa
sellaiset alkiot s; € S, s9€ 5, ..., 5,1 € Sjas, €5, ettd

g = 51(8;19152)(8519283) e (Sgilgn—lsn)(sq;lgn)v

missi s, g, € H" ja 5;192‘8@4_1 € H” aina, kun 1 <i < n — 1. Néin ollen
G'=" C SGIS", jolloin A (n) < [G : G'E"(n) aina, kun n € N. Ollaan
todistettu, ettd yo ~ vg. O]

Lause 2.53. [Alaraja lemma] Olkoon f: N — R, aidosti kasvava ja
lim,, o f(n) = co. Jos on olemassa sellainen m > 1, ettd f™ < f, niin on
olemassa sellainen o > 0, ettd e™” < f.

Todistus. Laajennetaan funktion f maaritelméa siten, ettd f: R, — R, ja
f(n) = f(|n]). Voidaan olettaa, ettd f(1) > 3, muussa tapauksessa voidaan
funktio kertoa riittavin suurella vakiolla. Voidaan myds olettaa, ettd m > 2,
koska ketjusta f = f™ = f™ = f™° = .. saadaan lopulta, etti f = f™,
missd m’ > 2.

Maaritellaan 7 : R, — R siten, ettd 7(n) = Inf(n). Talloin 7 on aidosti
kasvava, (1) = In(3) > 1 ja lim, . m(n) = oco. Koska oletuksen nojalla
f = f™, niin on olemassa sellaiset C' > 0 ja a > 0, ettd f(n) > Cf™(an)
aina, kun n € R,. Téstd saadaan, ettd

m(n) > mn(an) + ¢,
missd ¢ = In(C). Jos a > 1, niin

—c>mm(an) —m(n) > mnr(n) —w(n) = (m — 1)m(n),
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mika on ristiriita koska funktio 7 kasvaa rajatta kohti ddretonta. Toistamalla
aiempaa epayhtilod saadaan, etta

w(n) >mm(an)+c
> m(mw(oﬁfn) +¢) + ¢ = m?w(a’n) + c(1+m)
> m?(mn(a®n) + ¢) + c(1 +m) = m3r(an) + (1 +m + m?)

> mFr(afn) +c(1+m+m?+ ...+ mh 1),

Oletetaan, ettd ¢ > 0 ja valitaan k = |logi(n)|. Téll6in

lo
o > o gé(n)

)

1
n

joten m(a*n) > m(1) > 1. Toisaalta

log

K m)llog 1 (n)]

) oo
)logé (n)logé (m)+dlogé (m)
(

missi d = ([logs(n)] — logi(n)), v = logi(m) ja A = m~ @) Tillsin
saadaan, ettd w(n) > m* > An®, missi A > 0ja v > 0.
Oletetaan sitten, ettd ¢ < 0. Koska m > 2, niin

l+m+m?+ ... +m" 1t <mF,

joten
m(n) > m*(x(a*n) + c).
Valitaan pienin sellainen kokonaisluku s > 1, ettd 7(s) > 1 — ¢. Valitaan

k= [log1(2)], jolloin a*n > s ja edelleen 7(a*n) +c¢ > 7(s) + ¢ > 1. Téllsin

7(n) > mF(r(a*n) + ¢) > m* = (=) > (=)n,
missd A ja v on kuten tapauksessa ¢ > 0. Kummassakin tapauksessa saadaan

tulokseksi, ettd on olemassa sellainen B > 0, ettd

f(n) = e™(M) > B’ — o(VBn)”

Niin ollen f(n) = ™, joten viiite on todistettu. O
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Muistetaan, ettd funktio f : R — R on konkaavi vililla I, jos epayhtalo

flte+ (1 —=t)y) > tf(x) + (1) f(y)
on voimassa aina, kun x € I, y € I jat € [0, 1].

Lause 2.54. |Jensenin epdyhtilo| Olkoon funktio f : R — R konkaavi vililla

1. T&lloin . .
Zi:l aixi) > Z’[:l azf(xz)
D T YL

missd a; > 0 ja x; € [ aina, kun 1 <7< njan > 0.

i

Todistus. Riittdd todistaa, etta f(3 ., bix;) > > bif(z;) aina, kun

> i by = 1. Muulloin voidaan asettaa b; = an . Todistetaan vaite induk-

tlolla muuttujan n suhteen.

Induktioaskel: Kun n = 1 viite on triviaalisti voimassa.

Induktio-oletus: Viite on voimassa aina, kun n < k.

Todistetaan induktiovdite. Voidaan olettaa, ettd b, € (0,1), muulloin
epayhtéld on voimassa suoraan 1ndukt10askeleen nojalla. Madritellaan
¢ = lbib aina, kun 1 < ¢ < k. Tall6in Z 1 ¢; = 1. Induktio-oletuksen ja

funktion’ f konkaavisuuden nojalla saadaan, etti

OO b)) = (1= be) 07 oy + by
> (1—b) f (i comi) + i f ()
> (1= by) i eof (2) + by f ()
= S0 bif (23) + b f ()
= Zf:l bif (:).

]

Muistetaan, ettd kahdesti derivoituva funktio f : R — R on konkaavi
valilla [ jos ja vain jos f”(x) < 0 aina, kun x € I. Télléin ndhd&én helposti,
ettd funktio f(z) = 2 on konkaavi aina, kun 0 < a < 1:

f"(z) = (a — 1)az®2 < 0 aina, kun z € [0, 00).

Olkoon f : N — R, aidosti kasvava funktio. Maéritelladn kuvaus

f*(n) : N — R, siten, ettd

FEmy= > fn)f(na) - flm),

(n1,m2,...,nk)ENE n

missi
Nin = {(n1,n2,...,n) € N¥ | ng +ng + ... +mp < nb.
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Lause 2.55. [Yliraja lemmal Olkoon f: N — R, sellainen aidosti kasvava
funktio, ettd lim, . f(n) = co. Jos on olemassa sellaiset £ > 2, C' > 0 ja
0 <a<1,etti f(n) < Cf*(an) aina, kun n € N, niin on olemassa sellainen
B<1,etti f<e,

Todistus. Olkoon 7(n) = Inf(n). Todistetaan induktiolla muuttujan n suh-
teen, ettd on olemassa sellaiset A > 0ja 0 < v < 1, ettd 7(n) < An" aina, kun
n € N. Oletuksen nojalla on olemassa sellaiset £ > 2, C' > 0ja 0 < a < 1,
etti f(n) < Cf*(an). Olkoon € > 0 sellainen, ettd 0 < v = log%% < 1.
Valikoidaan A > 0 siten, etté

InC' + klna + klnn + An”(1 — €) < An”

aina, kun n € N ja n(1) < A = AlY, jolloin induktioldhtokohta on voi-
massa. Tehddin induktio-oletus: Véite on voimassa jokaisella lukua n aidosti
pienemmelld luvulla.

Todistetaan induktioviite. Olkoot luvut n; sellaisia, etta
ni+ ...+ np < an < n, missi 1 < ¢ < k. Induktio-oletuksen ja Jensenin
epayhtilén nojalla saadaan, ettd

In(f(na)--- flnx)) = m(na) + ...+ w(ng)
<Ay 4 ... +np)
< AR(L )
< AR(S)?
= An"k($)"
= An’(1 —¢)

missd toinen epayhtild seuraa Jensenin epdyhtalostéd 2.54 asettamalla
f(z) = 2" jaa; = 1aina, kun 1 < i < k. Kunn # 1, niin summassa C'f**(an)
on selvisti korkeintaan (an)* termid. Ti#std saadaan, etti

7(n) =Inf(n)
< InCf**(an)
=InC' Y m)eNewn (M) (R2) - f ()
< InC/(an)keAr" (=€)
= InC + In(an)® + An®(1 — ¢)
= InC + klna + klnn + An?(1 — €)
< An?.
Néin ollen viite seuraa samoin, kuten alaraja lemman todistuksessa. O
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3 Automaattiryhmat ja -puoliryhmét

Mealyn koneet ovat deterministisifi, synkronisoituja tilamuuntimia. Tassé lu-
vussa madritellidn automaattiryhmat ja -puoliryhmét, seké esitetdan muuta-
mia perustuloksia. Syvemmin automaattiryhmien teoriaan voidaan tutustua
esimerkiksi artikkeleissa [9] ja [22].

Maaritelmi 3.1. Mealyn kone on nelja-tupla A = (Q, 3, J, o), missi

@ on darellinen tilajoukko,
> on Adrellinen aakkosto,
0:Q XX — Q on surtymdfunktio ja
o:Q x X — X on tulostusfunktio.

Samaistetaan tdssd esityksessd késitteet Mealyn kone ja automaatts.
Automaatti voidaan esittdd suunnattuna multigraafina, jonka viivat on
leimattu seuraavasti: Asetetaan pisteiden joukoksi automaatin tilajoukko ja
viivoiksi joukko {(q,d(q,a)) | aina, kun ¢ € @ ja a € X}. Viivan (q,d(q, a))
leimaksi asetetaan a|o(g,a). Sanotaan ndin muodostettua multigraafia sita
vastaavan automaatin graafiesityksekst.
Laajennetaan siirtymaé- ja tulostusfunktio luonnollisella tavalla seuraavas-
ti:
0:Q XY —=Q
6(q,ut) = 6(6(q, u), t) ja
o:Q X XTUXY = YUY
o(q,uv) = o(q, u)o(é(q, u),v)
aina, kun ¢ € Q, u € ¥*, t € ¥* ja v € ¥* U X*. Merkitddn téstd eteenpdin
0u(q) = d(q,u) ja o,(v) = o(q,v), jolloin saadaan kuvaukset 9, : Q@ — @ ja
Og: X UXY = XFU XY,

Esimerkki 3.2. Maaritelladn A = (Q, X, 0, 0) siten, ettd Q = {a, b},
Y = {0, 1} ja siirtyméfunktio seké tulostusfunktio on mééritelty seuraavasti:

do(a) =b, 0,(0) =1,
d(a) =a, o,(1)=0,
5o(b) = b, a,(0) = 0,
(b)) =a, op(1)=1.
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Kuva 1: Esimerkin 3.2 automaatin graafiesitys.

Esimerkiksi jos sy6te on 10010, niin

74(10010) = 00, (a)(0010)
= 00,(0010)
= 01075(a)(010)
= 010,(010)
= 0100'50(1))(1(»
= 01003(10)
= 01010’51((,)(0)
= 01010,(0)
= 01011.

Automaatin A graafiesitys voidaan nihdd Kuvassa 1. Artikkelissa [10] osoi-
tettiin, ettd kyseinen automaatti maarittelee ryhmén, joka on vastaesimerkki
vahvaan Atiyahin konjektuuriin.

Maiégritelma 3.3. Mealyn kone (Q,X,0,0) on kdadntyvd, jos o, on bijektio
aina, kun g € Q.

Mairitelma 3.4. Kuvaus [ : X" U X* — X" U X% on automaattinen, jos on
olemassa sellainen Mealyn kone (@, 3,4, 0) ja tila ¢ € Q, ettd f = o,.

Lemma 3.5. Kahden Mealyn koneen méérittelemien automaattisten ku-
vausten yhdistetty kuvaus on automaattinen.

Todistus. Olkoot (Q,%,6,0) ja (Q',%,4',0") Mealyn koneita ja olkoot g € @
ja ¢ € Q. Télloin yhdistetyn kuvauksen o, 0 o, : ¥* U X% — ¥* U X¥
méédrittelee Mealyn kone (Q x Q',%,60”,0"), missa

00 ((¢,4)) = (8a(@), 04 (ay ("))
ja

g.q)(@) = ¢ (04(a))
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aina, kun a € . Olkoot u € ¥* ja a € . Talloin induktio-oletuksen nojalla
saadaan seuraavat yhtiloketjut:

Oua(a:q)) = 6,(0,(a,q"))
= 07/ (0u(

/! _ !
T (g.q) (U) —qu,q@(“)%((q,q'))(“)

)G, (g1, S (@)
)75 @) (7o)

|
Q. Q Q. Q9 9

Ollaan osoitettu, ettd of), ) = o4 © gy O

Edellisen lemman nojalla ndhdaén, ettd joukko
SAs)={f| f:Z"UX¥ = X"UX¥ f on automaattinen funktio}

on puoliryhmé operaatiolla kuvausten yhdistdminen varustettuna. Yhdiste-
tylle kuvaukselle oy o o, kiytetadn merkintad o,y ja yleisemmin o, ooy, | ©
. 00g = Oggq- Laajennetaan kuvaus ¢ : Q* x ¥* — Q" siten, ettd

6u(q9") = 0(u)(q)00,(w)(¢) aina, kun u € ¥*, ¢ € Q* ja ¢’ € Q*.

Lemma 3.6. Kiadntyvian Mealyn koneen maééritteleméan automaattisen ku-
vauksen kddnteiskuvaus on automaattinen.

Todistus. Olkoon A = (@, X, d,0) kidntyvd Mealyn kone ja olkoon ¢ € Q.
Talloin automaattisen kuvauksen o, kddnteiskuvauksen maarittelee Mealyn
kone A~! = (Q',%,d,0'), missi Q" = {¢' | ¢ € Q},

(g = 5(7;1(@)((1)_1 ja
ol i(a) =0o,'(a)

aina, kun g € @) ja a € Y. Olkoot u € ¥* ja a € ¥ Talloin induktio-oletuksen
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nojalla saadaan seuraavat yhtaloketjut:

Oala™h) = 04(0,(a7))
= 0,051y (@) )
—5, 0
Soq L (w)
)

Q
Q o~
L
—~
N
Q
~—
Q o~
L
—~
S
~—
q
o~
==
—
>.Ql
=
~
—~
S
~—

I
Q Q9 9

[RR] R R
—
/N N N

I
Q

Il
Q

Ollaan osoitettu, ettd o} , = o, . O

Tarkastelemalla kiddntyvian Mealyn koneen A graafiesitystd voidaan Mea-
lyn kone A~! konstruoida yksinkertaisesti vaihtamalla jokaisen viivan leiman
al|b leimaksi b|a.

Lemmojen 3.5 ja 3.6 nojalla ndhdaén, ettd joukko

GAs) ={f| [: Z'UZY — T*UXY, f on automaattinen kiantyvé funktio}

on ryhmaé kuvausten yhdistdmisen suhteen.

Maéaritelma 3.7. Olkoon A = (Q, %, d, o) Mealyn kone. T&ll6in
S(A)=<{0,:Z"UEY > X" UXY | ¢eQ} >

muodostaa puoliryhmén S(Ay) alipuoliryhmén ja sanotaan, ettd S(A) on
automaattipuoliryhmd. Jos lisdksi A on kid&ntyvi, niin

G(A) =<{g:T"UXY > X' UXY |g=o0,taig=0," jaqgeQ} >

muodostaa ryhmén G(Ay) aliryhmén ja sanotaan, ettd G(A) on automaatti-
ryhmd.

Maarittelemalld ¢ : G(A) x £* U XY — ¥* U X siten, ettd
©(g,u) = g(u) = g.u ndhddén helposti, ettd G(A) toimii joukossa
YU X ghau = h.(g.u) aina, kun g € G(A), h € G(A), ja u € ¥ U X¥.
Selvisti toiminta on uskollinen, koska jos g.u = h.u aina, kun u € X* U >*,
niin g = h. Toiminta on itsensi kaltainen, koska aina, kun g € G(A), a € &
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ja u € ¥*UX¥ on olemassa sellaiset h € G(A) ja b € ¥, ettd g.au = bh.u.
Néin ollen jokainen automaattiryhmé on itsensa kaltainen ryhma.

Toisaalta jokaisen itsensd kaltaisen ryhmin G generoi ddretén Mealyn
kone, mikd on méiéaritelty samoin kuin darellinen versio, mutta tilajoukko
on aareton. Tamé ndhdiddn seuraavasti: Oletetaan, ettd G toimii joukossa
Y = ¥* U X¥. Otetaan tilajoukoksi G ja aakkostoksi joukko Y. Jos g € G,
a€ X, ueY jag.au=b.hu, niin madritellddn 6,(g) = h ja o,(a) = b. Koska
G on ryhm4, niin toiminnan maaritelman nojalla jokainen o, on bijektio. Jos
lisiksi G' on &drellisesti generoitu ja tilajoukko on &érellinen, niin saadaan
automaattiryhma.

Midritelmé 3.8. Olkoon A = (Q, X, d, o) automaatti. Maaritellain joukko
LStabg(A)(n) = ﬂ Stabg(A)(w) = ﬂ Stabg(A)(w)

weX* weX™
|lw|<n |w|=n

aina, kun n € N. Sanotaan, ettd LStabga)(n) on tason n stabiloija yli ryh-
mén G(A).
Lause 3.9. Olkoon A = (Q, X, d, 0) automaatti. T&lloin

LStabgay(n) < G(A) ja [G(A) : LStabgay(n)] < oo.

Todistus. Aiemmin ollaan todettu, ettd Stabg a)(w) < G(A) aina, kun
w € X*, joten Lauseen 2.7 nojalla

Olkoot sitten o, € LStabg(ay(n), o4 € G(A) ja u € ¥". Tilloin

Uq_l oo, 004(u) =04-1(0:(0q(u)))

= a4-1(0,(w))

Saadaan, ettd o' o0 0, 0 0, € LStabg(a)(n) joten Lauseen 2.13 nojalla
LStabga)(n) 2G(A).
Olkoot 0, € G(A) ja 0, € G(A). Lemman 2.15 nojalla
oqLStabg ay(n) = o, LStabgay(n)

jos ja vain jos o, to, € LStabgay(n). Toisaalta o, 'o, € LStabg a)(n) jos ja
vain jos o, sn = 0gxn. Nain ollen

[G(A) : LStabg(a)(n)] < |E"|..
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Lause 3.10. Olkoon A = (@, X, §,0) automaatti. Talloin automaattiryhmé
G(A) on residuaalisesti dérellinen.

Todistus. Merkitdan
gn(A) = {Uq\E" ’ 0q € Q(A)},

jolloin G,,(A) on dérellinen ryhmé. Olkoon o, € G(A), 04 # 1g(a). Talléin on
olemassa sellainen n € N ja w € X", ettd o,(w) # w. Méadritellddn kuvaus

2R Q(A) — gn<A>

siten, ettd ¢(oq) = ogzn, jolloin p(oy) # 1g, (). Automaattiryhmien méaéri-
telmista seuraa suoraan, ettd ¢ on homomorfismi, joten Madritelman 2.30
nojalla ryhmé G(A) on residuaalisesti dérellinen. O

Lause 3.11. Olkoon G(A) automaattiryhmé, missd A = (Q, X, J, o). T&lloin
on olemassa isomorfismi ¢ : G(A) — G(A)1G;1(A).

Todistus. Olkoot ¢ € Q* ja ¥ = {ay, as, ..., a, }. Médritelldéin kuvaus
©:G(A) = G(A)1G1(A) siten, ettd

90(011) = ((gan ) gan)’ gf]|z:)’

missd g, = 04,(¢) aina, kun ¢ € {1,...,n}. Selviisti ndin méaritelty kuvaus
on bijektio. Tarkistetaan, ettd ¢ on homomorfismi. Olkoot ¢ € Q*, r € @,
ha, = 04,(r) ja fo, = da,(rq) aina, kun i € {1,...,n}. Talloin:

p(or)e(ay)

) UT\E)((Qau "'7g(ln)7 Uq\z)
)(gar\g(al) '7gar\2(an))70-T|EO-Q|E)
9% ar)s -+ Nan o, (@n))s Orals:)

( ) sy ( a1)<Q)’ ) 5an(r)5dr‘2(an)(Q))7 O-T‘q|2)
1<TQ) 5an (TQ))a Urq|2)

f(117" fan> UTQ|E)

p(0r0q).

g oo
g oo

((hay
((hay
((ha
((%a
((0a
((

]

Jos sekaannuksen vaaraa ei ole, niin merkitdan jatkossa
q =04 = ¢(0q) = ((0a:(q); -, 04,(q)), 0g1s.) = (0:(@), .-, 00, (4)) Ty, jolloin
ryhmien G(A) ja G(A) 1 G1(A) alkiot tulevat samaistetuksi. Lisdksi merkinta
045, Jatetddn pois, jos se on identiteettikuvaus.

Ryhmén G(A) G (A) alkiot toimivat joukossa ¥¢ sadnnolla
(041 (@), -5 04, (@) gl -ait = 04(a:)T5, (g)(u) missd u € 3¢
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Esimerkki 3.12. Jatketaan Esimerkkis 3.2 tarkastelemalla ryhméan
G(A)1G1(A) alkioita. Kyseisen Mealyn koneen médritelmésta ndhdédén, etta

a = (50((1),51(60)0'(1‘2 = (bv a)T ja
b = (00(b),01(b))oe, = (b,a)

missé 7 = (01). Nahd&én, ettd ((b, a)7).10010 = 005, (4)(0010) = 01011. Mer-
kitaan (b, a)T = (go, g1)7. Téll6in ryhméan G(A)1G;(A) kertolaskun mééritel-
mén nojalla ndhdaan, ettd

a> = (g0,91)7(go, g1)7
= (9097(0)7 9197(1))72
= (9091, 9190)
= (ba, ab).

Lause 3.13. Olkoon G(A) automaattiryhmé. Maaritelldin jokaista alkiota
u € X" kohti kuvaus

Sy - LStabg(A)(|u]) — Q(A)
siten, ettd

gaz’((qamqam e Qa‘z‘)) = qa;

aina, kun 7 € {1,2,....,|X|} ja yleisemmin
Su = Sa;, © gain—l ©...0 §a¢17

aina, kun u = a;, - - - a;, ja a; € ¥ jan > 1. Talloin ¢, on homomorfismi.

1

Todistus. Viite seuraa helposti, silld ¢,(LStabgay(n + 1)) € LStabgay(n)
aina, kun a € . Liséksi

g(u((Qal? Qags -+ Qan))gai«'rala'razv ey ran)) = (4q;Ta;
= §ai ((Qalralv qazrazu AR qanra'rv,))?

joten kuvaus ¢,, on homomorfismi. Induktiivisesti viite seuraa kuvaukselle g,
aina, kun u € 3", O

4 Ryhmateoreettisia tuloksia

Kuvassa 2 esitetdén automaatti, joka generoi Grigorchukin ryhmén G,;,. Ros-
tislav Grigorchuk konstruoi kyseisen ryhmén vastaesimerkkini Burnsiden on-
gelmaan artikkelissa [8] vuonna 1980. Kolme vuotta my6hemmin Yurii Merz-
lyakov néytti artikkelissa [19], ettd Grigorchukin ryhmé& on hyvin saman kal-
tainen vuonna 1972 konstruoidun Aleshinin ryhmén kanssa [1]. Vuoden 1983
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artikkelissa [13|, Grigorchuk néytti, ettd ryhmaélld G,;, on keskitason kasvu
ja néin ollen se on ensimmaéinen ratkaisu Milnorin ongelmaan. Téstéd ldhtien
kyseistd ryhméa on tutkittu paljon ja on osoittautunut, ettid silld on mo-
nia muitakin mielenkiintoisia ominaisuuksia. Aliluvussa 4.1 osoitetaan, etté
Gig on ddreton 2-ryhmé. Sitd pidetdénkin monissa lahteissd yksinkertaisim-
pana vastaesimerkkind Burnsiden ongelmaan. Aliluvussa 4.2 osoitetaan, etti
ryhmaélld G,;, on keskitason kasvu.

110

Kuva 2: Grigorchukin ryhmén generoivan automaatin graafiesitys.

4.1 Burnsiden ongelma

Tasséd aliluvussa esitetdén ratkaisu Burnsiden ongelmaan, joka kysyy onko
olemassa ddretontd ryhmad, joka on adrellisesti generoitu ja jonka jokainen
alkio on &arellinen.

Lause 4.1. Grigorchukin ryhmé G,;, on déretén 2-ryhmaé [8].

Todistus. Todistetaan ensin, ettd Grigorchukin ryhméd on &éreton osoitta-
malla, ettd kuvaus o : LStabg,,, (1) — Gyig on surjektiivinen. Tama todistaa
viiitteen, koska a ¢ LStabg,,, (1), joten LStabg,,, (1) on Grigorchukin ryhmén
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aito aliryhmé&. Merkitddn 7 = (01), jolloin helposti ndhdéén, ettd Grigorchu-
kin ryhmén méérittelee seuraava kehirekursio:

?

—_ =
—_ =

)

= (L,1)
= (L7
:(av)
= (
= (

9]

a,d)
7b)

QO N Q =

—_

Téastd saadaan laskettua, etta:

1
—
N~—

3
—~
—
8

2}
SN~—

aba

so(d) =1 ¢laba) =c
S(c) =a ¢laca) =d
c(ada) =0.

Néin ollen ¢, : LStabg,,, (1) — Gyig on surjektio. Todistetaan sitten, ettd Gy,
on 2-ryhmé. Grigorchukin ryhmén méaéritteleméasta kehdrekursiosta ndhdaén
heti, ettd a? = 1, misti seuraa:

R o= (L) & =(1,d) & =(1,0)

Koska {b*,¢*,d*} C LStabg,,, (1), niin induktiolla ylld olevista yhtélSista
seuraa, ettd {b%, ¢*,d*} C LStabg,,, (n) aina, kun n € N. Téstd seuraa, ettd
b? = = d% = 1. Lisdksi

cd = (a,db) de = (a,bd)
db = (a,bc) bd = (a,cb)
be = (1,ed) cb = (1,de),

mista ndhdéén, ettd alkiot {b, ¢, d} toteuttavat saman kehdrekursion, kuin al-
kiot {cd, db, be} ja {dc,bd, cb}. Koska keharekursio méérittelee sitd vastaavan
automaattiryvhméan ryhménalkiot yksikésitteisesti, niin

cd =b =dc
db =c =bd
bce =d =cb

Kokonaisuudessaan siis:
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o|l|blecl|d
1{1(b|lc|d
blb|l|d]|c
cle|d]|1]b
dldlc|b]|1

Mistd ndahdédan, ettd < b,c,d > on isomorfinen Kleinin neliryhmén kanssa.
Tésté seuraa, ettd jos g € Gy, niin g = ejaeqa---e,_jae;, missé e; € {b, ¢, d}
aina, kun 1 <i < kjae; € {1,b,c,d}, kun j =1 tai j = k.

Todistetaan sitten induktiolla alkion pituuden suhteen, ettd jokaista
g € G, kohti on olemassa sellainen n € N, ettd ¢g*" = 1.

Induktioaskel: a? = 0? = 2 = d* = 1.

Induktio-oletus: Viite on voimassa aina, kun |g| < k.

Todistetaan induktiovdite. Olkoon g € G4, ja |g| = k, jolloin
g = ejaesa - - - aey,. Jos ey = e, = 1, niin aga = exa - - - ae,_1 ja nain
ollen on olemassa sellainen n, etti (aga)®" = 1, koska |aga| < k. Néin ollen
konjugoimalla aga alkiolla a saadaan, ettd g*" = 1. Samoin, jos e; € {b,c,d}
ja e, € {b,c,d}, niin on olemassa sellainen f € {b,c,d}, ettd |fgf| < k,
jolloin on olemassa sellainen n, ettd (fgf)?" = 1. Télldin jélleen konjugoinnin
nojalla ¢%" = 1.

Olkoon sitten

g =aeia---aes.

Tarvittaessa konjugoidaan jollakin alkiolla joukosta {b, c,d}. Jos £ on paril-
linen, niin saadaan:

g = (aeja)ey(aeza)ey - - - (aeg_la)eg = (90, 91),
missi ae;a € {b,c,d} x {a,1} ja e; € {a,1} x {b,c,d}, joten |go| < % ja
lg1] < g Induktio-oletuksen nojalla, on olemassa sellainen n € N, etti
g8 =1=g%", joten myds g** = 1. Jos £ on pariton, niin

g* = (aeja)ey - - (aeg_Qa)eg_l(aega)el e (aeg_la)eg = (ho, h1),

missi samoin perusteluin kuten edelld ndhdaén, ettéd |ho| < k ja |hy| < k.
Jos on olemassa sellainen i € {1, 2, ,g , ettd e; = d = (1,b), niin

ae;a = (b, 1), joten |ho| < k—1ja |hy| < k—1. Néin ollen induktio-oletuksen

nojalla on olemassa sellainen n € N, ettd h2" = 1 = h?", joten ¢*" = 1.
Jos on olemassa sellainen i € {1,2,..., 5}, ettd e; = ¢ = (a, d), niin

ae;a = (d,a), mutta talléin, joko |ho| < k—1ja|hq| < k—1 tai viite palautuu

edelliseen tapaukseen. Molemmissa tapauksissa on olemassa sellainen n € N,

ettd ¢2" = 1.
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Jos e; = b aina, kun i € {1,2, ..., %}, niin g = abab - - - ab. Lasketaan mika
on alkion ab kertaluku:

(ab)'® = ((a,c)7(a,c)7)® = ((a,c)(c,a))® = (ac,ca)®

(ac)® = ((a,d)7(a,d)T)* = ((a,d)(d,a))* = (ad,da)*
(ad) = ((L,0)r(1,0)7)* = ((1,0)(b,1))* = (bD)*

Koska konjugaateilla on sama kertaluku ja b = 1, niin (ab)'® = 1. Niin
ollen Lagrangen lauseen nojalla alkion g kertaluku jakaa luvun 16, joten on
olemassa sellainen n € N, etti ¢2" = 1. O

4.2 Milnorin ongelma

Tasséa aliluvussa osoitetaan ensin, ettd Grigorchukin ryhmén kasvufunktio on
ylipolynomiaalinen. Tédmé&n jéilkeen osoitetaan, ettd kyseinen kasvufunktio
on my0s alieksponentiaalinen, jolloin Grigorchukin ryhmaélld on keskitason
kasvu.

Maaritelma 4.2. Olkoot G ja G5 ryhmid. Jos on olemassa sellaiset
Hy < Gy ja Hy < Gy,
ettd
H; gHQ, [Gl : Hl] < o0 ja [GQiHQ] < 00
niin sanotaan, ettd GG1 ja Gy ovat yhteismitallisia. Jos G ja Gy ovat yhteis-

mitallisia, niin merkitdin G, ~ G,.

Maéiritelma 4.3. Olkoon G dédreton ryhma. Talloin G on multilateraalinen
jos on olemassa sellainen m > 1, ettd G ~ G™.

Lemma 4.4. Olkoon G multilateraalinen ryhmé. T&ll6in ryhméan G kasvu-
funktio on ylipolynomiaalinen.

Todistus. Multilateraalisuudesta seuraa, ettd on olemassa sellaiset H < G ja
H < G™ ettd [G: H| < o0, [G™: H'| < oo ja H= H'. Niin ollen Lauseen
2.52 nojalla

Ya ~ YH ~ VH ™ YGm-

Talléin ygm = 7v¢a, joten Lemman 2.53 nojalla G on ylipolynomiaalinen. [

Olkoon B = Ng,, (b) =< g 'bglg € G,ig >.

rig

Lemma 4.5. Olkoon B kuten edelld. Talléin [G,;, : B] < 8.
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Todistus. Lauseen 4.1 todistuksessa néhtiin, ettd < b,c,d > on isomorfinen
Kleinin neliryhmén kanssa, joten

<b,c,d >=<b,d >

ja nain ollen G,y =< a,b,d >. Saman lauseen todistuksessa nihtiin, ettd
a*> = d* = (ad)* = 1. Niin ollen Esimerkin 2.29 nojalla < a,d >< Dj.
Lemman 2.15 nojalla [G,;, : B] < |Dy| < 8. O

Merkitdan H = LStabg,,, (1) ja madritelladn kuvaus ¢ : H — G2, siten,

rig

ettd ¢(h) = (so(h),s1(h)), misséd ¢; on kuten Lauseessa 3.13 ja h € H.
Lemma 4.6. Joukko B? on ryhmiin ¢(H) aliryhmi.

Todistus. Lauseen 4.1 nojalla < b, ¢, d, aba, aca, ada >< H ja:

o(b) =(a,c) ja ¢(aba) = (c,a)
¢(c) =(a,d) ja ¢(aca) = (d,a)
¢(d) - (1’ b) ja ¢(ada) = (b7 1)'

Olkoon g € H ja ¢(g) = (go, g1). Téll6in

d(g~'dg) = o(g~")o(d)o(g)
= (90", 91 ) (1, b)(90, 1)
= (1,91 'bg1)
ja
#(g"adag) = ¢(g~")d(ada)d(g)
= (90,91 (6. 1)(90, 91)
= (g()_lbgoa 1)
Koska ¢o(H) = G = ¢1(H), niin ylla go ja g1 voivat saada kaikki mahdolliset
arvot joukosta G,;,. Néin ollen {1} x B < ¢(H) ja B x {1} < ¢(H), joten
myos B2 < ¢(H). O

Lause 4.7. Grigorchukin ryhmé on multilateraalinen.

Todistus. Lauseen 3.9 nojalla [G,;, : H| on &érellinen. Lemmojen 4.5 ja 4.6
nojalla

Gyt O(H)] < G2, B =[Gy BI? < 8% = 64,
Koska lisiksi H < Gy, ¢(H) < G7; ja H = ¢(H), niin G,y ja G, ovat yh-
teismitallisia. Lauseen 4.1 nojalla G, on ddretén ryhma, joten Grigorchukin
ryhmé on multilateraalinen. O]

Seuraus 4.8. Grigorchukin ryhmaélla on ylipolynomiaalinen kasvu.
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Lauseen 4.1 todistuksessa nihtiin, ettd jokainen ryhmén G,,, alkio voi-
daan esittdd jossakin seuraavassa muodossa:
(i aejaesd - - - €,_1ae,a
(17) aejaesa - - - e, jae,
(1ii) ejaesa - - - e, 1ae,a
(iv) ejaesa - - - e, qae,,

N —

missd n € N ja e; € {b,¢,d} aina, kun 1 < i < n. Kutsutaan niitd muotoja
ryhmaén alkion redusoiduikst ryhmdsanoiksi. Maaritellaan kaksi uudelleenkir-
joitussadntoa ®; : Q* — Q* siten, ettd

Do(1) =1, P4(1) =1,
Qp(a) =1, Py(a) =1,
Oo(b) =a, P1(b) =c,
Do(c) =a, P1(c) =d,
Po(d) =1, P:1(d) =0,

ul — (I)()(U)l,
ua — Do(u)l,

Dy :
) ub — Oo(u)a, uc — ®o(u)a, ud — Po(u)l jos |u|, on parillinen,
ub — Po(u)c, uc = Po(u)d, ud — Po(u)b jos |u|, on pariton,
Jja
ul — (I)l(U)l,
b, - ua — Oy (u)l,

ub — &1 (u)a, uc = ®1(u)a, ud — ®1(u)l jos |ul|, on pariton,
ub — @1 (u)e,uc — ®1(u)d, ud — P1(u)b jos |ul, on parillinen

aina, kun u € Q*.

Maaritelmésté seuraa, ettd ®;(ua) = @;(u)P;(a), jos |u|, on parillinen ja
®;(ua) = ®;(u)®;(a), jos |u|, on pariton aina, kun i € {0,1}, j € {0,1} ja
i #j.

Lemma 4.9. Olkoon g € G,;,. Téilloin sen jokainen pituudeltaan pienin
redusoitu ryhmésana on tyyppid (i), (iv) tai kumpaa vain tyyppid (ii) tai
(i)

Todistus. Olkoon g € G,iy. Jos 04(0) = 1, niin helposti ndhdéén, ettd jo-
kaisessa sitd vastaavassa ryhmésanassa on oltava pariton méara a kirjaimia.

Vastaavasti jos 0,(0) = 0, niin n&hd&én, ettd jokaisessa sitd vastaavassa ryh-
mésanassa on oltava parillinen méara a kirjaimia.
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Olkoon g € G,  sellainen, ettd 0,(0) = 0. Olkoot w ja w’ sellaisia alkion g
redusoituja ryhmésanoja, ettd |w| = |w’| = [(g). Talldin on olemassa sellaiset
r € NjaseN, ettd |w|, = 2r ja |u'|, = 2s. Olkoon w tyyppid (7). Talloin
|lw| = 2|w|,—1=4r—1. Jos w’ on tyyppid (iv), niin |v’| = 2|w'|,+1 = 4s+1.
Toisaalta yhtalollda 4r — 1 = 4s 4+ 1 ei ole yhtdan ratkaisua kokonaislukujen
joukossa, miké johtaa ristiriitaan, joten w’ ei voi olla tyyppid (iv). Jos w’ on
tyyppid (i¢) tai (¢4i), niin |w'| = 2|w’|, = 4s. TAmé& johtaa myos ristiriitaan,
silld yhtalolla 4r — 1 = 4s ei ole yhtdan ratkaisua kokonaislukujen joukossa.
Muut tapaukset kisitelliin vastaavasti, joten viite seuraa. O

Seuraavassa oletetaan ryhmén G,;, generaattoriksi {a, b, ¢, d}.

Lemma 4.10. Olkoot g € Gy, 9 = (g0, ¢1)0 ja w alkion g mikd tahansa
ryhmésana. Télloin ®;(w) = g¢; aina, kun i € {0,1}. Jos liséiksi w on alkion
g pituudeltaan pienin redusoitu ryhmésana, niin

1(g:) < %(l(g) —1), jos w on tyyppid (i),
I(g:)) < 3l(g), jos w on tyyppid (ii) tai (iii),
(g:)) < 3(l(g)+1), jos w on tyyppid (iv)

aina, kun i € {0, 1}.

Todistus. Todistetaan véite induktiolla alkion ¢ ryhmésanan w pituuden |w|
suhteen. Oletetaan ensin, ettd |w| = 1. T&lloin w on joko tyyppid (i) tai (iv).
Muistetaan, ettd keharekursio

QO U =
|

e e e e
8
o

Do(1) =1, @y(1) =1,
Qp(a) =1, Py(a) =1,
@0([)) = a, (I)l(b) = C,
(1)0(6) = a, q)l(C) = d,
Bo(d) =1, ®y(d) =b.

N#hdéén, ettd talloin ®;(w) = g; aina, kun ¢ € {0,1} ja pituutta koskeva
véite on voimassa, joten induktioldhtokohta on kunnossa. Oletetaan sitten,
ettd vilite on voimassa aina, kun |w| < n.
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Olkoon sitten w sellainen alkion g € G,;, ryhmésana, ettd |w| = n. Tal-
16in on olemassa sellaiset alkiot h € G, ja e € {a,b,c,d}, ettd g = he
ja w = we, missd u on alkion h ryhmésana ja |u| = n — 1. Merkitdin
h = (ho,h1)T ja e = (eg,e1)d. Jos 7 = (01), niin valttdméatta |u|, on pa-
riton. Télloin @;(ue) = ®;(u)P,(e), missd i # j ja he = (hoey, hieg)Td. Toi-
saalta jos 7 on identiteettikuvaus, niin vilttAmatté |u|, on parillinen. T&ll6in
O (ue) = &;(u)P;(e) ja he = (hgeg, hie1)d. Néin ollen induktio-oletuksen
nojalla ®;(g) = ¢; aina, kun 7 € {0,1}.

Kéytetddn edelleen samoja merkintdji. Oletetaan nyt lisdksi, ettd w = ue
on alkion g pituudeltaan pienin ryhmésana. Jos u on tyyppié (i), niin ue on
tyyppid (i¢). Talloin

U(hiey) < () ~ 1)+ 1= (1) +1) = gi(he),

missd ¢ = j tai ¢ # j riippuen kirjainten a lukuméardsti. Jos u on tyyppid
(), niin ue on tyyppid (i), joten e = a. Talloin

1 1
U(hie;) = () < 51() = 5(U(he) — 1),

missd ¢ = j tai ¢ # j riippuen kirjainten a lukuméarastd. Tapaukset, misséi
w on tyyppid (ii7) tai (1v) késitelliin samoin. O

Merkitddn lyhennetysti Hy = LStabg,,,(3).
Lemma 4.11. Olkoot h € Hj ja ,(h) = h,,. Tilldin

5
[(hooo) + L(hoo1) + .. + 1(h111) < gl(h) + 8.

Todistus. Olkoot h € Hj ja sana w alkion h mikd tahansa pituudeltaan pie-
nin redusoitu ryhmésana. Kayttamalla uudelleenkirjoitussaantoja & ja P,
saadaan sanat wg ja w;. Toistamalla uudelleenkirjoitussdintoa sanoihin wy
ja wy saadaan sanat wgg, wpr, wig ja wyy. Toistamalla uudelleenkirjoitussaan-
t04 vield viimeisen kerran juuri saatuihin sanoihin saadaan sanat wggg, woo1,
, Wi1o ja wipp. Néin saadut sanat ovat Lemman 4.10 nojalla alkioiden hy,
h1, hot, ..., hi10 ja hq11 ryhmésanoja, mutta ei vilttamatta redusoituja. Néin
ollen
[(hi) < |wi,
[(hij) < |wyl,
[(hije) < |wijr]
aina, kun i € {0,1}, j € {0,1} ja k € {0,1}. Liséksi Lemman 4.10 seurauk-
sena saadaan, etti
[(ho) + U(1) <I(h)+
l(hooo) + ...+ l(hlll) S l(h()o) + ...+ l(hu) + 4.
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Otetaan kidyttoon merkinnét
/ /i . "
W = WoW1,W = Wpo *** W11 Ja W = WopoWoo1 * * * W111,
jolloin saadaan, etta
l(hogo) + ...+ l(hHl) S min{]w’”\, |w"\ + 4, ’U}/‘ + 6}

Uudelleenkirjoitussddnnon nojalla sanan pituus lyhenee, jos sithen kuuluu
kirjain d. Niin ollen
'] < w| +1 = [wla.

Toisaalta kirjain ¢ uudelleenkirjoitetaan kirjaimeksi d, joten
| < Jw'| +2 = [w'la < Jwl +3 = Jwle.
Edelleen kirjain b uudelleenkirjoitetaan kirjaimeksi ¢, joten
"] < [w”] +4 = |w]q < [w'|+6 = [w]e < [w| + 7 = [w]p.

Koska w on redusoitu ryhmésana, niin |wl, + [wl. + |w|s > 1(Jw| — 1), joten
on olemassa ainakin yksi sellainen kirjain e € {b, ¢, d}, ettd w, > ol 1.

6
Niin ollen saadaan, etta

I(hooo) + . + 1(h111) < min{|w"”|,|w"| + 4, |w'| + 6}
< Jw| 4+ 7 —maxecppy c.ap|wle
<|w|+7— (&l —1)
= 3(h) + 8.

6

Lause 4.12. Ryhmallad G,;, on alieksponentiaalinen kasvu.

Todistus. Jokainen alkio g € G, voidaan kirjoittaa muodossa g = uh, mis-
si h € Hj ja u on tekijairyhmén G,;,/H;s edustaja. Lauseen 3.9 nojalla on
olemassa sellainen C' > 0, ettd |G, : H3] < C. Olkoon « edustajiston pisim-
min alkion pituus. Koska ¢ = uh, niin h = u~'g, joten ((h) < I(g) + « aina,
kun h € Hs. Niin ollen Lemman 4.11 nojalla

S in Lhige) < 2U(h) +8
< %(l(g) +a)+8
< 2l(g) + B,
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missd, 5 > %a + 8 ja gu(h) = hy. Kuvausten g, : H3 — G,;, médritelmista

seuraa helposti, ettd kuvaus y : Hy — Gfig on injektiivinen homomorfismi,

missé X(h) = (§000(h), ...,§111(h)). Nain ollen

8,0
v(n) < CY*(5 + ).
Olkoon m = n + ¢ sellainen, ettd gn +0< %m. Talloin

y(n+0)
49y(n).

Néin ollen on olemassa sellainen € > 0, etté

A(m) < 45(n)
< 90y (30 + B) < e (2m).

v(m)

VAN

Néin ollen ylidraja Lemman 2.55 nojalla ryhmé G,;, on alieksponentiaalinen.
[

Lause 4.13. Ryhmaélld G,;, on keskitason kasvu [13].

Todistus. Seurauksen 4.8 nojalla ryhmaélld G, on ylipolynomiaalinen kasvu
ja Lauseen 4.8 nojalla silld on alieksponentiaalinen kasvu, joten Maaritelméan
2.50 nojalla silla on keskitason kasvu. ]

5 Ratkeavuusongelmia

Algoritmi on prosessi, jonka méarittelee ddrellinen joukko komentoja ja jo-
ka ottaa vastaan sydtteen ja antaa vastauksena tulosteen. Syote ja tuloste
ovat adrellisid kuvauksia jostakin objektista. Ryhmien tapauksessa darellinen
kuvaus voi olla esimerkiksi sen #dadrellinen esitys tai automaattiryhmien ta-
pauksessa sen generoiva Mealyn kone. Automaattiryhmén yksittdisen alkion
adrelliseksi kuvaukseksi kily mikd tahansa kyseistid alkiota vastaava ryhmé-
sana yli generaattoriaakkoston. Pddtisongelma on kysymys, johon on tasan
kaksi mahdollista vastausta: "kylld" tai "ei". Paatosongelma on ratkeava, jos
on olemassa algoritmi, joka antaa kysymykseen oikean vastauksen darellisen
ajan kuluessa, sen jokaisella syotteelld. Esitetddn seuraavaksi ongelmat, jotka
téssd luvussa kasitellaan.

Puoliryhmdn S sanaongelma
Syote: Alkion w € S &arellinen kuvaus.
Kysymys: Onko w ykkdsalkio?
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Ryhmdn G konjugaattiongelma
Sy6te: Alkioiden u € G ja v € G aérelliset kuvaukset.
Kysymys: Onko olemassa sellainen alkio t € G, ettid v = t~1vt?

Isomorfisuusongelma
Syote: Ryhmien GG ja H &arelliset kuvaukset.
Kysymys: Ovatko ryhmét G ja H isomorfisia?

Adrellisyysongelma
Syote: Ryhmén G dédrellinen kuvaus.
Kysymys: Onko ryhméa G &dérellinen?

5.1 Sanaongelma
Lause 5.1. Sanaongelma on ratkeava automaattipuoliryhmien luokassa.

Todistus. Olkoon A = (Q, %, 6,0) Mealyn kone. Annettu syéte

W = 04,04, - * * 04, On automaattinen kuvaus Lemman 3.5 nojalla. Kuvaus-
ta vastaava Mealyn kone A’ = (Q', %, ', 0’) voidaan konstruoida &irellisen
ajan kuluessa toistamalla induktiivisesti Lemman 3.5 konstruktiota kahden
automaattisen kuvauksen yhdistetylle kuvaukselle. Nyt w = 1 jos ja vain jos

oy (a) = a aina, kun ¢’ € Q' jaa € ¥. O

5.2 Konjugaattiongelma

Oleg Bogopolski, Armando Martino ja Enric Ventura todistivat Lauseen 5.2
artikkelissa [3] vuonna 2010. Tadmén jdlkeen Zoran Suni¢ ja Ventura pys-
tyivéit todistamaan konjugaattiongelman ratkeamattomaksi artikkelissa [23|
vuonna 2012. Oli riittdvaa osoittaa, ettd Lauseen 5.2 tyyppiset ryhmét ovat
automaattiryhmid.

Lause 5.2. Jokaista kokonaislukua d > 4 kohti on olemassa sellainen darelli-
sesti generoitu ryhméa I' < GL4(Z), ettéd konjugaattiongelma on ratkeamaton
ryhmissi Z4 x I

Todistus. Todistettu artikkelissa [3]. O

Olkoon M = {Mj, My, ..., M,,} joukko d x d kokonaislukumatriiseja,
joiden determinantit ovat jaottomia luvun n > 2 kanssa. Télloin selvis-
ti jokainen matriisi M; on kddntyva yli n-adisten lukujen renkaan Z,, jo-
ka midriteltiin Esimerkissi 2.32. Olkoon v € Z% ja M, : Z¢ — 72, missé
M,(u) = v+ Mu. Mééritelldéan ryhmé

G =< {M, | M € M,veZ} >,
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joka selvéisti on ryhmén Af fq(Z") aliryhma. Olkoon e; = (aq, ag, ..., ag), misséi
a; =0, jos i # j ja a; = 1. Miéritellidn kuvaus 7, : Z¢ — Z¢ jokaista alkiota
u € 72 kohti siten, ettd 7,(v) = u + v aina, kun v € Z2. Tilldin

Gmn=<{My | M e My U{r, |i€{1,2,...d}} >.

Lemma 5.3. Olkoon M joukko kidéntyvid matriiseja yli renkaan Z. Tall6in
Gmn 27 x T, missi I' =< M >< GL4(Z) aina, kun n > 2.

Todistus. Olkoot M kiintyvi matriisi yli renkaan Z ja v € Z<. Tallsin kuvaus
M, € Affi(Z,) rajoittuu bijektiiviseen affiinikuvaukseen M, € Af fi(Z).
Niin ollen ryhmé G aq,, voidaan ajatella ryhmén Af f;(Z) aliryhméné. Néin
ollen riippuvuus luvusta n > 2 katoaa ja voidaan merkitd Ga = Gy p.

Merkitdin T =< T, ey, .-y Te, >. Médritellidn kuvaus ¢ : T — Z< siten,
etti o(7.,) = e;, jolloin nihdiisin, ettd T = Z<. Selviisti myds ryhmit I ja
< My | M € M > ovat isomorfisia, joten ne voidaan samaistaa.

Olkoot 7, € T ja M € I'. Téllsin M0 = 0, mutta 7,(0) = v, joten
T NI = 1. Olkoon M joko joukon M alkio tai kidnteisalkio. Talloin

MyorT, o Mo_l(u) = MO(Tej(Mflu))
= M0(€j + M_lu)
= Me; +u

__mayy _ma ma,j
=Te, 7 0Tyl 00T, (1),

aina, kun j € {1,2,...,d} ja u € Z? ja missd m;; on matriisin M alkio
positiossa (7,7). Nihdién, ettd Z? = T < G o Niin ollen Méiritelmén 2.37
nojalla Gy = Z4 x T. [

Renkaan Z, alkiot voidaan esittdd ddrettOmind sanoina yli aakkoston
¥, = {0,1,...,n—1} siten, ettd sana agajas--- € L% vastaa alkiota .-, a;n’.
Yleistamélld titéd luonnollisella tavalla saadaan jokainen alkio u € Z¢ esitet-
tyd didrettomind sanoina yli aakkoston ¥, 4 = {(b1, ba, ..., ba)" | b; € X, }.

Olkoon v € Z9. Midritelldéin jakojiinnds Mod(v) ja osaméird Div(v)
siten, ettd v = Mod(v) + nDiv(v), missi Mod(v) € ¥¢.

Lemma 5.4. Olkoot v € Z% ja uyuqus - - € Z(;f,d- Talloin
M, (urugusg - ) = Mod(v + Muy) + nMpiv(os Muy) (UaUstiy - ).
Todistus. Viite seuraa yhtiloketjusta:

M, (ujugug - --) = v+ Mujusug - -
=0+ M(uy + n(uguguy - --))
=v+ Muy + nMugusuy - -
= Mod(v + Muy) + nDiv(v + Muy) + nMusuguy - -
= Mod(v + Muy) + n(Div(v + Muy) + Musuguy - )
= MOd(’U + Mul) + nMDiv(v+]V[u1)<u2u3u4 . )
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]

Merkitdén ||M|| = max; Z;l:l |m; j|, missd m;; on matriisin M alkio
positiossa (7, 7). Méaéritelladn joukko

Var = {(v1,va, ..., 09) € Z% | — ||M|| < v < ||M|| —1jai€{1,2,..,d}},

jolloin |Vy| < (2||M]])%
Olkoot v € Vs ja u € Zmd- Talloin

(04 Mu); = v+ 30, miju,
d
<|[M]| -1+ 23:1 [ ;]
<M =147 [migl(n—1)
< |IMJ] =1+ (n —1)|[M]|
< n||M]| -1
ja
(v+ Mu); = v+ 30, miju,
d
—[|M]] +22:1 —|mi ;| u;]
—[|MI] + >y —[mil(n = 1)
—[|M]] = (n — 1)[|M]]
—n||M]]
aina, kun i € {1,2,...,d}. Néin ollen Div(v+Mu) € V), joten Madritelméssé
5.5 konstruoitu Mealyn kone on hyvin méaritelty.

VIV IV IV

Maaritelma 5.5. Olkoon M kokonaislukumatriisi. Maaritellidn Mealyn ko-
ne Ay, = (Q, %, 9, 0) siten, ettd Q = {my,lv € Viy}, ¥ =3, 4,

0u(My) = Mbiv(o+Mu) J& O, ) = Mod(v + Mu)
aina, kun v € ¥ jam, € Q.
Selvisti Mealyn kone Ay, on kdéntyva jos M on kddntyvé.

Lemma 5.6. Olkoon Mealyn kone Ay, = (Q, %, 0, 0), kuten Mééritelméssa
5.5. Télloin oy, (w) = M, (u) aina, kun m, € @ ja u € X*.

Todistus. Viite seuraa suoraan Lemmasta 5.4 ja Madritelméasta 5.5. [

Maiédritelmi 5.7. Olkoon M = {M;, M, ..., M,,,} joukko (d x d)-kokonais-
lukumatriiseja. Méadritelladn Ay, automaattien Anp n, Arpny oo s Aryy i
ja Ay, n unionina.

Lause 5.8. Ryhméa G o, on isomorfiaa vaille automaattiryhma.
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Todistus. Olkoon M joukko kidntyvid (d x d)-kokonaislukumatriiseja. Osoi-
tetaan, ettd Ga, = G(Anm ). Médritelmén 5.5 nojalla 0,,,, € @ ja Lemman
5.4 nojalla 0,,, = My aina, kun M € M. Toisaalta

Te, = Moo (My)tor, =Moo (M_.) ' =0p,,0 a;i% € Q, joten koska

Gmn=<{My | M e MyU{r, |i€{1,2,...d}} >,
niin Lemman 5.4 nojalla Gy, = G(Amn)- ]

Lause 5.9. Konjugaattiongelma on ratkeamaton automaattiryhmien luokas-
sa. [23]

Todistus. Koska ryhmien G4, joukossa on Lauseen 5.2 nojalla olemassa
sellainen ryhma, ettd konjugaattiongelma on ratkeamaton ja koska Lauseen
5.8 nojalla Gy = G(Apm,n), niin viite seuraa. O

5.3 Isomorfisuusongelma
Lauseesta 5.8 seuraa myds isomorfisuusongelman ratkeamattomuus.

Miéritelma 5.10. Olkoon U =< x1, o, ..., Tp|r1, 72, ..., Foy > jonkin ryhmén
adrellinen esitys. Maaritellddn ryhmé

MU) ={(v,u) € F, x F,, | v=¢ u}
ja sanotaan, ettd M (U) on ryhmééd U vastaava Mihailovan ryhmd.

Lause 5.11. Olkoot U =< 1, 3, ..., Ty|T1, T2, ..., Ty > jonkin ryhmén dérel-
linen esitys ja M (U) Mihailovan ryhma. Télloin

MU) =< {(z1,21), (2, 22), ooy (T, ), (1,71), (1,72), ooy (1, 7) >

Todistus. Merkitddn yhtélon oikeaa puolta symbolilla H. Selvisti H C M (U).
Todistetaan véite toiseen suuntaan. Jos w =y 1, niin

k
_ —-1..e,
=1

missi u; € U jae; € {—1,1} aina, kun i € {1,2, ..., k}. Talloin

k
(1,11)) =UxU H(ui,ui)*l(l,rji)ei(ui,ui) € H.
=1

Yleisemmin, jos v =y u, niin vu™! =y 1, joten (1,vu~') € H. Lisiiksi sel-

S
visti (u,u) € H, joten (u,v) € H ja néin ollen M(U) C H, joten viite on
todistettu. O
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Lause 5.12. Olkoot U =< 1, Xa, ..., Ty |71, T2, ..., Ty, > jonkin ryhmén dérel-
linen esitys ja M (U) Mihailovan ryhmaé. Talloin M (U) on &dérellisesti esitetty
jos ja vain jos U on dérellinen.

Todistus. Todistettu artikkelissa [15]. O

Mééritelma 5.13. Olkoot U =< xq, 9, ..., Ty |71, T2, .., Ty > jonkin ryhmén
adrellinen esitys ja w € U. Maaritellaan ryhma L,, siten, ettd

_1 1 _1
Ly =< 1,29, ...;Tpn,a,b,¢c|ry, 79, e, T, RIR] ", RoRy *, R3Ry T >,

missé
R, =a 'ba, R/1 =c b~ ebe,
Ry =a 2 'aba™%, R, =c2blcbc?,
Ry = a3w,bla®, Ry, =c7%bc?,
T, = a Bpbadt, T = ¢ BH)pesi

aina, kun i € {1,2,....,n} ja missi [w,b] = w b~ wb ja
T={T7,7'|ie{1,2,..,n}}.

Lause 5.14. Olkoot U ja L, kuten Maaritelméassa 5.13. Talloin seuraavat
kolme véitettd ovat voimassa:

Jos w =y 1, niin on olemassa injektiivinen homomorfismi ¢ : U — L,,,.
Normaalisulkeuma N,, = L, erityisesti L,, = {1}, jos w =¢ 1.
Alkiot b ja ca™! generoivat ryhmén L,,.

Todistus. Todistettu kirjassa [20]. O

Kirjan [20] nojalla on olemassa sellainen &érellisesti esitetty ryhmi U,
ettd sanaongelma on kyseisessé ryhméssé ratkeamaton.

Lause 5.15. Isomorfisuusongelma on ratkeamaton muotoa Z¢ x I' olevien
ryhmien luokassa, missd I' < GL4(Z).

Todistus. Valitaan mikd tahansa sellainen darellisesti esitetty kahden alkion
generoima ryhméa U, ettd sanaongelma on kyseisessd ryhméssd ratkeama-
ton. Konstruoidaan syOtesanaa w € U vastaava Méadritelman 5.13 ryhméa
L. Konstruoidaan ryhméé L, vastaava Mihailovan ryhma H, = M(L,).
Nahdadn, etta

H, =F, x F, josjavain jos u =, v aina, kun u € F, jav € F}
jos ja vain jos L,, = {1} [20]

jos ja vain jos w =y 1.
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Koska Iy < GLy(Z), niin voidaan valita I' = H,, < GL4(Z) ja

A = Fy, x Fy < GL4(Z). Merkitdin G, = Z* x " ja G = Z* x A. Tilloin
jos w =y 1, niin G, = G, joka on &éirellisesti esitetty. Toisaalta jos w #y 1,
niin on olemassa injektiivinen homomorfismi ¢ : U — L, jolloin L, on
valttamatta dareton. Lauseen 5.12 nojalla H,, ei ole dérellisesti esitetty, jol-
loin myoskadn G, ei ole ddrellisesti esitetty. Néin ollen (G, ei ole isomorfinen
ryhmén G kanssa, joten viite seuraa. ]

Lause 5.16. Isomorfisuusongelma on ratkeamaton automaattiryhmien luo-
kassa [24].

Todistus. Lauseen 5.8 nojalla jokainen muotoa Z? x I' oleva ryhmi, missé
[' < GL4(Z) ja ' on &éarellisesti generoitu, on automaattiryhmé. Néin ollen
viite seuraa Lauseesta 5.15. O]

5.4 Adrellisyysongelma

Hao Wang mééiritteli Wang-tiilijoukot artikkelissa [25] ja otaksui, ettd tiili-
tysongelma on ratkeava. Robert Berger todisti ongelman kuitenkin ratkea-
mattomaksi artikkelissa [2]|. Jarkko Kari mééritteli NW-deterministiset tiili-
joukot artikkelissa [18| ratkaistaakseen yksi-ulotteisia soluautomaatteja kos-
kevan nilpotenttisuusongelman ja todisti, etta tiilitysongelma on ratkeama-
ton my6s kun ollaan rajoituttu NW-deterministisiin tiilijoukkoihin. T&ssa
aliluvussa todistetaan automaattipuoliryhmid koskevan darellisyysongelman
ratkeamattomuus redusoimalla sen NW-determinististen Wang-tiilijoukkojen
tiilitysongelmaan. Ratkaisu on perdisin Pierre Gillibertin artikkelista [5].

Tulitysongelma
Syote: Wang-tiilijoukko 7'
Kysymys: Onko olemassa konfiguraatio ¢ : Z? — T, joka on validi tiilitys?

Miairitelmi 5.17 (Wang-tiili ja -tiilijoukko). Olkoon S &érellinen joukko.
Wang-tiili on yksikkonelio, joka esitetdén nelja-tuplana ¢t = (¢, ¢, ¢%,t"),
jossa t", t¢ t° ja t* kuuluvat wdrien joukkoon S. Wang-tiilijoukko T on
ddrellinen joukko Wang-tiilii. Konfiguraatio on kuvaus c : Z?> — T ja se on
virheeton osajoukossa F' C Z2, jos

(i, j)" = (i, j+1),
c(i,j)* = cli+1,5)"
C(iaj)s = C(iaj - 1)n ja
C(ivj)w = C<Z - 17j)6
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aina, kun (¢,7), (1 +1,5), (4,5 + 1), (i —1,75) ja (¢, — 1) kuuluvat joukkoon
F, muutoin se on wvirheellinen joukossa F'. Konfiguraatio on validi tiilitys, jos
se on virheeton tasossa Z2.

Maaritelma 5.18. Merkitdan kaikkien mahdollisten konfiguraatioiden jouk-
koa tavalliseen tapaan T% . Olkoon (c,) konfiguraatioiden jono joukossa T%.
Sanotaan, ettd (c,) suppenee kohti sen raja-arvoa ¢ € T%, jos jokaista
(i,7) € Z* kohti on olemassa sellainen k& € N, etti c¢,,(i,7) = c(i,7) aina,
kun m > k.

Joukon S enumeraatio on sen alkioiden taydellinen listaus.

Lause 5.19. Jokaista konfiguraatioiden jonoa kohti on olemassa suppeneva
0sajono.

Todistus. Olkoot T" Wang-tiilijoukko ja (c,) konfiguraatioiden jono joukossa
T%. Olkoon 79, 71, ... joukon Z?2 enumeraatio. Valikoidaan io siten, etti se
on pienin sellainen luonnollinen luku, ettd joukko {i € N | ¢;(r9) = ¢;,(r0)}
on adreton. Valinta voidaan tehdi, koska T on &direllinen. Oletetaan sitten,
ettd 4,1 on valittu ja valitaan 7 siten, ettd se on pienin luonnollinen luku,
joka toteuttaa seuraavat kolme ehtoa:

(Ag) U > lp—1,
(Bx) ¢, (r;) = ¢, (r;) aina, kun j € Nja j <k ja
(Cx) Joukko {i € N | ¢;(rj) = ¢;, (r;) aina, kun j € N ja j < k} on déreton.

Olkoon I indeksijoukko, joka toteuttaa ehdon (By). Koska ehto (Ck_1) oli
voimassa, kun i;_; valittiin, niin I; on ddreton. Koska 7% on #érellinen, niin
on olemassa sellainen osajoukko J, C I, ettd J; on ddreton ja

Jp = {i € N|¢(r;) = ¢, (r;) aina, kun j € Nja j < k}, jolloin ehto (Cy)
on myos voimassa. Joukosta Jy 10ytyy my0s triviaalisti ehdon (Ay) tdyttéva
luku. Ehdosta (By,) seuraa, ettd osajono (¢;, ) suppenee. O

Seuraus 5.20 (Kompaktisuusperiaate). Olkoon 7" Wang-tiilijoukko. Jos on
olemassa virheetén konfiguraatio joukossa F aina, kun F C Z2 ja F on
adrellinen, niin on olemassa konfiguraatio, joka on validi tiilitys.

Todistus. Olkoon r¢, 71, ... joukon Z? enumeraatio. Merkataan

F, = {ro,r1,...,r} aina, kun n € N. Oletuksen nojalla jokaista n € N
kohti on olemassa konfiguraatio ¢, joka on virheetén joukossa Fj,. Lauseesta
5.19 seuraa, ettd néin saatujen konfiguraatioiden jonolla (c,) on suppeneva
osajono. Osajonon raja-arvo on selvisti validi tiilitys. O
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Mairitelma 5.21 (NW-deterministinen Wang-tiilijoukko). Wang-tiilijoukko
T on NW-deterministinen jos ty = t; aina, kun ¢ = t7, t5 = t1, to € T' ja

tveT.

Lause 5.22. Tiilitysongelma on ratkeamaton NW-determinististen Wang-
tiilijoukkojen luokassa.

Todistus. Todistettu artikkelissa [18]. O

Maaritelma 5.23. Olkoon 7' NW-deterministinen tiilijoukko. Olkoon L
symboli, joka ei kuulu joukkoon T'. Maaritelladn Mealyn kone Ar = (Q, X%, §, o)
siten, ettd () = 3 =T U {L}. Siirtyméafunktio § : Q UX — Q) on mééritelty
siten, ettéd d,(q) = a aina, kun a € ¥ ja ¢ € Q. Tulostusfunktio o : QUY — X
on madritelty siten, etta

o,(a) =L aina, kun a € X,
os(t) =rjosr=trv=sjareT,
os(t) =1 muissa tapauksissa.

Konstruktion vastaavuutta tason Z? tiilitykseen voidaan havainnoida seu-
raavasti. SyGtesana u € ¥* U X¢ kirjoitetaan tason diagonaalille ((7,7));en ja
tuloste o,(u) kirjoitetaan vastaavasti tason diagonaalille ((4,7 — 1));en. Sym-
boli L tarkoittaa virhettd. Jos sellaista tiiltd » € T ei ole olemassa, etta
r’ = t* ja r¥ = s niin tulostusfunktio o, antaa syoGtteelld ¢t tulosteena
virheen 1. Tulostusfunktiota on havainnoitu Kuvassa 3.

S
= B BN

Kuva 3: Méaaritelméssé 5.23 konstruoidun Mealyn koneen tulostus- ja siirty-
méfunktioiden havainnointi. Téssd o4(t) = r ja 0,(s) = t.

Mairitelmi 5.24. Olkoot A = (Q,3,0,0) Mealyn kone ja ¢ : ¥ — @
injektiivinen kuvaus. Jos d,(¢) = ¢(a) aina, kun ¢ € @, niin A on reset-
automaatti.

Reset-automaateille on voimassa seuraava yhtalo:

Uq(u) = Jq(ul)aw(ul)(u2)g@(u2)(u3) -

aina, kun v = ujus - -+ € X* U X¥. Selvisti Maaritelméssa 5.23 konstruoitu
Mealyn kone on reset-automaatti.
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Lemma 5.25. Olkoot 7' NW-deterministinen Wang-tiilijoukko, ¢ : Z? — T
validi tiilitys ja w, = (c(i +n,));en. Talléin o m(w,) =1™ w4, aina, kun
n € N jam € N. Erityisesti S(Ar) on déreton.

Todistus. Suoraan puoliryhmén S(Ar) méadritelmistd seuraa, etti
oc(ig (i + 1,5+ 1)) = c(i + 1, 5)

aina, kun ¢ € N ja j € N. Todistetaan viite induktiolla muuttujan m suhteen.
Jos m = 1 niin saadaan, etta

o (wn) = 01(c(n,0))(Oc(itn,i(cli+14+n,141)))ien
=1 (C(Z —+ 1 + n, i))ieN
:J_ wn_;’_]_.

Talloin induktio-oletuksen nojalla

gin12) = 010 10 (1)
=0 (L™ wpnn-1)
=1mt 01 (Wi yn—1)
=1 Wpin-

Té&lloin 0, # 0,5 aina, kun i € N, j € N ja i # j, joten puoliryhméd S(Ar)
on dareton. O]

Lemma 5.26. Olkoon T sellainen NW-deterministinen Wang-tiilijoukko, et-
ti ei ole olemassa kuvausta c : Z2 — T, joka olisi validi tiilitys. Talldin puo-
liryhmé S(A7) on &érellinen.

Todistus. Kompaktisuusperiaatteen 5.20 nojalla on olemassa sellainen n € N,
etté ei ole olemassa virheetontd kuvausta c: {1,2,....,n}> — T.

Olkoon u = ujuy - ... - Us, € Q**. Otetaan kiyttéon lyhennysmerkinté
Tk = Ouyug-...u, A, kun 1 <k < 2n ja olkoon 7y identiteettikuvaus. Télloin
Th4l = Ouypy © Tk aina, kun 0 < k < 2n — 1. Olkoot ¢t € X" ja v € X¥.
Miaritelladn jokaista ehdon 0 <7 < 2n tayttavaa lukua ¢ kohti jono
fi : N — X siten, etta

(f(2,5))jen = 7i(tv) missi f(i,5) = fi(j).
Saadaan, etté

(FlE+1,5))jen = Tipa(tv)
= Ouiq (Tl<tv>>
= U7Li+l((f(i’j))j€N)
= Oupa (F (5, 00)(076.5)(f (2,5 +1)))jen,
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joten oy ;) (f(4,7+1)) = f(i+1,j+1) aina, kun 0 < i < 2n. Jos on olemassa
sellainen & € N, ettd f(2n,n + k) #L, niin edellisen ja Mé&éritelman 5.23
nojalla saadaan, ettd f(i + 7,7+ k) #L aina, kin 0 <i <nja0<j<n.
Tami kiy selviksi Kuvasta 4. Niin ollen kuvaus ¢ : Z2 — T on virheeton
joukossa {0,1,....,n}? missd c(j,i) = f(i + j,j + k) aina, kun 0 < i < n ja
0<j<n.

(0, k) f(Lk+1) f(2,k+2) LI fln—=1k+n-1) f(nk+n)
f(1k) f(2k+1) F(3k+2) e f(nk+n—1) fn+1,k+n)
f(2,k) f(3,k+1) f4k+2) LR fn+1Lk+n-1) f(n+2,k+n)
f(n—1,k) fln,k+1) fn+1k+2) LI f@en—=2k+n—-1)| f@2n—1k+n)
f(n, k) fn+1,k+1) fln+2k+2) LRI f@n—1k+n—1) f(2n,k+n)

Kuva 4: Médarittelemalla ¢(j,7) = f(i + j,j + k) aina, kun 0 < i < n ja
0 < j < n saadaan kuvaus, joka on virheeton joukossa {0, 1,...,n}%

TAma& on ristiriita, joten o,(tv) = o,(t) L“ aina, kun ¢t € X" ja v € X¥.
Olkoon sitten w = uq, missi v € Q*" ja q € Q*. Talldin

ou(tv) = o,(ou(tv))
= oq(ou(t) L*)

Ouq(t) LY

ow(t) LY
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aina, kun t € X" ja v € X¥. Néin ollen joukko
H={o, € S(Ar) | u € ¥ ja |u| > 2n}
on #irellinen ja sen koko on korkeintaan |(£7)*"]. Koska
S(Ar) = HU{o, € S(Ar) | u € ¥ ja |u| < 2n},

niin

2n—1

[S(AD < IED™ |+ ) QI
=0

Niin ollen puoliryhmé S(Ar) on dérellinen.
[

Lause 5.27. Airellisyysongelma on ratkeamaton automaattipuoliryhmien
luokassa [5].

Todistus. Olkoon T NW-deterministinen Wang-tiilijoukko. Télléin Lemmo-
jen 5.25 ja 5.26 nojalla on olemassa validi tiilitys jos ja vain jos automaat-
tipuoliryhmé S(Ar) on dareton. Koska tiilitysongelma on ratkeamaton NW-
determinististen Wang-tiilijoukkojen luokassa, niin vilttdméattd myos dérel-
lisyysongelma on ratkeamaton automaattipuoliryhmien joukossa. ]

Seuraus 5.28. Piitosongelma "Annettuna puoliryhmi ja kaksi mitd tahan-
sa puoliryvhmén alkiota ¢ ja h, pditd onko olemassa sellainen luonnollinen
luku n € N, ettd ¢" = h." on ratkeamaton automaattipuoliryhmien luokas-
sa.

Todistus. Olkoon T" NW-deterministinen Wang-tiilijoukko. Olkoon A7 Maa-
ritelméssé 5.23 konstruoitu automaattipuoliryvhmé. Lisdtadn tilajoukkoon @)
uusi tila ¢ ja laajennetaan siirtyméfunktio siten, ettd d,(c) = ¢ aina, kun
a € ¥ ja laajennetaan tulostusfunktio siten, ettd o.(a) =L aina, kun a € X.
Olkoon niin saatu Mealyn kone A’.. Tilléin o.(w) =L1% aina, kun w € £“.
Lemmojen 5.25 ja 5.26 nojalla on olemassa sellainen luonnollinen luku n, et-
td 0! = o jos ja vain jos ei ole olemassa kuvausta, joka olisi tason validi
tiilitys. O
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