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1 JohdantoTämä tutkielman tarkoituksena on toimia oppimateriaalina lukiokurssilla, jos-sa käsitellään Python-ohjelmointikielen käyttöä matriisilaskennan, tilastotieteensekä numeerisen matematiikan osa-alueilla. Kukin osa-alue käsitellään omanalukunaan. Toki materiaali soveltuu kaikille, jotka aiheesta ovat kiinnostuneet.Python-kieli on vapaan lähdekoodin ohjelmointikieli. Yksinkertaisen syntak-sinsa vuoksi se soveltuu loistavasti myös ohjelmoinnin opetteluun. Python onladattavissa osoitteesta www.python.org. Sieltä löytyvät myös asennusohjeet.Materiaalissa tärkeimpiä kirjastoja ovat NumPy-kirjasto sekä Matplotlib-kirjasto. NumPy-kirjaston asennusohjeet sekä lisätietoa kirjaston laajemmastakäytöstä löytyy osoittesta http://numpy.s
ipy.org. Matplotlib-kirjaston ko-tisivut löytyvät puolestaan osoittesta http://matplotlib.sou
eforge.net.Esitietoja ohjelmoinnista lukijalta ei odoteta. Sen vuoksi alkuun on kasattuvälttämättömät perustiedot Pythonilla ohjelmoimisesta. Toki materiaalin luke-mista helpottaa, jos lukijalle on jo kertynyt ohjelmointikokemusta. Matematii-kasta toki oletetaan tiettyjä perustietoja. Lukiokursseista olisi hyvä olla käytynävektorilaskennan, tilastotieteen sekä numeerisen matematiikan kurssit. Tämä-kään ei ole välttämätöntä, sillä jokainen luku alkaa aina teorian käsittelyllä. To-ki teoria käydään hyvin pintapuolisesti, joten syvempään ymmärtämiseen suo-sitellaan lisäopiskelua. Esimerkiksi lauseita ei tässä materiaalissa ole todistettu,koska se ei ole työn tarkoituksen kannalta olennaista. Lisäksi monet todistuk-sista ovat matemaattisesti liian hankalia ottaen huomioon, että materiaali onsuunnattu lukio-opetukseen. Toki pieni perustelu jokaiselle esitetään.Jokaisen kappaleen lopussa on muutama harjoitustehtävä, koska matematiik-kaa tai ohjelmointia ei opi muuten kuin itse tekemällä. Lopussa on osio, johonharjoitustehtävien ratkaisut on koottu. Jos tutkielmaa käytetään kurssin oppi-materiaalina, voi opettaja halutessaan jättää ratkaisut pois. Ratkaisujen keramateriaali toimii myös itseopiskelussa.Tekijän oma osuus työssä on toki materiaalin kokoaminen ja muotoileminenoppimateriaalin muotoon. Kaikki esimerkit ja harjoitustehtävät lukuunottamat-ta ylioppilastehtäviä ovat tekijän itse laatimia sekä ratkaisemia.
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2 Python-ohjelmoinnin perusteetEnsiksi tutustutaan Python-ohjelmoinnin perusteisiin. Päälähteenä tässä luvus-sa on käytetty Kasurisen Python-ohjelmointiopasta [1℄ sekä Dive Into Python-opasta [2℄. Näistä löytyy lisää tietoa Python-kielestä siitä kiinnostuneille.2.1 Ohjelmoinnin aloittaminenPythonissa on käytössä komentorivitulkki, joka näyttää tältä.

Kuva 1: Pythonin komentorivitulkkiKomentorivitulkin saa käyntiin kirjoittamalla komentoriville käskyn python.Lyhyitä ohjelmia voi kirjoittaa suoraan komentorivitulkkiin. Komentorivitulkkisuljetaan näpppäinyhdistelmällä 
rtl+a+d.Esimerkki 2.1.>>> print 'Hei maailma!'>>> Hei maailma!Tässä esimerkissä tulkille annettiin käsky print, joka siis tarkoittaa, ettätulkki tulostaa sen, mitä lainausmerkkien sisään on kirjoitettu. Kun käsky onkirjoitettu, painetaan enteriä, jolloin tulkki siis toimii kirjoitettujen käskyjenmukaan. Tässä tapauksessa siis tulostaa ruudulle lauseen Hei maailma!.Käyttökelpoiset ohjelmat saattavat olla koodiltaan hyvinkin pitkiä. Sil-loin ohjelmien kirjoittaminen suoraan tulkkiin käy hankalaksi. Yleensä ohjel-mien kirjoittamiseen käytetään lähdekooditiedostoja. Koodi siis kirjoitetaan3



omaksi tekstitiedostokseen. Näiden tekstitiedostojen kirjoittamiseen käytetäänjotakin tekstieditoria. Tekstitiedosto tallennetaan päätteellä .py, joilloin setunnistetaan python-koodiksi. Ohjelma ajetaan kirjoittamalla komentorivillepython tiedostonnimi.py. Huomaa, että komentorivitulkkia ei siis käynnis-tetä ennen ajoa.Ennen ohjelmoinnin aloittamista on myös hyvä tietää muutamia seikkojaPythonin syntaksista.Kommentit ovat ohjelmointikielissä rivejä, jotka eivät vaikuta ohjelman suo-ritukseen mitenkään. Niiden tarkoitus on vain selkeyttää koodia. Ne voivat ollaesimerkiksi selvennyksiä jollekulle muulle, joka koodia lukee tai sitten ohjel-moijan omia muistiinpanoja. Pythonissa kommentit merkitään risuaitamerkillä(#).Esimerkki 2.2.#Tämä on kommenttiriviTämä rivi taas on ohjelmakoodiaTärkeää on muistaa, että Pythonissa välilyönti rivin alussa on merkitsevämerkki. Siis jos paperilla annetussa esimerkissä on jokin rivi sisennettynä, pi-tää se sisentää myös koodia kirjoittaessa, jotta koodi toimii. Myös isot ja pienetkirjaimet ovat Pythonissa eri asia. Tämä on hyvä muistaa esimerkiksi muuttu-jia nimettäessä. On myös tärkeää muistaa, että käskyt kirjoitetaan Pythonissapienellä.Ohjelmointikielissä, myös Pythonissa, käytetään muuttujia. Muuttujat ovattiedonsäilytyspaikkoja, joiden sisältö nimensä mukaisesti muuttuu ohjelmansuorituksen aikana. Lausekkeiksi sanotaan koodirivejä, joissa muuttujille ase-tetaan jokin arvo. Asetus tapahtuu yhtäsuuruusmerkin avulla.Tässä materiaalissa ja muuallakin käytetään paljon input-komentoa, jo-ten se on hyvä tuntea. Kaikessa yksinkertaisuudessaan input-komennon avullamuuttujan sisällöksi asetetaan se, mitä käyttäjä syöttää. Myöhemmin tutustu-taan Pythonin tietotyyppeihin. Input-komennnon yhteydessä on hyvä muistaa,että itse input huolii syötteenä vain kokonaislukuja. Merkkijonoja varten käy-tetään komentoa raw_input.Esimerkki 2.3.nimi=raw_input('Anna etunimesi:')Tällä rivillä siis ohjelma kysyy käyttäjältä tämän etunimeä ja muuttujaannimi tallennetaan käyttäjän antama nimi.Edellisessä esimerkissä voisi ohjelman suorituksessa olla myöhemmin ri-vi nimi=raw_input('Anna toinen nimesi:'), jolloin muuttujan nimi sisältövaihtuisi annetusta etunimestä toiseksi nimeksi.4



Muuttujia voidaan asettaa myös useita samalla kertaa. Silloin asetuslausees-sa erotellaan muuttujat ja niiden saamat arvot pilkulla.HarjoituksiaTehtävä 1. Kirjoita seuraava koodi lähdekooditiedostoon ja aja se komentori-viltä. Mitä ohjelma tekee?luku1=input('Anna jokin kokonaisluku:')luku2=input('Anna vielä kokonaisluku:')tulos=luku1+luku2print 'Antamiesi lukujen summa on', tulos2.2 Peruslaskutoimituksia PythonillaKomentorivitulkkia voi käyttää laskimen tapaan peruslaskutoimituksien suo-rittamiseen. Tästä on hyötyä erityisesti silloin, kun lasketaan hyvin suurilla lu-vuilla. Laskutoimitukset kirjoitetaan suoraan komentorivitulkkiin. Alla olevassataulukossa on esitelty käytössä olevat operaattorit.Taulukko 1: Pythonin operaattorit peruslaskutoimituksilleOperaattori Nimi Selitys
+ Plus laskee yhteen kaksi lukua
− Miinus palauttaa luvun vastaluvuntai vähentää luvut toisistaan
∗ Tulo kertoo kaksi lukua keskenään
∗∗ Potenssi laskee potenssin
/ Jako jakaa luvut keskenään
% Jakojäännös palauttaa jakojäännöksenEsimerkki 2.4. Alla on listattu muutamia laskutoimituksia esimerkiksi ope-raattoreiden käytöstä>>> 5+38>>> 5-32>>> 5*315 5



>>> 5**3125>>> 10/25>>> # Palauttaa, mikä on jakojäännös kun viisi jaetaan kolmella...5%32 Pythonilla voidaan tehdä myös vertailuja. Vertailut palauttavat arvon Truetai False riippuen siitä, pitääkö vertailu paikkansa. Allaolevassa taulukossa onlistattu vertailuoperaattorit.Taulukko 2: Pythonin vertailuoperaattoritOperaattori Nimi Selitys< Pienempi kuin Palauttaa tiedon, onko luku pienempi kuin toinen> Suurempi kuin Palauttaa tiedon, onko luku suurempi kuin toinen
<= Pienempi tai yhtä Palauttaa tiedon, onko lukusuuri kuin pienempi tai yhtä suuri kuin toinen
>= Suurempi tai yhtä Palauttaa tiedon, onko lukusuuri kuin suurempi tai yhtä suuri kuin toinen
== Yhtä suuri kuin Palauttaa tiedon, ovatko kaksi lukua yhtä suuret
! = Eri suuri kuin Palauttaa tiedon, ovatko kaksi lukua eri suuretEsimerkki 2.5. Alla on listattu muutamia vertailuja esimerkiksi vertailuope-raattoreiden käytöstä>>> 5<=3False>>> 5>=3True>>> 5==3False>>> 5!=3TrueOperaatioiden suoritusjärjestys on sama kuin matematiikassakin. Kerto- jajakolasku suoritetaan ennen yhteen- ja vähennyslaskua sekä laskuoperaattoritennen vertailuoperaattoreita. Sulkeilla voi muuttaa laskujärjestystä ja niitä voikäyttää myös selkeyttämään koodia. Ylenmääräinen sulkeiden käyttö kuitenkintekee koodista hankalasti luettavaa. 6



2.3 TietotyypitPythonista löytyy neljä erilaista tietotyyppiä numeroille, kokonaisluvut, liuku-luvut, pitkät kokonaisluvut sekä kompleksiluvut. Kompleksiluvut voidaan tässäyhteydessä sivuuttaa. Lisäksi on hyvä tuntea myös tietotyypit merkkijono jalista.Kokonaisluvut (int) ovat Pythonissa aivan sama käsite kuin matematiikas-sakin. Ne ovat siis lukuja, jotka eivät sisällä desimaaliosaa. Pitkät kokonaisluvut(long) ovat taas hyvin suuria kokonaislukuja. Liukuluvut (float) puolestaanovat lukuja, joita matematiikassa kutsutaan desimaaliluvuiksi.Tietotyyppien kanssa on syytä olla tarkkana laskutoimituksia tehtäessä. Esi-merkiksi kun tehdään toimitus kokonaislukuina, voi tuloksena olla ainoastaankokonaislukuja. Toisaalta kokonaislukuja, pitkiä kokonaislukuja ja desimaalilu-kuja voidaan käyttää samoissa laskutoimituksissa. Python antaa tuloksen auto-maattisesti sopivassa muodossa.Esimerkki 2.6. Lasketaan 6
8 Pythonilla.>>> 6/80Koska luvut on annettu kokonaislukuina, Python antaa tuloksen kokonaislukuna.Tarkemmin sanoen tulkki palauttaa osamäärän kokonaisosan eli tässä tapauk-sessa nollan. Kun laitetaan luvut 6 ja 8 desimaaliluvuiksi, saadaan oikea tulos,koska silloin Python antaa tuloksen desimaalilukuina.>>> 6.0/8.00.75Toisaalta riittää antaa vain toinen luku desimaalimuodossa, koska Python muut-taa tuloksen automaattisesti sopivaan muotoon.>>> 6.0/80.75Merkkijonot (str) ovat nimensä mukaisesti jono merkkejä. Merkkijonoja voi-daan käyttää esimerkiksi sanojen tallentamiseen. Merkkijonoissa voidaan käyt-tää kaikkia merkkejä, isoja ja pieniä kirjaimia, numeroita, skandinaavisia merk-kejä ja jopa erikoismerkkejä. Merkkijono kirjoitetaan aina sitaattien sisään. Si-taatit voivat olla joko yksinkertaisia (') tai kaksinkertaisia (�). Erikoismerkkejäkäytettäessä on siis huomiotava, että mikäli merkkijonossa esiintyy sitaatti, pi-tää sen eteen laittaa kenoviiva (\). Mikäli merkkijonon alkamista ja päättymistämerkitään yksinkertaisilla sitaateilla, kaksinkertaisten eteen ei tarvitse laittaakenoviivaa ja toisinpäin. 7



Lista on indeksoitu jono muuttujia. Jokaisella listan alkiolla on oma tieto-tyyppinsä, joten samassa listassa voi olla niin kokonaislukuja kuin merkkijono-jakin. Lista luodaan hakasulkeiden sisään ja alkiot erotetaan toisistaan pilkulla.Sekä merkkijonon että listan pituuden saa selville komennolla len ja yk-sittäisiin alkioihin päästään käsiksi hakasulkeilla. Alkioihin viitattaessa pitäämuistaa, että indeksointi alkaa nollasta.Esimerkki 2.7.>>> #luodaan kolmen alkion lista a>>> a=[5,"kissa",2.5℄>>> print a[5, 'kissa', 2.5℄>>> #selvitetään listan pituus>>> len(a)3>>> a[1℄'kissa'Tässä esimerkissä on siis luotu lista a. Huomionarvoista on, että listan alkiotvoivat olla mitä tietotyyppiä tahansa eikä niiden tarvitse edes olla keskenäänsamaa tietotyyppiä. Lisäksi on haettu listan pituus sekä palautettu toinen alkio.2.4 Ehto- ja toistorakenteetUseimmissa ohjelmointikielissä, myös Pythonissa, on mahdollisuus haarauttaakoodia. Jokin ohjelmanpätkä suoritetaan siis vain jos annettu ehto täyttyy.Pythonissa käytetään if-else-rakennetta. If-osiossa annetaan jokin väittämä.Jos väittämä on tosi, suoritetaan koodista se osa, joka on kirjoitettu if-osioon.Muuten jatketaan else-osioon. Else-osiota ei kuitenkaan ole pakko kirjoittaa.Siis jos if-rakenteessa ei ole else-osiota, jatketaan väittämän jäätyä toteutumattakoodin suorittamista heti if-osion jälkeen.Pythonissa on käytössä myös elif-osio. Niitä voidaan laittaa if-osion jälkeenvaikka kuinka monta. Elif-osiossa annetaan uusi ehto, joka määrittelee suori-tetaanko kyseinen osio. Elif-osioon mennään siis vain jos if-osion tai minkäänedellisen elif-osion väittämä ei toteudu. Elif-osion nimen voi ajatella olevan ly-henne sanoista else ja if. Voi siis ajatella, että else osiossa tuleekin nyt uusiif-osio. Else-osion tavoin elif-osiota ei ole pakko laittaa if-osion jälkeen.Esimerkki 2.8.luku=input('Anna jokin kokonaisluku:')if luku%2==0:print 'Antamasi luku on parillinen'elif luku%3==0: 8



print 'Antamasi luku on pariton, mutta jaollinen kolmella'else: print 'Antamasi luku on pariton'Ohjelma siis kysyy käyttäjältä jonkin kokonaisluvun. If-lauseella on nyt väit-tämä, joka testaa, mikä on muuttujan luku jakojäännös kahdella jaettaessa. Mi-käli se on nolla eli luku on jaollinen kahdella, tulostetaan teksti 'Antamasi lukuon parillinen'. Elif-osiossa testataan samoin, onko luku jaollinen kolmella. Huo-maa, että elif-osioon ei mennä, mikäli if-osion väittämä toteutuu. Jos kumpikaanväittämistä ei toteudu, tulostetaan ruudulle teksti 'Antamasi luku on pariton'.Else-osioonkaan ei mennä, jos jompi kumpi edellisistä osioista suoritetaan.Ohjelmointikielissä on rakenteiteta, joiden avulla tiettyä osaa ohjelmaa voi-daan toistaa tarpeellinen määrä kertoja. Toistettavaa ohjelmaosaa sanotaa sil-mukaksi. Pythonissa on kaksi erilaista toistorakennetta, while- ja for-rakenteet.While-rakenteessa tiettyä osaa ohjelmasta toistetaan niin kauan kun annettuehto on voimassa. While-rakenteeseen voidaan liittää if-rakenteen tavoin else-haara. Tämä haara kertoo, mitä tehdään, jos while-silmukkaa varten annettuehto ei täytykään ja silmukkaan ei mennä laisinkaan. While-rakenteen heikkouson, että etukäteen ei tiedetä, kuinka monta kertaa silmukka tullaan käymäänläpi. Ei voida olla edes varmoja loppuuko silmukka koskaan eli loppuuko ehdonvoimassaolo.For-rakenteessa määritellään etukäteen kuinka monta kertaa silmukka tois-tetaan. Useimmiten for-rakennetta käytetään esimerkiksi listojen läpikäymiseen.Myös for-rakenteeseen on mahdollista liittää else-haara if- ja while-rakenteidentavoin. Toistojen määrä määritellään range-funktion avulla.Range-funktio on hyvin yksinkertainen Pythonin sisäänrakennettu funktio.Range-funktiolle riittää antaa parametriksi vain käytettävän lukujonon alkioi-den määrä. Tällöin oletuksena lukujono alkaa nollasta ja jatkuu niin montakokonaislukua eteenpäin kun arvoksi on annettu. Jos ei haluta aloittaa nollasta,voidaan range-funktiolle antaa argumentiksi myös aloitusluku. Silloin mennäänannetusta luvusta niin monta kokonaislukua eteenpäin kun on annettu. Jos taashalutaan mennä enemmän kuin yksi luku kerrallaan, sekin voidaan antaa argu-mentiksi range-funktiolle. Silloin mennään annetusta aloitusluvusta annettujaaskeileita niin monta kuin on määrätty annettuun ylärajaan asti.Esimerkki 2.9.>>>range(5) #tulostaa kokonaisluvut nollasta neljään[0, 1, 2, 3, 4℄>>>range(3,11) #tulostaa kokonaisluvut kolmesta kymmeneen[3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10℄>>>#tulostaa joka kolmannen kokonaisluvun miinus viidestä9



>>>#viiteentoista>>>range(-5, 16, 3)[-5, -2, 1, 4, 7, 10, 13℄Seuraavassa esimerkissä käydään läpi toistorakenteiden käyttöä.Esimerkki 2.10. Alla on kahdella tavalla kirjoitettu ohjelma, joka tulostaaannetun luvun kertoman. Ensiksi toistorakenteena on käytetty while-rakennetta.#pyydetään käyttäjältä positiivinen kokonaislukuluku=input('Anna jokin positiivinen kokonaisluku:')#alustetaan apumuuttuja arvoksi 1apu=1#alustetaan muuttuja, johon tulos tallennetaan#arvoksi 1tulos=1#niin kauan kun muuttujan apu arvo pienempää tai yhtäsuurta#kuin annettu luku kerrotaan muuttuja tulos ja apu keskenään# ja tallennetaan tulos muuttujaan tulowhile apu <= luku:tulos=tulos*apu#kasvatetaan lopuksi muuttujaa apu yhdelläapu=apu+1#tulostetaan saatu tulosprint tulosAlla on sama ohjelma kirjoitettuna for-rakenteen avulla.#pyydetään käyttäjältä positiivinen kokonaislukuluku=input('Anna jokin positiivinen kokonaisluku:')#alustetaan muuttuja, johon tulos tallennetaantulos=1#kerrotaan keskenään apumuuttuja ja tulosmuuttuja apumuuttujan#arvolla [1,luku℄ ja tallenetaan tulos muuttujaan tulosfor apu in range(1,luku+1):tulos=tulos*apu#tulostetaan saatu tulosprint tulos
10



HarjoituksiaTehtävä 2. Kirjoita seuraava koodi tekstieditoriin. Mitä ohjelma tekee ? Kiin-nitä erityistä huomiota for-rakenteen käyttöön.kerrottava=input('Anna jokin kokonaisluku väliltä [1,10℄:')for i in range(1,11):tulos=kerrottava*iprint kerrottava, '*', i, '=', tulosTehtävä 3. Kirjoita edellisen tehtävän koodi while-rakenteen avulla.Tehtävä 4. Kirjoita ohjelma, joka kysyy käyttäjältä lukua ja kertoo onko lukujaollinen kuudella.Tehtävä 5. Tulosta range-funktion avulla parilliset positiiviset luvut, jotka ovatpienempiä tai yhtä suuria kuin 40.2.5 Funktiot ja kirjastotOhjelmoijan työtä helpottaa suuresti niin sanottu uudelleenkäyttettävyys. Uu-delleenkäytettävyydellä tarkoitetaan sitä, että kun kerran kirjoitetaan jokin oh-jelmanpätkä, niin sitä voidaan käyttää aina uudelleen ja uudelleen. Siis jokakerta kun kyseisen ohjelmanpätkän suorittamaa toimintoa tarvitaan ei tarvitsekirjoittaa koodia uudestaan, vaan voi käyttää jo kirjoittamaansa ohjelmaa.Pythonissa uudelleenkäytettävyys tulee esille funktioiden avulla. Funktiotovat ohjelmia, jotka tekevät aina jonkin asian. Funktioita voidaan kutsua muistaohjelmista, joten samaa funktioita voidaan käyttää useita kertoja.Koodissa funktio aloitetaan avainsanalla def. Näin komentotulkki tietää,että kyseessä on funktio. Funktiota kutsutaan yksikertaisesti kirjoittamalla sennimi.Funktiolle voidaan antaa kutsun yhteydessä eri parametrejä. Parametrit ovatmuuttujia, jotka käyttäjä voi funktiokutsun yhteydessä määrätä ja näin saadaohjelman toimimaan haluamallaan tavalla. Toistorakenteiden yhteydessä käsit-teltiin range-funktiota. Kutsun yhteydessä annettiin parametriksi muun muassaaloitusluku, jolloin ohjelma aloitti lukujonon tekemisen halutusta kohdasta.Esimerkki 2.11.#testaa onko annettu luku parillinendef onkoParillinen(luku):#muuttujaan parillinen tallennetaan#totuusarvo sen mukaan onko luku#parillinen, oletuksena arvo Falseparillinen=False 11



if luku%2==0 :parillinen=Truereturn parillinenTässä on tehty funktio, joka yksinkertaisesti testaa, onko luku parillinen vaiei. Joka kerta kun tarvitaan tietoa luvun pariteetista, niin siihen voidaan käyt-tää tätä funktiota. Funktion parametrina on siis testattava luku. Funktio ontallennettu nyt lähdekooditiedostoon nimeltä parillinen.py. Testataan funktiontoimintaa.>>> import parillinen>>> parillinen.onkoParillinen(33)False>>> parillinen.onkoParillinen(102)TrueKun funktiolle antaa argumentiksi luvun 33, se palauttaa totuusarvon False.Funktion mukaan siis luku 33 ei ole parillinen, mikä on totta. Samoin kun funk-tion argumenttina on luku 102, se palauttaa totuusarvon True. Funktion mukaanluku 102 on parillinen, mikä siis pitää paikkansa.Tässä myös nähtiin, kuinka funktiota kutsutaan ja kuinka parametrin arvoavaihdellaan.Funktioiden lisäksi uudelleenkäytettävyyttä Pythonissa tuovat esille kirjas-tot. Kirjastot ovat paketteja, joista löytyy valmiita funktioita, joita voi hyödyn-tää koodia kirjoitettaessa. Esimerkkinä mainittakoon math-kirjasto, joka sisäl-tää kaikenlaisia matemaattisia operaatioita kuten neliöjuuren ottamisen.Kirjasto otetaan käyttöön kirjoittamalla lähdekooditiedoston alkuunimport kirjastonnimi. Koodissa voi sitten kutsua normaalisti mitä tahansakirjaston funktiota. Itse asiassa tässä materiaalissa tutustutaan kahteen Pytho-nin kirjastoista, NumPy-kirjastoon sekä Matplotlib-kirjastoon.Esimerkki 2.12. Lasketaan luvun neljä neliöjuuri math-kirjaston avulla.>>>import math>>>math.sqrt(4)2.0
12



3 MatriisilaskentaaTässä luvussa käydään lyhyesti läpi matriisilaskennan perusteita. Asiaa johda-tellaan tutun asian, yhtälöryhmien, kautta. Lopuksi katsotaan miten Python-ohjelmointia voidaan hyödyntää matriisilaskennassa. Päälähteinä on käytettyFraleighin ja Beauregardin kirjaa Linear Algebra [3℄ sekä Metsänkylän luento-monistetta lineaarialgebran kurssille [4℄.3.1 Lineaariset yhtälöryhmätTässä kappaleessa tutustaan lineaarisiin yhtälöryhmiin ja palautetaan mieleenniiden ratkaiseminen eliminointimenetelmällä. Uutena asiana tulee lineaarisenyhtälöryhmän kerroinmatriisi.Määritelmä 3.1. Lineaarinen yhtälöryhmä on sellainen yhtälöryhmä, jonkakaikki muuttujat ovat ensimmäistä astetta. Lineaarinen yhtälöryhmä on siismuotoa
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bmKuten määritelmästä huomataan yhtälöitä ja muuttujia voi olla kuinka pal-jon hyvänsä eikä niitä ole pakko olla edes samaa määrää. Yksinkertaisuudenvuoksi tässä materiaalissa rajoitutaan kuitenkin vain yhtälöryhmiin, joissa onyhtä monta muuttujaa kuin yhtälöä.Lineaaristen yhtälöryhmien ratkaisemiseen on useita tapoja. Yksinkertaisinniistä on Gaussin eliminointimenetelmä. Siinä yhtälöitä kerrotaan sopivilla lu-vuilla ja vähennetään toisistaan siten, että alimmassa yhtälöissä vain viimeisentermin kerroin on nollasta poikkeava, toiseksi alimmassa korkeintaan kahden vii-meisen termin kerroin on nollasta poikkeava jne. Lopulta ylimmässä yhtälössäkaikki termit voivat olla kertoimiltaan nollasta poikkeavia. Tästä saadaan rat-kaistua yksi muuttuja ja sijoittamalla ratkaisu muihin yhtälöihin, saadaan myösmuille muuttujille ratkaisut. Tavoitteena on siis saada yhtälöryhmä muotoon
a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · · + a1nxn = b1

0 · x1 + a22x2 + a23x3 + · · · + a2nxn = b2

0 · x1 + 0 · x2 + a33x3 + · · · + a3nxn = b3

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 · x1 + 0 · x2 + · · · + 0 · xn−1 + annxn = bn13



Sallittuja operaatioita ovat yhtälöiden paikan vaihtaminen, yhtälöiden kertomi-nen nollasta eroavalla vakiolla sekä yhtälöiden lisääminen toisiinsa.Ratkaistaessa yhtälöryhmää eliminointimenetelmällä ratkaisutapa ei ole yk-sikäsitteinen. Saman ratkaisun voi saada myös jollain muulla tavalla eli kerto-malla joillain muilla luvuilla tai eliminoimalla eri järjestyksessä.Esimerkki 3.1. Ratkaistaan alla oleva yhtälöryhmä eliminointimenetelmällä.
x1 − 5x2 + 3x3 = 12

2x1 − x2 − x3 = 6

−2x1 + 10x2 + 2x3 = 24Lisätään ensin keskimmäinen yhtälö alimmaiseen yhtälöön. Näin saadaan yhtä-löryhmä muotoon
x1 − 5x2 + 3x3 = 12

2x1 − x2 − x3 = 6

0 · x1 + 9x2 + x3 = 30.Kerrotaan sitten ylin yhtälö luvulla 2 ja keskimmäinen yhtälö luvulla -1. Nytyhtälöryhmä on muodossa
2x1 − 10x2 + 6x3 = 24

−2x1 + x2 + x3 = −6

0 · x1 + 9x2 + x3 = 30Kun lisätään keskimmäinen yhtälö ylimpään yhtälöön, saadaan yhtälöryhmämuotoon
0 · x1 − 9x2 + 7x3 = 18

−2x1 + x2 + x3 = −6

0 · x1 + 9x2 + x3 = 30Vaihtamalla kahden ylimmäisen yhtälön paikkaa yhtälöryhmä saadaan muotoon
−2x1 + x2 + x3 = −6

0 · x1 − 9x2 + 7x3 = 18

0 · x1 + 9x2 + x3 = 30.Kun vielä lisätään keskimmäinen yhtälö alimpaan yhtälöön, saadaan yhtälöryh-mä toivottuun muotoon.
−2x1 + x2 + x3 = −6

0 · x1 − 9x2 + 7x3 = 18

0 · x1 + 0 · x2 + 8x3 = 48.14



Alimmasta yhtälöstä voidaan nyt ratkaista muuttuja x3. Ratkaisuksi saadaan
x3 = 6. Kun tämä sijoitetaan keskimmäiseen yhtälöön, saadaan se muotoon
−9x2 + 42 = 18. Tästä saadaan ratkaisuksi x2 = 2 2

3 . Muuttuja x1 saadaanratkaistua kun sijoitetaan muuttujien x2 ja x3 ratkaisut ylimpään yhtälöön. Si-joituksen jälkeen yhtälö on muodossa −2x1 + 2 2
3 + 6 = −6. Tästä saadaanratkaisuksi x1 = 7 1

3 . Yhtälöryhmän ratkaisu on siis










x1 = 7 1
3

x2 = 1 2
3

x3 = 6Yhtälöryhmästä voidaan muodostaa ns. kerroinmatriisi. Kerroinmatriisi saa-daan kun vasemmalla puolella olevista lausekkeista otetaan pelkät yhtälön ker-toimet. Määritelmässä 3.1 käytettyjen merkintöjen mukaan kerroinmatriisi onsiis matriisi
A =













a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 · · · amn











Matriiseista kerrotaan lisää seuraavissa kappaleissa. Myöhemmin käy myös ilmi,mitä hyötyä matriiseista on lineaaristen yhtälöryhmien kannalta.Esimerkki 3.2. Yhtälöryhmän
x1 + x2 − 4x3 = 10

2x1 − 2x2 + 3x3 = 4

−4x1 + 3x2 − x3 = −1kerroinmatriisi on matriisi 


1 1 −4

2 −2 3

−4 3 −1






.HarjoituksiaTarkastellaan yhtälöryhmää

2x1 + x2 = 5

4x1 − 4x2 = 4Tehtävä 6. Ratkaise yhtälöryhmä eliminointimenetelmällä.Tehtävä 7. Muodosta yhtälöryhmän kerroinmatriisi A.15



3.2 Perusasioita matriiseistaAivan ensiksi määritellään, mikä matriisi on. Sen jälkeen tutustutaan peruslas-kutoimituksiin, joita matriiseille voidaan tehdä.Määritelmä 3.2. Matriisi on tietynlainen taulukko lukuja. Matriisissa on jokai-sella vaakarivillä n alkiota ja jokaisella pystyrivillä m alkiota. Alla oleva matriisi
A on m × n-matriisi.

A =













a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 · · · amn











Alkioita aij kutsutaan matriisialkioiksi. Matriisialkiot voivat olla mitä ta-hansa lukuja tai jopa esimerkiksi polynomeja. Yksinkertaisuuden vuoksi tässämateriaalissa matriisialkiot rajoitetaan reaalilukuihin. Matriisialkioita aij , joillepätee i = j, sanotaan matriisin diagonaalialkioksi.Matriisin käsite hahmottuu paremmin vertaamalla niitä vektoreihin, sillä
1 × n-matriisi X = (x1, x2, . . . , xn) on itse asiassa vektori.Yleisen matriisin lisäksi on paljon matriiseja, joilla on joitakin erikoispiirtei-tä. Eräs niistä on neliömatriisi. Joihinkin muihin erikoispiirteisiin tutustutaanmyöhemmin tässä materiaalissa.Määritelmä 3.3. Neliömatriisiksi kutsutaan matriisia, jolle pätee m = n.Esimerkki 3.3. Matriisi A = ( 1 2

5 6 ) on 2 × 2-neliömatriisi.Matriiseja voidaan laskea yhteen ja vähentää toisistaan, mikäli kaikki matrii-sit ovat m× n-matriiseja. Kummastakin operaatiosta on tuloksena aina m× n-matriisi. Matriisien yhteenlasku tapahtuu siten, että lasketaan samalla paikal-la olevat alkiot yhteen ja näin saadaan kyseiselle paikalle alkio tulosmatriisis-sa. Vähennnyslasku tapahtuu vastaavalla tavalla. Olkoon A ja B mielivaltaisiamatriiseja ja olkoon C matriisi, joka on saatu laskemalla A ja B yhteen. Silloinmatriisin C alkiot ovat cij = aij + bij .Esimerkki 3.4. Lasketaan matriisien A =

(

3 4 −6

−1 0 5

) ja
B =

(

7 −5 8

10 3 9

) summa (A+B) ja erotus (A-B).
A + B =

(

3 4 −6

−1 0 5

)

+

(

7 −5 8

10 3 9

)

=

(

3 + 7 4 + (−5) −6 + 8

−1 + 10 0 + 3 5 + 9

)

=

(

10 −1 2

9 3 14

) 16



A − B =

(

3 4 −6

−1 0 5

)

−

(

7 −5 8

10 3 9

)

=

(

3 − 7 4 − (−5) −6 − 8

−1 − 10 0 − 3 5 − 9

)

=

(

−4 9 −14

−11 −3 −4

)Matriiseja voidaan myös kertoa reaaliluvuilla. Kertominen tapahtuu siten,että kerrotaan kukin alkio kerrottavalla. Olkoon siis r mielivaltainen reaalilukuja A mielivaltainen matriisi. Kun matriisi A kerrotaan reaaliluvulla r , saadaantulokseksi matriisi B, joka on siis samaa tyyppiä kuin A. Matriisin B alkiotsaadaan kertomalla matriisin A alkiot luvulla r. Matriisissa B siis alkio
bij = r · aij .Esimerkki 3.5. Kerrotaan matriisi A =

(

4 0 7 1

6 8 3 2

) luvulla 5. Kerrotaansiis kukin matriisin A alkio luvulla 5. Näin saadaan
5 ·

(

4 0 7 1

6 8 3 2

)

=

(

5 · 4 5 · 0 5 · 7 5 · 1

5 · 6 5 · 8 5 · 3 5 · 2

)

=

(

20 0 35 5

30 40 15 10

)

.Määritelmä 3.4. Olkoon matriisi
A =













a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 · · · amn













.Kun vaihdetaan matriisin A pystyrivit vaakariveiksi, saadaan matriisin A trans-ponoitu matriisi AT tai lyhyesti transpoosi
AT =













a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

. . . . . . . . . . . . . . .

a1n a2n · · · amn













.Esimerkki 3.6. Matriisin A =

(

12 3 4

5 7 13

) transpoosi AT =







12 5

3 7

4 13






.HarjoituksiaKaikissa tehtävissä on käytetty matriiseja

A =







1 8 −2

1 5 0

3 9 2






ja B =







1 −4 0

6 7 12

−9 8 −3






.Tehtävä 8. Laske niiden summa (A+B), erotus (A-B) sekä kerro kummatkinmatriisit luvulla 3.Tehtävä 9. Muodosta matriisin A transpoosi.17



3.3 Determinantti ja Cramerin sääntöNeliömatriiseille voidaan määritellä determinantti. Matriisin determinanttiamerkitään det(A) tai |A| . Tyyppiä 2 × 2 olevan matriisin determinantti so-vitaan laskettavaksi seuraavasti [5℄.
det
(

a b
c d

)

=
∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣
= ad − bcYleisesti determinantti määritellään seuraavasti.Määritelmä 3.5. Tyyppiä n × n olevan matriisin determinantti on

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . .

an1 ak2 · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a22 a23 · · · a2n

a32 a33 · · · a3n

. . . . . . . . . . . . . . .

an2 an3 · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−a12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a23 · · · a2n

a31 a33 · · · a3n

. . . . . . . . . . . . . . .

an1 an3 · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+. . .

. . . + (−1)n+1a1n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a22 a23 · · · a2(n−1)

a31 a32 · · · a3(n−1)

. . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 · · · an(n−1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣Determinantti saadaan siis kertomalla ensimmäisen rivin alkiot sen matriisindeterminantilla, joka saadaan kun poistetaan ensimmäinen vaakarivi ja se pysty-rivi, jolla alkio on. Lopuksi vielä saadut luvut lasketaan yhteen tai vähennetääntoisistaan. Plus- ja miinusmerkit vuorottelevat.Tämän määritelmän avulla determinantin laskeminen palautuu n kappaleen
n− 1×n− 1-determinantin laskemiseen. Jatkamalla laskemista eteenpäin pääs-tään lopulta 2 × 2-determinanttiin, jotka siis lasketaan edellä sovitulla tavalla.Tyyppiä 1 × 1 olevalle matriisille determinantti määritellään seuraavasti.Määritelmä 3.6. Olkoon (a) 1 × 1-matriisi. Silloin det(a) = a.Määritelmästä huomataan, että myös 2 × 2-determinantille toteuttaa edellämääritellyn yleisen laskusäännön.Esimerkki 3.7. Lasketaan matriisin A =







7 15 −8

6 4 9

5 3 3






determinantti. Mää-ritelmän mukaan otetaan siis kukin ensimmäisen rivin alkio ja kerrotaan sedeterminantilla, joka saadaan kun poistetaan ensimmäinen vaakarivi ja se pys-tyrivi, jolla alkio on. Näin saadaan siis

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

7 15 −8

6 4 9

5 3 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 7

∣

∣

∣

∣

∣

4 9

3 3

∣

∣

∣

∣

∣

− 15

∣

∣

∣

∣

∣

6 9

5 3

∣

∣

∣

∣

∣

+ (−8)

∣

∣

∣

∣

∣

6 4

5 3

∣

∣

∣

∣

∣

.18



Alkioiden perään tuli nyt 2 × 2-determinantteja ja ne lasketaan suoraan edelläsovitun mukaisesti. Determinantin laskemisessa onkin ideana pudottaa rivejäpois niin kauan kunnes päädytään 2 × 2-determinanttiin. Lasketaan siis 2 × 2-determinantit ja näin saadaan
7(4 ·3−9 ·3)−15(6 ·3−9 ·5)−8(6 ·3−4 ·5) = 7(12−27)−15(18−45)−8(18−20)

= 7 · (−15) − 15 · (−27)− 8 · (−2) = −105 + 405 + 16 = 316.Determinantiksi saatiiin siis 316.Palautetaan mieleen kappaleessa 3.1 käsitellyt lineaariset yhtälöryhmät sekäniiden kerroinmatriisi. Lineaarinen yhtälöryhmähän on muotoa
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bmSen kerroinmatriisi taas on matriisi
A =













a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 · · · amn













.Itse asiassa lineaariset yhtälöryhmät voidaan esittää matriisimuodossa. Ker-roinmatriisi A saatiin siis ottamalla vasemmanpuolen lausekkeista kertoimet.Samoin saadaan muuttujille matriisi X = (x1, x2, . . . , xn)T ja yhtälön oikeallepuolelle matriisi B = (b1, b2, . . . , bm)T . Matriisimuodossa yhtälöryhmä on siis
AX = B. Matriisimuodossa on vasemmalla puolella kaksi matriisia kerrottukeskenään. Matriisin kertolaskua ei ole vielä määritelty, mutta se määritelläänmyöhemmin.Lineaarisella yhtälöryhmällä ei välttämättä ole yksikäsitteistä ratkaisua.Ratkaisun yksikäsitteisyys on helppo tarkistaa yhtälöryhmän kerroinmatriisinavulla.Lause 3.1. Lineaarisella yhtälöryhmällä on yksikäsitteinen ratkaisu jos ja vainjos sen kerroinmatriisin determinantti on nollasta poikkeava.Perustelu tälle lauseelle on ilmeinen, kun tutustutaan kohta Cramerin sään-töön.Jos kerroinmatriisin determinantti on nolla, niin yhtälöryhmällä ei ole rat-kaisua tai sitten niitä on äärettömän monta.19



Esimerkki 3.8. Tarkastellaan lineaarista yhtälöryhmää
x1 = 2

2x1 − x2 − 2x3 = 1

3x1 + 2x2 + 4x3 = 12Yhtälöryhmän kerroinmatriisin determinantti on nyt nolla. Tämän voi vaikkaitse todeta. Tällä yhtälöryhmällä ei siis ole yksikäsitteistä ratkaisua. Itse asiassaratkaisuja on äärettömän monta.Lineaarisia yhtälöryhmiä voidaan ratkaista myös niiden kerroinmatriisienavulla. Tapoja on monia. Eräs niistä on Cramerin sääntö.Lause 3.2. Olkoon yhtälöryhmässä yhtä monta muuttujaa ja yhtä monta yh-tälöä sekä kerroinmatriisin determinantti nollasta poikkeava. Silloin yhtälöryh-mällä on tarkalleen yksi ratkaisu ja se on seuraava
xj =

det(Aj)

det(A)missä j = 1, 2, . . . , n ja Aj on se matriisi, joka saadaan korvaamalla j:s pystyrivimatriisilla B.Esimerkki 3.9. Ratkaistaan alla oleva yhtälöryhmä Cramerin säännöllä.
3x1 + 2x2 − x3 = 7

x1 − x2 + 2x3 = 2

2x1 + 3x2 − 2x3 = 3Yhtälöryhmän kerroinmatriisi on nyt A =







3 2 −1

1 −1 2

2 3 −2






. Lasketaan sen de-terminantti.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2 −1

1 −1 2

2 3 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 3

∣

∣

∣

∣

∣

−1 2

3 −2

∣

∣

∣

∣

∣

−2

∣

∣

∣

∣

∣

1 2

2 −2

∣

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

∣

1 −1

2 3

∣

∣

∣

∣

∣

= 3 · (−4)−2 · (−6)−5 = −5Matriisi B on nyt matriisi (7, 2, 3)T .Ratkaistaan ensin muuttuja x1. Matriisi A1 on siis matriisi, joka on saatukorvaamalla matriisista A ensimmäinen rivi matriisilla B. Matriisiksi A1 saa-daan siis matriisi 


7 2 −1

2 −1 2

3 3 −2






. Kun lasketaan matriisin A1 determinantti,tulokseksi saadaan -17. Näin ollen muuttujaksi x1 saadaan x1 = −17

−5 = 3 2
5 .20



Ratkaistaan sitten muuttuja x2 vastaavalla tavalla. Nyt korvataan matriisis-ta A toinen pystyrivi matriisilla B ja saadaan siis matriisi A2. Matriisin A2 de-terminanatiksi saadaan 13. Muuttujan x2 arvoksi saadaan siis x2 = 13
−5 = −2 3

5 .Lopuksi vielä ratkaistaan muuttuja x3. Matriisin A3 determinantiksi saadaan10 ja siten x3 = 10
−5 = −2.Yhtälöryhmän ratkaisu on siis











x1 = 3 2
5

x2 = −2 3
5

x3 = −2HarjoituksiaTehtävä 10. Olkoon matriisi A =
(

1 −1 3
2 0 2
−2 1 −3

). Mikä on matriisin A determi-nantti?Tehtävä 11. Ratkaise yhtälöryhmä Cramerin säännön avulla.
5x1 − x2 = 12

x1 − 2x2 = 63.4 Matriisien kertolaskuMatriisien kertolasku on yhteenlaskua ja luvulla kertomista hieman monimut-kaisempi operaatio. Tässä kappaleessa perehdymme matriisien kertolaskuun.Ensinnäkin kahta mielivaltaista matriisia ei voida välttämättä kertoa keske-nään. Seuraava lause kertoo, millaisia matriiseja voidaan kertoa keskenään.Lause 3.3. Olkoon matriisi A jokin m×n-matriisi ja B jokin l×s-matriisi. Mat-riisit A ja B voidaan kertoa keskenään jos ja vain jos n = l.Perustelu tälle lauseelle on ilmeinen kun on tutustuttu ensin siihen, kuinkamatriiseja oikein kerrotaan keskenään.Matriisien kertolasku tapahtuu siten, että otetaan kertojan ensimmäinenvaakarivi ja kerrottavasta ensimmäinen pystyrivi. Kerrotaan ensimmäiset alkiotkeskenään ja lisätään siihen toisten alkioiden tulo. Tähän lisätään kolmansienalkioiden tulo ja näin jatketaan. Saatu summa on tulosmatriisin alkio a11. Tu-losmatriisin alkio a12 saadaan toistamalla operaatio kerrottavan ensimmäisellevaakariville ja kertojan toiselle pystyriville. Näin siis jatketaan kunnes jokai-nen kerrottavan vaakarivi on kerrottu jokaiselle kertojan pystyrivillä. Tuloksenakertolaskusta saadaan m × s-matriisi. 21



Olkoon siis A ja B mielivaltaisia matriiseja ja C niiden kertolaskun tuloksenasaatu matriisi. Silloin alkio cij = ai1b1j + ai2b2j + · · · + ainbnj .Matriisien kertolaskua kannataa verrata vektoreiden pistetuloon. Usein aja-tellaan, että matriisin rivit ja sarakkeet ovat vektoreita. Tulosmatriisin C alkiota
cij varten siis otetaan matriisista A i:s vaakarivi ja matriisista B j:s sarake jalasketaan näiden kahden vektorin pistetulo.Esimerkki 3.10. Matriiseja A=(−4 2

3 1

) ja B=


5 6 1 −3

−2 0 −1 4

7 5 8 2






ei pystykertomaan keskenään, koska A on tyyppiä 2 × 2 ja B tyyppiä 3 × 4.Matriisien kertolaskusta on tärkeää huomata eräs asia. Lukujen kertolas-kussa voidaan operaation suorittaa missä järjestyksessä hyvänsä. Esimerkiksiolkoon a ja b joitakin reaalilukuja. Silloin a · b = b · a. Matriiseille tämä ominai-suus ei kuitenkaan aina päde. Tämä huomataan seuraavasta esimerkistä.Esimerkki 3.11. Olkoon matriisi A=(1 3

8 6

) ja matriisi B=(8 9

2 3

) . Laske-taan ensin matriisi AB
(

1 3

8 6

)(

8 9

2 3

)

=

(

1 · 8 + 3 · 2 1 · 9 + 3 · 3

8 · 8 + 6 · 2 8 · 9 + 6 · 3

)

=

(

8 + 6 9 + 9

64 + 12 72 + 18

)

=

(

14 18

76 90

)Lasketaan sitten matriisi BA.
(

8 9

2 3

)(

1 3

8 6

)

=

(

8 · 1 + 9 · 8 8 · 3 + 9 · 6

2 · 1 + 3 · 8 2 · 3 + 3 · 6

)

=

(

8 + 72 24 + 54

2 + 24 6 + 18

)

=

(

80 78

26 24

)Huomataan, että tuloksena on eri matriisit.Määritelmä 3.7. Identiteettimatriisiksi I kutsutaan neliömatriisia, jonka dia-gonaalialkiot ovat ykkösiä ja muut alkiot ovat nollia. Identiteettimatriisi on siismatriisi
I =

















1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

. . . . . . . . . .

0 0 0 · · · 1















22



Identiteettimatriisilla on se ominaisuus, että sillä kerrottaessa tai sitä ker-rottaessa tuloksena on aina matriisi mitä sillä kerrotaan tai millä se kerrotaan.Identiteettimatriisi on siis kertolaskussa sama kuin luvuissa kertoisi ykkösellä.Matemaattisesti ilmaistuna siis
IA = AI = Amissä A on mielivaltainen matriisi ja I on identiteettimatriisi.Esimerkki 3.12. Kerrotaan matriisit A=



8 1 −6

−4 7 2

−2 3 5






ja I=



1 0 0

0 1 0

0 0 1





keskenään.
AI =







8 1 −6

−4 7 2

−2 3 5













1 0 0

0 1 0

0 0 1







=







8 · 1 + 1 · 0 + (−6) · 0 8 · 0 + 1 · 1 + (−6) · 0 8 · 0 + 1 · 0 + (−6) · 1

−4 · 1 + 7 · 0 + 2 · 0 −4 · 0 + 7 · 1 + 2 · 0 −4 · 0 + 7 · 0 + 2 · 1

−2 · 1 + 3 · 0 + 5 · 0 −2 · 0 + 3 · 1 + 5 · 0 −2 · 0 + 3 · 0 + 5 · 1







=







8 + 0 + 0 0 + 1 + 0 0 + 0 − 6

−4 + 0 + 0 0 + 7 + 0 0 + 0 + 2

−2 + 0 + 0 0 + 3 + 0 0 + 0 + 5






=







8 1 −6

−4 7 2

−2 3 5






= AJos suorittaa kertolaskun toisinpäin, on myös tuloksena matriisi A. Kertolaskunyksityiskohtainen suorittaminen jätetään harjoitustehtäväksi.HarjoituksiaTehtävä 12. Laske, mikäli mahdollista, seuraavien matriisien tulo (AB).a)

A =







5 6

7 4

8 3






, B =







1 2 −4

1 2 0

3 −4 3





b)
A =

(

3 2

4 6

)

, B =

(

1 0 −1 2

−2 3 1 2

)
)
A =







−1 5 2

−4 10 8

0 −2 3






, B =







1 0 0

0 1 0

0 0 1





d)
A =

(

4 −3

5 4

)

, B =

(

2 1

2 −4

)23



Tehtävä 13. Laske, mikäli mahdollista edellisen tehtävän matriisien tulo (BA).3.5 KäänteismatriisiTässä kappaleessa tutustutaan käänteismatriisin käsitteeseen. Lisäksi katsotaanmillaisilla matriiseilla käänteismatriisi on ja lopuksi vielä lyhyesti käänteismat-riisin laskemista [5℄.Määritelmä 3.8. Matriisin A käänteismatriisi on sellainen matriisi A−1, jollapätee AA−1 = A−1A = I.Esimerkki 3.13. Matriisi B =







− 1
5

2
5 − 2

5

− 1
5

2
5

3
5

3
5 − 1

5
1
5






on matriisin

A =







1 0 2

2 1 1

−1 1 0






käänteismatriisi, sillä

AB =







1 0 2

2 1 1

−1 1 0













− 1
5

2
5 − 2

5

− 1
5

2
5

3
5

3
5 − 1

5
1
5







=







1 ·
(

− 1
5

)

+ 0 ·
(

− 1
5

)

+ 2 · 3
5 1 · 2

5 + 0 · 2
5 + 2 ·

(

− 1
5

)

1 ·
(

− 2
5

)

+ 0 · 2
5 + 2 · 1

5

2 ·
(

− 1
5

)

+ 1 ·
(

− 1
5

)

+ 1 · 3
5 2 · 2

5 + 1 · 2
5 + 1 ·

(

− 1
5

)

2 ·
(

− 2
5

)

+ 1 · 3
5 + 1 · 1

5

−1 ·
(

− 1
5

)

+ 1 ·
(

− 1
5

)

+ 0 · 3
5 −1 · 2

5 + 1 · 2
5 + 0 ·

(

− 1
5

)

−1 ·
(

− 2
5

)

+ 1 · 3
5 + 0 · 1

5







=







− 1
5 + 6

5
2
5 − 2

5 − 2
5 + 2

5

− 2
5 − 1

5 + 3
5

4
5 + 2

5 − 1
5 − 4

5 + 3
5 + 1

5
1
5 − 1

5 − 2
5 + 2

5
2
5 + 3

5






=







1 0 0

0 1 0

0 0 1





Kertolaskusta BA tulee myös vastaukseksi identiteettimatriisi, mutta kertolaskunsuorittaminen jätetään harjoitustehtäväksi.Kaikilla matriiseilla ei kuitenkaan ole käänteismatriisia. Seuraava lause ker-too, millaisilla matriiseilla on käänteismatriisi.Lause 3.4. Matriisilla A on käänteismatriisi, jos ja vain jos se on neliömatriisija det(A)6= 0.Matriiseja, joilla on käänteismatriisi, kutsutaan säännölliksiksi. Lisäksi onmyös hyvä muistaa, että jos matriisilla on käänteismatriisi, on se yksikäsitteinen.Käänteismatriisin etsimiseksi on useita keinoja. Tässä materiaalissa esitel-lään kuitenkin vain periaatteeltaan yksinkertaisin. Tämä tapa perustuu suoraankäänteismatriisin määritelmään. Olkoon matriisi A matriisi, jolle käänteismat-riisi pitää etsiä. Tiedetään että näiden kahden matriisin kertolaskun tuloksenaon identiteettimatriisi. Merkitään siis käänteismatriisin alkioita tuntemattomilla24



xij ja kerrotaan matriisi A käänteismatriisillaan. Koska tulos tiedetään, saadaankertolaskun avulla yhtälöryhmä, josta voidaan ratkaista alkiot xij . Matemaat-tisin merkinnöin siis












a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 · · · ann

























x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n

. . . . . . . . . . . . . . .

xn1 xn2 · · · xnn













=













1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

. . . . . . . . . .

0 0 0 · · · 1











Kun kertolasku suoritetaan, saadaan tuloksena seuraava yhtälöryhmä, jossaon n2 yhtälöä ja n2 muuttujaa.
a11x11 + a12x21 · · · + a1nxn1 = 1

a11x12 + a12x22 + · · · + a1nxn2 = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

an1x1n + an2x2n + · · · + annxnn = 1Yhtälöryhmästä saadaan ratkaistua siis muuttujat xij .Esimerkki 3.14. Etsitään käänteismatriisi matriisille A =

(

1 −1

3 −2

). Merki-tään käänteismatriisin alkioita muuttujilla xij . Näin saadaan kertolasku.
(

1 −1

3 −2

)(

x11 x12

x21 x22

)

=

(

1 0

0 1

)Kun suoritetaan kertolasku, saadaan yhtälöryhmä
x11 − x21 = 1

x12 − x22 = 0

3x11 − 2x21 = 0

3x12 − 2x22 = 1Koska ensimmäinen ja kolmas yhtälö eivät riipu toisesta ja neljännestä, voi-daan yhtälöryhmä hajottaa kahdeksi yhtälöryhmäksi. Tässä ei nyt käydä läpisen tarkemmin yhtälöparien ratkaisemista. Koko yhtälöryhmän ratkaisuksi tulee
x11 = −2, x12 = 1, x21 = −3, x22 = 1Näin ollen saadaan käänteismatriisiksi A−1 =

(

−2 1

−3 1

)25



HarjoituksiaTehtävä 14. Mikä seuraavista on matriisin A =

(

−3 1

2 −4

) käänteismatriisi?a) (−3 2

1 −4

) b) (− 2
5 − 1

10

− 1
5 − 3

10

) 
) ( 2
5 − 1

10
3
10 − 1

5

)

Tehtävä 15. Etsi matriisin A =







2 −1

4 1

−1 −3






käänteismatriisi.Tehtävä 16. Etsi matriisin A =

(

0 −1

2 1

) käänteismatriisi.3.6 Sovelluksia Python-ohjelmointiinTässä kappaleessa tutkitaan, kuinka Python-ohjelmointia voidaan käyttää mat-riisilaskennan työkaluna. Lähteenä on käytetty NumPy-kirjaston tutoriaalia [6℄.Kuten edellä huomattiin, monet matriisien laskutoimituksista ovat työläi-tä suorittaa. Esimerkiksi kertolaskut isoilla matriiseilla, käänteismatriisin etsi-minen ja lineaarisen yhtälöryhmän ratkaiseminen vievät paljon aikaa. Python-ohjelmointi tarjoaa helpotusta tähän ongelmaan. Pythonin NumPy-kirjastostalöytyy valmiit komennot kaikkien näiden operaatioiden suorittamiseen.Python-kielessä on olemassa matriiseille oma tietorakenne. Tämä tietora-kenne saadaan käyttöön NumPy-kirjaston mukana, joten aina matriiseja käsi-teltäessä on otettava käyttöön NumPy-kirjasto. Tämä tapahtuu kirjoittamallalähdekooditiedoston alkuun from numpy import *.Matriisi luodaan matrix-tyyppisenä. Matriisissa kukin vaakarivi on ikään-kuin lista. Rivit siis erotetaan toisistaan hakasulkein ja alkiot pilkuin. Matriisis-sa voidaan viitata yksittäiseen alkioon hakasulkeiden avulla. Jälleen kerran onvain muistettava, että niin rivien kuin sarakkeidenkin indeksointi alkaa nollasta.Esimerkki 3.15.#otetaan Numpy-kirjasto käyttöönfrom numpy import *#luodaan matriisi AA = matrix ([[1, 2, 3℄, [4, 5, 6℄, [7, 8, 9℄℄)#tulostetaan matriisista alkio a_32print A[2,1℄Ohjelma tulostaa siis luvun 8, koska se on kolmannella rivillä ja toisessasarakkeessa.Pythonilla voidaan matriiseille suoraan suoritttaa tavallisia laskuoperaatioi-ta, kuten yhteen-, vähennys- ja kertolasku. Matriiseja voidaan kertoa niin reaa-26



liluvuilla kuin keskenäänkin. Operaatiot tapahtuvat normaalisti operaattoreilla+,- ja *.Esimerkki 3.16.#otetaan NumpPy-kirjasto käyttöönfrom numpy import *#luodaan matriisi AA = matrix ([[1, 2℄, [3, 4℄℄)#luodaan matriisi BB = matrix ([[5, 6℄, [7, 8℄℄)#yhteenlaskuprint A+B#vähennyslaskuprint A-B#skalaarilla kertominenprint 5*A#kertolaskuprint A*BOhjelma siis tulostaa matriisit A ja B laskettuna yhteen, vähennettynä toi-sistaan, matriisin A kerrottuna viidellä sekä A:n ja B:n tulon. Tulosteena ovatsiis seuraavat matriisit.
(

6 8

10 12

)

,

(

−4 −4

−4 −4

)

,

(

5 10

15 20

)

,

(

19 22

43 50

)Myös tranpoosin ja käänteismatriisin etsimiselle on omat komentonsa, joi-den avulla kyseiset matriisit saadaan suoraan. Transpoosi saadaan komennol-la matriisi.T, missä matriisi on transponoitava matriisi. Käänteismatriisipuolestaan saadaan komennolla matriisi.I, missä matriisi on matriisi, jollekäänteismatriisi etsitään. Samoin determinantti saadaan laskettua suoraan. Setapahtuu kommennolla linalg.det(matriisi).Esimerkki 3.17. Lasketaan Pythonin avulla matriisille A =







1 −4 0

−2 1 4

2 0 −1





transpoosi, käänteismatriisi ja determinantti.#otetaan NumPy-kirjasto käyttöönfrom numpy import *#luodaan matriisi AA=matrix([[1,-4,0℄,[-2,1,4℄,[2,0,-1℄℄)#tulostetaan matriisin A tranpoosi27



print A.T# tulostetaan matriisin A käänteismatriisiprint A.I#tulostetaan matriisin A determinanttiprint linalg.det(A)Ohjelma siis tulostaa matriisin AT =







1 −2 2

−4 1 0

0 4 −1






, matriisin

A−1 =







0.04 0.16 0.64

−0.24 0.04 0.16

0.08 0.32 0.28






sekä determinantin, joka on -25 .On huomioitava, että Python antaa esimerkiksi käänteismatriisien alkiot de-simaalilukumuodossa. Mikäli murtolukuesitystä tarvitaan, se on osattava itsemuodostaa.Kuten edellä todettiin esimerkiksi matriisin kertolaskun suorittamiseen jakäänteismatriisin olemassaoloon on tiettyjä rajoitteita eli kaikille matriiseillekertolasku ei onnistu eikä kaikilla matriiseilla ole käänteismatriisia. Python ot-taa huomioon myös useimmat näistä tilanteista, vaikka ehdot on helppo tar-kistaa myös itse. Ainoa, mitä Python ei huomioi, on käänteismatriisin olemas-saoloon liittyvä ehto. Jos Pythonilla yrittää etsiä käänteismatriisia muulle kuinneliömatriisille, ohjelma kyllä antaa matriisin, mutta se ei ole kyseisen matriisinkäänteismatriisi. Tässä tapauksessa on siis ohjelmoijan itsensä oltava tarkkana.Esimerkki 3.18. Lasketaan Pythonilla matriisien A =

(

12 5 −9

2 6 7

) ja
B =

(

11 10

−8 6

) tulo.#otetaan NumPy-kirjasto käyttöönfrom numpy import *#luodaan matriisit A ja BA=matrix([[0,1℄,[1,1℄,[2,2℄℄)B=matrix([[11,10,-9℄,[-8,6,7℄,[9,7,-6℄℄)#tulostetaan matriisit A ja B kerrottuna keskenäänprint A*BKoska matriiseja A ja B ei voi kertoa keskenään, ohjelma antaa virheilmoituk-sen.
28



File "<stdin>", line 2, in <module>File "/usr/lib/python2.5/site-pa
kages/numpy/
ore/defmatrix.py",line 157, in __mul__ return N.dot(self, asmatrix(other))ValueError: obje
ts are not alignedLasketaan seuraavaksi matriisin A käänteismatriisi.#tulostetaan matriisin A käänteismatriisiprint A.IOhjelma tulostaa matriisin.matrix([[ -1.00000000e+00, 2.00000000e-01, 4.00000000e-01℄,[ 1.00000000e+00, -7.01749856e-17, -1.40349971e-16℄℄)Tämä ei kuitenkaan ole matriisin A käänteismatriisi, sillä kertolasku A ∗ A−1antaa tulokseksi jotain muuta kuin identiteettimatriisin.>>> A*(A.I)matrix([[ 1.00000000e+00, -7.01749856e-17, -1.40349971e-16℄,[ 1.11022302e-16, 2.00000000e-01, 4.00000000e-01℄,[ 2.22044605e-16, 4.00000000e-01, 8.00000000e-01℄℄)NumPy-moduulista löytyy myös valmis komento lineaarisen yhtälöryhmänratkaisuun. Kyseinen komento on linalg.solve(matriisi1, matriisi2),missä matriisi1 on yhtälöryhmän kerroinmatriisi ja toisena argumenttina onoikeasta puolesta saatava matriisi.Esimerkki 3.19. Ratkaistaan alla oleva yhtälöryhmä Pythonilla.
2x − 3y = 10

5x + 6y = 20Otetaan ensin yhtälöryhmän kerroinmatriisi
A =

(

2 −3

5 6

)Oikean puolen kertoimista saadaan matriisi B = (10, 20)T . Sitten kirjoitetaanPython-ohjelma, joka ratkaiseen yhtälöryhmän.#otetaan Numpy-kirjasto käyttöönfrom numpy import *#luodaan matriisitA = matrix([[2, -3℄, [5, 6℄℄) 29



B = matrix ([[10℄, [20℄℄)#ratkaistaan yhtälöryhmäprint linalg.solve(A, B)Ratkaisuksi tulee x = 4, 44 . . ., y = −0, 3700370 . . ..On kuitenkin huomattava, että Python antaa ratkaisut desimaalimuodossa. Mi-käli jostain syystä tarvitaan murtolukuesitys, pitää se osata itse muuttaa. Tässä-kin tapauksessa ratkaisut ovat jaksollisia desimaalilukuja, joten niille on olemas-sa murtolukuesitys. Muunto murtolukumuotoon on helppo tarkistaa testaamalla,toteutuuko yhtälöryhmä.HarjoituksiaOlkoon matriisi A =







1 1 2

−3 1 0

−1 2 −2






ja matriisi B =







2 −2 1

0 −1 1

−2 0 2





Tehtävä 17. Kirjoita Python-ohjelma, joka tulostaa matriisista A alkion a12ja matriisista B alkion b32Tehtävä 18. Kirjoita Python-ohjelma, joka tulostaa matriisien A ja B sum-man, erotuksen sekä kummatkin matriisit kerrottuna luvulla 4.Tehtävä 19. Kirjoita Python-ohjelma, joka tulostaa matriisit A ja B kerrottunakeskenään kummassakin järjestyksessä (AB,BA) sekä matriisin B determinan-tin.Tehtävä 20. Kirjoita Python ohjelma, joka tulostaa matriisin A transpoosinsekä matriisin B käänteismatriisin.Tehtävä 21. Ratkaise Pythonilla yhtälöryhmä
5x1 + 3x2 = 9

4x1 + 2x2 = 8Tehtävä 22. Kirjoita Python-ohjelma, joka ratkaisee seuraavan ylioppilaskir-joituksista peräisin olevan tehtävän.Ratkaise lineaarinen yhtälöryhmä
3x − 2y = 1

4x + 5y = 2(Pitkän matematiikan yo-koe, syksy 2001)
30



4 TilastotiedettäTässä luvussa kerrataan hieman erilaisia tilastollisia kuvioita sekä menetelmis-tä pienimmän neliösumman menetelmä. Lopuksi katsotaan kuinka Pythonistaon apua tilastotieteen sovelluksissa. Päälähteinä luvussa on käytetty Pii-sarjankirjaa Tilastot ja todennäköisyys [7℄ sekä Laskutaito-sarjan kirjaa Laskutaito X[8℄.4.1 PylväsdiagrammitTässä kappaleessa palautetaan mieleen pylväsdiagrammi sekä sen piirtäminen.Määritelmä 4.1. Pylväsdiagrammi on kuvio, jossa pystyakselilla on asteikko javaaka-akselilla on pystypylväitä. Yleensä pylväät piirretään yhtä leveiksi, jolloinpylväiden korkeus kuvaa kunkin arvon frekvenssiä.
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Kuva 2: PylväsdiagrammiPylväät voidaan piirtää erikseen tai yhteen. Pylväät on tapana piirtää yh-teen, jos kuviolla kuvataan luokiteltua aineistoa, muuten pylväiden väliin jäte-tään pieni rako. Pylväsdiagrammia, jossa pylväät on piirretty yhteen, kutsutaanyleensä histogrammiksi.Pylväsdiagrammin piirtäminen on yksinkertaista. Ensin vaaka-akselille mer-kitään havaintoarvot ja varataan kullekin havaintoarvolle yhtä leveä pylväs. Pyl-väiden väliin jätetään pieni rako. Jos diagrammi piirretään ruutupaperille, ruu-tuja on hyvä käyttää apuna. Pystyakselille valitaan sopiva, tasavälinen asteikkokuvaamaan frekvenssejä. Aina ei ole yksiselitteistä, mikä asteikkoväli on sopi-vin ja myös useampi asteikkoväli voi sopia kyseiseen kuvaajaan. Sitten kunkinhavaintoarvon kohdallle piirretään pylväs, jonka korkeus määräytyy havainnonfrekvenssin mukaan. Lopuksi vielä nimetään akselit ja lisätään kuvioon otsikko31



Esimerkki 4.1. Piirretään pylväsdiagrammi, joka kuvaa erään lukionpitkän matematiikan lukijoiden arvosanoja ylioppilaskirjoituksissa. Ha-vainnot sekä niiden frekvenssit on annettu alla olevassa taulukossa.Arvosana OppilasmääräL 2E 4M 7C 5B 4A 2I 1Merkitään ensin vaaka-akselille arvosanat sekä varataan kullekin arvosanallekahden ruudun levyinen pylväs. Jätetään yksi ruutu pylväiden väliin.
I A B C M E LSitten valitaan asteikko pystyakselille. Tässä tapauksessa on sopivinta käyt-tää asteikkoa, jossa yksi ruutu vastaa yhtä oppilasta. Sen jälkeen piirretään ku-takin frekvenssejä vastaavat pylväät. Arvosanan improbatur sai yksi oppilas, jo-ten pylväs tulee korkeudelle 1, arvosanan approbatur sai kaksi oppilasta, jotenpylväs tulee korkeudelle 2 jne.
I A B C M E L
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Lopuksi vielä nimetään akselit ja annetaan kuviolle otsikko. Näin saadaansiis seuraava pylväsdiagrammi. 32



Ylioppilaskirjoitusten arvosanat

HarjoituksiaTehtävä 23. Alla annetussa taulukossa on tiedot syyskuun keskilämpötilastaHelsingissä vuosina 2004-2007 [9℄. Piirrä annetusta aineistosta pylväsdiagram-mi. Vuosi Lämpötila2004 12,82005 13,12006 14,02007 11,94.2 PiirakkakuviotTässä kappaleessa palautetaan mieleen piirakkakuvio sekä sen piirtäminen.Määritelmä 4.2. Piirakkakuvio eli ympyräkuvio on ympyränmuotoinen ku-vio. Ympyrä on jaettu sektoreihin ja kunkin sektorin keskuskulma vastaa ha-vaintoarvon osuutta. Koko ympyrä vastaa kaikkia havaintoja.

Kuva 3: PiirakkakuvioPiirakkakuviot ovat erittäin havainnollisia, jos pitää kuvata osuuksien suu-ruutta. 33



Myös piirakkakuvion piirtäminen on yksikertaista. Ensin lasketaan havainto-jen suhteelliset frekvenssit, jos niitä ei ole jo valmiiksi annettu. Sitten lasketaankuinka suurta keskuskulmaa kukin havainto vastaa ympyrässä. Sen jälkeen piir-retään ympyrä ja siihen kutakin keskuskulmaa vastaava sektori. Lopuksi vieläkirjoitetaan kuvioon, mitä havaintoa kukin sektori vastaa ja annetaan kuviolleotsikko. Värejä käyttämälä kuviosta saa havainnollisemman.Esimerkki 4.2. Piirretään piirakkakuvio, joka kuvaa keväällä 2006 ylioppi-laaksi kirjoittaineiden sijoittumista jatko-opintoihin. Aineisto on annettu allaolevassa taulukossa [9℄.Sijoittumiskohde Osuus ylioppilaista(%)toisen asteen ammatillinen koulutus 4,2ammattikorkeakoulu 17,4yliopisto 20,5ei jatkanut opiskelua syksyllä 2006 57,9Tiedot on annettu jo valmiiksi prosenttiosuuksina, joten niitä ei tarvitse las-kea. Lasketaan siis ensin kuinka suurta keskuskulmaa kukin osuus vastaa. Kokoympyrän asteluku on 360, joten kunkin keskuskulman asteluku saadaan laske-malla osuus luvusta 360. Esimerkiksi toisen asteen ammatillisen koulutukseenmenijöille kulman suuruus lasketaan 0, 042 ·360◦ ≈ 15◦. Vastaavasti muille saa-daan seuraavat keskuskulmat. Ammattikorkeakouluun menevien osuutta vastaa63 asteen kulma, yliopistoon menevien osuutta 74 asteen kulma ja opiskeluistatauon pitävien osuutta 208 asteen kulma.Sitten piirretään ympyrä ja mitataan siitä keskuskulmia vastaavat sektorit.
15

Kun vielä kirjoitetaan kuvioon, mitä havaintoa kukin sektori vastaa sekäannetaan kuviolle otsikko, saadaan seuraava piirakkakuvio.
34



Ammatillinen

Ammattikorkeakoulu

Yliopisto

Ei jatkanut opiskelua

Ylioppilaiden sijoittuminen jatko-opintoihin

HarjoituksiaTehtävä 24. Alla olevassa aineistossa on vuoden 2006 joulukuusta vuoden 2007marraskuuhun tapahtuneet liikennekuolemat jaoteltuna vuodenajoittain [9℄. Piir-rä piirakkakuvio, joka kuvaa liikennekuolemia vuodenajan mukaan.Vuodenaika Kuolleiden määrätalvi 81kevät 92kesä 122syksy 894.3 Pienimmän neliösumman menetelmäJoskus tulee tilanteita, jolloin havaintoihin pitää sovittaa kuvaaja. Kun havain-not merkitään sopivaan koordinaatistoon, usein ne asettuvat sellaiseen muotoon,että niihin on helppo sovittaa kuvaaja. Menetelmiä kuvaajan sovittamiseksi onmonia. Yksi niistä on pienimmän neliösumman menetelmä, johon tässä nyt pe-rehdytään. Yksikertaisuuden vuoksi tässä esityksessä tarkastellaan vain suoransovitusta aineistoon, mutta pienimmän neliösumman menetelmällä voidaan löy-tää myös muita kuvaajia. Kun kyse on suoran sovittamisesta, menetelmää kut-35



sutaan myös lineaariseksi pienimmän neliösumman menetelmäksi [5℄.Esimerkki 4.3. Alla on tehty mittaus, jossa huoneenlämpöistä rautakappalettalämmitettään kaksikymmentä minuuttia ja sen lämpötila mitattaan minuutin vä-lein. Alla olevassa kuvassa tulokset on sijoitettu aika-lämpötila-koordinaatistoonja sovitettu suora ainestoon.
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Kuvaajan sovittamisesta aineistoon on useita hyötyjä. Eräs tärkeimmistäon se, että kuvaajasta on apua laadittaessa ennustetta. Edellisessä esimerkis-sä kuvaajan avulla voitaisiin ennustaa rautakappaleen lämpötilaa, kun sitä onlämmitetty kolmekymmentä minuuttia.Pienimmän neliösumman menetelmä perustuu siihen, että minimoidaan ha-vaintopisteiden suorasta pystysuoraa mitattujen etäisyyksien neliöiden summaa.Kyseinen summalauseke on muotoa
S(a, b) =

n
∑

i=1

(yi − (bxi + a))2.Minimi kyseiselle summalle löydetään kun derivoidaan lauseke sekä muuttujan
a että muuttujan b suhteen ja katsotaan, milloin kumpikin derivaatta on nolla.Tällä ehdolla saadaan yhtälöpari

na + b

n
∑

i=1

xi =

n
∑

i=1

yi

a

n
∑

i=1

xi + b

n
∑

i=1

x2
i =

n
∑

i=1

xiyimissä n havaintojen lukumäärä. Yhtälöparista saadaan ratkaistua tuntematto-mat a ja b, jotka ovat sopivimman suoran y = bx + a kertoimet.
36



Esimerkki 4.4. Oheisessa taulukossa on esitetty gsm-liittymien määrä Suo-messa vuosina 1995 − 2007 [9℄. Sovitetaan suora tähän aineistoon pienimmänneliösumman menetelmällä.Vuosi 1994 1995 1996 1997 1998Liittymien lkm 110 155 380 703 830 585 1 523 356 2 498 793Vuosi 1999 2000 2001 2002 2003Liittymien lkm 3 073 942 3 672 762 4 137 337 4 516 772 4 747 126Vuosi 2004 2005 2006 2007Liittymien lkm 4 999 060 5 384 572 5 679 010 6 069 463Merkitään ensin pisteet vuosi-lukumäärä-koordinaatistoon
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Sitten etsitään sopivin suora pienimmän neliösumman menetelmällä. Ha-vaintoja on nyt 14, joten n = 14. Laskentaa varten merkitään vuosia numeroil-la siten, että vuosi 1994 vastaa lukua 1, vuosi 1995 lukua 2 jne. Summalauseke
∑n

i=1 xi = 1 + 2 + 3 + · · · + 14 saa siis arvon 105. Vastaavasti summalauseke
∑n

i=1 yi = 110155 + 380703 + · · · + 6069463 saa arvon 47 623 636. Yhtälöryh-mästä ylempi yhtälö saa siis muodon 14a + 105b = 47 623 636.Alemmassa yhtälössä tarvittavista summalausekkeista
∑n

i=1 x2
i = 12 + 22 + · · · + 142 saa arvon 1015 ja lauseke

∑n

i=1 xiyi = 1 · 110155 + 2 · 380703 + · · · + 14 · 6069463 saa arvon 465 728 731.Näin saadaan alempi yhtälö muotoon 105a + 1015b = 465 728 731.37



Yhtälöryhmä on siis nyt muotoa
14a + 105b = 47 623 636

105a + 1015b = 465 728 731Kun ratkaistaan yhtälöryhmä, saadaan ratkaisuksi a ≈ −176931 ja
b ≈ 477149. Näin ollen optimaalisin suora on muotoa y = 477149x − 176931.Piirretään se siis samaan koordinaatistoon pisteiden kanssa.
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Tehdään vielä kuvaajan pohjalta ennuste, kuinka monta gsm-liittymää suo-messa on vuonna 2009. Nyt siis x = 16, joten y = 477149 · 16 − 176931 =

7 457 453. Tämän mukaan Suomessa olisi siis vuonna 2009 gsm-liittymiä
7 457 453 kappaletta.HarjoituksiaTehtävä 25. Oheisessa aineistossa on keskimääräinen neliöhinta vuokra-asunnoissa vuodesta 1993 vuoteen 2006 [9℄. Sovita suora aineistoon pienimmänneliösumman menetelmällä. Mikä näiden tietojen mukaan olisi keskimääräinenneliövuokra vuonna 2010?1990-lukuVuosi 93 94 95 96 97 98 99Neliöhinta (e/m2) 5,86 5,97 5,99 6,26 6,78 7,03 7,282000-lukuVuosi 00 01 02 03 04 05 06Neliöhinta (e/m2) 7,67 7,99 8,21 8,50 8,60 8,81 8,9338



4.4 Sovelluksia Python-ohjelmointiinPythonilla voidaan piirtää erilaisia kuvioita Matplotlib-kirjaston avulla. Ensiksitutustutaan siis hieman Matplotlib-kirjaston perusteisiin eli kuinka Pythonillavoidaan kuvaajia piirtää. Sitten katsotaan kuinka Pythonilla piirretään pylväs-diagrammeja ja piirakkakuvioita sekä sovitetaan suora pienimmän neliösummanmenetelmää käyttäen. Päälähteenä on käytetty Matplotlib-kirjaston tutoriaalia[10℄.Kuvaajien piirtämiseen Pythonissa käytetään siis Matplotlib-kirjastoa.Se otetaan käyttöön kirjoittamalla lähdekooditiedoston alkuun from pylabimport *. Tiedoston loppuun kirjoitetaan aina myös komento show(), jolloinohjelma myös näyttää kuvaajan.Suoran piirtäminen Pythonissa tapahtuu komennolla plot. Komento on itseasiassa funktio, joten se tarvitsee argumentteja. Komennolle annetaan listanatiedot x- ja y-koordinaateista, joiden kautta suora kulkee. Tässä vaiheessa onhyvä muistaa, että jo kaksi pistettä riittää määrittämään suoran yksikäsitteises-ti. Pisteiden koordinaatit annetaan niin, että x-koordinaatit annetaan omanalistana ja y-koordinaatit omana. Ensimmäisen pisteet x-koordinaatti on ensim-mäisenä x-koordinaattien listassa ja ensimmäisen pisteen y-koordinaatti ensim-mäisenä y-koordinaattien listassa.Esimerkki 4.5. Piirretään Pythonin avulla suora, joka kulkee pisteiden (2,1)ja (4,2) kautta.#luodaan lista x-koordinaateillex=[2,4℄#luodaan lista y-koordinaateilley=[1,2℄#piirretään suoraplot(x,y)#näytetään kuvaajashow()Ohjelma tulostaa kuvan
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Python piirtää oletuksena sinisen viivan. Komennolle plot voi antaa argu-menttina myös värejä. Kullekin värille on olemassa sitä merkitsevä kirjain. Allaon taulukoitu yleisimpien värien kirjaintunnukset.Taulukko 3: Värien kirjaintunnukset PythonissaVäri Kirjaintunnussininen bvihreä gpunainen rkeltainen ymusta kvalkoinen wTässä materiaalissa on käytetty painoteknisistä syistä harmaasävyjä. Har-maasävyjen kohdalla väriä merkitsevä kirjain korvataan luvulla väliltä [0,1℄. Lu-ku osoittaa sävyä siten, että 0 on musta ja 1 valkoinen.Komennolla plot annettujen pisteiden väliin piirretään automaattisesti vii-va. Värin perään voi myös laittaa määreen, jos haluaa piirtää annetut pisteetjollain muulla tavalla kuin suoran osana. Alla on taulukoitu muutamia tapoja.
40



Taulukko 4: Erilaisia piirtotapoja PythonissaPiirtotapa Kirjaintunnusympyrät oneliöt skolmiot ^Myös akseleita voi säädellä itselleen mieluisammiksi. Tämä tapahtuu kom-mennolla axis. Funktiolle annetaan argumenttina lista, johon on tallennettux-akselin alku- ja päätepisteet sekä y-akselin alku- ja päätepisteet.Esimerkki 4.6. Piirretään edellisen esimerkin suoran sijasta nyt mustat neliötsekä laitetaan x-akseli kulkemaan nollasta viiteen ja y-akseli nollasta kolmeen.#luodaan lista x-koordinaateillex=[2,4℄#luodaan lista y-koordinaateilley=[1,2℄#piirretään suora, määre 'ks' piirtää mustat neliötplot(x,y,'ks')#luodaan lista akselien määräämistä vartenakselit=[0,5,0,3℄axis(akselit)#näytetään kuvaajashow()Ohjelma tulostaa kuvan
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Seuraavassa esimerkissä esitellään koodipätkä, jonka avulla voidaan piirtääpylväsdiagrammeja. 41



Esimerkki 4.7. Piirretään Pythonilla pylväsdiagrammi, joka kuvaa eri moot-toriajoneuvojen lajeja Suomessa vuonna 2007. Aineisto on annettu ohessa [9℄.Alla on koodi, joka piirtää pylväsdiagrammin.Ajoneuvolaji MääräHenkilöauto 2 570 356Pakettiauto 297 531Kuorma-auto 97 187Linja-auto 11 543Moottoripyörä 339 851Mopo 188 388Traktori 357 911#koodissa käytetään apuna numarray-tietorakennetta, joten#otetaan se käyttöön ja määritellään sille lyhennys-#merkintä naimport numpy.numarray as na#otetaan Matplotlib käyttöönfrom pylab import *#nimetään pylväätlabels = ["Henkilö", "Paketti", "Kuorma", "Linja","Moottoripyörä","Mopo","Traktori"℄#pylväiden korkeudet eli frekvessitdata = [2570356,297531,97187,11543,339851,188388,357911℄#luodaan numarray-tyyppinen lista, joka sisältää tiedot#pylväiden sijainnistaxlo
ations = na.array(range(len(data)))+0.5#määritetään pylvään leveyswidth = 0.5#bar-komento piirtää pylväät, 
olor määrittää pylvään värinbar(xlo
ations, data, 
olor='0.4' , width=width)#luodaan y-akseli asteikkoineenyti
ks(range(0, 2600001, 100000))#luodaan x-akselixti
ks(xlo
ations+width/2, labels)xlim(0, xlo
ations[-1℄+width*2) 42



#kuvaajan otsikkotitle("Suomen ajoneuvokanta")#näytetään asteikko ainoastaan kuvaajan allag
a().get_xaxis().ti
k_bottom()#näytetään asteikko ainoastaan kuvaajan vasemmalla#puolellag
a().get_yaxis().ti
k_left()#näytetään kuvaajashow()Ohjelma piirtää seuraavan kuvaajan.

Seuraavassa esimerkissä esitellään koodipätkä, jonka avulla voidaan piirtääpiirakkakuvioitaEsimerkki 4.8. Piirretään Pythonin avulla piirakkakuvio, joka kuvaa 15 vuottatäyttäneiden suomalaisten suorittamia tutkintoja. Aineisto on annettu ohessa[9℄. 43



Tutkinto Osuus väestöstä (%)Ei tutkintoa perusasteen jälkeen 35,9Keskiaste 38,3Alin korkea-aste 11,3Alempi korkeakouluaste 7,2Ylempi korkeakouluaste 6,6Tutkijakoulutus 0,7Alla on koodi, joka piirtää piirakkakuvion.#otetaan matplotlib käyttöönfrom pylab import *#annetaan eri sektoreiden osuudet listanafra
s=[35.9,38.3,11.3,7.2,6.6,0.7℄#nimetään sektoritlabels=["Ei tutkintoa", "Keskiaste", "Alin korkea-aste","Alempi korkeakouluaste","Ylempi korkeakouluaste","Tutkijakoulutus"℄#annetaan kullekin sektorille väri
olors=('0.2','0.4','0','0.25', '0.7','1')#määritellään taustäväri ja kuvan koko. Tässä tapauksessa#se kannattaa olla neliönmuotoinen eli pituus ja#leveys yhtäsuuret.figure(figsize=(8,8),fa
e
olor='w')#pie-komento piirtää itse kuvionpie(fra
s, 
olors=
olors, labels=labels)#annetaan kuvaajalle otsikkotitle("Suomalaisten tutkinnot")#näytetään kuvaajashow()Ohjelma siis tulostaa kuvan
44



Ei tutkintoa

Keskiaste

Alin korkea-aste

Alempi korkeakouluaste

Ylempi korkea-aste

Tutkijakoulutus

Suomalaisten tutkinnot

Seuraavassa esimerkissä on esitelty koodipätkä, jonka avulla voidaan piirtääsuora pienimmän neliösumman menetelmällä.Esimerkki 4.9. Oheisessa aineistossa on annettu henkilöautojen lukumääräSuomessa vuodesta 1984 vuoteen 2006 [9℄. Sovitetaan Pythonilla suora kyseiseenaineistoon.1980-lukuVuosi 1984 1985 1986 1987 1988 1989Autojen määrä 1473975 1546094 1619848 1698671 1795908 19089711990-lukuVuosi 1990 1991 1992 1993 1994 1995Autojen määrä 1938856 1922541 1936345 1872933 1872588 1900855Vuosi 1996 1997 1998 1999 2000Autojen määrä 1942752 1948126 2021116 2082580 21347282000-lukuVuosi 2001 2002 2003 2004 2005 2006Autojen määrä 2160603 2194683 2274577 2346726 2430345 250554345



Alla olevalla koodilla saadaan suora piirrettyä.#otetaan matplotlib käyttöönfrom pylab import *#annetaan pisteiden x-koordinaatit listanax=[1.0,2.0,3.0,4.0,5.0,6.0,7.0,8.0,9.0,10.0,11.0,12.0,13.0,14.0,15.0,16.0,17.0,18.0,19.0,20.0,21.0,22.0,23.0℄#annetaan pisteiden y-koordinaatit listanay=[1473975,1546094,1619848,1698671,1795908,1908971,1938856,1922541,1936345,1872933,1872588,1900855,1942752,1948126,2021116,2082580,2134728,2160603,2194683,2274577,2346726,2430345,2505543℄#tehdään pienimmän neliösumman sovitus. Parametri 1 kertoo#sovitettavan kuvaajan asteen. Tässä tapauksessa sovituksen#ollessa lineaarinen aste on 1.m,b=polyfit(x,y,1)#luodaan x-akselixlo
ations=array(range(0,len(x)+4,5))labels=["","1988 ","1993","1998 ","2003"℄xti
ks(xlo
ations,labels)#piirretään suoraplot(x,y,'ko',x, [m*i+b for i in x℄, '-k',linewidth=2)#otetaan ruudutus käytööngrid(True)#näytetään kuvaajashow()Ohjelma tulostaa seuraavan kuvaajan.
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HarjoituksiaTehtävä 26. Alla on esitetty vuonna 2007 syntyneiden lasten määrä jaoteltunaäidin iän mukaan [9℄. Piirrä aineistosta Pythonin avulla pylväsdiagrammi.Äidin ikä Syntyneiden määrä20-24 946725-29 1867330-34 1820635-39 872140-44 2095Tehtävä 27. Alla olevassa aineistossa on esitelty eri energialähteiden käyttöäSuomessa vuonna 2007 [11℄. Piirrä aineistosta Pythonin avulla piirakkakuvio.Energialähde Osuus (%)Öljy 24,4Maakaasu 10,3Hiili 12,9Ydinvoima 16,6Sähkön nettotuonti 3,1Turve 7,2Vesi- ja tuulivoima 3,4Puuperäiset polttoaineet 20,2Muu 1,9
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Tehtävä 28. Oheisessa aineistossa on kuvattu työllisten määrää Suomessa vuo-desta 1993 vuoteen 2006 [9℄. Sovita aineistoon suora Pythonin avulla pienimmänneliösumman menetelmällä.Vuosi 1993 1994 1995 1996 1997Työllisten määrä 1877721 1917051 1932752 1957144 2037997Vuosi 1998 1999 2000 2001 2002Työllisten määrä 2132704 2173885 2228557 2235317 2242303Vuosi 2003 2004 2005 2006Työllisten määrä 2245780 2262359 2265211 2313788
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5 Numeerista matematiikkaaOhjelmoinnin hyöty matematiikassa tulee parhaiten esille numeerisen matema-tiikan osa-alueella. Tässä luvussa käydään läpi koulumatematiikasta tuttu New-tonin menetelmä ja sen sovelluksia Python-ohjelmointiin. Esimerkeissä ja har-joitustehtävissä käytetään jonkin verran ylioppilastehtäviä, koska Newtonin me-netelmä on ollut viime vuosina suosittu kysymys ylioppilaskirjoituksissa. Pää-lähteenä luvussa on käytetty Burdenin ja Fairesin kirjaa Numeri
al Analysis[12℄.5.1 Numeerisen laskennan luotettavuudestaTässä kappaleessa käsitellään lyhyesti numeerisen laskennan luotettavuutta.Vaikka tässä materiaalissa tulevat esimerkit ovat yksinkertaisia, jolloin tark-kuudella ei ole niin suurta merkitystä, on hyvä tietää, että tietokoneella laskettuvastaus harvoin on tarkka.Numeerinen laskenta käyttää pääasiassa reaalilukuja, joita tietokoneessa kä-sitellään desimaaliesityksen avulla. Tässä yhteydessä desimaaliesityksestä käy-tetään nimitystä liukulukuesitys. Liukulukuesitykselle on käytettävissä kiinteän-kokoinen tila koneen muistista, joten esityksen tarkkuus on rajoitettu. Pytho-nissa tämä tila on 32 bittiä. Pythonille on olemassa kirjastoja, joiden avullatarkkuutta voidaan parantaa [13℄. Kirjastoilla voidaan saavuttaa jopa mielival-taisen tarkkoja arvoja. Kirjaston käyttö lisää toki laskenta-aikaa, joten on poh-dittava kuinka tarpeellista tarkentaminen on. Kaikille ohjelmointikielille tällaisiakirjastoja ei ole saatavilla, joten siksi on hyvä huomioida tarkkuus numeeristalaskentaa suoritettaessa.Seuraavalla yksinkertaisella esimerkillä voidaan havainnollistaa esitystark-kuuden rajallisuutta.Esimerkki 5.1.#otetaan Numpy-kirjasto käyttöön, sillä sieltä#tarvitaan arange-funktiota, arange toimii kuten#range, mutta se tulostaa arvot taulukoksifrom numpy import *#otetaan Matplotlib-kirjasto käyttöön, sillä#piirretään kuvaajafrom pylab import *#määritellään muuttujaksi p jokin#mielivaltainen liukulukup=1.2345 49



#määritellään fuktioksi jokin funktio,#joka selvästi saa aina arvon nolladef f(x):y=pow(pow(x,p),1./p) - xreturn y#generoidaan arange-funktion avulla taulukko#muuttujan t arvoista, jotka sijoitetaan funktioont=arange(0,2,0.03)#piiretään kuvaajaplot(t,f(t))#otetaan ruudutus käyttööngrid(True)#näytetään kuvaajashow()Ohjelma tulostaa seuraavan kuvaajan.
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Määritelty funktio on identtisesti nolla, joten kuvaajan pitäisi olla vain suo-ra viiva. Kuten nähdään se ei ole suora viiva, vaan se kulkee vuoroin nollanalapuolella ja vuoroin yläpuolella. Tämä johtuu nimenomaan siitä, eksponentinp arvoa ei pystytä nyt tarkasti määrittämään.Useat numeeriset menetelmät perustuvat iterointiin eli edellisestä iteraatio-askeelesta saatu tulos sijoitetaan seuraavaan askeleeseen. Näin myös laskennastajohtuva virhe kasvaa, mitä pidemmälle laskennassa edetään.
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5.2 Newtonin menetelmäNewtonin menetelmällä ratkaistaan yleensä yhtälöitä, joilla ei ole analyyttistaratkaisua. Toisin sanoen etsitään funktiolle nollakohtaa.Olkoon f : [a, b] → R jatkuva ja derivoituva funktio, jonka arvot välin pää-tepisteissä ovat eri merkkiset. Koska funktion merkki vaihtuu määrittelyvälillä,tiedetään, että funktiolla on ainakin yksi nollakohta kyseisellä välillä. Nollakoh-dalle voidaan löytää likiarvo Newtonin menetelmällä.Newtonin algoritmi toimii siten, että valitaan aloituspisteeksi x0 ∈ (a, b) jamääritellään rekursiivisesti
xn+1 = xn −

f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, 2, . . .Määritelmä on mielekäs, jos xn ∈ (a, b) ja f ′(x) 6= 0.

XXX
012Kuva 4: Newtonin menetelmä geometrisesti esitettynäJonon (xn) ei tarvitse supeta kohti mitään raja-arvoa. Suppenemistapauk-sessa Newtonin iteraatio on hyvin tehokas ja se suppenee useimmiten riittävääntarkkuuteen jo muutamalla askeleella. Jonon (xn) luonne, suppeneeko se vaiei, riippuu aloituspisteen valinnasta. Näin ollen mikäli jono ei jo muutamieniteraatioiden jälkeen selvästi suppene kohti tiettyä arvoa, kannattaa tarkistaaaloituspisteen valinta. Ei ole myöskään selvää tapahtuuko suppeneminen kohtietsittyä juurta vai kohti jotain muuta juurta.Aloituspisteen valintaan ei ole mitään yksikäsitteistä keinoa, vaan on vaintehtävä hyvä arvaus. Aloituspisteen valinnassa voidaan käyttää apuna esimer-kiksi funktion kuvaajaa.
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Newtonin menetelmällä saadaan siis vain arvio nollakohdalle, ei tarkkaa vas-tausta. Saadun tuloksen tarkuuden arviointiin on useita keinoja. Seuraavaksiesitellään niistä yksi.Kuten aikaisemmin todettiin, funktiolla on nollakohta jollakin välillä, mikälifunktion arvot välin päätepisteissä ovat eri merkkiset. Näiden arvojen tulo onsiis selvästi negatiivinen. Iteroitaessa Newtonin menetelmää eteenpäin voidaanlaskea funktion arvojen tulo saadun nollakohdan ympäristössä. Mikäli tulo onnegatiivinen, on saatu arvio riitävän lähellä nollakohtaa.Ympäristön valinta riippuu halutusta tarkkuudesta. Mitä tarkempi vastaushalutaan, sitä pienempi ympäristö on valittava. Jos haluttu tarkkuus on esimer-kiksi viisi desimaalia eli 1, 0·10−5, valitaan tarkasteltavaksi väliksi [xn−h, xn+h],missä xn on saatu arvio ja h = 0, 5 · 10−5. Vakiolla h merkitään yleensä itsei-sarvoltaan pientä lukua. Tarkemmin tästä vakiosta kerrotaan seuraavassa kap-paleessa.Esimerkki 5.2. Etsitään Newtonin menetelmällä nollakohta funktiolle
f(x) = x − sin x eli ratkaisu yhtälölle x − sin x = 0 kolmen desimaalin tark-kuudella.Funktiolla on nollakohta välillä [-1,1℄. Tämä on helppo todeta laskemallafunktion arvot kyseisissä pisteissä. Kohdassa x = −1 funktio saa arvon
f(−1) = −1 − sin(−1) ≈ −0, 159 ja vastaavasti kohdassa x = 1 arvon 0,159.Funktion arvon merkki vaihtuu, joten välillä on oltava nollakohta.Aloitetaan iteroiminen siis kohdasta x = 1 = x0. Iteraatiokaavassa tarvitaanfunktion derivaattaa. Tällä kertaa se on f ′(x) = 1− cos x. Nyt saadaan ensim-mäinen arvio nollakohdalle. Se on siis x1 = x0 −

f(x0)
f ′(x0)

= 1− f(1)
f ′(1) ≈ 0, 655145.Arvioidaan sitten saadun arvion tarkkuus. Koska haluttu tarkkuus oli nyt kolmedesimaalia, valitaan h = 0, 5 · 10−3. Lasketaan siis f(0, 655145 − 0, 5 · 10−3) ·

f(0, 655145+0, 5 ·10−3). Tulo saa nyt arvon 0,00210, joka on positiivinen. Jat-ketaan siis iterointia.Nyt x2 = x1 − f(x1)
f ′(x1)

≈ 0, 433590. Arvioitaessa tarkkuutta saadaan
f(0, 433590 − 0, 5 · 10−3) · f(0, 433590 + 0, 5 · 10−3) = 0, 000181 >0. Jatketaansiis iterointia.
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Alla olevassa taulukossa on laskettu tietokoneen avulla iteraatiota eteenpäin.n xn f(xn − h) · f(xn + h)3 0,288148 1.58 · 10−54 0,191832 1, 38 · 10−65 0,127810 1, 21 · 10−76 0,085183 1, 06 · 10−87 0,056782 9, 30 · 10−108 0,037853 8, 17 · 10−119 0,025234 7, 16 · 10−1210 0,016823 6, 28 · 10−1311 0,011215 5, 50 · 10−1412 0,0074768 4, 79 · 10−1513 0,0049845 4, 13 · 10−1614 0,0033230 3, 49 · 10−1715 0,0022153 2, 81 · 10−1816 0,0014769 2, 00 · 10−1917 0,0009846 1, 03 · 10−2018 0,0006564 1, 64 · 10−2219 0,0004376 −5, 56 · 10−24Kuten huomataan yhdesännellätoista iteraatiokerralla, saavutetaan haluttutarkkuus, sillä silloin funktion arvojen tulo on ensimmäistä kertaa negatiivinen.Kolmen desimaalin tarkkuudella funktion nollakohta on siis x = 0, 000. Mikälihaluttaisiin vielä tarkempi vastaus jatkettaisiin iterointia.HarjoituksiaTehtävä 29. Etsi Newtonin menetelmällä funktion f(x) = x + ex nollakohtakolmen desimaalin tarkkuudella.5.3 Numeerinen derivointiLaskettaessa tietokoneella Newtonin menetelmän avulla tarvitaan käyttöön nu-meerinen derivaatta. Tässä kappaleessa käydäänkin lyhyesti läpi numeerinenderivointi.Palautetaan mieleen derivaatan määritelmä. Derivaattahan määriteltiin ero-tusosamäärän raja-arvona.
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Määritelmä 5.1. Olkoon funktion f määritelty pisteen x ympäristössä. Silloinfunktion f derivaatta pisteessä x on
f ′(x) = lim

h→0

f(x + h) − f(x)

hMikäli derivaatalle ei saada muodostettua tarkkaa esitysmuotoa, voidaan sillemuodostaa arvio sen määritelmän avulla. Muuttujan x paikalle sijoitetaan piste,jossa derivaattaa etsitään. Koska vakio h lähestyy nollaa, valitaan sen arvoksiriittävän läheltä nollaa jokin luku.Esimerkki 5.3. Lasketaan funktion f(x) = cos 2x + ex kohdassa x = 1 sil-loin kun h = 10−5. Sijoitetaan nyt siis derivaatan määritelmään muuttujan xpaikalle luku 1 ja vakion h paikalle luku 10−5.
f ′(1) ≈

f(1 + 10−5) − f(1)

10−5
=

(cos 2 · (1, 0001) + e1,0001) − (cos 2 · 1 − e1)

10−5

≈ 0, 89971Jos derivoidaan funktio ja sijoitetaan derivaatta funktioon muuttujan x arvo1, niin tulokseksi saadaan 0, 89969. Derivoinnin yksityikohtainen suorittaminenjätetään harjoitustehtäväksi. Joka tapauksessa huomataan, että numeerisella de-rivoinnilla saatiin hyvä arvio derivaatan arvolle.Numeerisen derivaatan virhe riippuu vakion h valinnasta. Seuraavaksi tar-kastellaan, millä vakion h arvolla virhe on pienin.Tarkastellaan funktion sin x derivaattaa pistessä x = 1
2 . KirjoitetaanPython-ohjelma, joka laskee numeerisesti derivaatalle arvion eri vakion h ar-voilla sekä virheen kullekin arviolle. Lisäksi ohjelma piirtää virheen vakion harvon funktiona puolilogaritmiseen koordinaatistoon.#koska piirretään kuvaajia, otetaan#Matplotlib-kirjasto käyttöönfrom pylab import *#piste, jossa derivaattaa lasketaans=0.5#luodaan tyhjä lista, johon tallennetaan h:n#potenssitx=[℄#luodaan tyhjä lista, johon tallennetaan#virhe kullakin h:n arvollaz=[℄#annetaan muuttujan j käydä läpi arvot#yhdestä neljääntoistafor j in range(1,15): 54



#tallennetaan listaan x muuttujan j#vastaluvutx=x+[-j℄#laitetaan j:n vastaluku h:n#kymmenpotenssiksih=10**(-j)#tallennetaan listaan z virhe kullakin#h:n arvollaz=z+[abs(
os(s)-((sin(s+h)-sin(s))/h))℄#piirretään kuvaaja puolilogaritmiseen koordinaatistoon#semilogy-käsky toimii kuten plot-käskysemilogy(x,z)#otetaan ruudutus käyttööngrid(True)#muutetaan akselien asteikot sopiviksiaxis([-15,0,10**(-12),10**0℄)#näytetään kuvaajashow()Ohjelma tulostaa seuraavan kuvaajan.
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Kuva 5: Numeerisen derivoinnin virheKuten kuvaajasta huomataan virhe on pienimillään, kun vakion h kymmenenpotenssiksi valitaan luku −8. Käytetään jatkossa siis vakion h arvona h = 10−8.55



5.4 Sovelluksia Python-ohjelmointiinSeuraavassa esimerkissä esitellään ohjelma, joka ratkaisee yhtälöitä käyttäenNewtonin menetelmää.Esimerkki 5.4. Etsitään arvio viiden desimaalin tarkkuudella funktion
f(x) = sin 2x + x

2 nollakohdalle Pythonia hyödyntäen. Alla on koodi, jossa onhyödynnetty Newtonin menetelmää.#otetaan math-kirjasto käyttöönimport math#määritellään funktio fdef f(x):return math.sin(2*x)+x/2#funktion f derivaatta pisteessä xdef derivaatta(f, x, h=1.0e-8):return (f(x+h)-f(x))/h#Newtonin menetelmädef newton(x0, tarkkuus, N=100):#alustetaan iteraatioiden määrä yhdeksii=1while i<N:#lasketaan tarkempi xx=x0-(f(x0)/derivaatta(f,x0,h=1.0e-8))#testataan vastauksen tarkkuusif f(x-(tarkkuus/2))*f(x+(tarkkuus/2)) < 0:return x#jos vastaus on riittävän tarkka,#lopetetaan ohjelman suoritus,#muuten jatketaan iterointiai=i+1x0=x#mikäli riittävän tarkkaa vastausta ei saada#sadassa iteraatiossa käyttäjää pyydetään#tarkistamaan alkuarvotprint ("Tarkista alkuarvot")#kysytään käyttäjältä alkuarvotalkux=input("Anna aloituspiste:")56



desimaalit=input("Anna tarkkuus:")#suoritetaan Newtonin menetelmä annetuilla arvoillaprint newton(alkux,desimaalit)Funktiolla on nyt nollakohta välillä [− 1
2 , 1

2 ℄, sillä f(− 1
2 ) ≈ −1, 091 ja

f(1
2 ) = 1, 091. Aloitetaan iteroiminen siis pisteestä x = 1

2 . Arviota pyydetiinviiden desimaalin tarkkuudella, joten tarkkuudeksi annetaan 0,00001. Kun nä-mä arvot syötetään ohjelmaan, ohjelma tulostaa luvun −4, 89855422751 · 10−7.Viiden desimaalin tarkkuudella ratkaisuksi saadaan siis 0.0000.Tässä tapauksessa huomataan myös Newtonin menetelmän heikkous, deri-vaatan nollakohdat. Jos yrittää aloittaa iteraatiota esimerkiksi kohdasta x = 1,ohjelma antaa nollakohdan aproksimaatioksi x ≈ 1. Tämä johtuu siitä, ettäfunktiolla on paikallinen huippukohta kohdassa x = 1 ja derivaatta saa siinäarvon nolla, joten Newtonin menetelmä ei toimi.Huomattavaa on, että vaikka Python laskee iteraatiot, on käyttäjän itse osat-tava etsiä sopiva alkuarvo. Ohjelmassa toki on joitakin virhetilanteita huomioi-tu. Esimerkiksi tilanne, jossa funktio ei suppene, on huomioitu rajoittamallaiteraatioiden määrää.Ohjelmassa on käytetty numeerista derivaattaa, koska ohjelma on haluttutehdä mahdollisimman automaattiseksi käyttäjälle. Toki derivaatan voisi syöt-tää samoin kuin itse funktionkin. Käyttäjän olisi vain silloin itse derivoitavafunktio.Newtonin menetelmä on ollut suosittu kysymys myös ylioppilaskirjoituksis-sa. Tässä on esimerkkinä ratkaistu ylioppilastehtävä Pythonilla.Esimerkki 5.5. Määritä funktion f(x) = x sin x pienin positiivinen ääriarvo-kohta ja vastaava ääriarvo ratkaisemalla derivaatan nollakohta Newtonin me-netelmällä. Anna vastauksesi viiden desimaalin tarkkuudella. (Pitkän matema-tiikan yo-koe, kevät 2005)Koska derivaatan nollakohta pitää ratkaista, muodostetaan funktion f deri-vaattafunktio g. Kun funktio f derivoidaan, saadaan g(x) = sin x + x cos x.Piirretään ensiksi funktion g kuvaaja.
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Kuvaajasta nähdään, että funktion pienin positiivinen nollakohta on välil-lä [1 1
2 , 2 1

2 ℄. Tämä voidaan myös todeta laskemalla funktion arvot kyseisissä pis-teissä ja todeta, että merkki vaihtuu. Valitaan nyt iteraation aloituskohdaksi 2 1
2 .Kirjoitetaan sitten koodi, joka laskee nollakohdalle approksimaation Newtoninmenetelmällä.#otetaan math-kirjasto käyttöönimport math#määritellään funktio fdef f(x):return math.sin(x)+x*math.
os(x)#funktion f derivaatta pisteessä xdef derivaatta(f, x, h=1.0e-8):return (f(x+h)-f(x))/h#Newtonin menetelmädef newton(x0, tarkkuus, N=100):#alustetaan iteraatioiden määrä yhdeksii=1while i<N:#lasketaan tarkempi xx=x0-(f(x0)/derivaatta(f,x0,h=1.0e-8))#testataan vastauksen tarkkuusif f(x-(tarkkuus/2))*f(x+(tarkkuus/2)) < 0:return x#jos vastaus on riittävän tarkka,#lopetetaan ohjelman suoritus,#muuten jatketaan iterointia58



i=i+1x0=x#mikäli riittävän tarkkaa vastausta ei saada#sadassa iteraatiossa käyttäjää pyydetään#tarkistamaan alkuarvotprint ("Tarkista alkuarvot")#kysytään käyttäjältä alkuarvotalkux=input("Anna aloituspiste:")desimaalit=input("Anna tarkkuus:")#suoritetaan Newtonin menetelmä annetuilla arvoillaprint newton(alkux,desimaalit)Kun ohjelmalle annetaan aloituspisteeksi 2,5 ja tarkkuudeksi 0,00001, se tulos-taa luvun 2.02875784167.Derivaatan nollakohta viiden desimaalin tarkkuudellaon siis x=2,02876. Tämä on myös siis pienin positiivinen ääriarvokohta funk-tiolle f . Funktion f arvo tässä kohdassa on f(2, 02876) ≈ 1, 81971.HarjoituksiaTehtävä 30. Ratkaise Newtonin menetelmän avulla yhtälön ex + sin x = 0suurin juuri viiden desimaalin tarkkuudella. (Pitkän matematiikan yo-koe, syksy2002)Tehtävä 31. Ratkaise yhtälö x − cos x = 0 kolmen desimaalin tarkkudella(Pitkän matematiikan yo-koe, syksy 2007)
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6 Harjoitustehtävien ratkaisutTehtävä 1 Ohjelma kysyy käyttäjältä kaksi kokonaislukua. Luvut tallennetaanmuuttujiin luku1 ja luku2. Sen jälkeen ohjelma laskee lukujen summan ja tallen-taa sen muuttujaan tulos. Sen jälkeen ohjelma tulostaa muuttujan tulos sisällöneli lukujen summan.Tehtävä 2Ohjelma tulostaa käyttäjän antaman luvun kertotaulun. Ohjelmatekee sen siten, että se antaa ensin muuttujalle i arvon 1 ja sitten laskee annetunluvun ja i:n tulon sekä tulostaa sen. Sitten muuttujalle i annetaan arvoksi 2 jatoistetaan sama. Tätä jatketaan aina muuttujan i arvoon 10 saakka.Tehtävä 3kerrottava=input('Anna jokin kokonaisluku väliltä [1,10℄:')i=1while i <= 10:tulos = kerrottava*iprint kerrottava, '*', i, '=', tulosi=i+1Tehtävä 4luku = input('Anna jokin kokonaisluku:')if luku%6==0:print 'Antamasi luku on jaollinen kuudella'else: print 'Antamasi luku ei ole jaollinen kuudella'Tehtävä 5print range(1,41,2)Tehtävä 6 Aloitetaan kertomalla ylempi yhtälö luvulla −2. Yhtälöryhmäsiis muuntuu muotoon
−4x1 − 2x2 = −10

4x1 − 4x2 = 4Lisätään sitten ylempi yhtälö alempaan, jolloin yhtälöryhmä saadaan muotoon
−4x1 − 2x2 = −10

0 · x1 − 6x2 = −6Alemmasta yhtälöstä saadaan nyt muuttujan x2 ratkaisuksi x2 = 1. Kun sijoi-tetaan tämä alkuperäiseen ylempään yhtälöön, saadaan muuttujalle x1 yhtälö61



2x1 + 1 = 5. Tästä saadaan ratkaisuksi x1 = 2. Koko yhtälöryhmän ratkaisu onsiis
{

x1 = 2

x2 = 1Tehtävä 7 Yhtälöryhmän kerroinmatriisi on matriisi A =

(

2 1

4 −4

)Tehtävä 8 Matriisien summa
A + B =







1 8 −2

1 5 0

3 9 2






+







1 −4 0

6 7 12

−9 8 −3







=







1 + 1 8 − 4 −2 + 0

1 + 6 5 + 7 0 + 12

3 − 9 9 + 8 2 − 3






=







2 4 −2

7 12 12

−6 17 −1





Matriisien erotus
A − B =







1 8 −2

1 5 0

3 9 2






−







1 −4 0

6 7 12

−9 8 −3







=







1 − 1 8 + 4 −2 − 0

1 − 6 5 − 7 0 − 12

3 + 9 9 − 8 2 + 3






=







0 12 −2

−5 −2 −12

12 1 5





Matriisit kerrottuna luvulla kolme
3A = 3







1 8 −2

1 5 0

3 9 2






=







3 · 1 3 · 8 3 · (−2)

3 · 1 3 · 5 3 · 0

3 · 3 3 · 9 3 · 2







=







3 24 −6

3 15 0

9 27 6







3B = 3







1 −4 0

6 7 12

−9 8 −3






=







3 · 1 3 · (−4) 3 · 0

3 · 6 3 · 7 3 · 12

3 · −9 3 · 8 3 · (−3)







=







3 −12 0

18 21 36

−27 24 −9





Tehtävä 9 AT =







1 1 3

8 5 9

−2 0 2





 62



Tehtävä 10
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −1 3

2 0 2

−2 1 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1

∣

∣

∣

∣

∣

0 2

1 −3

∣

∣

∣

∣

∣

− (−1)

∣

∣

∣

∣

∣

2 2

−2 −3

∣

∣

∣

∣

∣

+ 3

∣

∣

∣

∣

∣

2 0

−2 1

∣

∣

∣

∣

∣

= 1(0 · (−3) − 2 · 1) + 1(2 · (−3) − 2 · (−2)) + 3(2 · 1 − 0 · (−2))

= −2 − 2 + 6 = 2Tehtävä 11 Yhtälöryhmän kerroinmatriisi on nyt matriisi A =

(

5 −1

1 −2

)ja oikean puolen kertoimista muodostettu matriisi B = (12, 6)T . Matriisin Adeterminantti on ∣∣∣∣
∣

5 −1

1 −2

∣

∣

∣

∣

∣

= 5 · (−2) − (−1) · 1 = −9.Ratkaistaan ensin muuttuja x1. Matriisi A1 saadaan korvaamalla mat-riisista A ensimmäinen pystyrivi matriisilla B. Matriisi A1 on siis matriisi
A1 =

(

12 −1

6 −2

). Sen determinantti on ∣∣∣∣
∣

12 −1

6 −2

∣

∣

∣

∣

∣

= 12 · (−2) − 6 · (−1) = −18.Nyt saadaan ratkaistua muuttuja x1, joka on siis x1 = −18
−9 = 2.Samoin ratkaistaan muuttuja x2. Matriisin A2 determinantiksi saadaan 18,joten muuttujan x2 ratkaisuksi saadaan x2 = 18

−9 = −2. Yhtälöryhmän ratkaisuon siis x1 = 2 ja x2 = −2..Tehtävä 12a) Matriiseja ei voi kertoa keskenään, koska matriisi A on 3 × 2-matriisi jamatriisi B on 3 × 3 matriisib)(3 2

4 6

)(

1 0 −1 2

−2 3 1 2

)

=

(

3 · 1 + 2 · (−2) 3 · 0 + 2 · 3 3 · (−1) + 2 · 1 3 · 2 + 2 · 2

4 · 1 + 6 · (−2) 4 · 0 + 6 · 3 4 · (−1) + 6 · 1 4 · 2 + 6 · 2

)

=

(

3 − 4 0 + 6 −3 + 2 6 + 4

4 − 12 0 + 18 −4 + 6 8 + 12

)

=

(

−1 6 −1 10

−8 18 2 20

)
) Voidaan suoraan todeta, että kertolaskun tuloksena on matriisi A, koskamatriisi B on identiteettimatriisi.d)
(

4 −3

5 4

)(

2 1

2 −4

)

=

(

4 · 2 − 3 · 2 4 · 1 − 3 · (−4)

5 · 2 + 4 · 2 5 · 1 + 4 · (−4)

)

=

(

2 16

18 −11

)Tehtävä 13a)






1 2 −4

1 2 0

3 −4 3













5 6

7 4

8 3






=







1 · 5 + 2 · 7 − 4 · 8 1 · 6 + 2 · 4 − 4 · 3

1 · 5 + 2 · 7 + 0 · 8 1 · 6 + 2 · 4 + 0 · 3

3 · 5 − 4 · 7 + 3 · 8 3 · 6 − 4 · 4 + 3 · 3





63



=







5 + 14 − 32 6 + 8 − 12

5 + 14 + 0 6 + 8 + 0

15 − 28 + 24 18 − 16 + 9






=







−13 2

19 14

11 11





b) Matriiseja ei voi kertoa keskenään, koska matriisi B on 2 × 4-matriisi jamatriisi A on 2 × 2 matriisi.
) Voidaan suoraan todeta, että kertolaskun tuloksena on matriisi A, koskamatriisi B on identiteettimatriisi.d)
(

2 1

2 −4

)(

4 −3

5 4

)

=

(

2 · 4 + 1 · 5 2 · (−3) + 1 · 4

2 · 4 − 4 · 5 2 · (−3) − 4 · 4

)

=

(

13 −2

−12 −22

)Tehtävä 14 Matriisin A käänteismatriisi on vaihtoehdon b) matriisi, sillä
(

−3 1

2 −4

)(

− 2
5 − 1

10

− 1
5 − 3

10

)

=

(

−3 ·
(

− 2
5

)

+ 1 ·
(

− 1
5

)

−3 ·
(

− 1
10

)

+ 1 ·
(

− 3
10

)

2 ·
(

− 2
5

)

− 4 ·
(

− 1
5

)

2 ·
(

− 1
10

)

− 4 ·
(

− 3
10

)

)

=

(

6
5 − 1

5
3
10 − 3

10

− 4
5 + 4

5 − 2
10 + 12

10

)

=

(

1 0

0 1

)Koska käänteismatriisi on yksikäsitteinen, ei välttämättä tarvitse kokeilla muitamatriiseja.Tehtävä 15 Matriisilla ei ole käänteismatriisia, koska se ei ole neliömatriisi.Tehtävä 16 Käänteismatriisi saadaan ratkaisemalla yhtälö
(

0 −1

2 1

)(

x11 x12

x21 x22

)

=

(

1 0

0 1

)

.Kun suoritetaan vasemman puolen kertolasku, päädytään yhtälöryhmään
−x21 = 1

−x22 = 0

2x11 + x21 = 0

2x12 + x22 = 1Kun yhtälöryhmä ratkaistaan, saadaan ratkaisuksi x11 = 1
2 , x12 = 1

2 ,

x21 = −1, x22 = 0. Käänteismatriisi on siis A−1 =

(

1
2

1
2

−1 0

).Tehtävä 17#otetaan Numpy-kirjasto käyttöönfrom numpy import *#luodaan matriisi AA = matrix ([[1, 1, 2℄, [-3, 1, 0℄, [-1, 2, -2℄℄)64



#luodaan matriisi BB = matrix ([[2, -2, 1℄, [0, -1, 1℄, [-2, 0, 2℄℄)#tulostetaan matriisista A alkio a_12print A[0,1℄#tulostetaan matriisista B alkio b_32print B[2,1℄Ohjelma tulostaa luvut 1 ja 0.Tehtävä 18#otetaan Numpy-kirjasto käyttöönfrom numpy import *#luodaan matriisi AA = matrix ([[1, 1, 2℄, [-3, 1, 0℄, [-1, 2, -2℄℄)#luodaan matriisi BB = matrix ([[2, -2, 1℄, [0, -1, 1℄, [-2, 0, 2℄℄)#tulostetaan matriisien A ja B summaprint A+B#tulostetaan matriisien A ja B erotusprint A-B#tulostetaan matriisi A kerrottuna luvulla 4print 4*A#tulostetaan matriisi B kerrottuna luvulla 4print 4*BOhjelma tulostaa matriisit 


3 −1 3

−3 0 1

−3 2 0






,


−1 3 1

−3 2 −1

1 2 −4






,


4 4 8

−12 4 0

−4 8 −8






ja







8 −8 4

0 −4 4

−8 0 8






.Tehtävä 19#otetaan Numpy-kirjasto käyttöönfrom numpy import *#luodaan matriisi AA = matrix ([[1, 1, 2℄, [-3, 1, 0℄, [-1, 2, -2℄℄)#luodaan matriisi BB = matrix ([[2, -2, 1℄, [0, -1, 1℄, [-2, 0, 2℄℄)#tulostetaan matriisien tulo ABprint A*B#tulostetaan matriisien tulo BAprint B*A 65



#tulostetaan matriisin B determinanttiprint linalg.det(B)Ohjelma tulostaa matriisit 


−2 −3 6

−6 5 −2

2 0 −3






ja 


7 2 2

2 1 −2

−4 2 −8






sekä luvun -2,joka on siis matriisin B determinantti.Tehtävä 20#otetaan Numpy-kirjasto käyttöönfrom numpy import *#luodaan matriisi AA = matrix ([[1, 1, 2℄, [-3, 1, 0℄, [-1, 2, -2℄℄)#luodaan matriisi BB = matrix ([[2, -2, 1℄, [0, -1, 1℄, [-2, 0, 2℄℄)#tulostetaan matriisin A transpoosiprint A.T#tulostetaan matriisin B käänteismatriisiprint B.IOhjelma tulostaa matriisit 



1 −3 −1

1 1 2

2 0 −2






ja 


1 −2 1
2

1 −3 1

1 −2 1






.Tehtävä 21#otetaan NumPy-kirjasto käyttöönfrom numpy import *#luodaan matriisitA = matrix([[5, 3℄, [4, 2℄℄)B = matrix ([[9℄, [8℄℄)#ratkaistaan yhtälöryhmäprint linalg.solve(A, B)Ohjelma antaa ratkaisuksi x1 = 3, x2 = −2Tehtävä 22#otetaan NumPy-kirjasto käyttöönfrom numpy import *#luodaan matriisitA = matrix([[3, -2℄, [4, 5℄℄)B = matrix ([[1℄, [2℄℄)#ratkaistaan yhtälöryhmäprint linalg.solve(A, B) 66



Ohjelma tulostaa ratkaisuksi x ≈ 0, 391 ja y ≈ 0, 087. Mikäli vastauksen haluaamurtolukumuodossa kuten yo-kokeessa vaaditaan, pitää se osata itse muuttaa.Tehtävä 23 Merkitään ensin vaaka-akselille vuodet ja varataan kullekinvuodelle kahden ruudun levyinen pylväs. Jätettään pylväiden väliin yksi ruutu.Sitten valitaan asteikko pystyakselille. Valitaan asteikko nyt siten, että se alkaa10 asteesta ja päättyy 15 asteeseen ja yksi ruutu vastaa puolta astetta.
11

12

13

14

15

04 05 06 07Piirretään sitten kunkin vuoden kohdalle pylväs, joka korkeus vastaa läm-pötilaa.
11

12

13

14

15

04 05 06 07Kun vielä annetaan kuviolle otsikko ja nimetään akselit saadaan seuraavapylväsdiagrammi.
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Syyskuun keskilämpötilat Helsingissä

Tehtävä 24 Nyt tiedot ovat lukuina, joten ensiksi pitää laskea kuinka suurtaprosenttiosuutta kuolleista kunakin vuodenaikana kuolleet vastaavat. Yhteensäkuolleita on siis 384. Näin ollen talvella kuolleiden osuus on 81
384 ≈ 0, 211 =

21, 1%. Vastaavasti keväällä kuolleiden osuudeksi saadaan 24,0 %, kesällä kuol-leiden 31,8 % ja syksyllä kuolleiden osuudeksi 23,1 %.Seuraavaksi lasketaan kuinka suurta keskuskulmaa kukin osuuksista vastaa.Koko ympyrän asteluku on 360, joten talvella kuolleita vastaa keskuskulma,jonka asteluku on 0, 211 · 360◦ = 76◦. Vastaavasti keväällä kuolleita vastaa 86asteen keskuskulma, kesällä kuolleita 115 asteen kulma ja syksyllä kuolleita 83asteen kulma.Sitten piirretään ympyrä ja siihen kunkin asteluvun suuruinen sektori.
Kun vielä nimetään sektorit ja annetaan kuviolle otsikko, saadaan seuraavapiirakkakuvio. 68



Tehtävä 25 Havaintoja on nyt 14, joten n = 14. Laskennallisista syistä mer-kitään vuosia niin, että vuosi 93 vastaa muuttujan x arvoa 1, vuosi 94 muut-tujan arvoa 2 jne. Nyt siis summalauseke ∑n

i=1 xi = 1 + 2 + 3 + · · · + 14 saaarvon 105. Vastaavasti summalauseke∑n

i=1 yi = 5, 86+5, 97+ · · ·+8, 93 saa ar-von 103,88. Näin ollen toinen ratkaistavan yhtälöryhmän yhtälöistä on muotoa
14a + 105b = 103, 88.Summalauseke∑n

i=1 x2
i = 12+22+· · ·+142 saa arvon 1015 ja summalauseke

∑n

i=1 xiyi = 1 · 5, 86 + 2 · 5, 97 + · · · + 14 · 8, 93 arvon 839,47. Näin ollen toinenratkaistavan yhtälöryhmän yhtälöistä on muotoa 105a + 1015b = 839, 47.Ratkaistavana on siis nyt yhtälöpari
14a + 105b = 103, 88

105a + 1015b = 839, 47Kun tämä yhtälöpari ratkaistaan, saadaan ratkaisuksi a = 5, 43 ja b = 0, 265.Suoran yhtälö on siis y = 0, 265x + 5, 43. Piirrettynä suora näyttää tältä.
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Vuosi 2010 vastaa muuttujan x arvoa 18. Näin ollen neliöhinta vuonna 2010on y = 0, 265 ∗ 18 + 5, 43 = 10, 2.Tehtävä 26#koodissa käytetään apuna numarray-tietorakennetta, joten#otetaan se käyttöönimport numpy.numarray as na#otetaan Matplotlib käyttöönfrom pylab import *#nimetään pylväätlabels = ["20-24","25-29","30-34","35-39","40-44"℄#pylväiden korkeudet eli frekvessitdata = [9467,18673,18206,8721,2095℄#luodaan numarray-tyyppinen lista, joka sisältää tiedot#pylväiden sijainnistaxlo
ations = na.array(range(len(data)))+0.5#määritetään pylvään leveyswidth = 0.5#bar-komento piirtää pylväät, 
olor määrittää pylvään värinbar(xlo
ations, data, 
olor='0.4' , width=width)#luodaan y-akseli asteikkoineenyti
ks(range(0, 20001, 2000))#luodaan x-akseli 70



xti
ks(xlo
ations+ width/2, labels)xlim(0, xlo
ations[-1℄+width*2)#kuvaajan otsikkotitle("Synnyttäneet naiset")#näytetään asteikko ainoastaan kuvaajan vasemmalla#puolellag
a().get_xaxis().ti
k_bottom()g
a().get_yaxis().ti
k_left()#näytetään kuvaajashow()Ohjelma tulostaa kuvan

Tehtävä 27#otetaan matplotlib käyttöönfrom pylab import *#annetaan eri sektoreiden osuudet listanafra
s=[24.4,10.3, 12.9, 16.6, 3.1, 7.2, 3.4,20.2, 1.9℄#nimetään sektoritlabels=["Öljy", "Maakaasu","Hiili", "Ydinvoima", "Sähkön nettotuonti","Turve", "Vesi- ja tuulivoima", "Puuperäiset polttoaineet", "Muu"℄#annetaan kullekin sektorille väri
olors=('0.2','0.4','0.6','0.1', '0', '0.5' ,'1','0.3','0.9' )71



#määritellään kuvan koko, tässä tapauksessa se kannattaa olla#neliönmuotoinen eli pituus ja leveys yhtäsuuret sekä taustavärifigure(figsize=(9,9),fa
e
olor='w')#pie-komento piirtää itse kuvionpie(fra
s, 
olors=
olors, labels=labels)#annetaan kuvaajalle otsikkotitle("Eri energialähteiden käyttö Suomessa")#näytetään kuvaajashow()Koodista tulostuu seuraava kuva.

Tehtävä 28#otetaan matplotlib käyttöönfrom pylab import *#annetaan pisteiden x-koordinaatit listana72



x=[1.0,2.0,3.0,4.0,5.0,6.0,7.0,8.0,9.0,10.0,11.0,12.0,13.0,14.0℄#annetaan pisteiden y-koordinaatit listanay=[1877721,1917051,1932752,1957144,2037997,2132704,2173885,2228557,2235317,2242303,2245780,2262359,2265211,2313788℄#tehdään pienimmän neliösumman sovitusm,b=polyfit(x,y, 1)#luodaan x-akselixlo
ations=array(range(0,len(x)+5,5))labels=["","1995 ","2000","2005"℄xti
ks(xlo
ations,labels)#piirretään suoraplot(x,y,'ko',x, [m*i+b for i in x℄, '-k',linewidth=2)#otetaan ruudutus käytööngrid(True)#näytetään kuvaajashow()Ohjelma tulostaa kuvan
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Tehtävä 29 Funktiolla on nollakohta välillä [-1,0℄ sillä f(−1) = −1 + e−1

≈ −0, 6321 ja f(0) = 0 + e0 = 1. Valitaan siis aloituspisteeksi x0 = 0.Koska ratkaisu pyydettiin kolmen desimaalin tarkkuudella, valitaan vakio hsiten että h = 0, 5 · 10−3.Koska iteraatiokaavassa tarvitaan funktion derivaattaa, niin derivoidaanfunktion. Funktion derivaatta on nyt f ′(x) = 1 + ex.Lasketaan ensimmäinen arvio nollakohdalle ja saadaan x1 = 0 − f(0)
f ′(0)73



= −0, 5. Virhetarkastelusta saadaan nyt
f(−0, 5 − 0, 5 · 10−3) · f(−0.5 + 0, 5 · 10−3) = f(−0, 5005) · f(−0, 4995)

= (−0, 5005 + e−0,5005) · (−0, 4995 + e−0,4995) ≈ 0, 011348 > 0Jatketaan siis iterointia vielä.Seuraava, parempi arvio on x2 = −0, 5− f(−0,5)
f ′(−0,5) ≈ −0, 566311. Virhetarkas-telusta saadaan nyt 1, 09 · 10−6 > 0. Jatketaan siis iterointia.Kolmannella iteraatiolla tulokseksi tulee −0, 567142 ja virhetarkastelustasaadaan nyt −6, 14 · 10−7 < 0. Jo kolmannella iteraatiolla saadaan siis riittäväntarkka vastaus. Ratkaisu kolmen desimaalin tarkkuudella on siis -0,567.Tehtävä 30 Piirretään ensiksi funktion kuvaaja.
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Kuvaajasta nähdään, että suurin ääriarvokohta on välillä [-1,0℄. Iteroinninaloituspisteeksi voidaan siten valita esimerkiksi x0 = 0.Koska vastaus pyydettiin viiden desimaalin tarkkuudella, annetaan tarkkuu-deksi 0,00001.Kun nämä syötetään alla olevaan ohjelmaan, se antaa tulokseksi
−0, 588529412584. Näin ollen vastaus on x ≈ −0, 58853.#otetaan math-kirjasto käyttöönimport math#määritellään funktio fdef f(x):return (math.e)**x+math.sin(x)#funktion f derivaatta pisteessä xdef derivaatta(f, x, h=1.0e-8):return (f(x+h)-f(x))/h 74



#Newtonin menetelmädef newton(x0, tarkkuus, N=100):#alustetaan iteraatioiden määrä yhdeksii=1while i<N:#lasketaan tarkempi xx=x0-(f(x0)/derivaatta(f,x0,h=1.0e-8))#testataan vastauksen tarkkuusif f(x-(tarkkuus/2))*f(x+(tarkkuus/2)) < 0:return x#jos vastaus on riittävän tarkka,#lopetetaan ohjelman suoritus,#muuten jatketaan iterointiai=i+1x0=x#mikäli riittävän tarkkaa vastausta ei saada#sadassa iteraatiossa käyttäjää pyydetään#tarkistamaan alkuarvotprint ("Tarkista alkuarvot")#kysytään käyttäjältä alkuarvotalkux=input("Anna aloituspiste:")desimaalit=input("Anna tarkkuus:")#suoritetaan Newtonin menetelmä annetuilla arvoillaprint newton(alkux,desimaalit)Tehtävä 31 Kirjoitetaan ensin ohjelma, joka ratkaisee yhtälön Newtoninmenetelmällä.#otetaan math-kirjasto käyttöönimport math#määritellään funktio fdef f(x):return x-math.
os(x)#funktion f derivaatta pisteessä xdef derivaatta(f, x, h=1.0e-8):return (f(x+h)-f(x))/h 75



#Newtonin menetelmädef newton(x0, tarkkuus, N=100):#alustetaan iteraatioiden määrä yhdeksii=1while i<N:#lasketaan tarkempi xx=x0-(f(x0)/derivaatta(f,x0,h=1.0e-8))#testataan vastauksen tarkkuusif f(x-(tarkkuus/2))*f(x+(tarkkuus/2)) < 0:return x#jos vastaus on riittävän tarkka,#lopetetaan ohjelman suoritus,#muuten jatketaan iterointiai=i+1x0=x#mikäli riittävän tarkkaa vastausta ei saada#sadassa iteraatiossa käyttäjää pyydetään#tarkistamaan alkuarvotprint ("Tarkista alkuarvot")#kysytään käyttäjältä alkuarvotalkux=input("Anna aloituspiste:")desimaalit=input("Anna tarkkuus:")#suoritetaan Newtonin menetelmä annetuilla arvoillaprint newton(alkux,desimaalit)Yhtälöllä on nollakohta välillä [-1,1℄, sillä f(−1) ≈ −1, 540 ja f(1) ≈ 0, 459.Valitaan iteraation aloituspisteeksi siis x = 1.Vastausta pyydettiin kolmen desimaalin tarkkuudella, joten tarkkuudeksisyötetään 0, 001.Näillä arvoilla ohjelma tulostaa luvun 0,739112891031, joten vastaus on
x = 0, 739.
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