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Tamai tutkielma on laadittu oppimateriaaliksi lukion kurssille, jossa kisitelldin
Python-ohjelmointikielen kiyttod matriisilaskennan, tilastotieteen ja numeeri-
sen matematiikan osa-alueilla. Tutkielma soveltuu myos itseopiskelumateriaa-
liksi, silla kaikkiin harjoitustehtéviin on esitetty ratkaisut. Lahestymistapa on

valittu lukiolaiselle sopivaksi.

Ensin kussakin osiossa kisitelldin teoria, jotta lukijalla olisi mahdollisuus késit-
tad, mitd ohjelmissa tapahtuu. Kunkin teoriaosuuden jilkeen on Kkisitelty kysei-
sen osa-alueen Python-sovelluksia. Seké teorian ettd Python-sovellusten yhtey-

dessd on runsaasti esimerkkeja.

Taméan materiaalin avulla huomataan, kuinka yksinkertainen mutta monipuoli-

nen ohjelmointikieli Python on.

Asiasanat: Python-ohjelmointikieli, matriisilaskenta, tilastotiede, numeerinen

matematiikka, koulumatematiikka.
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1 Johdanto

Tamai tutkielman tarkoituksena on toimia oppimateriaalina lukiokurssilla, jos-
sa kiisitelliin Python-ohjelmointikielen kiyttod matriisilaskennan, tilastotieteen
sekd numeerisen matematiikan osa-alueilla. Kukin osa-alue kisitelld&in omana
lukunaan. Toki materiaali soveltuu kaikille, jotka aiheesta ovat kiinnostuneet.

Python-kieli on vapaan ldhdekoodin ohjelmointikieli. Yksinkertaisen syntak-
sinsa vuoksi se soveltuu loistavasti myos ohjelmoinnin opetteluun. Python on
ladattavissa osoitteesta www.python.org. Sieltd 16ytyvit myds asennusohjeet.

Materiaalissa tarkeimpid kirjastoja ovat NumPy-kirjasto sekd Matplotlib-
kirjasto. NumPy-kirjaston asennusohjeet seki liséitietoa kirjaston laajemmasta
kiytostd 10ytyy osoittesta http://numpy.scipy.org. Matplotlib-kirjaston ko-
tisivut 16ytyvit puolestaan osoittesta http://matplotlib.souceforge.net.

Esitietoja ohjelmoinnista lukijalta ei odoteta. Sen vuoksi alkuun on kasattu
valttdmattoméat perustiedot Pythonilla ohjelmoimisesta. Toki materiaalin luke-
mista helpottaa, jos lukijalle on jo kertynyt ohjelmointikokemusta. Matematii-
kasta toki oletetaan tiettyja perustietoja. Lukiokursseista olisi hyvé olla kiytyna
vektorilaskennan, tilastotieteen sekdi numeerisen matematiikan kurssit. Tamé-
kidn ei ole vilttamé&tonta, silla jokainen luku alkaa aina teorian kisittelylla. To-
ki teoria kiiyddan hyvin pintapuolisesti, joten syvempiin ymmértimiseen suo-
sitellaan lisdopiskelua. Esimerkiksi lauseita ei tdssi materiaalissa ole todistettu,
koska se ei ole tyon tarkoituksen kannalta olennaista. Lisdksi monet todistuk-
sista ovat matemaattisesti lilan hankalia ottaen huomioon, ettd materiaali on
suunnattu lukio-opetukseen. Toki pieni perustelu jokaiselle esitetdin.

Jokaisen kappaleen lopussa on muutama harjoitustehtivi, koska matematiik-
kaa tai ohjelmointia ei opi muuten kuin itse tekemélld. Lopussa on osio, johon
harjoitustehtdvien ratkaisut on koottu. Jos tutkielmaa kiytetddn kurssin oppi-
materiaalina, voi opettaja halutessaan jattdid ratkaisut pois. Ratkaisujen kera
materiaali toimii my0s itseopiskelussa.

Tekijin oma osuus tydssé on toki materiaalin kokoaminen ja muotoileminen
oppimateriaalin muotoon. Kaikki esimerkit ja harjoitustehtavit lukuunottamat-
ta ylioppilastehtdvid ovat tekijan itse laatimia seké ratkaisemia.






2 Python-ohjelmoinnin perusteet

Ensiksi tutustutaan Python-ohjelmoinnin perusteisiin. Paaldhteend tdssi luvus-
sa on kiytetty Kasurisen Python-ohjelmointiopasta [1] sekd Dive Into Python-
opasta [2]. Naistd 10ytyy lisdd tietoa Python-kielestd siitd kiinnostuneille.

2.1 Ohjelmoinnin aloittaminen

Pythonissa on kaytossd komentorivitulkki, joka nayttad talta.

r "license" for more information.

Kuva 1: Pythonin komentorivitulkki

Komentorivitulkin saa kdyntiin kirjoittamalla komentoriville kiiskyn python.
Lyhyita ohjelmia voi kirjoittaa suoraan komentorivitulkkiin. Komentorivitulkki

suljetaan ndpppéiinyhdistelmalla crtl+a+d.

Esimerkki 2.1.
>>> print ’Hei maailma!’
>>> Hei maailma!

Tassd esimerkissd tulkille annettiin kdsky print, joka siis tarkoittaa, ettd
tulkki tulostaa sen, mitd lainausmerkkien sisddn on kirjoitettu. Kun kdsky on
kirjoitettu, painetaan enterid, jolloin tulkki siis toimii kirjoitettujen kdskyjen

mukaan. Tassd tapauksessa siis tulostaa ruudulle lauseen Hei maailma!.

Kayttokelpoiset ohjelmat saattavat olla koodiltaan hyvinkin pitkia. Sil-
loin ohjelmien kirjoittaminen suoraan tulkkiin kiy hankalaksi. Yleensd ohjel-

mien kirjoittamiseen kiytetdin ldhdekooditiedostoja. Koodi siis kirjoitetaan



omaksi tekstitiedostokseen. Niiden tekstitiedostojen kirjoittamiseen kiytetdin
jotakin tekstieditoria. Tekstitiedosto tallennetaan péaétteelld .py, joilloin se
tunnistetaan python-koodiksi. Ohjelma ajetaan kirjoittamalla komentoriville
python tiedostonnimi.py. Huomaa, ettd komentorivitulkkia ei siis kiynnis-
tetd ennen ajoa.

Ennen ohjelmoinnin aloittamista on my6s hyvd tietdd muutamia seikkoja
Pythonin syntaksista.

Kommentit ovat ohjelmointikielissi riveji, jotka eivit vaikuta ohjelman suo-
ritukseen mitenkddn. Niiden tarkoitus on vain selkeyttidi koodia. Ne voivat olla
esimerkiksi selvennyksid jollekulle muulle, joka koodia lukee tai sitten ohjel-

moijan omia muistiinpanoja. Pythonissa kommentit merkitdin risuaitamerkilld

(#)-

Esimerkki 2.2.
#Tdmd on kommenttirivi

Tém&d rivi taas on ohjelmakoodia

Téarkedd on muistaa, ettd Pythonissa vililyonti rivin alussa on merkitsevé
merkki. Siis jos paperilla annetussa esimerkissé on jokin rivi sisennettyna, pi-
ta4 se sisentdd myos koodia kirjoittaessa, jotta koodi toimii. My6s isot ja pienet
kirjaimet ovat Pythonissa eri asia. Tdmé& on hyvi muistaa esimerkiksi muuttu-
jia nimettiessd. On my6s tirkedd muistaa, ettd kiskyt kirjoitetaan Pythonissa
pienell.

Ohjelmointikielisséd, myos Pythonissa, kiytetdin muuttujia. Muuttujat ovat
tiedonsailytyspaikkoja, joiden sisdlté nimensd mukaisesti muuttuu ohjelman
suorituksen aikana. Lausekkeiksi sanotaan koodiriveji, joissa muuttujille ase-
tetaan jokin arvo. Asetus tapahtuu yhtasuuruusmerkin avulla.

Téssd materiaalissa ja muuallakin kiytetd&n paljon input-komentoa, jo-
ten se on hyvé tuntea. Kaikessa yksinkertaisuudessaan input-komennon avulla
muuttujan sisdlloksi asetetaan se, mitd kiyttdja syottdda. Myohemmin tutustu-
taan Pythonin tietotyyppeihin. Input-komennnon yhteydessi on hyvé muistaa,
ettd itse input huolii syOtteend vain kokonaislukuja. Merkkijonoja varten kiy-

tetddn komentoa raw_input.

Esimerkki 2.3.
nimi=raw_input(’Anna etunimesi:’)
Tdlla rivilla siis ohjelma kysyy kdyttajaltd tdmdan etunimed ja muuttujaan

nimi tallennetaan kdyttdjan antama nimi.

Edellisessd esimerkissd voisi ohjelman suorituksessa olla myShemmin ri-
vi nimi=raw_input (’Anna toinen nimesi:’), jolloin muuttujan nimi sisilto

vaihtuisi annetusta etunimesti toiseksi nimeksi.



Muuttujia voidaan asettaa myos useita samalla kertaa. Silloin asetuslausees-

sa erotellaan muuttujat ja niiden saamat arvot pilkulla.

Harjoituksia

Tehtava 1. Kirjoita seuraava koodi lihdekooditiedostoon ja aja se komentori-
viltd. Mitd ohjelma tekee?

lukul=input (’Anna jokin kokonaisluku:’)
luku2=input (’Anna viel&d kokonaisluku:’)
tulos=lukul+luku2

print ’Antamiesi lukujen summa on’, tulos

2.2 Peruslaskutoimituksia Pythonilla

Komentorivitulkkia voi kiyttda laskimen tapaan peruslaskutoimituksien suo-
rittamiseen. Téstd on hy6tyé erityisesti silloin, kun lasketaan hyvin suurilla lu-
vuilla. Laskutoimitukset kirjoitetaan suoraan komentorivitulkkiin. Alla olevassa

taulukossa on esitelty kiytossa olevat operaattorit.

Taulukko 1: Pythonin operaattorit peruslaskutoimituksille

Operaattori Nimi Selitys
+ Plus laskee yhteen kaksi lukua
— Miinus palauttaa luvun vastaluvun

tal vahentda luvut toisistaan

* Tulo kertoo kaksi lukua keskendén
Kok Potenssi laskee potenssin

/ Jako jakaa luvut kesken#in

% Jakojadnnos palauttaa jakojaannoksen

Esimerkki 2.4. Alla on listattu muutamia laskutoimituksia esimerkiksi ope-

raattoreiden kdaytostd

>>> 5+3
8
>>> 5-3
2
>>> 53
15



>>> B*%3

125

>>> 10/2

5

>>> # Palauttaa, mikd on jakojd&nnés kun viisi jaetaan kolmella
...5%3

2

Pythonilla voidaan tehdd my6s vertailuja. Vertailut palauttavat arvon True
tai False riippuen siitd, pitdako vertailu paikkansa. Allaolevassa taulukossa on

listattu vertailuoperaattorit.

Taulukko 2: Pythonin vertailuoperaattorit

Operaattori Nimi Selitys

< Pienempi kuin Palauttaa tiedon, onko luku pienempi kuin toinen
> Suurempi kuin Palauttaa tiedon, onko luku suurempi kuin toinen
<= Pienempi tai yhta Palauttaa tiedon, onko luku

suuri kuin pienempi tai yhté suuri kuin toinen
>= Suurempi tai yhté Palauttaa tiedon, onko luku

suuri kuin suurempi tai yhtéd suuri kuin toinen
== Yhté suuri kuin Palauttaa tiedon, ovatko kaksi lukua yhté suuret
= Eri suuri kuin Palauttaa tiedon, ovatko kaksi lukua eri suuret

Esimerkki 2.5. Alla on listattu muutamia vertailuja esimerkiksi vertailuope-

raattoreiden kdytostd

>>> b<=3
False
>>> 5>=3
True

>>> b==3
False
>>> 51=3
True

Operaatioiden suoritusjirjestys on sama kuin matematiikassakin. Kerto- ja
jakolasku suoritetaan ennen yhteen- ja vihennyslaskua seki laskuoperaattorit
ennen vertailuoperaattoreita. Sulkeilla voi muuttaa laskujirjestysta ja niitd voi
kiyttdd myos selkeyttimain koodia. Ylenméiriinen sulkeiden kiyttod kuitenkin

tekee koodista hankalasti luettavaa.



2.3 Tietotyypit

Pythonista 16ytyy nelji erilaista tietotyyppid numeroille, kokonaisluvut, liuku-
luvut, pitkit kokonaisluvut sekd kompleksiluvut. Kompleksiluvut voidaan téssé
yvhteydessé sivuuttaa. Lisdksi on hyvi tuntea myos tietotyypit merkkijono ja
lista.

Kokonaisluvut (int) ovat Pythonissa aivan sama kisite kuin matematiikas-
sakin. Ne ovat siis lukuja, jotka eivit sisilla desimaaliosaa. Pitkdt kokonaisluvut
(long) ovat taas hyvin suuria kokonaislukuja. Liukuluvut (float) puolestaan
ovat lukuja, joita matematiikassa kutsutaan desimaaliluvuiksi.

Tietotyyppien kanssa on syytéa olla tarkkana laskutoimituksia tehtéessa. Esi-
merkiksi kun tehd&in toimitus kokonaislukuina, voi tuloksena olla ainoastaan
kokonaislukuja. Toisaalta kokonaislukuja, pitkid kokonaislukuja ja desimaalilu-
kuja voidaan kiyttaa samoissa laskutoimituksissa. Python antaa tuloksen auto-

maattisesti sopivassa muodossa.
Esimerkki 2.6. Lasketaan g Pythonilla.

>>> 6/8
0

Koska luvut on annettu kokonaislukuina, Python antaa tuloksen kokonaislukuna.
Tarkemmin sanoen tulkki palauttaa osamddrdin kokonaisosan eli tdssd tapauk-
sessa nollan. Kun laitetaan luvut 6 ja 8 desimaaliluvuiksi, saadaan oikea tulos,

koska silloin Python antaa tuloksen desimaalilukuina.

>>> 6.0/8.0
0.75

Toisaalta riittdd antaa vain toinen luku desimaalimuodossa, koska Python muut-

taa tuloksen automaattisesti sopivaan muotoon.

>>> 6.0/8
0.75

Merkkijonot (str) ovat nimensi mukaisesti jono merkkeji. Merkkijonoja voi-
daan kayttad esimerkiksi sanojen tallentamiseen. Merkkijonoissa voidaan kiyt-
taa kaikkia merkkejé, isoja ja pienié kirjaimia, numeroita, skandinaavisia merk-
kejé ja jopa erikoismerkkejd. Merkkijono kirjoitetaan aina sitaattien sisdéin. Si-
taatit voivat olla joko yksinkertaisia (’) tai kaksinkertaisia (). Erikoismerkkeja
kiytettiessd on siis huomiotava, ettd mikili merkkijonossa esiintyy sitaatti, pi-
ta4 sen eteen laittaa kenoviiva (\). Mikéli merkkijonon alkamista ja paattymista
merkitdin yksinkertaisilla sitaateilla, kaksinkertaisten eteen ei tarvitse laittaa

kenoviivaa ja toisinpdin.



Lista on indeksoitu jono muuttujia. Jokaisella listan alkiolla on oma tieto-
tyyppinsi, joten samassa listassa voi olla niin kokonaislukuja kuin merkkijono-
jakin. Lista luodaan hakasulkeiden sisdén ja alkiot erotetaan toisistaan pilkulla.

Sekd merkkijonon ettd listan pituuden saa selville komennolla len ja yk-
sittaisiin alkioihin p&ddstdin kisiksi hakasulkeilla. Alkioihin viitattaessa pitda

muistaa, ettd indeksointi alkaa nollasta.

Esimerkki 2.7.
>>> #luodaan kolmen alkion lista a
>>> a=[5,"kissa",2.5]
>>> print a
[6, ’kissa’, 2.5]
>>> #selvitetddn listan pituus
>>> len(a)
3
>>> al1]
’kissa’
Tdssd esimerkissd on siis luotu lista a. Huomionarvoista on, ettd listan alkiot
votvat olla mitd tietotyyppid tahansa eikd niiden tarvitse edes olla keskenddn

samaa tietotyyppia. Lisdksi on haettu listan pituus sekd palautettu toinen alkio.

2.4 Ehto- ja toistorakenteet

Useimmissa ohjelmointikielisséd, my6s Pythonissa, on mahdollisuus haarauttaa
koodia. Jokin ohjelmanpétki suoritetaan siis vain jos annettu ehto tayttyy.

Pythonissa kdytetdin if-else-rakennetta. If-osiossa annetaan jokin vaittamaé.
Jos viittdma on tosi, suoritetaan koodista se osa, joka on kirjoitettu if-osioon.
Muuten jatketaan else-osioon. Else-osiota ei kuitenkaan ole pakko kirjoittaa.
Siis jos if-rakenteessa ei ole else-osiota, jatketaan viittdman jadtya toteutumatta
koodin suorittamista heti if-osion jalkeen.

Pythonissa on kiytdssd my0s elif-osio. Niité voidaan laittaa if-osion jélkeen
vaikka kuinka monta. Elif-osiossa annetaan uusi ehto, joka maarittelee suori-
tetaanko kyseinen osio. Elif-osioon mennéin siis vain jos if-osion tai minkiin
edellisen elif-osion vaittdma ei toteudu. Elif-osion nimen voi ajatella olevan ly-
henne sanoista else ja if. Voi siis ajatella, ettd else osiossa tuleekin nyt uusi

if-osio. Else-osion tavoin elif-osiota ei ole pakko laittaa if-osion jalkeen.

Esimerkki 2.8.
luku=input(’Anna jokin kokonaisluku:’)
if lukuj2==0:
print ’Antamasi luku on parillinen’
elif luku%3==0:



print ’Antamasi luku on pariton, mutta jaollinen kolmella’
else:
print ’Antamasi luku on pariton’

Ohgelma siis kysyy kdyttdajaltd jonkin kokonaisluvun. If-lauseella on nyt vdit-
tamd, joka testaa, mikd on muuttujan luku jakojidnnés kahdella jaettaessa. Mi-
kali se on nolla eli luku on jaollinen kahdella, tulostetaan teksti ’Antamasi luku
on parillinen’. Elif-osiossa testataan samoin, onko luku jaollinen kolmella. Huo-
maa, ettd elif-osioon ei mennd, mikdli if-osion vdittamd toteutuu. Jos kumpikaan
vaittamistd ei toteudu, tulostetaan ruudulle teksti *Antamasi luku on pariton’.

Else-osioonkaan ei mennd, jos jompi kumpi edellisisti osioista suoritetaan.

Ohjelmointikielissd on rakenteiteta, joiden avulla tiettyd osaa ohjelmaa voi-
daan toistaa tarpeellinen miira kertoja. Toistettavaa ohjelmaosaa sanotaa sil-
mukaksi. Pythonissa on kaksi erilaista toistorakennetta, while- ja for-rakenteet.

While-rakenteessa tiettyi osaa ohjelmasta toistetaan niin kauan kun annettu
ehto on voimassa. While-rakenteeseen voidaan liittd4 if-rakenteen tavoin else-
haara. Tamé haara kertoo, mitd tehdain, jos while-silmukkaa varten annettu
ehto ei taytykidn ja silmukkaan ei menni laisinkaan. While-rakenteen heikkous
on, ettd etukiiteen ei tiedetd, kuinka monta kertaa silmukka tullaan kiymé&in
lapi. Ei voida olla edes varmoja loppuuko silmukka koskaan eli loppuuko ehdon
voimassaolo.

For-rakenteessa mééritellddin etukiiteen kuinka monta kertaa silmukka tois-
tetaan. Useimmiten for-rakennetta kiytetidn esimerkiksi listojen ldpikiymiseen.
My®os for-rakenteeseen on mahdollista liittaa else-haara if- ja while-rakenteiden
tavoin. Toistojen madrd méaaritelldin range-funktion avulla.

Range-funktio on hyvin yksinkertainen Pythonin sisdfinrakennettu funktio.
Range-funktiolle riittdd antaa parametriksi vain kiytettivin lukujonon alkioi-
den mé&ird. Talloin oletuksena lukujono alkaa nollasta ja jatkuu niin monta
kokonaislukua eteenpdin kun arvoksi on annettu. Jos ei haluta aloittaa nollasta,
voidaan range-funktiolle antaa argumentiksi myos aloitusluku. Silloin menn&in
annetusta luvusta niin monta kokonaislukua eteenpéin kun on annettu. Jos taas
halutaan menné enemmén kuin yksi luku kerrallaan, sekin voidaan antaa argu-
mentiksi range-funktiolle. Silloin mennéin annetusta aloitusluvusta annettuja

askeileita niin monta kuin on mairitty annettuun ylirajaan asti.

Esimerkki 2.9.

>>>range(5) #tulostaa kokonaisluvut nollasta nelj&én

(o, 1, 2, 3, 4]

>>>range(3,11) #tulostaa kokonaisluvut kolmesta kymmeneen
(3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]

>>>#tulostaa joka kolmannen kokonaisluvun miinus viidestéa



>>>#viiteentoista
>>>range(-5, 16, 3)
[-5, -2, 1, 4, 7, 10, 13]

Seuraavassa esimerkissi kiydadn 1dpi toistorakenteiden kiyttoa.

Esimerkki 2.10. Alla on kahdella tavalla kirjoitettu ohjelma, joka tulostaa

annetun luvun kertoman. Ensiksi toistorakenteena on kaytetty while-rakennetta.

#pyydetddn kdyttdjdltad positiivinen kokonaisluku
luku=input(’Anna jokin positiivinen kokonaisluku:’)
#alustetaan apumuuttuja arvoksi 1
apu=1
#alustetaan muuttuja, johon tulos tallennetaan
#arvoksi 1
tulos=1
#niin kauan kun muuttujan apu arvo pienempdd tai yht&suurta
#kuin annettu luku kerrotaan muuttuja tulos ja apu kesken&ddn
# ja tallennetaan tulos muuttujaan tulo
while apu <= luku:

tulos=tulos*apu
#kasvatetaan lopuksi muuttujaa apu yhdelld

apu=apu+1

#tulostetaan saatu tulos

print tulos
Alla on sama ohjelma kirjoitettuna for-rakenteen avulla.

#pyydetddn kdyttdjaltd positiivinen kokonaisluku
luku=input(’Anna jokin positiivinen kokonaisluku:’)
#alustetaan muuttuja, johon tulos tallennetaan
tulos=1
#kerrotaan kesken&ddn apumuuttuja ja tulosmuuttuja apumuuttujan
#arvolla [1,luku] ja tallenetaan tulos muuttujaan tulos
for apu in range(1l,luku+il):
tulos=tulos*apu
#tulostetaan saatu tulos

print tulos
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Harjoituksia

Tehtdva 2. Kirjoita seuraava koodi tekstieditoriin. Mitd ohjelma tekee ? Kiin-

nitd erityistd huomiota for-rakenteen kdyttéon.

kerrottava=input (’Anna jokin kokonaisluku v&dliltad [1,10]:?)
for i in range(1,11):
tulos=kerrottavaxi

print kerrottava, ’*’, i, ’=’, tulos
Tehtava 3. Kirjoita edellisen tehtdvdin koodi while-rakenteen avulla.

Tehtava 4. Kirjoita ohjelma, joka kysyy kdyttdjalta lukua ja kertoo onko luku

jaollinen kuudella.

Tehtava 5. Tulosta range-funktion avulla parilliset positiiviset luvut, jotka ovat

pienempid tai yhtd suuria kuin 40.

2.5 Funktiot ja kirjastot

Ohjelmoijan tyotd helpottaa suuresti niin sanottu uudelleenkiyttettéavyys. Uu-
delleenkiytettivyydelld tarkoitetaan sité, ettd kun kerran kirjoitetaan jokin oh-
jelmanpétki, niin sitd voidaan kiyttdd aina uudelleen ja uudelleen. Siis joka
kerta kun kyseisen ohjelmanpitkin suorittamaa toimintoa tarvitaan ei tarvitse
kirjoittaa koodia uudestaan, vaan voi kayttaa jo kirjoittamaansa ohjelmaa.

Pythonissa uudelleenkiytettivyys tulee esille funktioiden avulla. Funktiot
ovat ohjelmia, jotka tekeviit aina jonkin asian. Funktioita voidaan kutsua muista
ohjelmista, joten samaa funktioita voidaan kiyttda useita kertoja.

Koodissa funktio aloitetaan avainsanalla def. Niain komentotulkki tietdi,
ettd kyseessd on funktio. Funktiota kutsutaan yksikertaisesti kirjoittamalla sen
nimi.

Funktiolle voidaan antaa kutsun yhteydesséi eri parametreji. Parametrit ovat
muuttujia, jotka kiyttiji voi funktiokutsun yhteydessi médrdaté ja niin saada
ohjelman toimimaan haluamallaan tavalla. Toistorakenteiden yhteydessé kisit-
teltiin range-funktiota. Kutsun yhteydessi annettiin parametriksi muun muassa

aloitusluku, jolloin ohjelma aloitti lukujonon tekemisen halutusta kohdasta.

Esimerkki 2.11.

#testaa onko annettu luku parillinen

def onkoParillinen(luku):
#muuttujaan parillinen tallennetaan
#totuusarvo sen mukaan onko luku
#parillinen, oletuksena arvo False

parillinen=False
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if luku’2==0 :
parillinen=True
return parillinen
Tassa on tehty funktio, joka yksinkertaisesti testaa, onko luku parillinen vai
ei. Joka kerta kun tarvitaan tietoa luvun pariteetista, niin sithen voidaan kdyt-
tad tata funktiota. Funktion parametrina on siis testattava luku. Funktio on
tallennettu nyt ldhdekooditiedostoon nimeltd parillinen.py. Testataan funktion

toimintaa.

>>> import parillinen

>>> parillinen.onkoParillinen(33)
False

>>> parillinen.onkoParillinen(102)

True

Kun funktiolle antaa argumentiksi luvun 33, se palauttaa totuusarvon False.
Funktion mukaan siis luku 33 ei ole parillinen, mikd on totta. Samoin kun funk-
tion argumenttina on luku 102, se palauttaa totuusarvon True. Funktion mukaan
luku 102 on parillinen, mikd siis pitad paikkansa.

Tassa myds ndhtiin, kuinka funktiota kutsutaan ja kuinka parametrin arvoa

vaihdellaan.

Funktioiden lisdksi uudelleenkiytettivyyttd Pythonissa tuovat esille kirjas-
tot. Kirjastot ovat paketteja, joista 10ytyy valmiita funktioita, joita voi hyddyn-
tad koodia kirjoitettaessa. Esimerkkini mainittakoon math-kirjasto, joka sisil-
td4 kaikenlaisia matemaattisia operaatioita kuten neliGjuuren ottamisen.

Kirjasto otetaan kiyttoon kirjoittamalla ldhdekooditiedoston alkuun
import kirjastonnimi. Koodissa voi sitten kutsua normaalisti mitid tahansa
kirjaston funktiota. Itse asiassa tdssd materiaalissa tutustutaan kahteen Pytho-

nin kirjastoista, NumPy-kirjastoon sekd Matplotlib-kirjastoon.
Esimerkki 2.12. Lasketaan luvun nelji neliojuuri math-kirjaston avulla.

>>>import math
>>>math.sqrt(4)
2.0
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3 Matriisilaskentaa

Tassé luvussa kiydadn lyhyesti 14pi matriisilaskennan perusteita. Asiaa johda-
tellaan tutun asian, yhtiloryhmien, kautta. Lopuksi katsotaan miten Python-
ohjelmointia voidaan hyddyntdd matriisilaskennassa. Paildhteind on kiytetty
Fraleighin ja Beauregardin kirjaa Linear Algebra [3] sekd Metsénkylén luento-

monistetta lineaarialgebran kurssille [4].

3.1 Lineaariset yhtialoryhmét

Tassa kappaleessa tutustaan lineaarisiin yhtaléryhmiin ja palautetaan mieleen
niiden ratkaiseminen eliminointimenetelmélla. Uutena asiana tulee lineaarisen

yhtaléryhmén kerroinmatriisi.

Maéédritelmé 3.1. Lineaarinen yhtéloryhmé on sellainen yhtdloryhmé, jonka
kaikki muuttujat ovat ensimmdisti astetta. Lineaarinen yhtdloryhméa on siis

muotoa

1171 + @122 + -+ G1nTn = b1

(2121 + a22%2 + -+ + A2p Ty = b

Am1T1 + Am2Z2 + -+ ApmpTn = bm

Kuten méaéritelméstd huomataan yhtélitd ja muuttujia voi olla kuinka pal-
jon hyvinsa eikd niitd ole pakko olla edes samaa méardéd. Yksinkertaisuuden
vuoksi téssd materiaalissa rajoitutaan kuitenkin vain yhtiloryhmiin, joissa on
yhtd monta muuttujaa kuin yhtiloa.

Lineaaristen yhtdloryhmien ratkaisemiseen on useita tapoja. Yksinkertaisin
niistd on Gaussin eliminointimenetelmé. Siind yhtaldita kerrotaan sopivilla lu-
vuilla ja vihennetdin toisistaan siten, ettd alimmassa yhtél6issi vain viimeisen
termin kerroin on nollasta poikkeava, toiseksi alimmassa korkeintaan kahden vii-
meisen termin kerroin on nollasta poikkeava jne. Lopulta ylimméssé yhtalossa
kaikki termit voivat olla kertoimiltaan nollasta poikkeavia. T#std saadaan rat-
kaistua yksi muuttuja ja sijoittamalla ratkaisu muihin yht&l6ihin, saadaan myo6s

muille muuttujille ratkaisut. Tavoitteena on siis saada yhtdléryhma muotoon
a11@1 + a2 + a13%3 + -+ + a1pn = by
021 + az2x2 + azsxs + -+ + agnTyn = ba

0-21+0-22+as3z3 + -+ + aznrn = b3

0-21+0-294---4+0-2p-1+ apn®n, = by,
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Sallittuja operaatioita ovat yhtéldiden paikan vaihtaminen, yhtildiden kertomi-

nen nollasta eroavalla vakiolla seké yhtaldiden lisidminen toisiinsa.
Ratkaistaessa yhtaloryhméé eliminointimenetelmallé ratkaisutapa ei ole yk-

sikdsitteinen. Saman ratkaisun voi saada my0s jollain muulla tavalla eli kerto-

malla joillain muilla luvuilla tai eliminoimalla eri jirjestyksessé.
Esimerkki 3.1. Ratkaistaan alla oleva yhtaloryhmda eliminointimenetelmdlld.
r1 — 5xg + 33 =12
201 —x2 —x3 =06
—2x1 + 10x9 + 223 = 24

Lisdtadn ensin keskimmdinen yhtdlé alimmaiseen yhtdléon. Ndain saadaan yhtd-
loryhmd muotoon
T — 5352 + 3353 =12
2331 — Xy — X3 = 6
0-21+ 922 + 23 = 30.

Kerrotaan sitten ylin yhtalé luvulla 2 ja keskimmadinen yhtdlé luvulla -1. Nyt

yhtdaloryhmd on muodossa
2x1 — 10zy + 623 = 24
—2x1 4+ 20+ 23 =—6
0-21 +920 + 23 =30
Kun lisdtian keskimmdinen yhtdlo ylimpddan yhtdloon, saadaan yhtdléryhmd
muotoon
0-z1 — 929 + T2z = 18
—2z1 + 22+ 23 = —6
0-21 4+ 922 + 23 =30
Vaihtamalla kahden ylimmdisen yhtalon paikkaa yhtdléryhmda saadaan muotoon
—2x1+ 20 + 23 = —6
0-z1 — 929 + 7oz = 18
021+ 922 + 23 = 30.
Kun vield lisdtddn keskimmdinen yhtdlo alimpaan yhtiléon, saadaan yhitdloryh-
ma towottuun muotoon.
—2x1+ 20+ 23 = —6
0-z1 — 929 + 7oz = 18
0-z1 4+ 020+ 8x3 = 48.
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Alimmasta yhtdldostd voidaan nyt ratkaista muuttujo xs. Ratkaisuksi saadaan
x3 = 6. Kun tdmd sijoitetaan keskimmdiseen yhtdloon, saadaan se muotoon
—9xo + 42 = 18. Tdstd saadaan ratkaisuksi xo = 2%. Muuttuja x1 seadaan
ratkaistua kun sijoitetaan muuttujien xo ja x3 ratkaisut ylimpddn yhtdloon. Si-
joituksen jilkeen yhtdlo on muodossa —2x1 + 2% + 6 = —6. Tdstd saadaan

ratkaisuksi x1 = 7%. Yhtaloryhman ratkaisu on siis

7
1

Wl W=

Z1
T2
6

zs3

Yhtaloryhmésta voidaan muodostaa ns. kerroinmatriisi. Kerroinmatriisi saa-
daan kun vasemmalla puolella olevista lausekkeista otetaan pelkit yhtélon ker-
toimet. M&adritelméssd 3.1 kiytettyjen merkintéjen mukaan kerroinmatriisi on

siis matriisi

ail ai2 - Qln

a1 a2 a2n
A =

am1 Am2 Amn,

Matriiseista kerrotaan lisdd seuraavissa kappaleissa. Myohemmin kiy myés ilmi,

mitd hy6tyd matriiseista on lineaaristen yhtdloryhmien kannalta.

Esimerkki 3.2. Yhtdloryhmdin

1'1+SC274SC3:10
2$172$2+3$3:4

—4x1 + 310 — 23 = —1

1 —4
kerroinmatriisi on matriisi | 2 —2 3
-4 3 -1
Harjoituksia
Tarkastellaan yhtdloryhméa
2r1 +x9 =5
4£C1 — 4£C2 =4

Tehtava 6. Ratkaise yhtdléryhma eliminointimenetelmdlld.

Tehtavd 7. Muodosta yhtdléryhmdn kerroinmatriisi A.
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3.2 Perusasioita matriiseista

Aivan ensiksi méaritelladn, mikd matriisi on. Sen jilkeen tutustutaan peruslas-

kutoimituksiin, joita matriiseille voidaan tehdé.

Maééaritelma 3.2, Matriisi on tietynlainen taulukko lukuja. Matriisissa on jokai-
sella vaakarivilld n alkiota ja jokaisella pystyrivilla m alkiota. Alla oleva matriisi

A on m X n-matriisi.

a1 ai2 Q1n

a21 a22 A2
A =

Am1 Am?2 Amn

Alkioita a;; kutsutaan matriisialkioiksi. Matriisialkiot voivat olla mité ta-
hansa lukuja tai jopa esimerkiksi polynomeja. Yksinkertaisuuden vuoksi téssa
materiaalissa matriisialkiot rajoitetaan reaalilukuihin. Matriisialkioita a;;, joille
pétee ¢ = j, sanotaan matriisin diagonaalialkioksi.

Matriisin kiisite hahmottuu paremmin vertaamalla niitd vektoreihin, silla
1 X n-matriisi X = (z1,22,...,z,) on itse asiassa vektori.

Yleisen matriisin lisdksi on paljon matriiseja, joilla on joitakin erikoispiirtei-
td. Erds niistd on neliomatriisi. Joihinkin muihin erikoispiirteisiin tutustutaan

myShemmin tdssi materiaalissa.
Mairitelma 3.3. Neliomatriisiksi kutsutaan matriisia, jolle pitee m = n.
Esimerkki 3.3. Matriisi A = (1 2) on 2 x 2-nelidmatriisi.

Matriiseja voidaan laskea yhteen ja vihentdi toisistaan, mikéli kaikki matrii-
sit ovat m x m-matriiseja. Kummastakin operaatiosta on tuloksena aina m X n-
matriisi. Matriisien yhteenlasku tapahtuu siten, ettd lasketaan samalla paikal-
la olevat alkiot yhteen ja n&in saadaan kyseiselle paikalle alkio tulosmatriisis-
sa. Vihennnyslasku tapahtuu vastaavalla tavalla. Olkoon A ja B mielivaltaisia
matriiseja ja olkoon C matriisi, joka on saatu laskemalla A ja B yhteen. Silloin

matriisin C alkiot ovat ¢;; = a;; + bs5.

3 4 -6
Esimerkki 3.4. Lasketaan matriisien A = ( Lo s ) ja

7 -5 8
B = summa (A+DB) ja erotus (A-B).
(10 ; 9> (4+B) ja erotus (4-B)

3 4 —6 7 -5 8 3+7 44(=5) —6+8
A+B= + =
10 5 0 3 9 ~14+10 0+3  5+9
(10 -1 2
“\o 3 14
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A_g_ (3 4 - 7 -5 8\ [ 3-7 4-(-5) —6-8
~\-1 0 5 0 3 9/ \-1-10 0-3 5-9
(-4 9 14
C\-11 =3 4

Matriiseja voidaan myos kertoa reaaliluvuilla. Kertominen tapahtuu siten,
ettd kerrotaan kukin alkio kerrottavalla. Olkoon siis r mielivaltainen reaaliluku
ja A mielivaltainen matriisi. Kun matriisi A kerrotaan reaaliluvulla r , saadaan
tulokseksi matriisi B, joka on siis samaa tyyppid kuin A. Matriisin B alkiot
saadaan kertomalla matriisin A alkiot luvulla r. Matriisissa B siis alkio
bij =1 - aj-

4 0 7 1

Esimerkki 3.5. Kerrotaan matriisi A = 6 s 3 2) luvulla 5. Kerrotaan

sits kukin matriisin A alkio luvulla 5. Ndin saadaan
5 4 0 7 1)y (5-4 5.0 5-7 5-1\ (20 0 35 5
6 8 3 2/ \5-6 5.8 5-3 5-2/ \30 40 15 10/

Mairitelmi 3.4. Olkoon matriisi

ail a2 - A1n

a1 @22 - G2n
A =

am1 Am2 - Amn

Kun vaihdetaan matriisin A pystyrivit vaakariveiksi, saadaan matriisin A trans-

ponoitu matriisi AT tai lyhyesti transpoosi

air Q21 -0 Gml
AT — aiz G2 -+ Am2
Q1n A2n Qmn,
12 5
. . . 12 3 4 .
Esimerkki 3.6. Matriisin A = 5 713 transpoosi A* = | 3 7
4 13

Harjoituksia

Kaikissa tehtévissd on kdytetty matriiseja

1 8 -2 1 -4 0
A=|15 0 l|jaB=]6 7 12
3.9 2 —9 8 -3

Tehtdva 8. Laske niiden summa (A+B), erotus (A-B) sekd kerro kummatkin

matriisit luvulla 3.

Tehtavd 9. Muodosta matriisin A transpoosi.
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3.3 Determinantti ja Cramerin saanto

Neliomatriiseille voidaan mé&aritelld determinantti. Matriisin determinanttia
merkitdan det(A) tai |A| . Tyyppid 2 x 2 olevan matriisin determinantti so-
vitaan laskettavaksi seuraavasti [5].

et (1) =

ab| _ _
¢ d’ =ad — be
Yleisesti determinantti méaritelladn seuraavasti.

Maéédritelmé 3.5. Tyyppid n X n olevan matriisin determinantti on

air ai2 - Qln Q22 A23 - A2n a1 a3 -t A2n
a21 Q22 - Q2n az2 asz - a3p azy asz -+ a3p
= a1 —a12 +

anl a2 Ann An2 An3 Ann anl an3 Ann

a22 423 az(n—1)

a3y as2 az(n—1

n+1 (n—1)

+ (_1) A1n
anl  An2 "+ QAp(n-1)

Determinantti saadaan siis kertomalla ensimmaisen rivin alkiot sen matriisin
determinantilla, joka saadaan kun poistetaan ensimmaéinen vaakarivi ja se pysty-
rivi, jolla alkio on. Lopuksi vield saadut luvut lasketaan yhteen tai vihennetdin
toisistaan. Plus- ja miinusmerkit vuorottelevat.

T&mén maaritelmén avulla determinantin laskeminen palautuu n kappaleen
n — 1 xn — 1-determinantin laskemiseen. Jatkamalla laskemista eteenpéin péais-
tddn lopulta 2 x 2-determinanttiin, jotka siis lasketaan edelld sovitulla tavalla.

Tyyppid 1 x 1 olevalle matriisille determinantti maéritellddn seuraavasti.
Maésritelmé 3.6. Olkoon (a) 1 x 1-matriisi. Silloin det(a) = a.

Maaritelméstd huomataan, ettd myos 2 x 2-determinantille toteuttaa edella

médritellyn yleisen laskusdinnon.

7 15 -8
Esimerkki 3.7. Lasketaan matriisin A= |6 4 9 determinantti. Mad-
5 3 3

ritelmdn mukaan otetaan siis kukin ensimmdisen rivin alkio ja kerrotaan se
determinantilla, joka saadaan kun poistetaan ensimmdinen vaakarivi ja se pys-

tyrivi, jolla alkio on. Ndin saadaan siis

7 15 -8
49 6 9 6 4
6 4 9|=T7 —15 +(—8) .
3 3 5 3 5 3
5 3 3
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Alkioiden perddn tuli nyt 2 x 2-determinantteja ja ne lasketaan suoraan edelld
sovitun mukaisesti. Determinantin laskemisessa onkin ideana pudottaa riveji
pois niin kauan kunnes paddytddn 2 X 2-determinanttiin. Lasketaan siis 2 X 2-

determinantit ja ndin saadaan

7(4-3-9-3)—15(6-3—9-5)—8(6-3—4-5) = 7(12—27) — 15(18 — 45) — 8(18 — 20)
=7-(=15)—15-(=27) — 8- (—2) = —105 + 405 + 16 = 316.

Determinantiksi saatiiin siis 316.

Palautetaan mieleen kappaleessa 3.1 kéisitellyt lineaariset yhtaloryhméit seké
niiden kerroinmatriisi. Lineaarinen yhtaléryhmihidn on muotoa

1121 + a12%2 + -+ -+ A1p Ty = by

(2121 + a22%2 + -+ + A2p Ty = b

Am1T1 + Am2Z2 + -+ ApmpTn = bm

Sen kerroinmatriisi taas on matriisi

aiil @12 A1n

a1 @22 a2n
A =

Am1 Am?2 Amn

Itse asiassa lineaariset yhtialoryhmét voidaan esittdd matriisimuodossa. Ker-
roinmatriisi A saatiin siis ottamalla vasemmanpuolen lausekkeista kertoimet.
Samoin saadaan muuttujille matriisi X = (21, 29,...,2,)7 ja yhtiilon oikealle
puolelle matriisi B = (b1, ba,...,b,)T. Matriisimuodossa yhtéloryhmé on siis
AX = B. Matriisimuodossa on vasemmalla puolella kaksi matriisia kerrottu
keskenddn. Matriisin kertolaskua ei ole vield méaritelty, mutta se mairitelldin
myShemmin.

Lineaarisella yhtdloryhmailld ei valttdmaéattd ole yksikisitteistd ratkaisua.
Ratkaisun yksikésitteisyys on helppo tarkistaa yhtéloryhmén kerroinmatriisin

avulla.

Lause 3.1. Lineaarisella yhtdloryhmalld on yksikdsitteinen ratkaisu jos ja vain

jos sen kerroinmatriisin determinantti on nollasta poikkeava.

Perustelu télle lauseelle on ilmeinen, kun tutustutaan kohta Cramerin siin-
toon.
Jos kerroinmatriisin determinantti on nolla, niin yhtédléryhmall4 ei ole rat-

kaisua tai sitten niitd on ddrettOmén monta.
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Esimerkki 3.8. Tarkastellaan lineaarista yhtaloryhmdad

.T1=2
2331750272503:1

31‘1 + 21‘2 + 4333 = 12

Yhtaloryhmdan kerroinmatriisin determinantti on nyt nolla. Tdmdn voi vaikka
itse todeta. Tdlld yhtdloryhmalld ei siis ole yksikdsitteistd ratkaisua. Itse asiassa

ratkaisuja on ddrettomdn monta.

Lineaarisia yhtdloryhmié voidaan ratkaista myo6s niiden kerroinmatriisien

avulla. Tapoja on monia. Erés niistd on Cramerin sdianto.

Lause 3.2. Olkoon yhtdloryhmdssd yhtd monta muuttujea ja yhtd monta yh-
tdléd sekd kerroinmatriisin determinantti nollasta poikkeava. Silloin yhtdloryh-

malld on tarkalleen yksi ratkaisu ja se on seuraava

d@t(AJ)
T =
7 det(A)
missi j =1,2,...,n ja A; on se matriisi, joka saadaan korvaamalla j:s pystyrivi

matriisilla B.

Esimerkki 3.9. Ratkaistaan alla oleva yhtdléryhmda Cramerin sddnndlld.

31‘14’21‘271‘3:7
T, — X9+ 223 =2

2x1 4+ 30 — 223 =3

3 2 -1
Yhtdloryhmdn kerroinmatriisi on nyt A = |1 —1 2 |. Lasketaan sen de-
2 3 =2
terminantti.
3 2 -1
-1 2 1 2 1 -1
1 -1 2(=3 -2 — =3-(-4)—2-(-6)—5=-5
-2 2 =2/ |2 3
2 3 =2

Matriisi B on nyt matriisi (7,2,3)7.
Ratkaistaan ensin muuttujo x1. Matriisi A1 on siis matriisi, joka on saatu

korvaamalla matriisista A ensimmdinen rivi matriisilla B. Matriisiksi A1 saa-

7 2 -1

daan siis matriisi | 2 —1 2 |. Kun lasketaan matriisin Ay determinantti,
3 3 =2

tulokseksi saadaan -17. Ndin ollen muuttujoksi x1 saadaan x; = __—157 = 3%.
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Ratkaistaan sitten muuttuja xo vastaavalla tavalla. Nyt korvataan matriisis-

ta A toinen pystyrivi matriisilla B ja saadaan siis matriisi As. Matriisin As de-

terminanatiksi saadaan 13. Muuttujan xo arvoksi saadaan siis vo = i—% = —2%.
Lopuksi vield ratkaistaan muuttuje xs. Matriisin As determinantiksi saadaan
10 ja siten x3 = i—% = —2.

Yhtiloryhmdan ratkaisu on siis

2
r1 = 35
$2=—2%
ZL'3:72

Harjoituksia
13
2

1 —
Tehtdava 10. Olkoon matriisi A = ( 2,0 2

X ) Mikd on matriisin A determi-

nantti?

Tehtava 11. Ratkaise yhtdléryhmda Cramerin sadnnén avulla.

5$1 — T2 = 12

1'1721'2:6

3.4 Matriisien kertolasku

Matriisien kertolasku on yhteenlaskua ja luvulla kertomista hieman monimut-
kaisempi operaatio. Téssé kappaleessa perehdymme matriisien kertolaskuun.
Ensinnékin kahta mielivaltaista matriisia ei voida valttidmé&tta kertoa keske-

nddn. Seuraava lause kertoo, millaisia matriiseja voidaan kertoa keskenéin.

Lause 3.3. Olkoon matriisi A jokin mxn-matriisi ja B jokin [x s-matriisi. Mat-

riisit A ja B voidaan kertoa keskenddn jos ja vain jos n = I.

Perustelu télle lauseelle on ilmeinen kun on tutustuttu ensin siihen, kuinka
matriiseja oikein kerrotaan kesken#in.

Matriisien kertolasku tapahtuu siten, ettd otetaan kertojan ensimméinen
vaakarivi ja kerrottavasta ensimmaéinen pystyrivi. Kerrotaan ensimmiéiset alkiot
keskenédn ja lisatddn siihen toisten alkioiden tulo. Tdhén lisdtdin kolmansien
alkioiden tulo ja n#in jatketaan. Saatu summa on tulosmatriisin alkio ai;. Tu-
losmatriisin alkio a1 saadaan toistamalla operaatio kerrottavan ensimmadéiselle
vaakariville ja kertojan toiselle pystyriville. Niin siis jatketaan kunnes jokai-
nen kerrottavan vaakarivi on kerrottu jokaiselle kertojan pystyrivilla. Tuloksena

kertolaskusta saadaan m X s-matriisi.
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Olkoon siis A ja B mielivaltaisia matriiseja ja C niiden kertolaskun tuloksena
saatu matriisi. Silloin alkio ¢;; = a;1b1; + aiaba; + -+ + Ginbn;.

Matriisien kertolaskua kannataa verrata vektoreiden pistetuloon. Usein aja-
tellaan, ettd matriisin rivit ja sarakkeet ovat vektoreita. Tulosmatriisin C alkiota
cij varten siis otetaan matriisista A 4:s vaakarivi ja matriisista B j:s sarake ja

lasketaan niiden kahden vektorin pistetulo.

5 6 1 =3
—4 2
Esimerkki 3.10. Matriiseja A—( 5 1) jaB=|-2 0 -1 4 | eipysty
7 5 8 2
kertomaan keskendin, koska A on tyyppid 2 X 2 ja B tyyppid 3 X 4.

Matriisien kertolaskusta on tirkedsd huomata erds asia. Lukujen kertolas-
kussa voidaan operaation suorittaa missi jarjestyksessd hyvinsi. Esimerkiksi
olkoon a ja b joitakin reaalilukuja. Silloin a - b = b - a. Matriiseille tdm& ominai-

suus ei kuitenkaan aina pdde. Tdmé huomataan seuraavasta esimerkisté.

1
Esimerkki 3.11. Olkoon matriisi A—<8 2) ja matriisi B= <§ §> . Laske-

taan ensin matriisi AB

1 3\ (8 9 [(1-8+3-2 1.-9+3-3
8 6)\2 3/ \8.8+6-2 8.9+6-3
(846  9+9 ) (14 18
S \64+12 724+18) \76 90
Lasketaan sitten matriisi BA.
8 9\ (1 3\ (8:1+9-8 83+9:6
2 3)\8 6/ \2.1+3.8 2:3+3-6

_ (8472 24+54) (80 78
\2+24 6+18) \26 24
Huomataan, ettd tuloksena on eri matriisit.

Mairitelma 3.7. Identiteettimatriisiksi I kutsutaan neliomatriisia, jonka dia-

gonaalialkiot ovat ykkosid ja muut alkiot ovat nollia. Identiteettimatriisi on siis

matriisi
1 0 O 0
01 0 0
I=10 0 1 0
0 0 O 1
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Identiteettimatriisilla on se ominaisuus, etti silli kerrottaessa tai sitd ker-
rottaessa tuloksena on aina matriisi mité silld kerrotaan tai milla se kerrotaan.
Identiteettimatriisi on siis kertolaskussa sama kuin luvuissa kertoisi ykkdsella.

Matemaattisesti ilmaistuna siis
TA=AI=A

missd A on mielivaltainen matriisi ja I on identiteettimatriisi.

8 1 —6 1 0 O
Esimerkki 3.12. Kerrotaan matriisit A=| —4 7 2 | jaI=[0 1 0
-2 3 5 0 0 1
keskenddn.
8 1 —6 1 0 0
Al=| -4 7 2 0 1 0
-2 3 5 0 0 1
8:14+1-04+(—6)-0 8-0+1-14+(=6)-0 8-0+1-0+(—6)-1

= 41470420 —4-047-142-0 —4-047-0+2-1
—2.143-0+5-0 —2-043-145-0 —2.043-045-1

8+0+0 O0+1+4+0 0+4+0-6 8 1 —6
=|-440+0 0+740 04+0+2|=|—-4 7 2 |=4
-2404+0 0+34+0 0+0+5 -2 3 5

Jos suorittaa kertolaskun toisinpdin, on myds tuloksena matriisi A. Kertolaskun

yksityiskohtainen suorittaminen jatetddan harjoitustehtdvdksi.

Harjoituksia

Tehtdva 12. Laske, mikdli mahdollista, seuraavien matriisien tulo (AB).

a)
5 6 1 2 —4
A=|7 4|,B=[1 2 o
8 3 3 4
b)
A<3 2>7B<1 0 —1 2)
4 6 23 1 2
c)
1 5 2 100
A(4 10 8|,B=|0 1 0
0 -2 3 00 1
d)



Tehtiva 13. Laske, mikdli mahdollista edellisen tehtdvin matriisien tulo (BA).

3.5 Kainteismatriisi

Téssé kappaleessa tutustutaan kidnteismatriisin kéisitteeseen. Lisdksi katsotaan
millaisilla matriiseilla kidnteismatriisi on ja lopuksi vield lyhyesti kiiinteismat-

riisin laskemista [5].

Miiritelma 3.8. Matriisin A kiifinteismatriisi on sellainen matriisi A~!, jolla
pitee AA™l =A"1A=1.

1 2 2
-5 5 T3
Esimerkki 3.13. Matriisi B= | —2 2 3| on matriisin
3 _1 1
5 5 5
1 0 2
A= 2 1 1| kddnteismatriisi, silld
~1 1 0
oo\ (12 2
— 1 2 3
AB = L 1fl-5 5 3
3 1 1
-1 10/ \5 -5 3
1 1 3 2 2 1 2
Lo (=5)+0-(=5)+2-2  1-240-242-(=5) 1-(=3)+0
_ 1 1 3 2 2 1 2
= 2:(-5)+1-(-5)+1:2 F+1-3+1-(-5) 2 (-3)+1
D D0 d R0 (] 1R
1 6 2 2 2 2
—5+3 55 —5+5% 100
— 2 1 3 4 2 1 4 3 1 —
=(-5-5t5 5+t5-5 —s5Fts5ts[=(0 1L O
1 1 2 2 2 3
5§75 —5+3 §+5 00 1

Kertolaskusta BA tulee myds vastaukseksi identiteettimatriisi, mutta kertolaskun

suorittaminen jatetddn harjoitustehtdviksi.

Kaikilla matriiseilla ei kuitenkaan ole kiianteismatriisia. Seuraava lause ker-

too, millaisilla matriiseilla on ki&nteismatriisi.

Lause 3.4. Matriisilla A on kddnteismatriisi, jos ja vain jos se on neliGmatriisi
ja det(A)# 0.

Matriiseja, joilla on kddnteismatriisi, kutsutaan sddnndlliksiksi. Lisdksi on
myd6s hyvi muistaa, ettd jos matriisilla on kifinteismatriisi, on se yksikisitteinen.
Kéadnteismatriisin etsimiseksi on useita keinoja. Téssd materiaalissa esitel-
1448n kuitenkin vain periaatteeltaan yksinkertaisin. TAmé tapa perustuu suoraan
kddnteismatriisin maaritelméén. Olkoon matriisi A matriisi, jolle kii&nteismat-
riisi pitdé etsid. Tiedetdan ettd niiden kahden matriisin kertolaskun tuloksena

on identiteettimatriisi. Merkitdén siis kidnteismadtriisin alkioita tuntemattomilla
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x;; ja kerrotaan matriisi A kiiéinteismatriisillaan. Koska tulos tiedetééin, saadaan
kertolaskun avulla yhtéloryhmé, josta voidaan ratkaista alkiot x;;. Matemaat-

tisin merkinnoin siis

a1l ai2 ain T T12 T1in 1
a1 a2 a2n Ta1 22 Ton | 0
anl aAn2 Ann Tnl Tn2 Tnn 0 0 0 1

Kun kertolasku suoritetaan, saadaan tuloksena seuraava yhtialoryhmaé, jossa

on n? yhtiléd ja n? muuttujaa.

11711 + a12%21 - + A1 Tp1 = 1
11712 + a12%22 + -+ A1pTp2 =0

An1T1n + Ap2Tan + - + QppTpn = 1
Yhtaloryhméstd saadaan ratkaistua siis muuttujat x;;.

-1
Esimerkki 3.14. Etsitdadn kddnteismatriisi matriisille A = . Merki-

tadn kddnteismatriisin alkioita muuttugilla x;;. Ndin saadaan kertolasku.

1 -1 11 12 o 1 0
3 -2 21 X222 B 0 1
Kun suoritetaan kertolasku, saadaan yhtdléryhmda
x11 — 221 =1
12 — 222 =0

3.%'11 — 2$21 =0

3:612 - 21‘22 =1

Koska ensimmdinen ja kolmas yhtdlé eiwvdt riipu toisesta ja neljannestd, voi-
daan yhtaloryhmd hajottaa kahdeksi yhtaloryhmdksi. Tdssd ei nyt kaydd ldpi

sen tarkemmin yhtdloparien ratkaisemista. Koko yhtdloryhmdn ratkaisuksi tulee

T11=—2, T12 =1, X21 = =3, 22 =1

-2 1
Ndin ollen saadaan kddnteismatriisiksi A~1 = < 5 1)
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Harjoituksia

-3 1
Tehtiva 14. Mikd seuraavista on matriisin A = 5 A kadnteismatriisi?
-3 2 2 _1 2 _1
5 10 5 10
5 10 10 5
2 -1
Tehtiava 15. FEtsi matriisin A= | 4 1 kadnteismatriisi.
-1 -3

0 -1

Tehtiava 16. Etsi matriisin A = (2

) kadanteismatriisi.

3.6 Sovelluksia Python-ohjelmointiin

Tassé kappaleessa tutkitaan, kuinka Python-ohjelmointia voidaan kiyttda mat-
riisilaskennan tyokaluna. L&hteend on kiytetty NumPy-kirjaston tutoriaalia [6].

Kuten edelld huomattiin, monet matriisien laskutoimituksista ovat tyo6léi-
ta suorittaa. Esimerkiksi kertolaskut isoilla matriiseilla, kdfnteismatriisin etsi-
minen ja lineaarisen yhtéloryhmén ratkaiseminen vievit paljon aikaa. Python-
ohjelmointi tarjoaa helpotusta tdhin ongelmaan. Pythonin NumPy-kirjastosta
16ytyy valmiit komennot kaikkien niiden operaatioiden suorittamiseen.

Python-kielessd on olemassa matriiseille oma tietorakenne. Tamé tietora-
kenne saadaan kiytt6on NumPy-kirjaston mukana, joten aina matriiseja kasi-
teltdessd on otettava kiyttoon NumPy-kirjasto. Tdmé tapahtuu kirjoittamalla
ldhdekooditiedoston alkuun from numpy import *.

Matriisi luodaan matrix-tyyppisenid. Matriisissa kukin vaakarivi on ikidin-
kuin lista. Rivit siis erotetaan toisistaan hakasulkein ja alkiot pilkuin. Matriisis-
sa voidaan viitata yksittdiseen alkioon hakasulkeiden avulla. J&lleen kerran on

vain muistettava, ettd niin rivien kuin sarakkeidenkin indeksointi alkaa nollasta.

Esimerkki 3.15.
#otetaan Numpy-kirjasto kdyttdon
from numpy import *
#luodaan matriisi A
A = matrix ([[1, 2, 3], [4, 5, 6], [7, 8, 911)
#tulostetaan matriisista alkio a_32
print A[2,1]
Ohjelma tulostaa siis luvun 8, koska se on kolmannella rivilli ja toisessa

sarakkeessa.

Pythonilla voidaan matriiseille suoraan suoritttaa tavallisia laskuoperaatioi-

ta, kuten yhteen-, vihennys- ja kertolasku. Matriiseja voidaan kertoa niin reaa-
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liluvuilla kuin kesken#énkin. Operaatiot tapahtuvat normaalisti operaattoreilla
+,- ja *.

Esimerkki 3.16.
#otetaan NumpPy-kirjasto kdyttoon
from numpy import x*
#luodaan matriisi A
A = matrix ([[1, 2], [3, 411)
#luodaan matriisi B
B = matrix ([[5, 61, [7, 811)
#yhteenlasku
print A+B
#vdhennyslasku
print A-B
#skalaarilla kertominen
print 5x%A
#kertolasku
print AxB
Ohjelma siis tulostaa matriisit A ja B laskettuna yhteen, vahennettynd toi-
sistaan, matriisin A kerrottuna viidelld sekd A:n ja B:n tulon. Tulosteena ovat

s1is seuraavat matriisit.

6 8 —4 —4 5 10 19 22
10 12)°\ =4 —4/)"\15 20/ \43 50

Myo6s tranpoosin ja kddnteismatriisin etsimiselle on omat komentonsa, joi-
den avulla kyseiset matriisit saadaan suoraan. Transpoosi saadaan komennol-
la matriisi.T, missi matriisi on transponoitava matriisi. Kdinteismatriisi
puolestaan saadaan komennolla matriisi.I, missd matriisi on matriisi, jolle
kddnteismatriisi etsitddn. Samoin determinantti saadaan laskettua suoraan. Se

tapahtuu kommennolla linalg.det (matriisi).

Esimerkki 3.17. Lasketaan Pythonin avulla matriisille A= | -2 1 4

transpoosi, kddnteismatriisi ja determinantti.

#otetaan NumPy-kirjasto kdyttoon

from numpy import *

#luodaan matriisi A
A=matrix([[1,-4,0]1,[-2,1,41,[2,0,-111)

#tulostetaan matriisin A tranpoosi
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print A.T

# tulostetaan matriisin A kd&nteismatriisi
print A.I

#tulostetaan matriisin A determinantti

print linalg.det(A)

Ohjelma siis tulostaa matriisin AT = | —4 1 0 |, matriisin

0.04 0.16 0.64
A7l =1-024 0.04 0.16 | seki determinantin, joka on -25 .
0.08 0.32 0.28

On huomioitava, ettd Python antaa esimerkiksi kiddnteismatriisien alkiot de-
simaalilukumuodossa. Mikali murtolukuesitysti tarvitaan, se on osattava itse
muodostaa.

Kuten edelld todettiin esimerkiksi matriisin kertolaskun suorittamiseen ja
kidnteismatriisin olemassaoloon on tiettyjd rajoitteita eli kaikille matriiseille
kertolasku ei onnistu eiké kaikilla matriiseilla ole kddnteismatriisia. Python ot-
taa huomioon myos useimmat niisti tilanteista, vaikka ehdot on helppo tar-
kistaa my0s itse. Ainoa, mitd Python ei huomioi, on kidénteismatriisin olemas-
saoloon liittyva ehto. Jos Pythonilla yrittda etsid kddnteismatriisia muulle kuin
neliomatriisille, ohjelma kylld antaa matriisin, mutta se ei ole kyseisen matriisin

kidnteismatriisi. Téssé tapauksessa on siis ohjelmoijan itsensé oltava tarkkana.

12 5 -9
Esimerkki 3.18. Lasketaan Pythonilla matriisien A = ( ) ja

2 6 7
11 1
B = 0 tulo.
-8 6

#otetaan NumPy-kirjasto kdyttdon

from numpy import *

#luodaan matriisit A ja B
A=matrix([[0,1],[1,11,[2,2]1])
B=matrix([[11,10,-9],[-8,6,71,[9,7,-611)
#tulostetaan matriisit A ja B kerrottuna kesken&ddn

print AxB

Koska matriiseja A ja B ei voi kertoa keskenddn, ohjelma antaa virheilmoituk-

SEN.
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File "<stdin>", line 2, in <module>
File "/usr/lib/python2.5/site-packages/numpy/core/defmatrix.py",
line 157, in __mul__ return N.dot(self, asmatrix(other))

ValueError: objects are not aligned

Lasketaan seuraavaksi matriisin A kddanteismatriiss.

#tulostetaan matriisin A kddnteismatriisi

print A.I
Ohgelma tulostaa matriisin.

matrix([[ -1.00000000e+00, 2.00000000e-01, 4.00000000e-01],
[ 1.00000000e+00, -7.01749856e-17, -1.40349971e-16]11)

Timd ei kuitenkaan ole matriisin A kidnteismatriisi, silld kertolasku A % A1

antaa tulokseksi jotain muuta kuin identiteettimatriisin.

>>> Ax(A.I)

matrix([[ 1.00000000e+00, -7.01749856e-17, -1.40349971e-16],
[ 1.11022302e-16, 2.00000000e-01, 4.00000000e-0117,
[ 2.22044605e-16, 4.00000000e-01, 8.00000000e-0111)

NumPy-moduulista 16ytyy myos valmis komento lineaarisen yhtdloryhméan
ratkaisuun. Kyseinen komento on linalg.solve(matriisil, matriisi2),
missd matriisil on yhtdloryhmin kerroinmatriisi ja toisena argumenttina on

oikeasta puolesta saatava matriisi.
Esimerkki 3.19. Ratkaistaan alla oleva yhtdléryhmd Pythonilla.

22 -3y =10
S5x 4+ 6y = 20

Otetaan ensin yhtdloryhmdn kerroinmatriisi

=27

Oikean puolen kertoimista saadaan matriisi B = (10,20)7. Sitten kirjoitetaan

Python-ohjelma, joka ratkaiseen yhtdloryhmdn.

#otetaan Numpy-kirjasto kdyttdon
from numpy import *

#luodaan matriisit

A = matrix([[2, -3], [5, 611)
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B = matrix ([[10], [20]11)
#ratkaistaan yht&dloryhmé
print linalg.solve(A, B)

Ratkaisuksi tulee x = 4,44 ..., y = —0,3700370. . ..

On kuitenkin huomattava, ettd@ Python antaa ratkaeisut desimaalimuodossa. Mi-
kdli jostain syystd tarvitaan murtolukuesitys, pitida se osata itse muuttaa. Tdssd-
kin tapauksessa ratkaisut ovat jaksollisia desimaalilukuja, joten niille on olemas-
sa murtolukuesitys. Muunto murtolukumuotoon on helppo tarkistaa testaamalla,

toteutuuko yhtdloryhmd.

Harjoituksia
1 1 2 2 =2 1
Olkoon matriisi A=|-3 1 0 |jamatriisiB=| 0 -1 1
-1 2 =2 -2 0 2

Tehtdva 17. Kirjoita Python-ohjelma, joka tulostaa matriisista A alkion a2

ja matriisista B alkion bss

Tehtdva 18. Kirjoita Python-ohjelma, joka tulostaa matriisien A ja B sum-

man, erotuksen sekd kummatkin matriisit kerrottuna luvulla 4.

Tehtavi 19. Kirjoita Python-ohjelma, joka tulostaa matriisit A ja B kerrottuna
keskenddin kummassakin jirjestyksessi (AB,BA) sekd matriisin B determinan-

tin.

Tehtdva 20. Kirjoita Python ohjelma, joka tulostaa matriisin A transpoosin

sekd matriisin B kddnteismatriisin.

Tehtava 21. Ratkaise Pythonilla yhtdloryhmd

51 +3x9 =9
4:61 +21‘2 =8

Tehtava 22. Kirjoita Python-ohjelma, joka ratkaisee seuraavan ylioppilaskir-
joituksista perdisin olevan tehtdvdn.

Ratkaise lineaarinen yhtdléryhmda

3z —2y=1
4o 4+ 5y =2

(Pitkin matematiikan yo-koe, syksy 2001)
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4 Tilastotiedetta

Tassé luvussa kerrataan hieman erilaisia tilastollisia kuvioita sekd menetelmis-
td pienimmén neliGsumman menetelméi. Lopuksi katsotaan kuinka Pythonista
on apua tilastotieteen sovelluksissa. Pddlahteind luvussa on kiiytetty Pii-sarjan

kirjaa Tilastot ja todennékoisyys [7] seké Laskutaito-sarjan kirjaa Laskutaito X
[8]-
4.1 Pylvasdiagrammit

Téssé kappaleessa palautetaan mieleen pylvisdiagrammi seki sen piirtdminen.

Maiiritelma 4.1. Pylviasdiagrammi on kuvio, jossa pystyakselilla on asteikko ja
vaaka-akselilla on pystypylviitd. Yleensé pylvait piirretddn yhté leveiksi, jolloin

pylviiden korkeus kuvaa kunkin arvon frekvenssia.

Kuva 2: Pylvisdiagrammi

Pylvait voidaan piirtda erikseen tai yhteen. Pylvdit on tapana piirtda yh-
teen, jos kuviolla kuvataan luokiteltua aineistoa, muuten pylviiden viliin jite-
tddn pieni rako. Pylvisdiagrammia, jossa pylviit on piirretty yhteen, kutsutaan
yleensé histogrammiksi.

Pylvisdiagrammin piirtdminen on yksinkertaista. Ensin vaaka-akselille mer-
kitdan havaintoarvot ja varataan kullekin havaintoarvolle yhta leved pylvis. Pyl-
véiden véliin jétetd&n pieni rako. Jos diagrammi piirretdan ruutupaperille, ruu-
tuja on hyvi kiyttad apuna. Pystyakselille valitaan sopiva, tasavilinen asteikko
kuvaamaan frekvensseja. Aina ei ole yksiselitteistd, miké asteikkovéli on sopi-
vin ja myds useampi asteikkovili voi sopia kyseiseen kuvaajaan. Sitten kunkin
havaintoarvon kohdallle piirretdin pylvis, jonka korkeus maédrdytyy havainnon

frekvenssin mukaan. Lopuksi vield nimetdan akselit ja lisdtaddn kuvioon otsikko
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Esimerkki 4.1. Piirretidin pylvisdiagrammi, joka kuvaa erddn lukion
pitkin  matematitkan  lukijoiden arvosanoja  ylioppilaskirjoituksissa. Ha-

vainnot sekd niiden frekvenssit on annettu alla olevassa taulukossa.

Arvosana | Oppilasmddrd
2

~ >R |
NI (AN N A~

Merkitadn ensin vaaka-akselille arvosanat sekd varataan kullekin arvosanalle

kahden ruudun levyinen pylvds. Jdatetadn yksi ruutu pylvdiden valiin.

Sitten valitaan asteikko pystyakselille. Tdssd tapauksessa on sopivinta kdyt-
tdd asteikkoa, jossa yksi ruutu vastaa yhtd oppilasta. Sen jilkeen piirretidn ku-
takin frekvenssejd vastaavat pylvddat. Arvosanan improbatur sai yksi oppilas, jo-
ten pylvis tulee korkeudelle 1, arvosanan approbatur sai kaksi oppilasta, joten

pylvds tulee korkeudelle 2 jne.

= NWP U ®

Lopuksi vield nimetddn akselit ja annetaan kuviolle otsikko. Ndin saadaan

siis seuraava pylvisdiagrammi.
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Ylioppilaskirjoitusten arvosanat

oppilaat

[ TR Lol T N )

amnosana

I A B C M E 1L

Harjoituksia

Tehtdva 23. Alla annetussa taulukossa on tiedot syyskuun keskildmpétilasta

Helsingissa vuosina 2004-2007 [9]. Piirrda annetusta aineistosta pylvisdiagram-

mi.
Vuosi | Limpatila
2004 12,8
2005 13,1
2006 14,0
2007 11,9

4.2 Piirakkakuviot
Tassa kappaleessa palautetaan mieleen piirakkakuvio seké sen piirtdminen.

Maiéiritelmé 4.2. Piirakkakuvio eli ympyrikuvio on ympyranmuotoinen ku-
vio. Ympyra on jaettu sektoreihin ja kunkin sektorin keskuskulma vastaa ha-

vaintoarvon osuutta. Koko ympyra vastaa kaikkia havaintoja.

Kuva 3: Piirakkakuvio

Piirakkakuviot, ovat erittdin havainnollisia, jos pitdd kuvata osuuksien suu-

ruutta.
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My®6s piirakkakuvion piirtdminen on yksikertaista. Ensin lasketaan havainto-
jen suhteelliset frekvenssit, jos niité ei ole jo valmiiksi annettu. Sitten lasketaan
kuinka suurta keskuskulmaa kukin havainto vastaa ympyrissi. Sen jilkeen piir-
retddn ympyrd ja sithen kutakin keskuskulmaa vastaava sektori. Lopuksi vield
kirjoitetaan kuvioon, mitd havaintoa kukin sektori vastaa ja annetaan kuviolle

otsikko. Vireji kiyttdméala kuviosta saa havainnollisemman.

Esimerkki 4.2. Piirretdin piirakkakuvio, joka kuvaa kevddlld 2006 ylioppi-
laaksi kirjoittaineiden sijoittumista jatko-opintoihin. Aineisto on annettu alla

olevassa taulukossa [9].

Sijoittumiskohde Osuus ylioppilaista(%)
toisen asteen ammatillinen koulutus 4,2
ammattikorkeakoulu 17,4
yliopisto 20,5
ei jatkanut opiskelua syksylla 2006 57,9

Tiedot on annettu jo valmiiksi prosenttiosuuksina, joten niitd ei tarvitse las-
kea. Lasketaan siis ensin kuinka suurta keskuskulmaa kukin osuus vastaa. Koko
ympyran asteluku on 360, joten kunkin keskuskulman asteluku saadaan laske-
malla osuus luvusta 360. Esimerkiksi toisen asteen ammatillisen koulutukseen
menijoille kulman suuruus lasketaan 0,042 -360° ~ 15°. Vastaavasti muille saa-
daan seuraavat keskuskulmat. Ammattikorkeakouluun menevien osuutta vastaa
63 asteen kulma, yliopistoon menevien osuutta 74 asteen kulma ja opiskeluista
tawon pitivien osuutta 208 asteen kulma.

Sitten piirretddn ympyrd ja mitataan siitd keskuskulmia vastaavat sektorit.

= |

Kun vield kirjoitetaan kuvioon, mitd havaintoa kukin sektori vastaa sekd

annetaan kuviolle otsikko, saadaan seuraava piirakkakuvio.
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Ylioppilaiden sijoittuminen jatko-opintoihin

Yliopisto

Ammattikorkeakoulu

Ammatillinen

Ei jatkanut opiskelua

Harjoituksia

Tehtédva 24. Alla olevassa aineistossa on vuoden 2006 joulukuusta vuoden 2007
marraskuuhun tapahtuneet litkennekuolemat jaoteltuna vuodenajoittain [9]. Piir-

ra piirakkakuvio, joka kuvaa litkennekuolemia vuodenajan mukaan.

Vuodenaika | Kuolleiden mddrd
talvi 81
kevit 92
kesd 122
syksy 89

4.3 Pienimméan nelidsumman menetelmi

Joskus tulee tilanteita, jolloin havaintoihin pitda sovittaa kuvaaja. Kun havain-
not merkitiin sopivaan koordinaatistoon, usein ne asettuvat sellaiseen muotoon,
ettd niihin on helppo sovittaa kuvaaja. Menetelmid kuvaajan sovittamiseksi on
monia. Yksi niistd on pienimmén neliGsumman menetelmé, johon tdssi nyt pe-
rehdytddn. Yksikertaisuuden vuoksi téissi esityksessd tarkastellaan vain suoran
sovitusta aineistoon, mutta pienimmén neliGsumman menetelmélld voidaan 16y-

ta4 myos muita kuvaajia. Kun kyse on suoran sovittamisesta, menetelmié kut-
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sutaan myos lineaariseksi pienimmén neliGsumman menetelméksi [5].

Esimerkki 4.3. Alla on tehty mittaus, jossa huoneenlimpdéistd rautakappaletta
lammitettdan kaksikymmentd minuuttia ja sen limpétila mitattaan minuutin vd-
lein. Alla olevassa kuvassa tulokset on sijoitettu aika-lampotila-koordinaatistoon

ja sovitettu suora ainestoon.

28

26

221

Kuvaajan sovittamisesta aineistoon on useita hyotyja. Erds tarkeimmisté
on se, ettd kuvaajasta on apua laadittaessa ennustetta. Edellisessé esimerkis-
sd kuvaajan avulla voitaisiin ennustaa rautakappaleen ldmpdétilaa, kun sitd on
lammitetty kolmekymmentd minuuttia.

Pienimmé&n neliGsumman menetelméi perustuu siithen, ettd minimoidaan ha-
vaintopisteiden suorasta pystysuoraa mitattujen etdisyyksien nelididen summaa.

Kyseinen summalauseke on muotoa

n

S(a.b) = 3 (g — (bws + ).

i=1

Minimi kyseiselle summalle 16ydetdin kun derivoidaan lauseke sekid muuttujan
a ettd muuttujan b suhteen ja katsotaan, milloin kumpikin derivaatta on nolla.

Talla ehdolla saadaan yhtélopari
n n
na+b Z T = Z Ui
i=1 i=1
n n n
aZ:ci erZ:c? = Zzwl
i=1 i=1 i=1

missd n havaintojen lukumééra. Yhtédloparista saadaan ratkaistua tuntematto-

mat a ja b, jotka ovat sopivimman suoran y = bx + a kertoimet.
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Esimerkki 4.4. Oheisessa taulukossa on esitetty gsm-liittymien mddrd Suo-
messa vuosina 1995 — 2007 [9]. Sovitetaan suora tihdn aineistoon pienimmdn

neliosumman menetelmdlld.

Vuosi 1994 1995 1996 1997 1998
Liittymien lkm | 110 155 | 380 703 | 830 585 | 1 523 356 | 2 498 793
Vuosi 1999 2000 2001 2002 2003
Liittymien lkm | 3 073 942 | 3 672 762 | 4 137 337 | 4 516 772 | 4 747 126
Vuosi 2004 2005 2006 2007
Liittymien lkm | 4 999 060 | 5 384 572 | 5 679 010 | 6 069 463

Merkitddn ensin pisteet vuosi-lukumddrd-koordinaatistoon

7000000

6000000 [ ; ; R SR R °

5000000 o

4000000

3000000 : : b

2000000}

1000000 .

(] L L I L L L L I I I L L I
94 95 96 97 98 99 00 01 02 03 04 05 06 07

Sitten etsitddn sopivin suora pienimmdn neliosumman menetelmdlld. Ha-
vaintoja on nyt 14, joten n = 14. Laskentaa varten merkitidn vuosia numeroil-
la siten, ettd vuosi 1994 vastaa lukua 1, vuosi 1995 lukua 2 jne. Summalauseke
S wi=142+3+---+ 14 saa siis arvon 105. Vastaavasti summalauseke
oy = 110155 4+ 380703 + - - - 4+ 6069463 saa arvon 47 623 636. Yhidloryh-

mdastd ylempi yhtdlo saa siis muodon 14a + 1056 = 47 623 636.

Alemmassa yhtdldssd tarvittavista summalausekkeista
S x?=1242%4 ... +14? saa arvon 1015 ja lauseke
Yo aiyi = 1-110155+ 2 - 380703 + - - - + 14 - 6069463 saa arvon 465 728 731.
Nidin saadaan alempi yhtdlo muotoon 105a + 10150 = 465 728 731.

37



Yhtdloryhmd on siis nyt muotoa

14a + 105b = 47 623 636
105a + 10150 = 465 728 731

Kun ratkaistaan yhtdloryhmd, seadaan ratkaisuksi a =~ —176931 ja
b ~ 477149. Ndain ollen optimaalisin suora on muotoa y = 4771492 — 176931.

Piirretddn se siis samaan koordinaatistoon pisteiden kanssa.

7000000
6000000 -
5000000 -
4000000 -

3000000} -

2000000}

1000000 i

o

S S S NN NN S S S S SN R
94 95 96 97 98 99 00 0L 02 03 04 05 06 07

Tehdddn vield kuvaajan pohjalta ennuste, kuinka monta gsm-liittymdad suo-
messa on vuonna 2009. Nyt siis x = 16, joten y = 477149 - 16 — 176931 =
7 457 453. Tamdn mukaan Suomessa olisi siis vuonna 2009 gsm-liittymid
7 457 453 kappaletta.

Harjoituksia

Tehtdva 25. Oheisessa aineistossa on keskimddrdinen neliohinta vuokra-
asunnoissa vuodesta 1993 vuoteen 2006 [9]. Sovita suora aineistoon pienimmdn
neliosumman menetelmdalld. Mikd ndaiden tietojen mukaan olisi keskimddrdinen
neliévuokra vuonna 20107

1990-luku
Vuosi 93 94 95 96 97 98 99
Neliéhinta (e/m?) | 5,86 | 597 | 599 | 6,26 | 6,78 | 7,03 | 7,28
2000-luku
Vuosi 00 01 02 03 04 05 06

Nelighinta (e/m2) | 7,67 | 7,99 | 8,21 | 8,50 | 8,60 | 8,81 | 893
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4.4 Sovelluksia Python-ohjelmointiin

Pythonilla voidaan piirtaa erilaisia kuvioita Matplotlib-kirjaston avulla. Ensiksi
tutustutaan siis hieman Matplotlib-kirjaston perusteisiin eli kuinka Pythonilla
voidaan kuvaajia piirtdé. Sitten katsotaan kuinka Pythonilla piirretdin pylvas-
diagrammeja ja piirakkakuvioita seké sovitetaan suora pienimmén neliGsumman
menetelmai kiyttien. Paildhteend on kiytetty Matplotlib-kirjaston tutoriaalia
[10].

Kuvaajien piirtdmiseen Pythonissa kiytetddn siis Matplotlib-kirjastoa.
Se otetaan kiyttoon kirjoittamalla ldhdekooditiedoston alkuun from pylab
import *. Tiedoston loppuun kirjoitetaan aina myos komento show(), jolloin
ohjelma my0s ndyttda kuvaajan.

Suoran piirtdminen Pythonissa tapahtuu komennolla plot. Komento on itse
asiassa funktio, joten se tarvitsee argumentteja. Komennolle annetaan listana
tiedot x- ja y-koordinaateista, joiden kautta suora kulkee. Téssid vaiheessa on
hyva muistaa, ettd jo kaksi pistettd riittdd maarittdmasn suoran yksikésitteises-
ti. Pisteiden koordinaatit annetaan niin, ettd x-koordinaatit annetaan omana
listana ja y-koordinaatit omana. Ensimmaéisen pisteet x-koordinaatti on ensim-
maéisend x-koordinaattien listassa ja ensimmaéisen pisteen y-koordinaatti ensim-

maéisend y-koordinaattien listassa.

Esimerkki 4.5. Piirretdidn Pythonin avulla suora, joka kulkee pisteiden (2,1)
ja (4,2) kautta.

#luodaan lista x-koordinaateille
x=[2,4]

#luodaan lista y-koordinaateille
y=[1,2]

#piirretddn suora

plot(x,y)

#ndytetddn kuvaaja

show ()

Ohgelma tulostaa kuvan
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2.0p

1.8f

1.6f

1.4f

1.2r

1'9.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Python piirtds oletuksena sinisen viivan. Komennolle plot voi antaa argu-
menttina myos vareja. Kullekin vérille on olemassa sitéd merkitsevéa kirjain. Alla

on taulukoitu yleisimpien vérien kirjaintunnukset.

Taulukko 3: Virien kirjaintunnukset Pythonissa

Viri Kirjaintunnus
sininen b
vihred g
punainen r
keltainen y
musta k
valkoinen w

Tassd materiaalissa on kiytetty painoteknisistd syistd harmaasavyja. Har-
maasivyjen kohdalla virid merkitseva kirjain korvataan luvulla vélilté [0,1]. Lu-
ku osoittaa sédvyé siten, ettd 0 on musta ja 1 valkoinen.

Komennolla plot annettujen pisteiden viliin piirretdin automaattisesti vii-
va. Virin perdan voi myos laittaa méireen, jos haluaa piirtdd annetut pisteet

jollain muulla tavalla kuin suoran osana. Alla on taulukoitu muutamia tapoja.
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Taulukko 4: Erilaisia piirtotapoja Pythonissa

Piirtotapa | Kirjaintunnus

ympyréit o)
neli6t S
kolmiot -

My6s akseleita voi sdfdelld itselleen mieluisammiksi. Tamé tapahtuu kom-
mennolla axis. Funktiolle annetaan argumenttina lista, johon on tallennettu

x-akselin alku- ja pdatepisteet sekd y-akselin alku- ja padtepisteet.

Esimerkki 4.6. Piirretidn edellisen esimerkin suoran sijasta nyt mustat neliot

sekd laitetaan x-akseli kulkemaan nollasta viiteen ja y-akseli nollasta kolmeen.

#luodaan lista x-koordinaateille

x=[2,4]

#luodaan lista y-koordinaateille

y=[1,2]

#piirretddn suora, mddre ’ks’ piirtdd mustat nelidt
plot(x,y,’ks?)

#luodaan lista akselien mddrdé&mistd varten
akselit=[0,5,0,3]

axis(akselit)

#ndytetddn kuvaaja

show ()

Ohgelma tulostaa kuvan

1.5p

1.0p [ ]

0.51

0.0
0

Seuraavassa esimerkissé esitellidn koodipédtki, jonka avulla voidaan piirtda

pylvisdiagrammeja.
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Esimerkki 4.7. Piirretidan Pythonilla pylvisdiagrammi, joka kuvaa eri moot-
toriajoneuvojen lajeja Suomessa vuonna 2007. Aineisto on annettu ohessa [9].

Alla on koodi, joka piirtad pylvasdiagrammin.

Ajoneuvolaji Ma&ara
Henkil6auto 2 570 356
Pakettiauto 297 531

Kuorma-auto 97 187

Linja-auto 11 543
Moottoripyord | 339 851
Mopo 188 388
Traktori 357 911

#koodissa kdytetddn apuna numarray-tietorakennetta, joten
#otetaan se kdyttoon ja mddritelld&n sille lyhennys-
#merkintd na

import numpy.numarray as na

#otetaan Matplotlib kayttdon
from pylab import *

#nimetddn pylvait
labels = ["Henkild", "Paketti", "Kuorma", "Linja","Moottoripyoéra",

"Mopo", "Traktori"]

#pylvdiden korkeudet eli frekvessit
data = [2570356,297531,97187,11543,339851,188388,357911]

#luodaan numarray-tyyppinen lista, joka sis&ltdd tiedot
#pylvdiden sijainnista

xlocations = na.array(range(len(data)))+0.5
#mddritetddn pylvédédn leveys

width = 0.5

#bar-komento piirt&d pylvéd&dt, color mddrittdd pylvéd&dn vérin
bar (xlocations, data, color=’0.4’ , width=width)
#luodaan y-akseli asteikkoineen

yticks(range (0, 2600001, 100000))

#luodaan x-akseli

xticks(xlocations+width/2, labels)

x1im(0, xlocations[-1]+width*2)
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#kuvaajan otsikko

title("Suomen ajoneuvokanta')

#ndytetddn asteikko ainoastaan kuvaajan alla

gca() .get_xaxis() .tick_bottom()

#ndytetddn asteikko ainoastaan kuvaajan vasemmalla
#puolella

gca() .get_yaxis () .tick_left()

#ndytetddn kuvaaja
show ()

Ohjelma piirtdd seuraavan kuvaajan.

Suomen ajoneuvokanta
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1400000
1200000(
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800000
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400000

200000
: . E=8R

Henkild Paketti Kuorma  Linja MoottoripytriMopo  Traktori

Seuraavassa esimerkissa esitellddn koodipatka, jonka avulla voidaan piirtda
piirakkakuvioita

Esimerkki 4.8. Piirretddn Pythonin avulla piirakkakuvio, joka kuvaa 15 vuotta

tayttineiden suomalaisten suorittamia tutkintoja. Aineisto on annettu ohessa

[9].
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Tutkinto Osuus viestostd (%)
Ei tutkintoa perusasteen jélkeen 35,9
Keskiaste 38,3
Alin korkea-aste 11,3
Alempi korkeakouluaste 7,2
Ylempi korkeakouluaste 6,6
Tutkijakoulutus 0,7

Alla on koodi, joka piirtdd piirakkakuvion.

#otetaan matplotlib kayttdon
from pylab import *

#annetaan eri sektoreiden osuudet listana
fracs=[35.9,38.3,11.3,7.2,6.6,0.7]

#nimet&ddn sektorit

labels=["Ei tutkintoa", "Keskiaste", "Alin korkea-aste",

"Alempi korkeakouluaste","Ylempi korkeakouluaste","Tutkijakoulutus"]
#annetaan kullekin sektorille véari

colors=(’0.27,70.42,70°,70.25°, ’0.7°,°1?)

#mddritell&ddn taustdvadri ja kuvan koko. T&dssd tapauksessa
#se kannattaa olla nelidnmuotoinen eli pituus ja

#leveys yht&asuuret.

figure(figsize=(8,8),facecolor="w"’)

#pie-komento piirt&dd itse kuvion

pie(fracs, colors=colors, labels=labels)

#annetaan kuvaajalle otsikko

title("Suomalaisten tutkinnot")

#ndytetddn kuvaaja

show ()

Ohjelma siis tulostaa kuvan
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Keskiaste

Suomalaisten tutkinnot

Ei tutkintoa

Alin korkea-aste

Tutkijakoulutus

Ylempi korkea-aste

Alempi korkeakouluaste

Seuraavassa esimerkissi on esitelty koodipdtki, jonka avulla voidaan piirtaa

suora pienimmén neliGsumman menetelmallé.

Esimerkki 4.9. Oheisessa aineistossa on annettu henkildautojen lukumddrd

Suomessa vuodesta 1984 vuoteen 2006 [9]. Sovitetaan Pythonilla suora kyseiseen

aineistoon.
1980-luku
Vuosi 1984 1985 1986 1987 1988 1989
Autojen mdadrd | 1473975 | 1546094 | 1619848 | 1698671 | 1795908 | 1908971
1990-luku
Vuosi 1990 1991 1992 1993 1994 1995
Autojen mdadrd | 1938856 | 1922541 | 1936345 | 1872933 | 1872588 | 1900855
Vuosi 1996 1997 1998 1999 2000
Autojen mdadrd | 1942752 | 1948126 | 2021116 | 2082580 | 2134728
2000-luku
Vuosi 2001 2002 2003 2004 2005 2006
Autojen mdadrd | 2160603 | 2194683 | 2274577 | 2846726 | 2430345 | 2505543
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Alla olevalla koodilla saadaan suora piirrettyd.

#otetaan matplotlib kayttdon
from pylab import *

#annetaan pisteiden x-koordinaatit listana
x=[1.0,2.0,3.0,4.0,5.0,6.0,7.0,8.0,9.0,10.0,11.0,12.0,13.0,
14.0,15.0,16.0,17.0,18.0,19.0,20.0,21.0,22.0,23.0]

#annetaan pisteiden y-koordinaatit listana

y=[1473975,1546094,1619848,1698671,1795908,1908971,1938856,
1922541,1936345,1872933,1872588,1900855,1942752,1948126,
2021116,2082580,2134728,2160603,2194683,2274577 ,2346726,
2430345,2505543]

#tehdd&n pienimmén nelidsumman sovitus. Parametri 1 kertoo

#sovitettavan kuvaajan asteen. Tdssd tapauksessa sovituksen

#ollessa lineaarinen aste on 1.

m,b=polyfit(x,y,1)

#luodaan x-akseli

xlocations=array(range(0,len(x)+4,5))

labels=["","1988 ","1993","1998 ","2003"]

xticks(xlocations,labels)

#piirretddn suora

plot(x,y,’ko’,x, [m*i+b for i in x], ’-k’,linewidth=2)

#otetaan ruudutus k&dytoon

grid(True)

#ndytetddn kuvaaja

show ()

Ohjelma tulostaa seuraavan kuvaajan.
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Harjoituksia

Tehtdva 26. Alla on esitetty vuonna 2007 syntyneiden lasten mddrd jaoteltuna

didin idn mukaan [9]. Piirrd aineistosta Pythonin avulla pylvisdiagrammi.

Aidin iki | Syntyneiden mdidrd
20-24 9467
25-29 18673
30-84 18206
35-39 8721
40-44 2095

Tehtdva 27. Alla olevassa aineistossa on esitelty eri energialdhteiden kdayttod

Suomessa vuonna 2007 [11]. Piirrd aineistosta Pythonin avulla piirakkakuvio.

Energialihde Osuus (%)
Oljy 24,4
Maakaasu 10,3
Hiili 12,9
Ydinvoima 16,6
Sdhkon nettotuonti 3,1
Turve 7,2
Vesi- ja tuulivoima 3.4
Puuperdiset polttoaineet 20,2
Muu 1,9

47



Tehtdva 28. Oheisessa aineistossa on kuvattu tydllisten mdadrid Suomessa vuo-
desta 1993 vuoteen 2006 [9]. Sovita aineistoon suora Pythonin avulla pienimmdn

neliosumman menetelmdalld.

Vuosi 1993 1994 1995 1996 1997
Tyollisten maard | 1877721 | 1917051 | 1932752 | 1957144 | 2037997
Vuosi 1998 1999 2000 2001 2002
Tyollisten madrd | 2132704 | 2173885 | 2228557 | 2235317 | 2242303
Vuosi 2003 2004 2005 2006
Tyollisten maédrd | 2245780 | 2262359 | 2265211 | 2313788
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5 Numeerista matematiikkaa

Ohjelmoinnin hy6ty matematiikassa tulee parhaiten esille numeerisen matema-
tiikan osa-alueella. Téssé luvussa kiiyddan lapi koulumatematiikasta tuttu New-
tonin menetelmé ja sen sovelluksia Python-ohjelmointiin. Esimerkeissé ja har-
joitustehtévissa kiytetdan jonkin verran ylioppilastehtévié, koska Newtonin me-
netelmé on ollut viime vuosina suosittu kysymys ylioppilaskirjoituksissa. Pai-
ldhteend luvussa on kiytetty Burdenin ja Fairesin kirjaa Numerical Analysis
[12].

5.1 Numeerisen laskennan luotettavuudesta

Téassd kappaleessa kisitelldin lyhyesti numeerisen laskennan luotettavuutta.
Vaikka tdssd materiaalissa tulevat esimerkit ovat yksinkertaisia, jolloin tark-
kuudella ei ole niin suurta merkitysté, on hyvi tietdd, ettd tietokoneella laskettu
vastaus harvoin on tarkka.

Numeerinen laskenta kiyttai padasiassa reaalilukuja, joita tietokoneessa ki-
sitellddn desimaaliesityksen avulla. Téassd yhteydessd desimaaliesityksestd kiy-
tetddn nimitysté liukulukuesitys. Liukulukuesitykselle on kiytettavissa kiinteén-
kokoinen tila koneen muistista, joten esityksen tarkkuus on rajoitettu. Pytho-
nissa tdmi tila on 32 bittid. Pythonille on olemassa kirjastoja, joiden avulla
tarkkuutta voidaan parantaa [13]. Kirjastoilla voidaan saavuttaa jopa mielival-
taisen tarkkoja arvoja. Kirjaston kaytto lisdé toki laskenta-aikaa, joten on poh-
dittava kuinka tarpeellista tarkentaminen on. Kaikille ohjelmointikielille tillaisia
kirjastoja ei ole saatavilla, joten siksi on hyvi huomioida tarkkuus numeerista
laskentaa suoritettaessa.

Seuraavalla yksinkertaisella esimerkilld voidaan havainnollistaa esitystark-

kuuden rajallisuutta.

Esimerkki 5.1.

#otetaan Numpy-kirjasto kdyttoon, silld sieltd
#tarvitaan arange-funktiota, arange toimii kuten
#range, mutta se tulostaa arvot taulukoksi

from numpy import *

#otetaan Matplotlib-kirjasto k&dyttoéon, silld
#piirretddn kuvaaja

from pylab import *
#mddritelldédn muuttujaksi p jokin

#mielivaltainen liukuluku
p=1.2345
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#mddritelldédn fuktioksi jokin funktio,
#joka selvdsti saa aina arvon nolla
def f(x):

y=pow (pow(x,p),1./p) - x

return y

#generoidaan arange-funktion avulla taulukko
#muuttujan t arvoista, jotka sijoitetaan funktioon
t=arange(0,2,0.03)
#piiretddn kuvaaja
plot(t,f (%))
#otetaan ruudutus kayttoon
grid(True)
#ndytetddn kuvaaja
show ()
Ohjelma tulostaa seuraavan kuvaajan.

5 5le=16

2.0r

1.0f

0.5F

0.0

=0.5F

—1.0f

Madritelty funktio on identtisesti nolla, joten kuvaajan pitdisi olla vain suo-
ra viiva. Kuten ndhdddn se ei ole suora viiva, vaan se kulkee vuoroin nollan
alapuolella ja vuoroin ylapuolella. Tdmd johtuu nimenomaan siitd, eksponentin

p arvoa ei pystytd nyt tarkasti madrittdmddan.

Useat numeeriset menetelmit perustuvat iterointiin eli edellisesté iteraatio-
askeelesta saatu tulos sijoitetaan seuraavaan askeleeseen. Niin myos laskennasta,

johtuva virhe kasvaa, mitd pidemmaille laskennassa edetdén.
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5.2 Newtonin menetelmi

Newtonin menetelm#lla ratkaistaan yleensd yhtal6itd, joilla ei ole analyyttista
ratkaisua. Toisin sanoen etsitdin funktiolle nollakohtaa.

Olkoon f : [a,b] — R jatkuva ja derivoituva funktio, jonka arvot vilin p#as-
tepisteissd ovat eri merkkiset. Koska funktion merkki vaihtuu méaarittelyvililla,
tiedetdan, ettd funktiolla on ainakin yksi nollakohta kyseisella vélilla. Nollakoh-
dalle voidaan 16ytéa likiarvo Newtonin menetelmalla.

Newtonin algoritmi toimii siten, ettd valitaan aloituspisteeksi 2o € (a,b) ja

maéaritelladn rekursiivisesti

Tn+l = Tpn — f/(SC )a
n

n=0,1,2,...

Mééritelmé on mielekis, jos x, € (a,b) ja f'(x) # 0.

Kuva 4: Newtonin menetelmé geometrisesti esitettyné

Jonon (z,,) el tarvitse supeta kohti mitdéin raja-arvoa. Suppenemistapauk-
sessa Newtonin iteraatio on hyvin tehokas ja se suppenee useimmiten riittavain
tarkkuuteen jo muutamalla askeleella. Jonon (z,) luonne, suppeneeko se vai
ei, riippuu aloituspisteen valinnasta. Niin ollen mikili jono ei jo muutamien
iteraatioiden jilkeen selvisti suppene kohti tiettyd arvoa, kannattaa tarkistaa
aloituspisteen valinta. Ei ole my6skdan selvad tapahtuuko suppeneminen kohti
etsittyd juurta vai kohti jotain muuta juurta.

Aloituspisteen valintaan ei ole mitdin yksikésitteistd keinoa, vaan on vain
tehtava hyva arvaus. Aloituspisteen valinnassa voidaan kiyttad apuna esimer-
kiksi funktion kuvaajaa.

o1



Newtonin menetelmélld saadaan siis vain arvio nollakohdalle, ei tarkkaa vas-
tausta. Saadun tuloksen tarkuuden arviointiin on useita keinoja. Seuraavaksi
esitellddn niistd yksi.

Kuten aikaisemmin todettiin, funktiolla on nollakohta jollakin valilla, mikaili
funktion arvot vélin paédtepisteissa ovat eri merkkiset. Ndiden arvojen tulo on
siis selviisti negatiivinen. Iteroitaessa Newtonin menetelméi eteenpiin voidaan
laskea funktion arvojen tulo saadun nollakohdan ympéaristéssd. Mikéli tulo on
negatiivinen, on saatu arvio riitévin ldhelld nollakohtaa.

Ympériston valinta riippuu halutusta tarkkuudesta. Mita tarkempi vastaus
halutaan, sitd pienempi ympérist6 on valittava. Jos haluttu tarkkuus on esimer-
kiksi viisi desimaalia eli 1,0-10~°, valitaan tarkasteltavaksi viliksi [x,,—h, z,,+h],
missé x,, on saatu arvio ja h = 0,5 - 107°. Vakiolla h merkitisin yleenss, itsei-
sarvoltaan pientd lukua. Tarkemmin tastd vakiosta kerrotaan seuraavassa kap-

paleessa.

Esimerkki 5.2. FEtsitdin Newtonin menetelmdlli nollakohta funktiolle
f(z) = x —sin x eli ratkaisu yhtdlslle v — sin © = 0 kolmen desimaalin tark-
kuudella.

Funktiolla on nollakohta valilla [-1,1]. Tdmd on helppo todeta laskemalla
funktion arvot kyseisissd pisteissi. Kohdassa x = —1 funktio saa arvon
f(=1) = =1 —sin(—1) = —0,159 ja vastaavasti kohdassa x = 1 arvon 0,159.
Funktion arvon merkki vaihtuu, joten vdlilld on oltava nollakohta.

Aloitetaan iteroiminen siis kohdasta x = 1 = xq. Iteraatiokaavassa tarvitaan

funktion derivaattaa. Tdlli kertaa se on f'(x) = 1—cos x. Nyt saadaan ensim-

mdinen arvio nollakohdalle. Se on siis 1 = o — ;,((Z‘:))) =1- ]{/((11)) =~ 0,655145.
Arvioidaan sitten saadun arvion tarkkuus. Koska haluttu tarkkuus oli nyt kolme
desimaalia, valitaan h = 0,5 -1073. Lasketaan siis f(0,655145 — 0,5 - 1073) -
£(0,655145+0,5-1073). Tulo saa nyt arvon 0,00210, joka on positiivinen. Jat-
ketaan siis iterointia.

Nyt zo = x7 — ){((211)) ~ 0,433590. Arvioitaessa tarkkuutta saadaan
£(0,433590 — 0,5 - 1073) - £(0,433590 + 0,5 - 10~3) = 0,000181 >0. Jatketaan

sus iterointia.
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Alla olevassa taulukossa on laskettu tietokoneen avulla iteraatiota eteenpdin.

n Tn flxy —h)- f(zn+h)
3 | 0,288148 1.58 - 1075
4 | 0,191832 1,38-106
5 | 0,127810 1,21-107
6 | 0,085183 1,06-1078
7 | 0,056782 9,30-10719
8 | 0,037853 8,17-1011
9 | 0,025234 7,16-10712
10 | 0,016823 6,28-10713
11 | 0,011215 5,50-10714
12 | 0,0074768 4,79-1071°
13 | 0,0049845 4,13-10716
14 | 0,0033230 3,49 - 1017
15 | 0,0022153 2,81-10718
16 | 0,0014769 2,00-10719
17 | 0,0009846 1,03-10720
18 | 0,0006564 1,64-10722
19 | 0,0004376 —5,56-10724

Kuten huomataan yhdesinnellitoista iteraatiokerralla, saavutetaan haluttu
tarkkuus, silld silloin funktion arvojen tulo on ensimmdistd kertaa negatiivinen.
Kolmen desimaalin tarkkuudella funktion nollakohta on siis x = 0,000. Mikdli

haluttaisiin vield tarkempi vastaus jatkettaisiin iterointia.

Harjoituksia

Tehtdva 29. Etsi Newtonin menetelmdilla funktion f(z) = x + e* nollakohta

kolmen desimaalin tarkkuudella.

5.3 Numeerinen derivointi

Laskettaessa tietokoneella Newtonin menetelmén avulla tarvitaan kiyttoon nu-
meerinen derivaatta. Tassd kappaleessa kiydadnkin lyhyesti l4pi numeerinen
derivointi.

Palautetaan mieleen derivaatan mééritelmé. Derivaattahan méiriteltiin ero-

tusosamairan raja-arvona.
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Maiéritelma 5.1. Olkoon funktion f mé#ritelty pisteen x ympéristossi. Silloin
funktion f derivaatta pisteessi x on
. flx+h)— f(x
() = i JEEN 2@

Mikili derivaatalle ei saada muodostettua tarkkaa esitysmuotoa, voidaan sille
muodostaa arvio sen méiritelmén avulla. Muuttujan x paikalle sijoitetaan piste,
jossa derivaattaa etsitddn. Koska vakio h ldhestyy nollaa, valitaan sen arvoksi
riittavin l1dheltd nollaa jokin luku.

Esimerkki 5.3. Lasketaan funktion f(x) = cos 2x + e* kohdassa x = 1 sil-
loin kun h = 107°. Sijoitetaan nyt siis derivaatan mddritelmddin muuttujan x

paikalle luku 1 ja vakion h paikalle luku 107°.

, f(1+107%) — f(1)  (cos 2-(1,0001) + e10901) — (cos 2.1 —el)
f (1) ~ 1075 = 1075

~ 0,89971

Jos derivoidaan funktio ja sijoitetaan derivaatta funktioon muuttujan x arvo
1, niin tulokseksi saadaan 0,89969. Derivoinnin yksityikohtainen suorittaminen
jatetddan harjoitustehtiviksi. Joka tapauksessa huomataan, ettd numeerisella de-

rivoinnilla saatiin hyvd arvio derivaatan arvolle.

Numeerisen derivaatan virhe riippuu vakion h valinnasta. Seuraavaksi tar-
kastellaan, milla vakion h arvolla virhe on pienin.

Tarkastellaan funktion sin = derivaattaa pistessi z = % Kirjoitetaan
Python-ohjelma, joka laskee numeerisesti derivaatalle arvion eri vakion h ar-
voilla sekd virheen kullekin arviolle. Liséksi ohjelma piirtda virheen vakion h

arvon funktiona puolilogaritmiseen koordinaatistoon.

#koska piirretd&dn kuvaajia, otetaan
#Matplotlib-kirjasto kdyttoon

from pylab import *

#piste, jossa derivaattaa lasketaan
s=0.5

#luodaan tyhja lista, johon tallennetaan h:n
#potenssit

x=[]

#luodaan tyhja lista, johon tallennetaan
#virhe kullakin h:n arvolla

z=[1]

#annetaan muuttujan j kdyd&d 1l&pi arvot
#yhdestd neljédéntoista

for j in range(1,15):
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#tallennetaan listaan x muuttujan j
#vastaluvut
x=x+[-]]
#laitetaan j:n vastaluku h:n
#kymmenpotenssiksi
h=10**(-3)
#tallennetaan listaan z virhe kullakin
#h:n arvolla
z=z+[abs(cos(s)-((sin(s+h)-sin(s))/h))]
#piirretddn kuvaaja puolilogaritmiseen koordinaatistoon
#semilogy-kédsky toimii kuten plot-kidsky
semilogy(x,z)
#otetaan ruudutus kayttoéon
grid(True)
#muutetaan akselien asteikot sopiviksi
axis([-15,0,10%x(-12),10%*0])
#ndytetddn kuvaaja
show ()

Ohjelma tulostaa seuraavan kuvaajan.

10°
10t i
107
107
10° [
10° [
10° f
w0
10°F

10° i
-10

Tl .k

-12

Kuva 5: Numeerisen derivoinnin virhe

Kuten kuvaajasta huomataan virhe on pienimilliin, kun vakion A kymmenen

potenssiksi valitaan luku —8. Kiytetiin jatkossa siis vakion h arvona h = 1078,
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5.4 Sovelluksia Python-ohjelmointiin

Seuraavassa esimerkissi esitellafin ohjelma, joka ratkaisee yht#loitd kiyttien

Newtonin menetelmaéi.

Esimerkki 5.4. Ftsitddn arvio viiden desimaalin tarkkuudella funktion
f(x) = sin 22 + § nollakohdalle Pythonia hyddyntien. Alla on koodi, jossa on

hyddynnetty Newtonin menetelmdd.

#otetaan math-kirjasto kdyttoon

import math

#midritellddan funktio f
def f(x):

return math.sin(2x*x)+x/2

#funktion f derivaatta pisteessd x
def derivaatta(f, x, h=1.0e-8):
return (f(x+h)-f(x))/h

#Newtonin menetelmé
def newton(x0, tarkkuus, N=100):
#alustetaan iteraatioiden m&&r&d yhdeksi
i=1
while i<N:
#lasketaan tarkempi x
x=x0- (£ (x0) /derivaatta(f,x0,h=1.0e-8))
#testataan vastauksen tarkkuus
if f(x-(tarkkuus/2))x*f (x+(tarkkuus/2)) < O:
return x
#jos vastaus on riittdvan tarkka,
#lopetetaan ohjelman suoritus,
#muuten jatketaan iterointia
i=i+1
x0=x
#mikadli riittédvan tarkkaa vastausta ei saada
#sadassa iteraatiossa kdyttdjdd pyydetddn
#tarkistamaan alkuarvot

print ("Tarkista alkuarvot")

#kysytddn kdyttadjaltd alkuarvot

alkux=input("Anna aloituspiste:")
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desimaalit=input ("Anna tarkkuus:")

#suoritetaan Newtonin menetelmd annetuilla arvoilla

print newton(alkux,desimaalit)

Funktiolla on nyt nollakohta vililli [-1, 3], silli f(—3) ~ —1,091 ja

f(%) = 1,091. Aloitetaan iteroiminen siis pisteestd x = % Arviota pyydetiin
vitden desimaalin tarkkuudella, joten tarkkuudeksi annetaan 0,00001. Kun nd-
méd arvot syétetiin ohjelmaan, ohjelma tulostaa luvun —4,89855422751- 107 7.
Viiden desimaalin tarkkuudella ratkaisuksi saadaan siis 0.0000.

Tassd tapauksessa huomataan myds Newtonin menetelmdan heikkous, deri-
vaatan nollakohdat. Jos yrittid aloittaa iteraatiota esimerkiksi kohdasta v =1,
ohjelma antaa nollakohdan aproksimaatioksi x ~ 1. Tdmd johtuu siitd, ettd
funktiolla on paikallinen huippukohta kohdassa r = 1 ja derivaatta saa siind

arvon nolla, joten Newtonin menetelmd ei toimi.

Huomattavaa on, etté vaikka Python laskee iteraatiot, on kiiyttdjan itse osat-
tava etsil sopiva alkuarvo. Ohjelmassa toki on joitakin virhetilanteita huomioi-
tu. Esimerkiksi tilanne, jossa funktio ei suppene, on huomioitu rajoittamalla
iteraatioiden maaraa.

Ohjelmassa on kiytetty numeerista derivaattaa, koska ohjelma on haluttu
tehdd mahdollisimman automaattiseksi kiyttijille. Toki derivaatan voisi syot-
td4 samoin kuin itse funktionkin. Kéayttdjin olisi vain silloin itse derivoitava
funktio.

Newtonin menetelmé on ollut suosittu kysymys myos ylioppilaskirjoituksis-
sa. Tésséd on esimerkkin ratkaistu ylioppilastehtévd Pythonilla.

Esimerkki 5.5. Mddritd funktion f(x) = x sin x pienin positiivinen ddriarvo-
kohta ja wvastaava ddariarvo ratkaisemalla derivaatan nollakohta Newtonin me-
netelmdlla. Anna vastauksesi viiden desimaalin tarkkuudella. (Pitkin matema-
titkan yo-koe, kevat 2005)

Koska derivaatan nollakohta pitdd ratkaista, muodostetaan funktion f deri-
vaattafunktio g. Kun funktio f derivoidaan, saadaan g(x) = sin x + x cos .

Piirretddn ensiksi funktion g kuvaaja.
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Kuvaajasta nihdddn, ettd funktion pienin positiivinen nollakohta on vdlil-
la [1%, 2%] Tamd voidaan myds todeta laskemalla funktion arvot kyseisissd pis-
teissd ja todeta, ettd merkki vathtuu. Valitaan nyt iteraation aloituskohdaksi 2%.
Kirjoitetaan sitten koodi, joka laskee nollakohdalle approksimaation Newtonin

menetelmdlld.

#otetaan math-kirjasto kdyttoon

import math

#midritelldan funktio f
def f(x):

return math.sin(x)+x*math.cos(x)

#funktion f derivaatta pisteessd x
def derivaatta(f, x, h=1.0e-8):
return (f(x+h)-f(x))/h

#Newtonin menetelmd
def newton(x0, tarkkuus, N=100):
#alustetaan iteraatioiden m&&r&d yhdeksi
i=1
while i<N:
#lasketaan tarkempi x
x=x0- (£ (x0) /derivaatta(f,x0,h=1.0e-8))
#testataan vastauksen tarkkuus
if f(x-(tarkkuus/2))x*f (x+(tarkkuus/2)) < O:
return x
#jos vastaus on riittdvén tarkka,
#lopetetaan ohjelman suoritus,

#muuten jatketaan iterointia
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i=i+1

x0=x
#mikdli riittédvdn tarkkaa vastausta ei saada
#sadassa iteraatiossa kaytt&dj&d pyydetddn
#tarkistamaan alkuarvot

print ("Tarkista alkuarvot")

#kysytddn kdyttdjaltd alkuarvot
alkux=input("Anna aloituspiste:")

desimaalit=input ("Anna tarkkuus:")

#suoritetaan Newtonin menetelmd annetuilla arvoilla

print newton(alkux,desimaalit)

Kun ohjelmalle annetaan aloituspisteeksi 2,5 ja tarkkuudeksi 0,00001, se tulos-
taa luvun 2.02875784167.Derivaatan nollakohta viiden desimaalin tarkkuudella
on siis t=2,02876. Tamd on myds siis pienin positiivinen ddriarvokohta funk-
tiolle f. Funktion f arvo tissi kohdassa on f(2,02876) ~ 1,81971.

Harjoituksia

Tehtava 30. Ratkaise Newtonin menetelmdn avulla yhtalon e® 4 sin z = 0
suurin juuri viiden desimaalin tarkkuudella. (Pitkan matematiikan yo-koe, syksy
2002)

Tehtdvd 31. Ratkaise yhtdlé © — cos x = 0 kolmen desimaalin tarkkudella
(Pitkin matematitkan yo-koe, syksy 2007)
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6 Harjoitustehtivien ratkaisut

Tehtéva 1 Ohjelma kysyy kiyttajilta kaksi kokonaislukua. Luvut tallennetaan
muuttujiin lukul ja luku2. Sen jélkeen ohjelma laskee lukujen summan ja tallen-
taa sen muuttujaan tulos. Sen jilkeen ohjelma tulostaa muuttujan tulos sisdllon
eli lukujen summan.

Tehtéva 2 Ohjelma tulostaa kiiyttajin antaman luvun kertotaulun. Ohjelma
tekee sen siten, ettd se antaa ensin muuttujalle i arvon 1 ja sitten laskee annetun
luvun ja i:n tulon sekd tulostaa sen. Sitten muuttujalle i annetaan arvoksi 2 ja
toistetaan sama. Tété jatketaan aina muuttujan i arvoon 10 saakka.

Tehtava 3

kerrottava=input (’Anna jokin kokonaisluku v&liltd [1,10]:?)
i=1
while i <= 10:

tulos = kerrottavaxi

print kerrottava, ’*’, i, ’=’, tulos

i=i+1
Tehtava 4

luku = input(’Anna jokin kokonaisluku:’)
if luku},6==0:

print ’Antamasi luku on jaollinen kuudella’
else:

print ’Antamasi luku ei ole jaollinen kuudella’
Tehtiva 5
print range(1,41,2)

Tehtavd 6 Aloitetaan kertomalla ylempi yhtélo luvulla —2. Yhtdloryhmé

siis muuntuu muotoon

741‘1 - 2:62 =—-10
4:61 — 4:62 =4

Lisdtadn sitten ylempi yht&lo alempaan, jolloin yhtaloryhmé saadaan muotoon

—4x1 — 219 = —10
0- xrp — 6:62 =—6

Alemmasta yhtalostd saadaan nyt muuttujan xo ratkaisuksi zo = 1. Kun sijoi-

tetaan tidmé alkuperdiseen ylempiin yhtdloon, saadaan muuttujalle z; yhtalo
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2z1 + 1 = 5. Téstd saadaan ratkaisuksi 1 = 2. Koko yhtdloryhmén ratkaisu on

IL'1:2
$2:1

2 1
Tehtéva 7 Yhtiloryhmén kerroinmatriisi on matriisi A = <4 4)

siis

Tehtava 8 Matriisien summa

1 8 -2 1 -4 0
A+B=11 5 0|+ 6 712
3 9 2 -9 8 -3

1+1 8-4 —-240 2 4 =2

=146 5+7 0+4+12|=| 7 12 12

3—9 948 2-3 -6 17 -1

Matriisien erotus

1 8 =2 1 -4 0
A-B=1]1 5 0 |- 6 7 12
39 2 -9 8 -3

1-1 8+4 —-2-0 0o 12 =2

=|1-6 5—-7 0-12|=]|-5 -2 -—12

3+9 9-8 243 12 1 5

Matriisit kerrottuna luvulla kolme

1 8 -2 3.1 3-8 3-(-2)
34=3[1 5 o |=[31 35 3.0
3.9 2 3.3 3.9 3.2

=l 3-6 3.7 3-12

1 -4 0 3.1 3-(=4) 3.0
3.-9 3.8 3-(=3)

1
Tehtdvd 9 AT = | 8
-2

[N I
N © W
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Tehtava 10

=100 (=3)—2-1) +1(2- (-3) —2-(~2)) +3(2- 1 — 0 (~2))
=-2-246=2

5 —1
Tehtavd 11 Yhtéloryhmén kerroinmatriisi on nyt matriisi A = (1 2)

ja oikean puolen kertoimista muodostettu matriisi B = (12,6)7. Matriisin A

717

determinantti on o = 5-(=2)—(-1)-1=-9.

Ratkaistaan ensin muuttuja x;. Matriisi A; saadaan korvaamalla mat-

riisista A ensimmdéinen pystyrivi matriisilla B. Matriisi A; on siis matriisi

12 -1 12 -1
A= (6 Nk Sen determinantti on o = 12-(-2) -6+ (-1) = —18.
Nyt saadaan ratkaistua muuttuja z, joka on siis 7 = ’_—f =2.
Samoin ratkaistaan muuttuja xs. Matriisin A, determinantiksi saadaan 18,
joten muuttujan o ratkaisuksi saadaan zo = % = —2. Yhtaloryhmén ratkaisu

on siis x1 = 2 ja xo = —2..
Tehtava 12
a) Matriiseja ei voi kertoa keskenédin, koska matriisi A on 3 X 2-matriisi ja

matriisi B on 3 X 3 matriisi

()0

C(314+2-(-2) 3-042-3 3-(-1)+2-1 3-242.2
4.14+6-(-2) 4-0+6-3 4-(—1)+6-1 4-246-2

_(3-4 0+6 -3+2 6+4) (-1 6 -1 10
S \4-12 0418 —4+6 8412) \-8 18 2 20
c) Voidaan suoraan todeta, ettd kertolaskun tuloksena on matriisi A, koska

matriisi B on identiteettimatriisi.

d)
4 -3\ (2 1\ [(4-2-3-2 4.1-3-(-4)\ (2 16
5 4)\2 —4) \5.244.2 5.144.(—4)) \18 —-11

Tehtava 13

a)
1 2 -4 5 6 1-54+2-7-4-8 1-64+2-4—-4-3
1 2 0 7T 41=11-54+2-74+0-8 1-6+2-4+0-3
3 -4 3 8 3 3:5—-4-7+3-8 3-6—-4-443-3

63



54+14-32 6+8-—-12 -13 2
=| 5+14+0 6+84+0 =119 14
15—-28+424 18—-16+9 11 11

b) Matriiseja ei voi kertoa keskeniién, koska matriisi B on 2 x 4-matriisi ja
matriisi A on 2 X 2 matriisi.
c) Voidaan suoraan todeta, ettd kertolaskun tuloksena on matriisi A, koska

matriisi B on identiteettimatriisi.

d)
2 1)\ (4 -3\ (2-4+1-5 2.(=3)+1-4) (13 -2
2 —4)\5s 4) \2.4-4.5 2.(=3)—4.4) \-12 —22

Tehtdva 14 Matriisin A kidnteismatriisi on vaihtoehdon b) matriisi, sillé
()G D - )
2 =)\ =) T 2ty 21 R)

Koska kidnteismatriisi on yksikésitteinen, ei valttamétta tarvitse kokeilla muita
matriiseja.
Tehtdva 15 Matriisilla ei ole kiddnteismatriisia, koska se ei ole nelibmatriisi.

Tehtava 16 Kiinteismatriisi saadaan ratkaisemalla yhtalo

0 -1 T11 12 - 1 0
2 1 I21 T22 N 0 1 .

Kun suoritetaan vasemman puolen kertolasku, pdadytaan yhtiloryhméaan

—x91 =1
—XTo2 — 0
2211 + 221 =0

21‘12 + rog — 1

N[=

Kun yhtéloryhma ratkaistaan, saadaan ratkaisuksi z1; =
1

1

5, L12 =

1 1

Zo1 = —1, x99 = 0. Kéfinteismatriisi on siis A~ = 21 (2) )

)

Tehtava 17

#otetaan Numpy-kirjasto kdyttdon

from numpy import *

#luodaan matriisi A

A = matrix ([[1, 1, 2], [-3, 1, 0], [-1, 2, -2]1])
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#luodaan matriisi B

B = matrix ([[2, -2, 11, [0, -1, 1], [-2, O, 2]11)
#tulostetaan matriisista A alkio a_12

print A[0,1]

#tulostetaan matriisista B alkio b_32

print B[2,1]

Ohjelma tulostaa luvut 1 ja 0.
Tehtava 18

#otetaan Numpy-kirjasto kdyttoon

from numpy import *

#luodaan matriisi A

A = matrix ([[1, 1, 2], [-8, 1, 0], [-1, 2, -2]11)
#luodaan matriisi B

B = matrix ([[2, -2, 1], [0, -1, 11, [-2, 0, 2]11)

#tulostetaan matriisien A ja B summa

print A+B
#tulostetaan matriisien A ja B erotus
print A-B
#tulostetaan matriisi A kerrottuna luvulla 4
print 4xA
#tulostetaan matriisi B kerrottuna luvulla 4
print 4%B
3 -1 3 -1 3 1 4 4
Ohjelma tulostaa matriisit | -3 0 1|, -3 2 —-1]|,] -12 4
-3 2 0 1 2 —4 -4 8
8§ —8 4
0 —4 4
-8 0 8
Tehtava 19

#otetaan Numpy-kirjasto kdyttoon

from numpy import *

#luodaan matriisi A

A = matrix ([[1, 1, 2], [-3, 1, 0], [-1, 2, -2]11)
#luodaan matriisi B

B = matrix ([[2, -2, 11, [0, -1, 11, [-2, O, 2]11)
#tulostetaan matriisien tulo AB

print AxB

#tulostetaan matriisien tulo BA

print Bx*A
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#tulostetaan matriisin B determinantti

print linalg.det(B)

-2 -3 6 7T 2 2

Ohjelma tulostaa matriisit | -6 5 —2|ja | 2 1 —2| sekd luvun -2,
2 0 -3 -4 2 =8

joka on siis matriisin B determinantti.

Tehtava 20

#otetaan Numpy-kirjasto kdyttdon

from numpy import *

#luodaan matriisi A

A = matrix ([[1, 1, 21, [-3, 1, 01, [-1, 2, -211)
#luodaan matriisi B

B = matrix ([[2, -2, 1], [0, -1, 1], [-2, 0, 211)

#tulostetaan matriisin A transpoosi

print A.T
#tulostetaan matriisin B k&&nteismatriisi
print B.I
1 -3 -1 1 -2 3
Ohjelma tulostaa matriisit | 1 1 2 lja]1l1 =3 1
2 0 =2 1 -2 1
Tehtava 21

#otetaan NumPy-kirjasto kdyttdon
from numpy import *

#luodaan matriisit

A = matrix([[5, 31, [4, 211)

B = matrix ([[9], [811)
#ratkaistaan yht&loryhmé

print linalg.solve(A, B)

Ohjelma antaa ratkaisuksi z1 = 3,20 = —2
Tehtava 22

#otetaan NumPy-kirjasto kdyttdon
from numpy import *

#luodaan matriisit

A = matrix([[3, -2], [4, 5]11)

B = matrix ([[1], [2]11)
#ratkaistaan yht&loryhmé

print linalg.solve(A, B)
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Ohjelma tulostaa ratkaisuksi x =~ 0,391 ja y ~ 0,087. Mikili vastauksen haluaa
murtolukumuodossa kuten yo-kokeessa vaaditaan, pitdé se osata itse muuttaa.

Tehtivd 23 Merkitdidn ensin vaaka-akselille vuodet ja varataan kullekin
vuodelle kahden ruudun levyinen pylvis. Jatettdan pylvdiden véliin yksi ruutu.
Sitten valitaan asteikko pystyakselille. Valitaan asteikko nyt siten, etti se alkaa

10 asteesta ja padttyy 15 asteeseen ja yksi ruutu vastaa puolta astetta.

15

13

12

11

04 05 06 07

Piirretddn sitten kunkin vuoden kohdalle pylvis, joka korkeus vastaa lim-
potilaa.

15

13

12

11

04 05 06 07

Kun vield annetaan kuviolle otsikko ja nimetdin akselit saadaan seuraava
pylvisdiagrammi.
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Syyskuun keskilampotilat Helsingissa
lampétila

15

WLIOSI

Tehtava 24 Nyt tiedot ovat lukuina, joten ensiksi pitda laskea kuinka suurta
prosenttiosuutta kuolleista kunakin vuodenaikana kuolleet vastaavat. Yhteenss
kuolleita on siis 384. Niin ollen talvella kuolleiden osuus on & ~ 0,211 =
21, 1%. Vastaavasti kevailld kuolleiden osuudeksi saadaan 24,0 %, kesilla kuol-
leiden 31,8 % ja syksylld kuolleiden osuudeksi 23,1 %.

Seuraavaksi lasketaan kuinka suurta keskuskulmaa kukin osuuksista vastaa.
Koko ympyrén asteluku on 360, joten talvella kuolleita vastaa keskuskulma,
jonka asteluku on 0,211 - 360° = 76°. Vastaavasti kevailld kuolleita vastaa 86
asteen keskuskulma, kesélla kuolleita 115 asteen kulma ja syksyllad kuolleita 83
asteen kulma.

Sitten piirretdan ympyré ja sithen kunkin asteluvun suuruinen sektori.

Kun vield nimetdin sektorit ja annetaan kuviolle otsikko, saadaan seuraava

piirakkakuvio.
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Liikkennekuolemat

Kevit

Kesd

Tehtidva 25 Havaintoja on nyt 14, joten n = 14. Laskennallisista syistd mer-
kitddn vuosia niin, ettd vuosi 93 vastaa muuttujan = arvoa 1, vuosi 94 muut-
tujan arvoa 2 jne. Nyt siis summalauseke Z?Zl zi=14+2+3+ -4 14 saa
arvon 105. Vastaavasti summalauseke """ | y; = 5,86+5,97+---+8,93 saa ar-
von 103,88. Niin ollen toinen ratkaistavan yhtaloryhméan yht&listd on muotoa
14a 4+ 105b = 103, 88.

Summalauseke Y., 2 = 12+2%+4-..+14? saa arvon 1015 ja summalauseke
S iy =1-586+2-597+ -4 14-8,93 arvon 839,47. Néin ollen toinen
ratkaistavan yhtaloryhmén yhtdléistd on muotoa 105a 4+ 10156 = 839, 47.

Ratkaistavana on siis nyt yhtélopari

14a + 105b = 103, 88
105a + 10150 = 839, 47

Kun tdmé yhtilopari ratkaistaan, saadaan ratkaisuksi a = 5,43 ja b = 0, 265.
Suoran yhtil6 on siis y = 0,265z + 5, 43. Piirrettyni suora niyttia talta.
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Vuosi 2010 vastaa muuttujan x arvoa 18. Niin ollen nelihinta vuonna 2010
on y = 0,265 18+ 5,43 = 10, 2.
Tehtava 26

#koodissa kdytetddn apuna numarray-tietorakennetta, joten
#otetaan se kayttdon

import numpy.numarray as na

#otetaan Matplotlib kayttdon
from pylab import *

#nimet&dn pylvait
labels = ["20-24","25-29","30-34","35-39","40-44"]

#pylvédiden korkeudet eli frekvessit

data = [9467,18673,18206,8721,2095]

#luodaan numarray-tyyppinen lista, joka sisdltdd tiedot
#pylvdiden sijainnista

xlocations = na.array(range(len(data)))+0.5
#mddritetddn pylvédédn leveys

width = 0.5

#bar-komento piirtdd pylvéd&dt, color mddrittdd pylva&dn vérin
bar(xlocations, data, color=’0.4’ , width=width)
#luodaan y-akseli asteikkoineen

yticks(range(0, 20001, 2000))

#luodaan x-akseli
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xticks(xlocations+ width/2, labels)

x1im(0, xlocations[-1]+width*2)

#kuvaajan otsikko

title("Synnytténeet naiset")

#ndytetddn asteikko ainoastaan kuvaajan vasemmalla
#puolella

gca() .get_xaxis() .tick_bottom()

gca() .get_yaxis() .tick_left()

#ndytetddn kuvaaja

show ()

Ohjelma tulostaa kuvan

Synnyttdneet naiset

20000

18000+
16000+
14000+
12000
10000+
8000+
6000~
4000+
2000+
\ ]

20-24 25-29 30-34 35-39 40-44

Tehtava 27

#otetaan matplotlib k&ayttddn
from pylab import *

#annetaan eri sektoreiden osuudet listana

fracs=[24.4,10.3, 12.9, 16.6, 3.1, 7.2, 3.4,20.2, 1.9]

#nimet&ddn sektorit

labels=["ﬁ1jy", "Maakaasu","Hiili", "Ydinvoima", "S&hkon nettotuonti",
"Turve", "Vesi- ja tuulivoima", "Puuperdiset polttoaineet", "Muu"]

#annetaan kullekin sektorille véari

colors=(’0.27,70.4’,’0.67,°0.1’, ’0’, ’0.5” ,217,°0.37,70.9° )
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#mddritelldédn kuvan koko, tédssd tapauksessa se kannattaa olla
#nelidnmuotoinen eli pituus ja leveys yht&dsuuret sekd taustavéari
figure(figsize=(9,9),facecolor="u’)

#pie-komento piirt&d itse kuvion

pie(fracs, colors=colors, labels=labels)

#annetaan kuvaajalle otsikko

title("Eri energialédhteiden k&yttd Suomessa")

#ndytetddn kuvaaja

show ()

Koodista tulostuu seuraava kuva.

Eri energialdhteiden kayttd Suomessa

Maakaasu

Hiili

Ydinvoima

Puuperdiset polttoaineet

Sahkin nettotuonti

Turve

Vesi- ja tuulivoima

Tehtava 28

#otetaan matplotlib kayttdon
from pylab import *

#annetaan pisteiden x-koordinaatit listana
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x=[1.0,2.0,3.0,4.0,5.0,6.0,7.0,8.0,9.0,10.0,11.0,12.0,13.0,14.0]

#annetaan pisteiden y-koordinaatit listana

y=[1877721,1917051,1932752,1957144,2037997,2132704,2173885,2228557,
2235317,2242303,2245780,2262359,2265211,2313788]

#tehd&d&n pienimmén nelidsumman sovitus

m,b=polyfit(x,y, 1)

#luodaan x-akseli

xlocations=array(range(0,len(x)+5,5))

labels=["","1995 ","2000","2005"]

xticks(xlocations,labels)

#piirretdén suora

plot(x,y,’ko’,x, [m*i+b for i in x], ’-k’,linewidth=2)

#otetaan ruudutus kaytoon

grid(True)

#ndytetddn kuvaaja

show ()

Ohjelma tulostaa kuvan
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Tehtévd 29 Funktiolla on nollakohta vililld [-1,0] silld f(—1) = —1+e!
~ —0,6321 ja f(0) = 0+ €® = 1. Valitaan siis aloituspisteeksi xo = 0.

Koska ratkaisu pyydettiin kolmen desimaalin tarkkuudella, valitaan vakio i
siten ettd h = 0,5- 1073,

Koska iteraatiokaavassa tarvitaan funktion derivaattaa, niin derivoidaan
funktion. Funktion derivaatta on nyt f'(z) =1+ e®.

Lasketaan ensimmaéinen arvio nollakohdalle ja saadaan x; = 0 — ]{/((%))
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= —0, 5. Virhetarkastelusta saadaan nyt

f(=0,5—-0,5-107%) - f(=0.5+0,5-1073) = f(—0,5005) - f(—0,4995)
= (—0,5005 4 e~ 25005) . (—0,4995 + ¢~0199%) ~ 0,011348 > 0

Jatketaan siis iterointia viela.

Seuraava, parempi arvio on o = —0,5— ;,((_7%755)) ~ —0,566311. Virhetarkas-
telusta saadaan nyt 1,09 - 107 > 0. Jatketaan siis iterointia.

Kolmannella iteraatiolla tulokseksi tulee —0,567142 ja virhetarkastelusta
saadaan nyt —6,14-10~7 < 0. Jo kolmannella iteraatiolla saadaan siis riittivin
tarkka vastaus. Ratkaisu kolmen desimaalin tarkkuudella on siis -0,567.

Tehtdva 30 Piirretdin ensiksi funktion kuvaaja.

60

Kuvaajasta ndhdddn, ettd suurin ddriarvokohta on valilla [-1,0]. Iteroinnin
aloituspisteeksi voidaan siten valita esimerkiksi xg = 0.

Koska vastaus pyydettiin viiden desimaalin tarkkuudella, annetaan tarkkuu-
deksi 0,00001.

Kun ndm& syotetddn alla olevaan ohjelmaan, se antaa tulokseksi
—0,588529412584. Niin ollen vastaus on x ~ —0, 58853.

#otetaan math-kirjasto kdyttoon

import math

#midritelldan funktio f
def f(x):

return (math.e)**x+math.sin(x)
#funktion f derivaatta pisteessd x

def derivaatta(f, x, h=1.0e-8):
return (f(x+h)-f(x))/h
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#Newtonin menetelmé
def newton(x0, tarkkuus, N=100):
#alustetaan iteraatioiden m&&dr&d yhdeksi
i=1
while i<N:
#lasketaan tarkempi x
x=x0- (£ (x0) /derivaatta(f,x0,h=1.0e-8))
#testataan vastauksen tarkkuus
if f(x-(tarkkuus/2))x*f (x+(tarkkuus/2)) < O:
return x
#jos vastaus on riittdvén tarkka,
#lopetetaan ohjelman suoritus,
#muuten jatketaan iterointia
i=i+1
x0=x
#mikdli riittédvan tarkkaa vastausta ei saada
#sadassa iteraatiossa kayttdjdd pyydetddn
#tarkistamaan alkuarvot

print ("Tarkista alkuarvot")

#kysytddn kdyttdjaltd alkuarvot
alkux=input("Anna aloituspiste:")

desimaalit=input ("Anna tarkkuus:")

#tsuoritetaan Newtonin menetelmd annetuilla arvoilla

print newton(alkux,desimaalit)

Tehtava 31 Kirjoitetaan ensin ohjelma, joka ratkaisee yhtélén Newtonin

menetelmaélla.

#otetaan math-kirjasto kdyttoon

import math

#midritelldan funktio f
def f(x):

return x-math.cos(x)
#funktion f derivaatta pisteessd x

def derivaatta(f, x, h=1.0e-8):
return (f(x+h)-f(x))/h
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#Newtonin menetelmd
def newton(x0, tarkkuus, N=100):
#alustetaan iteraatioiden m&&r&d yhdeksi
i=1
while i<N:
#lasketaan tarkempi x
x=x0- (£ (x0) /derivaatta(f,x0,h=1.0e-8))
#testataan vastauksen tarkkuus
if f(x-(tarkkuus/2))x*f(x+(tarkkuus/2)) < O:
return x
#jos vastaus on riittdvén tarkka,
#lopetetaan ohjelman suoritus,
#muuten jatketaan iterointia
i=i+1
x0=x
#mikadli riittadvan tarkkaa vastausta ei saada
#sadassa iteraatiossa kdyttdjdd pyydetddn
#tarkistamaan alkuarvot

print ("Tarkista alkuarvot")

#kysytddn kdyttdjaltd alkuarvot
alkux=input("Anna aloituspiste:")

desimaalit=input ("Anna tarkkuus:")

#tsuoritetaan Newtonin menetelmd annetuilla arvoilla

print newton(alkux,desimaalit)

Yhtilolla on nollakohta vililla [-1,1], silla f(—1) = —1,540 ja f(1) = 0,459.
Valitaan iteraation aloituspisteeksi siis x = 1.

Vastausta pyydettiin kolmen desimaalin tarkkuudella, joten tarkkuudeksi
syotetaan 0,001.

Niilla arvoilla ohjelma tulostaa luvun 0,739112891031, joten vastaus on
x=0,739.
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