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1 Johdanto

Hyperbolisen geometrian historia alkaa pyrkimyksistéd johtaa euklidisen geo-
metrian paralleeliaksiooma muista aksiomista ldhtien. Naméa pyrkimykset
epdonnistuivat, mutta niistd syntyneiden tulosten kautta sai alkunsa epé-
euklidinen geometria. Merkittavimpia kehittéjia olivat E. Beltrami, J. Bo-
lyai, C. F. Gauss ja N. Lobatsevski. Termia hyperbolinen geometria kaytti
ensimmaéisend F. Klein vuonna 1871. Vaikka hyperbolinen geometria sai al-
kunsa puhtaan teoreettisen tutkimuksen kautta, nykyéaan sita sovelletaan esi-
merkiksi monissa kosmologian ja kvanttimekaniikan malleissa.

Kvasihyperbolinen geometria esiteltiin ensimmaista kertaa vuonna 1976
F. W. Gehringin ja B. P. Palkan julkaisussa. Muita merkittéavia kvasihyperbo-
lisen geometrian kehittdjia ovat muun muassa G. J. Martin ja B. G. Osgood.

Tutkielman alussa késitelladn yleisesti hyperbolista geometriaa ylemmés-
sé, puolitasossa ja todistetaan siihen liittyvid perustuloksia. Téastd edetaéin
Mobius-kuvausten kautta tarkastelemaan hyperbolista geometriaa yksikko-
kiekossa.

Toisen luvun alussa tutustutaan hyperbolisiin kolmioihin ja hyperboli-
seen alaan. Luvun lopussa tarkastellaan hyperbolista trigonometriaa.

Viimeisessa luvussa tarkastellaan aluksi kvasihyperbolista geometriaa,
minka jilkeen selvitetdan millaisia ovat kvasihyperboliset geodeesit tasovyos-
sa.

Kaksi ensimmaéistd lukua perustuvat péddasiallisesti kirjoihin [1], [2] ja
[12]. Viimeinen luku nojaa julkaisuihin [3], [4], [8], [9] ja [14]. Lukijan olete-
taan hallitsevan euklidista geometriaa, funktioteoriaa ja erityisesti Mobius-

kuvauksia koskevat perustulokset.






2 Hyperbolinen geometria

2.1 Hyperboliset geodeesit

Esitetdan aluksi hyperbolisen tason mallit. Niiden pohjalta 1ahdetédén selvit-

taméan millaisia ovat hyperboliset geodeesit.

Maaritelma 2.1. Hyperbolisen tason tunnetuimmat mallit ovat ylempi puo-

litaso

H={zeC | Im(2)> 0} (1)

ja yksikkokiekko
D={zeC | |z] <1}. (2)

Kyseisia malleja kutsutaan joskus kirjallisuudessa Poincarén puolitasoksi ja

kiekoksi. Niiden alkuperéinen kehittaja on kuitenkin E. Beltrami.

Maaritelma 2.2. Olkoon f : [a, b] — H suoristuva kiyré, joka on mééritelty

ehdolla f (t) = x (t) + iy (t). Kéyrdn f hyperbolinen pituus on

5= [ e [l /Vlm P

Esimerkki 1. Olkoon 0 < a < b ja f : [a,b] — H kdyrd, joka on mdadritelty

ehdolla f (t) =t + it. Nyt kyseessd olevan polun hyperbolinen pituus on

= [ A0 [P van Y]

Maaritelma 2.3. Merkitddn kompleksitason pisteitd z; ja zo yhdistavaa

euklidista janaa symbolilla 21, z5].

Esimerkki 2. Olkoot a,y; ja ys reaalilukuja, joista kahdella jilkimmdiselld
on ominaisuus: 0 < y; < yo. Lasketaan ylemmdn puolitason pisteitd z; =
a+ 1y ja zo = a + iys yhdistdvan euklidisen janan hyperbolinen pituus.

Funktioteorian perusteista tiedetadn, ettd janaa [21, z9] vastaava kdayrd on:

(f : [y1,92] = H) : f(t) = it.
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Nyt haluttu hyperbolinen pituus on:

!lfH:/:Q h'r{(}()g)dt /yy %dt:ln E] (4)

Tidmda esimerkki on esitetty kirjassa [12].

Esimerkki 3. Olkoon Y euklidinen ympyrd, jonka sdde on r ja keskipiste
c € R. Valitaan ympyran Y kehdltd pisteet z1 ja zo, jotka toteuttavat ehdot
Im(z;) > 0 ja Re(z1) > Re(zy). Olkoon janan [c, zi] ja positiivisen reaaliak-
selin vilinen kulmaa 0. Lasketaan nyt pisteitd z, ja zo yhdistdvin kaaren s
hyperbolinen pituus.

Olkoon 0 positiivisen reaaliakselin ja ympyrdin'Y sddettd vastaavan janan
vdlinen kulma. Funktioteorian perusteista tiedetidn, ettd kaarta s vastaava

kdyrd on:
(f :[01,05) — H) : () =c+re?® = (c+rcos) + irsiné.

Nyt voidaan laskea haluttu hyperbolinen pituus:

02 \/ —rcosf)® + (rsind)? 02 1
||f||—/ d@z/ —db
01

rsint sin
oA T 1 1 1 1
="1n|— — —1In | = — .
sinfy, tan6, sinf; tan6;
Erikoistapauksessa 0y = 5 saadaan
1
In [sin@g - tan92i| kun k=1
fl =4 ja
1
—In [sinOl tan@ :| kun k = 2.
Toisaalta hyvin tunnettujen euklidisen trigonometrian identiteettien mukaan
sin @, = Y ja tan 6, = Ik
r T —C

Nyt saadaan ilmaistua kaaren pituus myds annettujen pisterden koordinaat-
tien avulla:
£l = In |:T+C—I21 —ln {T+C_x11 T {yl (T+C—ZE2):| )
Y2 (% Ya (r +c— 1)

Tdmd esimerkki on esitetty kirjassa [12].
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Jos kiyra yhdistaé kaksi tason pistetta lyhimmalla mahdollisella tavalla,
niin sitd kutsutaan geodeesiksi. Geodeesit eivit ole kaikissa geometrioissa

yksikasitteisid. Selvitetdén seuraavaksi millaisia ovat hyperboliset geodeesit.

Maaritelma 2.4. Maaritelladn funktio p : H x H — [0, c0) ehdolla

p(z1,20) = inf }||f||a (6)

fEF[zl,ZQ

missé I' [z, y] on hyperbolisen tason H pisteitd z; ja zo yhdistévien suoristu-
vien kayrien perhe.

Téata kuvausta kutsutaan hyperboliseksi etéisyydeksi.

Lause 2.5. Olkoot z1 ja zo pisteitd alueessa H. Jos v on pisteita yhdistdva
hyperbolinen geodeest, niin ko. kdyrd on joko

a) kaari euklidisessa ympyrdssa, jonka keskipiste on reaaliakselilla
tas

b) euklidinen jana, joka on yhdensuuntainen imaginaariakselin kanssa.

Todistus. Olkoon z; = x1 + 1y; ja 2o = o + 1Yo kaksi mielivaltaista pistetta
ylemmassa puolitasossa ja f niité pisteitd yhdistava kdayra. Jaetaan tarkas-
telu kahteen tapaukseen: x1 > x5 ja x1 = @s.

1. tapaus: Olkoon 1 > xo. Nyt jana [z, 2o ei ole kohtisuorassa reaaliak-
selia vastaan. Olkoon [ euklidinen suora, joka kulkee janan [zq, 2] euklidisen
keskipisteen kautta ja joka on myos kohtisuorassa ko. janaan ndhden. Olkoon
c piste, jossa suora [ leikkaa reaaliakselin. Euklidisesta geometriasta tiede-
tadn, ettd nyt euklidinen etéisyys pisteesté ¢ pisteeseen z; on yhté suuri kuin
euklidinen etéisyys pisteesté ¢ pisteeseen zs.

Asetetaan seuraavaksi tasoon napakoordinaatisto, jonka origo on pistees-
sé ¢ ja jonka napa-akseli on reaaliakselin suuntainen. Olkoot pisteitd z; ja zo
vastaavat napakoordinaatit (r,6;) ja (r,6,), ja ilmaistaan ko. pisteitd yhdis-
tavé kiyrd napakoordinaateissa: f = f (0).

Jotta voidaan tarkastella kiiyrédn f pituutta, selvitetdén ensin tekijan

|f* (0) | lauseke. Ensinnékin kiiyrén karteesiset koordinaatit ovat nyt:

xr=c+ fcosfjay= fsinf.



Kuva 1: Pisteet z; ja 2z seké niitd yhdistéava kiyra f.

Naiista saadaan laskettua differentiaalit:

dr  df d(costl) :

@_Ecose—i—f 70 = f'cosf — fsind
ja

dy df . d(sinf) . .

%_Esmﬁ%—f 70 = f'sinf + fcos@.

Nyt voidaan laskea summa

dz® + dy? = (f' cos — fsin6)” d6> + (f sinf + f cos0)” o>
= (f*+ f?) do*.



Siispd | £ (0) | = \/f” + f2. Nyt pisstiin arvioimaan kiyrin pituutta:

02 2 2
1= [ YISy

g, Jfsinf
02 /2
> .f do
g, J[fsinf

>0 b2 1
E / L
g, sind

Toisaalta esimerkin 3 mukaan edeltéava integraali on pisteita z; ja 2o yhdista-
van euklidisen ympyran kaaren hyperbolinen pituus, kun ympyréan keskipiste
on reaaliakselilla. Néin ollen etsitty geodeesi on todella a)-kohdassa kuvatun
kaltainen.

2. tapaus: Olkoon 7 = z5. [lmaistaan pisteitd z; ja zo yhdistava kayra y-

koordinaatin suhteen f = f (y) ja merkitédén g—{/ = f'. Arvioidaan nyt kiyran
pituutta:
Y2 f/2 + 1 Y2 1 Yo
Il = [“ Sy [" -],
Y1 Yy Y1 ) U1

Tama kaava taas on esimerkin 2 mukaan pisteitd z; ja zo yhdistavin eukli-
disen suoran hyperbolinen pituus. Siispd tdmé geodeesi vastaa b)-kohdassa

esitettya tapausta. O

Seuraus 2.6. Kaikkia ylemman puolitason pistepareja kohti on olemassa

yksikdsitteinen hyperbolinen geodeest.

Todistus. Tulos seuraa suoraan euklidisten suorien ja ympyréiden olemassao-

losta ja yksikésitteisyydesta. O

Lause 2.7. Jdrjestetty pari (H, p) on metrinen avaruus.

Todistus. Selvastikin riittaéd todistaa, ettd kuvaus p tayttda metriikalta vaa-
dittavat kolme ehtoa:

L. p(21,22) >0 Vz1,20 € H, ja p(21,22) =0 21 = 29
2. p(z1,22) = p(22,21) V21,20 € H
3. p(z1,23) < p(21,22) + p(22,23) V21,290,235 € H
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Ee=
Kuva 2: Kaksi hyperbolista geodeesia ylemmassa puolitasossa.

Koska kayran hyperbolisen pituuden lausekkeen integrandi on aina ei-
negatiivinen, kiyran hyperbolinen pituus on myo6s aina ei-negatiivinen. Néin
ollen myGs p on aina ei-negatiivinen, joten ensimmaéisen ehdon ensimmai-
nen kohta on tosi. Lauseesta 2.5 sekd esimerkeistd 2 ja 3 taas ndhdéaan, ettéd
p (21, 22) = 0 jos ja vain jos z; = zo. Siispd myo0s toinen kohta on selvé.
Siirrytéén seuraavaksi tarkastelemaan toista ehtoa. Olkoon f : [a,b] — H
kiyré joukossa I'[z1, 25 ja h : [a,b] — [a,b] ehdolla h () = a + b — ¢ méaari-
telty kuvaus. Koska (f o h)(a) = f(b) = 22 ja (foh)(b) = f(a) = 2, niin
kiyra f o h kuuluu joukkoon I [z, z1]. Lasketaan sitten kdyrén f o h pituus:

e )] L () I ()|
'”M“/ w (o))" =), (@) "

(fo
5A£&
(

)] e,
fhwﬁ“émuw(“

e,

= [ gy =

Néin ollen jokaista joukon T'[z1, 25| kdyrdd kohti on olemassa yhtd pit-

ki kdyrd joukossa I'[z9,z1], ja symmetrian nojalla myos kaikkia joukon

['[29,21] kdyrd vastaa yhtd pitkd kdyrd joukossa I'[zy,zs]. Siispd jouk-
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ko {||f|| | f €T [z1,2]} sama kuin joukko {||g|| | g € T [22,21]}, joten
p (21, 22) = p (22, 21). Tlstd seuraa metriikan toinen ehto.

Seurauksen 2.6 nojalla on olemassa kiyrat f € T'[z1, 2] ja g € T [29, 23],
jotka toteuttavat ehdot ||f|| = p (21, 22) ja ||g]| = p (22, 23). Olkoon h kéyra,
joka saadaan liittamaélla yhteen kiyrat f ja g. Nyt voidaan kirjoitaa

p (21, 23) < |[Rl[ = |[f]] + llgll = p (21, 22) + p (22, 23) ,
miki osoittaa metriikan viimeisen ehdon voimassaolon. O
Esimerkki 4. Lasketaan hyperbolinen etdisyys p (21, z2), kun z; = 5 +19 ja
29 = —7 4+ 1.
Lahdetddan ratkaisemaan tehtdvada lauseen 2.5 todistuksen antaman mallin

mukaisesti. Ensinndkin pisteitd zq ja zo yhdistavin euklidisen janan keskipis-

feon 5+ (=7) 941
5 +1 5~ —1+15,

ja ko. pisteiden kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

1-9 2

—7-5 3
Nyt janan [z1, z9] keskipisteen kautta kulkevan ja ko. janaa vasten kohti-
suorassa olevan suoran yhtdilo on y — 5 = —% (x+1). Tamd suora leik-
kaa reaaliakselin pisteessd ¢ = %, ja halutun euklidisen ympyrdn sdide on

==+ -0 =42,

Nyt esimerkin 3 ja lauseen 2.5 nojalla saadaan halutuksi etdaisyydekst

73
9(LE+1-(-1) 113 + 4/793
p(z1,22) =In =In|— | ~ 3,22
<\/793 I 5) 9
3 T3

Esimerkki 5. Olkoon a,y, ja yo reaalilukuja, joista kahdella jalkimmdiselld
on ominaisuus: 0 < y; < yo. Ftsitdidn ylemmdn puolitason pisteitd z1 = a +
11 ja zo = a + 1ye yhdistdvan hyperbolisen geodeesin hyperbolinen keskipiste
M =c+1d.

Nyt lauseen 2.5 nojalla hyperbolinen geodeesi on euklidinen suora, joten

c = a. Toisaalta esimerkistd 2 nahddan, ettd tekijan d taytyy toteuttaa yhtdlo

d Y2

yw  d
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Suispd hyperbolinen keskipiste on

M = a+ iy (7)

Tdmda esimerkki on esitetty kirjassa [12].

2.2 Mobius-kuvaukset

Kerrataan aluksi lyhyesti Mobius-kuvauksen mééaritelméa ja perusominaisuu-

det. Todistuksia ei esiteté, silla lukijan odotetaan tuntevan tulokset.

Maaritelma 2.8. Mobius-kuvaus on funktio
az+b
:C—0C): = 8
(m:C—©)im(z) = = 0

missé tekijat a, b, c,d € C ja diskriminantti ad — bc # 0.

Merkitdan Mobius-kuvausten joukkoa symbolilla Mob.

Kun kerroin ¢ # 0, voidaan Mobius-kuvauksen mééritelmé laajentaa sul-

jettuun kompleksitasoon C = C U {oo}. T#lloin méiiritelldsin

m (—9) = oo jam(o0) = & 9)

c

Mobius-kuvaukset ovat bijektiivisid holomorfismeja, ne muodostavat ryhmén

kuvaustulon suhteen, ja kidanteiskuvauksen yhtéalo on

dz—0b
~1
= ) 10
m(2) —cz+a (10)
Koska Mo6bius-kuvaukset ovat bijektiivisid holomorfismeja, ne kuvaavat suo-

ristuvat kdyrat suoristuviksi kéyriksi.

Lause 2.9. Jokainen Mobius-kuvaus m (z) voidaan esittid siirron s(z) =

z+ v, kierron k (z) = uz ja kwauksen f (z) = 1 yhdisteen.

Todistus. Todistus sivuutetaan. O]

Maisritelmi 2.10. Olkoot a,b, ¢,d € C. Niiden kompleksilukujen kaksois-

suhde |a, b, ¢, d| on
| | (a—"b)(c—d) (1)
(@a=c)(b—d)

Jos jokin tekijoistd on ddreton, niin kaksoissuhde méaritellddn raja-arvona.

la,b,c,d] =
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Lause 2.11 (Kaksoissuhteen invarianssi). Jokainen Mdobius-kuvaus toteuttaa

kaksoissuhteen invarianssin:
[m7m17m27m3] = [2721722723]7 (12>
missd piste m; on pisteen z; vastinpiste madritelmdn 2.8 kuvauksessa m.

Todistus. Todistus sivuutetaan. O

Kaksoissuhteen invarianssia kiytetadn usein Mobius-kuvauksen yhtalon
selvittamiseen, kun kuvauspisteet tunnetaan. Esitetaén seuraavaksi esimerkki

sen kaytosta.

Esimerkki 6. Etsitidn yhtialo Mobius-kuvaukselle m (2), joka toteuttaa eh-
dot m (i) =0, m(—1) =1 jam(—i) = oco.

Nyt kaksoissuhteen invarianssin 2.11 nojalla saadaan yhtdilo
[m,0,1,00] = (2,4, —1, —i]
eli
m—0  (z—1) (=1~ (—1i))
m—1 (z—(-1))(—(=1))

Steventamdlld saadaan lopputulokseksi

m(z) = 1z +1 (13)

—p—

Lause 2.12. Mobius-kuvauksilla on kaksoissuhteen invarianssin lisdkst myos

seuraavat invarianssiominaisuudet:

o suljetun kompleksitason yleistetyt euklidiset ympyrat kuvautuvat yleis-

tetyiksi euklidisiksi ympyroiks:
o peilipisteet kuvautuvat peilipisteiksi
o suunnansdailyvyys
o konformisuus eli kulmien sdilyvyys.

Todistus. Todistus sivuutetaan. O
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Esimerkki 7. Suunnansdilyvyyden nojalla esimerkin 6 Mébius-kuvaus kuvaa

yksikkokiekon ylemmidlle puolitasolle.

Siirrytdan seuraavaksi tarkastelemaan Mdobius-kuvauksia, jotka kuvaavat

ylemman puolitason ylemmalle puolitasolle.

Maaritelma 2.13. Olkoon joukko Mob(H) Mobius-kuvausten perhe, joka

maédaritellaan ehdolla
Méb (H) = {m € Méb | m (H) = H}. (14)

Lause 2.14. Moébius-kuvaus

az+b
m(z):cz—l—d

kuuluu joukkoon M&b (H) jos ja vain jos a, b, ¢ sekd d ovat reaalilukuja ja
ad — bc > 0.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd m (z) = %13 on Mdébius-kuvaus, joka kuuluu
joukkoon M6b(H). Ensinnékin suljetun reaalilukusuoran R on kuvauduttuva
itselleen. Tésté seuraa, ettd kuvauksen kertoimet a, b, ¢ ja d ovat joukossa
R. Jos voimassa olisi ehto ad — bc < 0, niin m kuvaisi ylemmén puolitason
alemmalle puolitasolle. Siispa saadaan ad — bec > 0.

Jos toisaalta a, b, ¢ seké d ovat reaalilukuja ja ad — bc > 0, niin m selvasti
kuvaa suljetun reaalilukusuoran R itselleen. Kun kerroin ¢ = 0, niin ylempi
puolitaso kuvautuu selvésti itselleen. Jos taas ¢ # 0, niin muokataan Mobius-
kuvauksen lauseketta:
az+b a ad — bc
(= R e

Téasta saadaan helpolla laskulla

ad — be
I =—— 1 ,
m () = et ()
mistd seuraa haluttu tulos. O

Lause 2.15. On olemassa Mdébius-kuvaus €& € Méb (H), joka kuvaa eukli-
disen ympyran kaarta vastaavan hyperbolisen geodeesin euklidisekst janaksi

positiiviselle imagiaariakselille.
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Todistus. Todistetaan lause konstruoimalla haluttu kuvaus. Oletetaan, et-
ta euklidisen ympyréan kaarta vastaavan hyperbolisen geodeesin péaatepisteet
ovat 21 ja 2. Leikatkoon ko. ympyré reaaliakselin pisteissé 27 ja z5. Olkoon
sitten

az — (azf +1)

£(2) = - , missi o = (25 — 25) 7. (15)
z — Zl

Nyt diskriminantti
—azi — (—azj —1)=1
on positiivinen ja kertoimet a, — (azj +1),1 ja — 2z} ovat selvésti reaalilu-
kuja, joten lauseen 2.14 nojalla & € Mob (H).
Lopuksi suoran sijoituksen avulla niahdéaan, etta

§(21) = o0 ja & (23) = 0.

Siispé pisteitd 2] ja 23 yhdistévé puoliympyra kuvautuu nyt euklidiselle puoli-
suoralle {z | Re (2) = 0 ja Im (2) > 0}, joten pisteitd z; ja z yhdistava kaari

kuvautuu janaksi positiiviselle imaginaariakselille. O]

Todistetaan sitten kolme hyperboliseen metriikkaan liittyvaa tulosta.
Lause 2.16. Olkoon f € T'[z1, 22] ja m € Méb (H). Nyt ||f]| = ||m o f]].

Todistus. Oletetaan, ettd kuvaus f : [a,b] — H kuuluu joukkoon I [z, 25].

Lauseen 2.9 nojalla rittda todistaa yhtasuuruus

" J(hof) ()]
dt| =
[ e nand| =1
kun
Z+ v,
h(z) = uz , missd u € R~ {0} javeR.
tal

Kaikissa tapauksissa todistus tapahtuu suoralla sijoituksella, joten todiste-

taan téssd vain tapaus h (z) = uz. Nyt saadaan

[HW”WHﬂ‘l£MQW4

Im ((ho f) (1))
:!/ sgn (u) [/ (1) |
o Im(f (1)

ﬂﬂw
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Muut tapaukset todistetaan analogisesti. [

Lause 2.17. Olkoon m Mdobius-kuvaus joukossa Mob (H). Nyt p(z1,29) =

p(m(z1),m(22)), kun pisteet z1 ja zo ovat alueessa H.

Todistus. Oletetaan, ettd kuvaus f : [a,b] — H kuuluu joukkoon I [z, z9]
ja ettd Mobius-kuvaus m on joukossa Mob (H). Nyt (mo f)(a) = m(z)
ja (mo f)(b) = m(z), joten yhdistetty kuvaus m o f kuuluu perheeseen
I'(m(z1),m(22)).

Lauseen 2.16 nojalla || f|| = ||m o f]|, joten nyt saadaan

p(m(z1),m(z2)) =nf{|lg]| [ g € I'[m(z1),m(22)]}
<inf {[[mo fl[ | f € T[z1, 2]}

=il {|[f][ | f €[z, 2]} = p(21,22)

Toisaalta kiifinteiskuvaus m~! on olemassa ja selviisti m~' € Mob (H). Néin

1

ollen jos kdyré g € I'[m (z1) ,m (22)], niin yhdistetty kuvaus m~"' o g kuuluu

perheeseen T 21, 25]. Tdmén nojalla
p(z1,22) =t {[[f|| | f €T [z1, ]}
<inf{|lm™" ogll| g € T[m(z1),m(2)]}
—inf {Jlgll | g € T (1), m ()]} = p (m (), (22)).

Nyt siis p(m (21),m (22)) < p(z1,22) ja p(z1,22) < p(m(z1),m(22)), joten
p(z1,22) = p(m(21),m(22)). 0

Lause 2.18. Olkoot 2y, z5 ja z3 pisteitd ylemmdassd puolitasossa ja kdyrd -y

on pisteita z, ja z3 yhdistdvd geodeesi. Yhtasuuruus

p(z1,23) = p (21, 22) + p (22, 23) (16)
On VOIMASSa j0S ja vain jos piste zo € 7.

Todistus. Olkoot 21, 2o ja z3 pisteitd ylemmaéssd puolitasossa, ja olkoon ~
pisteita z; ja z3 yhdistava geodeesi.

Olkoon 25 € 7. Lauseiden 2.15 ja 2.17 riittaa tarkastella tapausta, jossa vy
on euklidinen suora. Nyt esimerkissa 2 esitetystéd laskukaavasta seuraa suo-

raan haluttu yhtasuuruus.
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Toisaalta olkoon lauseen yhtdsuuruus voimassa. Olkoot f € I'[zq, z9]
ja g € I'[29, 23] kéyrid, jotka toteuttavat ehdot ||f|| = p(z1,22) ja ||g|| =
p (29, 23). Merkitaan symbolilla h kdyrdd, joka on muodostettu liittaméalla
yhteen kiyréit f ja g. Jos h # ~, niin geodeesien yksikasitteisyydesta nojalla
p (21, 22) +p (22, 23) = |[|h]| > ||7]] = p (21, 23). TAm4 on ristiriita, joten h =~y
ja 29 € 7. O

Esitetdan kappaleen lopuksi kaksi esimerkkid hyperbolisen keskipisteen

selvittamisesta.

Esimerkki 8. Olkoot zy = x1 + 1y1 ja 2o = x5 + 1y2 ylemmdn puolitason
pisteitd, joilla on ominaisuus x1 # x5. Oletetaan, ettd ko. pisteitd yhdistd-
van hyperbolisen geodeesin jatkeet leikkaavat reaaliakselin pisteissd 27 ja 2.
Etsitddan nyt pisteitd z, ja zo yhdistavin hyperbolisen geodeesin hyperbolinen
keskipiste K .
Olkoon & Mobius-kuvaus, joka on mddritelty ehdolla
az — (azj +1)

o -1
£(z) = P , missd o = (25 — 27) 7.

Lauseen 2.15 todistuksen mukaan kuvaus & € Mob (H) ja se kuvaa pistei-
ta z1 ja zo yhdistdvan euklidisen ympyran kehdn euklidisekst janaksi, joka
sijaitsee posititvisella imaginaariakselilla. Esimerkin & nojalla tdmdn janan
hyperbolinen keskipiste M = iy/Im (€ (21)) Im (€ (22)). Lauseen 2.17 nojalla
Mobius-kuvaukset € ja €71 sdilyttivit hyperbolisen etdisyyden, joten pisteitd

21 ja 2o yhdistdvin geodeesin hyperbolinen keskipiste

K =& (i/Tm (€ () Im (€ (2))) (17)

Esimerkki 9. Selvitetddn esimerkin 4 hyperbolisen geodeesin hyperbolinen
keskipiste K. Kaytetadn vastaavia merkintojd kuin esimerkissd 8.
Nyt Mobius-kuvauksen & muodostamiseen tarvittavat pisteet ovat z; =

D419, zg=—T+41, 2] = %ﬁ ja 2y = %@. Kuvausten & ja €71 yhtilot
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ovat

~9z — 3 (=7 + V/793)

&) = 5 /798 — 23793 (7 + v799)
Jja
1 () = —2/793 (74 V/793) z + 3 (=7 + V/793)

—6v7932z -9

Haluttu hyperbolinen keskipiste saadaan nyt suoralla sijoituksella:

K=¢! (i\/]m (€ (21)) Im (€ (ZQ))> - % (—29 + i3\/ﬁ> ~ —5,8 + i4, 69.

Kuva 3: Pisteitd z; = 5 + 19 ja 20 = —7 4 ¢ yhdistava hyperbolinen geodeesi
sekd sen hyperbolinen keskipiste K = % (—29 + z'3\/61).

2.3 Ylemmasta puolitasosta yksikkokiekkoon

Johdetaan seuraavaksi hyperbolinen metriikka yksikkokiekossa ylempéaa puo-

litasoa koskevien tulosten avulla.
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Maaritelma 2.19. Olkoon f : [a,b] — D suoristuva kiyrd ja m Mobius-
kuvaus, joka kuvaa yksikkokiekon D ylemmaélle puolitasolle H. Nyt kiayran f
hyperbolinen pituus yksikkokiekossa on

1fllp = [lm o f]]. (18)
Lause 2.20. Hyperbolinen pituus yksikkokiekossa on hyvinmddritelty.

Todistus. Oletetaan, ettd f on suoristuva kiyra yksikkokiekossa ja ettd m
sekd n ovat Mobius-kuvauksia, jotka kuvaavat yksikkokiekon ylemmélle puo-
litasolle. Mobius-kuvausten perusominaisuuksien nojalla yhdistetty kuvaus

1

p =mnom~ " on myos Mobius-kuvaus ja se kuuluu joukkoon Mo6b(H). Nyt

lauseen 2.16 nojalla saadaan
lmo fll = [lpomo fl| = [[nom™ omo f|| = |lno f||.

Siispa pituus ||f||p on Mébius-kuvauksen valinnasta riippumaton, mika to-

distaa véitteen. OJ

Lemma 2.1. Olkoon f suoristuva kdyrdi ylemmdssd puolitasossa ja m

Mébius-kuvaus, joka kuvaa ylemmdn puolitason yksikkokiekolle. Nyt

[lm o fllo = [I£1

Todistus. Olkoon f suoristuva kdyra ylemmaéssa puolitasossa ja m Mobius-
kuvaus, joka kuvaa ylemmén puolitason yksikkokiekolle. Koska kaanteisku-

vaus m~! on olemassa, niin suoralla johdalla saadaan

lm o fllp = [[m™" omo f|| = ||£]]-
0

Lause 2.21. Olkoon f : [a,b] — D suoristuva kayrd. Sen hyperbolinen pituus

saadaan laskemalla mtegmali
D f 1 |2|2 Z|.
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Todistus. Olkoon f : [a,b] — D suoristuva kiyra ja m esimerkissd 6 esitetty
Mobius-kuvaus yksikkokiekosta ylemmalle puolitasolle. Nyt suoraan johta-

malla kiyran f pituudeksi saadaan

Il =limo il = | i

:/meoﬂ()
. T (o 1) D)
m((»Mf@!
. Im(m(f ()

) i) )
‘AhMmuNd“

Selvitetdén sitten tekijoiden |m' (z) | ja Im (m (z)) lausekkeet. Kun z = z+1iy,

dt

niin kuvaus m saa muodon
iz+1  2z+i(—y*—a*+1)
—z = 22+ (y +1)°

m(z) =

Téastd saadaan suoralla laskulla

2
, —_
[m’ (2) | = |z + ]2
ja
1—|z]?
Im = .
(m (2)) PENE

Sijoitetaan lopuksi termit pituuden lausekkeeseen:

2
Hﬂm:/ —rr

Esimerkki 10. Olkoon 0 <r < 1,0 € R ja f :[0,7] — D suoristuva kdyrda,

]

joka on mddritelty ehdolla f (t) = te®. Lasketaan kéyrin hyperbolinen pituus
yksikkokiekossa.

Suoralla sijoituksella saadaan

2 " 1+
= = dt =1 :
151 = | bt = [ et = |
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Maaritelma 2.22. Maaritelldén funktio pp : D x D — [0, 00) ehdolla

21,%2) = inf , 20
o () = _int|Ifll (20)

missé O [z1, 2] on yksikkokiekon pisteitd z; ja zo yhdistdvien suoristuvien
kdyrien muodostama perhe. Tatd kuvausta kutsutaan hyperboliseksi etai-

syydeksi yksikkokiekossa.

Lause 2.23. Olkoon m Mdbius-kuvaus, joka kuvaa yksikkokiekon ylemmdlle
puolitasolle. Hyperbolisten etdaisyyksien vdlilli on voimassa seuraavat yhtd-
suurvudet:
pp (21, 22) = p(m(z1),m (z2)) V21,22 € D.
ja (21)
p (wy,ws) = pp (m_1 (wy),m™" (wg)) Ywy, wy € H.
Todistus. Olkoon m Maobius-kuvaus, joka kuvaa yksikkokiekon ylemmaélle
puolitasolle. Todistetaan aluksi yhtdsuuruuksista ensimméainen.

Olkoon f suoristuva kiyra joukossa © [z, z5|. Kaikilla yksikkokiekon pis-

teilld z; ja 2o on voimassa

po (21, 22) = inf {[|fl[p | f € O[z1, 22]}
=inf {|[mo f|[ | f € ©z1, 22]}
<inf{|lg[| [ g € T'[m(21),m (22)]} = p(m(21),m (22)).

Toisaalta lemman 2.1 nojalla vastaavasti saadaan
p(m(21),m(z2)) =inf{[lgl| | g € T'[m(21),m (22)]}
(21

), m ()]}
< inf{||fllo | f €Oz, 2]} = pp (21, 22) -

Siispé pp (21, 22) = p (m (z1) ,m (22)) kaikilla yksikkokickon pisteilld 21 ja 2o,

=inf{|lm™ogllb | g €T [m

miké todistaa ensimmaisen yhtasuuruuden.

Toinen yhtasuuruus todistetaan analogisesti, joten viite on selva. O]

Seuraus 2.24. Hyperboliset geodeesit yksikkokiekossa ovat joko euklidisia ja-
noja tar ympyran kaaria, joiden jatkeet leikkaavat yksikkéympyrdin kohtisuo-

rasti.
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Todistus. Tulos seuraa Mobius-kuvausten ominaisuuksista ja lauseesta 2.23.
O

Kuva 4: Kaksi hyperbolista geodeesia yksikkokiekossa.

Seuraus 2.25. Kaikkia yksikkokiekon pistepareja kohti on olemassa yksikd-

sitteinen hyperbolinen geodeesi.

Todistus. Tulos seuraa suoraan euklidisten suorien ja ympyroéiden olemassao-

losta ja yksikésitteisyydesta. ]
Seuraus 2.26. Jarjestetty pari (D, pp) on metrinen avaruus.

Todistus. Koska p on metriikka avaruudessa Hl, niin tulos seuraa lauseesta
2.23. [

Lause 2.27. Olkoot z1, z9 ja z3 pisteitd yksikkokiekossa ja kdyrd v on pisteitd

21 ja z3 yhdistivd hyperbolinen geodeesi. Yhtdsuuruus
pp (21, 23) = pp (21, 22) + pp (22, 23) (22)
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on VOIMAssa Jos ja vain jos piste zo € 7.
Todistus. Todistus on analoginen lauseen 2.18 todistuksen kanssa. O]

Lauseen 2.23 nojalla hyperbolinen etaisyys yksikkokiekossa lasketaan yk-
sinkertaisesti kuvaamalla pisteet ylempéadn puolitasoon ja kidyttamaélla sitten

hyvaksi esimerkkeja 2 ja 4.

Esimerkki 11. Selvitetian hyperbolinen etdiisyys pp (z1,22), kun 2z =
—0,754140,5 ja 2o = 0,5 — 10, 25.
Kuvataan aluksi esimerkin 6 Mobius-kuvauksen m avulla pisteet ylem-

mdlle puolitasolle. Suoralla sijoituksella saadaan

8§ .1 16 .11
m(z1) = B+Zl—5 jam(z) = —3 i

Ndiden pisteiden valinen hyperbolinen geodeesi on euklidinen ympyrd, joten

jatketaan kuten esimerkissd 4. Helpolla laskulla selvitetddn, ettd ympyran

19618

o - Niinpd etsitly hyper-

keskipiste ¢ = %9 ja sdteen euklidinen pituus on

bolinen etdisyys yksikkokiekossa on

1121 + 84/19618
33

po (21, 22) = p(m (21) ,m (22)) = In

] ~ 4,22.

Esimerkki 12. Olkoon 0 < r < 1 ja 6 € R. Lasketaan hyperbolinen etdisyys
D (O, rew) ja ilmaistaan tekijd r hyperbolisen etdisyyden funktiona.
Yksikkokiekon pisteitd yhdistdvan geodeesin jatkeet leikkaavat yksikkoym-

0

pyrin kohtisuorasti, joten pisteitd 0 ja re® yhdistivin geodeesin tiytyy

olla euklidinen jana. Tdllaista janaa vastaava kdyrd mddaritelldan ehdolla

Flt) = 1 missi 0 < t < r. Niinpi pp (077,610) = ||fllp, joten esimer-
kin 10 nojalla pp (0, Teia) =1In H%ﬂ

Toisaalta funktioteorian perusteiden mukaan artanh (z) = 1 1n [H2], kun

1—=z
T’eie
|z| < 1. Tdmdn nojalla r = tanh {M] .

Lauseen 2.23 yhtasuuruudet mahdollistavat myos yksikkokiekon hyper-
bolisen geodeesin hyperbolisen keskipisteen selvettdmisen. Jos m on Mobius-

kuvaus yksikkokiekosta ylemmélle puolitasolle ja pisteet z; ja 2z kuuluvat
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joukkoon D, niin hyperbolinen keskipiste yksikkokiekossa selvitetdan etsi-
maélla ensin ylemmén puolitason pisteiden m (z1) ja m (29) vélisen hyperboli-
sen geodeesin hyperbolinen keskipiste ja kuvaamalla sitten ko. piste takaisin

yksikkokiekkoon kuvauksella m 1.

Esimerkki 13. Selvitetidn esimerkin 11 pisteitd zy = —0,75 + 10,5 ja
29 = 0,5 — 10,25 yhdistavin hyperbolisen geodeesin hyperbolinen keskipiste
K.

Olkoon m jdlleen esimerkissi 6 esitetty Mobius-kuvaus. Muodostetaan

ensin esimerkin 8 mukaisesti kuvaus £. Tarvittavat pisteet ovat m(z) =

8 a1 16, .11 * _ —T14+/19618 * _ —71—/19618
15 T ity m(z) = —13 +ig, m(a) = 129 jam(z)" = 29 -

Suoraviaisella laskulla saadaan yhtdldt

—16641z — 129 (71 4 v/19618)

Z) =
$e) 258v/19168z — 2¢/19618 (—71 + v/19618)
ja
e ) —2V/19618 (—71 + v/19618) z + 129 (71 + v/19618)
Z) = .

—258+/19618z — 16641
Nyt haluttu keskipiste on

K =m (& (iv/Im (€ (m (z)) Im € (m (=)

_ —191 + /19041
N 4360

~ —0,328 + i0, 231.

(27 — i19)

Esimerkki 14. Olkoon 0 < r < 1 ja 0 € R. Etsitddin esimerkin 12 pisteitd

2 = 0 ja zo = re'? yhdistivin hyperbolisen geodeesin hyperbolinen keskipiste
K.

Toimimalla kuten edelld esimerkissd 13 saadaan suoravitvaisilla sijoituk-

r

silla vastaukseksi

K =

Tarkastellaan kappaleen lopuksi lyhyesti millaiset kuvaukset sailyttavét

hyperbolisen etéisyyden yksikkokiekossa.
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Kuva 5: Pisteitéd z; = —0, 75410, 5 ja 2o = 0,5—10, 25 yhdistava hyperbolinen

geodeesi sekd sen hyperbolinen keskipiste K = % V019041 (27 —i19).

Maaritelma 2.28. Olkoon joukko Mob(ID) Mébius-kuvausten perhe, joka

madritellaan ehdolla
Méb (D) = {m € Méb | m (D) = D} . (23)

Esimerkki 15. Oletetaan, etti z = re ja etti z; € D. Mddritellddn kuvaus
m,, ehdollla

-6~ T ~1

—Z1z+1
Olkoon | euklidinen suora, joka kulkee pisteiden O ja z1 kautta. Helpoilla
laskuilla havaitaan, ettd m,, € Mob (D), m,, (z1) = 0 ja m,, (I) = R. Tdita

Mébius-kuvausta kutsutaan joskus kalvon venyttajiakst.

m,, (2) =e

Lause 2.29. Olkoot z1 ja zo pisteiti yksikkokiekossa. Jos Mébius-kuvaus n €
Mob (D), niin pp (21, 22) = pp (n (21), 7 (22)).
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Todistus. Olkoon n € Mob (D) ja m Méobius-kuvaus, joka kuvaa yksikko-
kiekon ylemmiille puolitasolle. Nyt vhdistetty kuvaus m o n o m~! kuuluu
selvésti perheeseen Mob(H), joten lauseen 2.17 mukaan se sdilyttad hyperbo-
lisen etaisyyden ylemméssé puolitasossa. Toisaalta lauseen 2.23 nojalla myos
kuvaukset m ja m~! siilyttiviit hyperboliset etiisyydet. Siispd kuvauksen on

n sailytettava etaisyys yksikkokiekossa, mika todistaa véitteen. ]

2.4 Hyperboliset ympyrat

Tutkitaan luvun lopuksi lyhyesti hyperbolisten ympyroiden ominaisuuksia.

Esitetdan aluksi méaritelmé hyperboliselle ympyrélle yksikkokiekossa.

Maaritelma 2.30. Hyperbolinen ympyré yksikkokiekossa on joukko, joka

maéadaritellaan ehdolla
C={zeD|pplcz)=s}, (24)

missd ¢ € D ja s > 0 ovat vakioita. Vakiota ¢ kutsutaan hyperboliseksi

keskipisteeksi ja vakiota s hyperboliseksi séteeksi.

Tarkastellaan seuraavaksi hyperbolisten ja euklidisten ympyréiden vas-

taavuutta.

Lause 2.31. Hyperbolinen ympyra yksikkokiekossa on aina myds euklidinen

ympyra yksikkokiekossa sekd pdinvastoin.

Todistus. Olkoon C' hyperbolinen ympyré yksikkokiekossa. Oletetaan, etté
ympyran C' hyperbolinen keskipiste on ¢ € D ja hyperbolinen séde on s > 0.

Todistetaan lause aluksi tapauksessa ¢ = 0. Olkoon r = tanh [%], jolloin
esimerkin 12 nojalla s = pp (O, rew). Nyt origokeskinen ja r-séateinen euklidi-
nen ympyra on hyperbolinen ympyra, jonka hyperbolinen keskipiste on origo
ja hyperbolinen sédde on s.

Siirrytaédn sitten tarkastelemaan tapausta, jossa hyperbolinen keskipiste
ja side ovat mielivaltaisia. Oletetaan, ettd kuvaus m € Mob (D) toteuttaa
ehdon m (¢) = 0. Nyt lauseesta 2.29 seuraa, ettd m (C') on origokeskinen hy-

perbolinen ympyré, jonka hyperbolinen sédde on s. Aikaisemman tarkastelun
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mukaan m (C') on euklidinen ympyré, joten Mébius-kuvausten perusominai-
suuksien nojalla hyperbolisen ympyrin C' = m™! o m (C) téytyy olla myds
euklidinen ympyré.

Toisaalta olkoon Y euklidinen ympyra yksikkokiekossa. Jos Y on origo-
keskinen, niin todistuksen alussa esitetyn tarkastelun nojalla se on myd6s hy-
perbolinen ympyré. Oletetaan sitten, ettd ympyran Y euklidinen keskipiste
k ei ole origo ja etta [ on euklidinen suora, joka kulkee pisteiden £ ja 0 kaut-
ta. Olkoon 7 ympyran Y halkaisija, jolla on ominaisuus j € [. Seurauksen
2.24 nojalla j on my6s hyperbolinen geodeesi. Olkoon K hyperbolisen geo-
deesin j hyperbolinen keskipiste ja a > 0 positiivisen reaaliakselin ja suoran
[ vélinen kulma. Kun Md&bius-kuvaus m méaritelladn kuten esimerkissa 15,
niin mg € Mob (D), mg (K) = 0 ja mg (1) = R. Koska perheen M6b(ID) ku-
vaukset sailyttavit hyperbolisen etdisyyden yksikkokiekossa ja koska etaisyys
oD ((), reie) ei riipu kulmasta 6, niin mg vie joukon jNY pisteet reaaliakselille
symmetrisesti kohtiin —a ja a. Siispd Mobius-kuvausten perusominaisuuksien
nojalla mg (V') on euklidinen ympyré, joka leikkaa reaaliakselin kohtisuoras-
ti pisteissd —a ja a. Nyt euklidisen geometrian perusteiden mukaan my (V)
on origokeskinen, joten jalleen todistuksen alun tarkastelun nojalla my (V)
on hyperbolinen ympyra. Lopulta lauseen 2.29 nojalla saadaan, ettd myos

Y =mj' omg (Y) on hyperbolinen ympyré. O

Lause 2.32. Olkoon C' hyperbolinen ympyrd yksikkékiekossa. Oletetaan, ettd
ympyrdn C hyperbolinen keskipiste ¢ on origo ja hyperbolinen sdide s > 0.
Nyt ympyrdn kehdn hyperbolinen pituus yksikkdkiekossa on

|C||p = 27 sinh (s) . (25)

Todistus. Olkoon C' hyperbolinen ympyra yksikkokiekossa. Oletetaan, etté
ympyran C' hyperbolinen keskipiste ¢ on origo ja hyperbolinen sdde s > 0.
Nyt lauseen 2.31 todistuksen nojalla C' on euklidinen ympyréd, jonka eukli-
dinen siade r = tanh (%3) Liséksi funktioteorian perusteista tiedetdin, etté
origokeskisté r-siteista euklidista ympyraa vastaava kiyra on f : [0, 27] — D,

missi f (z) = re’*. Nyt lauseen 2.21 nojalla saadaan

2 T o 47y
H ||JD) HfHD /fl—|2|2| ’Z| /0 1 — 2 < 1 — 2
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Koska r = tanh (%5), niin hyperbolisia identiteetteja hyvéaksikayttden saa-

daan lopulta
= 2msinh (s).
]

Olkoon C hyperbolinen ympyra yksikkokiekossa ja m Mobius-kuvaus, jo-
ka toteuttaa ehdon m (D) = H. Koska hyperboliset ympyrat ovat myos eukli-
disia ympyroita ja koska lauseen 2.23 nojalla m sailyttda hyperbolisen etai-
syyden, niin Moébius-kuvausten perusominaisuuksien mukaan myos m (C') on
sekd, hyperbolinen ettd euklidinen ympyra. Hyperboliset ympyréit voidaan
siis yleistda ylempéadn puolitasoon yksinkertaisesti kuvaamalla hyperbolinen

ympyra yksikkokiekossa kuvauksen m avulla ylempédn puolitasoon.

Lause 2.33. Olkoon Y euklidinen ympyrd ylemmdassd puolitasossa. Jos ym-
pyran Y euklidinen keskipiste on a+1ib ja sdde r, niin ympyrdn 'Y hyperbolinen
keskipiste ¢ = a + iv/b* — r? ja hyperbolinen sdde s = %ln [ZJ_F—:]

Todistus. Olkoon Y euklidinen ympyréd ylemmaéssa puolitasossa. Oletetaan,
ettd ympyran Y euklidinen keskipiste on a + ib ja siade r.

Koska imaginaariakselin suuntaiset euklidiset janat ovat myos hyperbo-
lisia geodeeseja, niin hyperbolinen sdde on helpointa selvittda ratkaisemalla
ensin pisteiden a+i (b + r) ja a+1i (b — r) vélinen hyperbolinen etéisyys. Esi-
merkin 2 mukaisesti p (a + 4 (b+7),a+i(b—r)) = In [2]. Siispd ympyrin
Y hyperbolinen séde s = %ln [Zf—r} Kayttamalla lopuksi hyvéksi esimerkkié

T

5 saadaan ympyréan hyperboliseksi keskipisteeksi ¢ = a+iv/(b+7) (b — 1) =

a4+ ivb? —r2. O

Hyperbolisia ympyroité koskevien tulosten avulla voidaan myos todistaa

seuraava hyperbolisen keskipisteen geometrista konstruktiota koskeva lause.

Lause 2.34. Olkoot zy = x1 4+ 1y ja 2o = x9 + 1Yo ylemmdn puolitason
pisteitd, joilla on ominaisuus 1 > xo. Oletetaan, ettd ko. pisteitd yhdistd-
van hyperbolisen geodeesin jatkeet leikkaavat reaaliakselin pisteissd 25 ja 2.
Merkitadn pisteita zy ja zo yhdistdvdn geodeesin hyperbolista keskipistetta kir-
jaimella K. Jos I, on pisteiden z; ja zf kautta kulkeva suora ja ly Ny = {v},
niin Re(v)=Re(K).

26



Todistus. Olkoot z; = x1 +1iy; ja 29 = x9 + iys ylemmén puolitason pisteita,
joilla on ominaisuus x; > 9. Oletetaan, ettd ko. pisteita yhdistavan hyper-
bolisen geodeesin jatkeet leikkaavat reaaliakselin pisteissd 2] ja z5. Kun [, on
pisteiden z; ja z; kautta kulkeva suora, niin selvésti leikkaukseen [; Nly = {v}
kuuluu tasmaélleen yksi piste. Merkitaén pisteiden z1, 29, 27 ja 23 kautta kul-
kevan ympyrén euklidista keskipistettd symbolilla ¢; ja pisteiden zy, 29 ja v
kautta kdyvan ympyran Y euklidista keskipistettd symbolilla cs.

Todistetaan ensin, ettd edelld mainitut ympyrat ovat kohtisuorassa toi-
siaan vastaan. Koska euklidiset kolmiot ¢;2;25 ja co2129 ovat kumpikin tasa-
kylkisid ja ne jakavat kannan, niin selvasti riittda todistaa, ettd Zcjzoco +
Zeozicp = w. Kayttamalla hyvéiksi euklidisen geometrian perusteita saadaan
Lzc12g = 240125290 + 2421 27c1 — T ja Lzocozy = 2T — 2Lc125 20 — 242125 ¢
Nyt Leyzocy + Legzicy = 21 — Lz1¢120 — L2902 = .

Oletetaan, etté jana [v, Re(v)] leikkaa ympyrin Y myos pisteessi s. Eukli-
disen geometrian menetelmilld saadaan helposti selville, etté pisteiden v ja ¢y
kautta kulkeva suora leikkaa reaaliakselin kohtisuorasti. Néin ollen jana [v, s]
on ympyran halkaisija. Koska euklidiset ympyrét ovat myos hyperbolisia ym-
pyroité ja jana [v, s|] on hyperbolinen geodeesi, niin ympyrén Y hyperbolinen
keskipiste on janalla [v, s].

Olkoon sitten & lauseen 2.15 todistuksessa konstruoitu Mobius-kuvaus ja
7y pisteitd z; ja zo yhdistévd hyperbolinen geodeesi. Merkitaan {u} = yN[v, .
Nyt & kuvaa geodeesin v janaksi imaginaariakselille. Toisaalta piste v selvéisti
kuuluu ylempéén puolitasoon, muttei geodeesille ~. Siispd M&bius-kuvausten
ominaisuuksien nojalla ympyré Y kuvautuu ympyriksi, joka leikkaa imagi-
naariakselin kohtisuorasti pisteissd £(z1) ja &(z2). Lisdksi imaginaariakselin
suuntainen jana [v, s] kuvautuu ympyréin kaarta vastaavaksi geodeesiksi, jo-
ka leikkaa janan £(vy). Jana [£(21),&(22)] on hyperbolinen geodeesi, joten nyt
ympyréan £(Y') hyperbolinen keskipiste on £(K'), missd K on geodeesin 7 hy-
perbolinen keskipiste. Ympyrén hyperbolisen keskipisteen yksikasitteisyyden
nojalla &(u) = &(K), joten Re(v)=Re(K).

Vaihtoehtoinen todistus on esitetty késikirjoituksessa [13]. O
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3 Hyperbolinen ala ja trigonometria

3.1 Hyperboliset kolmiot

Tarkastellaan luvun aluksi hyperbolisia kolmioita.

Maaritelma 3.1. Olkoot A, B ja C hyperbolisen tason pisteité, jotka eivét
ole samalla hyperbolisella geodeesilla. Oletetaan, ettd yap, v ja vac ovat
néitd pisteitd yhdistavit hyperboliset geodeesit. Nyt hyperbolinen kolmio
ABC muodostuu kérkipisteistd A, B ja C seki sivuista y4p, 7o ja vac-

Lause 3.2. Olkoon ABC' hyperbolinen kolmio. Jos Mébius-kuvaus m kuvaa
yksikkokiekon ylemmdlle puolitasolle tai jos se kuuluu perheeseen Mob (H)
tai Mob (D), niin m (ABC) ja m™ (ABC) ovat mydés hyperbolisia kolmioita

ja ne ovat yhtenevid hyperbolisen kolmion ABC kanssa.

Todistus. Lause seuraa suoraan Mobius-kuvausten perusominaisuuksista se-
k& lauseista 2.17, 2.23 ja 2.29. O

Maaritelma 3.3. Olkoon P piste hyperbolisessa tasossa. Oletetaan, etta
Y1 ja 2 ovat hyperbolisia geodeeseja, joiden toinen péaétepiste on P. Nyt
geodeesien 1 ja ¥ valistd kulmaa pisteessd P merkitaan symbolilla Z (1, 72),

missa v, on kulman oikea kylki.

Esitetdaan lause, joka tarjoaa keinon hyperbolisten geodeesien vélisten kul-

mien selvittdmiseen.

Lause 3.4. Olkoon P = D+1y piste ylemmdssa puolitasossa, ja olkoot 7y;, 11,
Yo sekd 3 hyperbolisia geodeeseja, joiden toinen pddtepiste on P. Oletetaan,
ettd v; vastaa euklidista janaa ja ettd v, v2 sekd 3 vastaavat ympyroiden
kaaria kuten kuvassa 6. Jos ko. ympyroiden keskipisteet ovat Cy, Cy ja C5 ja
ne toteuttavat ehdon Cy < Cy < D < Cs5, niin seuraavat yhtdsuuruudet ovat

V0IMASSa:
Z(v;,m) = £LDCyP,
Z(1,72) = LC1PCy
Jja
Z(v3,m) =m— LC,PCh.

(26)
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Kuva 6: Geodeesit v;, 71, 72 ja 3 seka pisteet P, D, Cy, Cy ja Cs.

Todistus. Olkoon P = D + iy piste ylemmassé puolitasossa, ja olkoot v;, 71,
2 sekd 3 hyperbolisia geodeeseja, joiden toinen paatepiste on P. Oletetaan,
ettd 7, vastaa euklidista janaa ja ettd 7, 72 sekd 3 vastaavat euklidisten
ympyroiden kaaria. Ndiden ympyroiden keskipisteet ovat C7, C5 ja C3 ja ne
toteuttavat ehdon C < Cy < D < Cs.

Valitaan geodeesilta +y; piste D', jolla on ominaisuus Im (D’) > Im (P).
Olkoot ¢; ja ty euklidisia tangentteja geodeeseille v, ja 7, pisteessd P. Ole-
tetaan, etta piste Ty € t; ja ettd Re(Ty) < D kummallakin indeksin k ar-
volla. Koska ympyran tangentti on kohtisuorassa ympyran siddettd vastaan

ja euklidisen kolmion kulmien summa on 7 radiaania, niin saadaan
/ (yi,m) = ZD,PT, =« — /T,PC, — /C;PD = g — /C,PD = /DC,P.

Kayttamalla vastaavasti hyviksi euklidisen geometrian perustuloksia saa-

daan
Z(1,72) = LT PTy = LTV PC,— LTy PCy = LTyPCy— LTy PCy = LC PCs,
ja lauseen ensimmaisen yhtasuuruuden mukaan
£ (y3,m) = £ (v3,7;) + £ (v, 11) = LPC3D + ZDCP = 1 — ZC, PCs.
[
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Tarkastellaan sitten, kuinka hyperbolisen kolmion kulmat voidaan selvit-

taa edeltdvan lauseen avulla.

Esimerkki 16. Olkoon ABC hyperbolinen kolmio ylemmdssd puolitasossa,
ja olkoot sen kirkipisteet A= —1+1i, B=1+412 ja C = 4 + i4. Selvitetddn
nyt tamdn hyperbolisen kolmion kulmat.

Pisteitd yhdistavdt hyperboliset geodeesit Yag, Yo ja Yac ovat selvds-
ti kaikki ympyroiden kaaria. Ndiden ympyroiden euklidiset keskipisteet ovat
Cuap = %, Cpc = % ja Cac = 3 ja sdteet rap = @, rgc = @ ja

rac = V17. Nyt lausetta 3.4 ja euklidista trigonometriaa kdyttden saadaan

125 +14¢ — (Cac — Cap)’

2r ABT AC

£ (YaB,vac) = LC 4 AC ¢ = arccos

= arccos [ } ~ 15,7°.

32
1105
ja vastaavasti

e+ 150 — (Cpe — Cac)?

2racTBC

Z(vac,vBe) = £CacCCpe = arccos

31
~ 21, 2°.
\/1105}

Lopukst vitmeinen kulma on

= arccos |:

z (7307 fYAB) =T — ACABBCBC

7",243 + 7’1290 — (Cpc — CAB)2

2rABTBC

= T — arccos

5
=7 — — | = 113°.
T — arccos LS}

Esimerkki 17. Olkoon ABC' hyperbolinen kolmio yksikkikiekossa, ja olkoot
sen kdrkipisteet A = —0,5+ 40,5, B = 0,54 10,2 ja C' = 0,4. Selvitetddin
nyt hyperbolisen kolmion kulmat.

Olkoon m esimerkissd 6 esitetty Mobius-kuvaus. Nyt hyperbolisen kolmion

m (ABC) kirkipisteet ovat m (A) = 2+ it, m (B) = —188 +i1gs jam (C) =
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—% + i%. Toimitaan sitten kuten edelld esimerkissd 16 ja suoraviivaisten

sijoitusten avulla saadaan vastauksiksi

3031
/ , = Z (Yo(Aym(B)s Ym(B)m = m—arccos | —————| ~ 57,5,
(vaB,vBC) (Vim(aym(B)s Ym(Bym(C)) { T 110090]

7831
/ , = Z (Vim(A)m(C)s Ym(A)m = arccos | ———| ~ 4,89°
(’YAC ’YAB) (7 (A)m(C)s Tm(A) (B)) {17 213749]

ja

~ o

31
Z , = Z (Ym(BYm(C)s Vm(A)m = arccos | —————=| = 91,3
(vBe, vaC) (’Y (BYm(C)» Ym(A) (C’)) { 19806101

Edellisissa esimerkeissad hyperbolisen kolmion kulmien summa on alle m
radiaania. Seuraavassa kappaleessa todistetaan, ettd tdma pétee yleisesti kai-

kille hyperbolisille kolmioille.

3.2 Hyperbolinen ala

Tarkastellaan seuraavaksi hyperbolista alaa.

Maaritelma 3.5. Olkoon X C H. Nyt joukon X hyperbolinen ala A (X)

maaritellaan lausekkeella

A<X):/letz)2dxdy:/x%dmdy7 (27)

missa z = x + 1y.
Esimerkki 18. Lasketaan alueen
X={zeH|a<Re(z) <bjalm(z)>c>0}

hyperbolinen ala. Suoralla sijoituksella saadaan

1 b b—
A(X):/)(dedy:/ /Eda:dy: C“.

Lause 3.6. Olkoon m € Mob (H) ja X C H. Nyt A(X) = A(m (X)).
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Todistus. Olkoon m € Mob (H), h(z,y) = y% ja X C H. Esitetddn ensin
kuvauksen m yhtéloé kahden muuttujan funktiona. Lauseen 2.14 nojalla m

on muotoa
az+b

m(z) = ,
(2) cz+d
missa tekijat a, b, c sekd d ovat reaalilukuja ja diskriminantti ad — bc > 0.

Kun z = z + 7y, niin

m(2) = acy® + acz® + bd + bcg + adx ; (ad — bc)y 5
c2y? + (d + cx) c2y? + (d + cx)
Nain ollen
_ (acy® +aca® +bd+bex +ade  (ad —be)y
m(@,y) = ( 22 + (d + cx)’ "e2y? 4 (d + ca:)2) '

Suoralla laskulla kuvaksen m (z, y) Jacobin determinantiksi det (J (m (z,y)))

saadaan
(ad — be)?

(y? + (d+ cx)2)2'
Koska funktio A (z,y) on jatkuva seké reaaliarvoinen ylemmaéssé puolitasossa,
Mébius-kuvaukset ovat holomorfisia bijektioita ja det (J (m (x,y))) # 0, niin

nyt voidaan kayttda hyviksi usean muuttujan funktioiden teoriasta tuttua

det (J (m (z,y))) =

muuttujanvaihtolausetta. Taman lauseen mukaan

A(m (X))Z/(X)h(x,y) dwdy:/ (hom) (x,y)[det (J (m (z,y))) |drdy

X

/ (Py? + (d+ cx)2)2 (ad — be)? p
= Y
(ad — be)?y 2(y? + (d + cx) )2
/ —drdy = A(X),
mika todistaa vaitteen. O

Hyperbolinen ala voidaan maéritella myos yksikkokiekossa.

Maaritelma 3.7. Olkoon X C D ja m Mdobius-kuvaus, joka kuvaa yksik-
kokiekon ylemmalle puolitasolle. Nyt joukon X hyperbolinen ala yksikkokie-

kossa on

Ap (X) = A(m (X)) (28)



Lause 3.8. Olkoon X C D. Joukon X hyperbolinen ala yksikkokiekossa on

hyvinmddritelty.
Todistus. Todistus on analoginen lauseen 2.20 todistuksen kanssa. ]

Lause 3.9. Olkoon X C D. Sen hyperbolinen ala saadaan laskemalla inte-

graali

4
Ap (X):/dexdy (29)

Todistus. Olkoon X C D, h(z,y) = y% ja m(z) esimerkissid 6 esitetty

Moébius-kuvaus. Toimitaan kuten lauseen 3.6 todistuksessa ja selvitetdan

Jacobin determinantti det (J (m (z,y))). Ensinndkin

—2x 1—x2—y2>
2+ (1 +y)? 22+ (1+y)?)]

m(x,y)z(

joten Jacobin determinantti on
4
(22 + (1 +y)?)"
Koska funktio & (x, y) on jatkuva seké reaaliarvoinen ylemméssé puolitasossa,

Mébius-kuvaukset ovat holomorfisia bijektioita ja det (J (m (z,y))) # 0, niin

nyt voidaan kiyttda jélleen hyviksi usean muuttujan funktioiden teoriasta

det (J (m (z,y))) =

tuttua muuttujanvaihtolausetta. Suoralla sijoituksella saadaan
Ap (X) = A(m (X)) = [ h(z.y)dody
m(X)
= [ (nom) (o) det (7 (m (0,)) dady
X

_ / (22 + (1 +9)°)°4 dndy
X (1—a2—y2)? (a2 + (1 +9))°

4
% gy
/X(l—xz—yQ)2 /

Esimerkki 19. Olkoon 0 < a < 1. Lasketaan kdayrdin

-

T T

Z’Z] —>]D>) : f(t) = ae®
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ja euklidisten janojen [O,aei%] ja [O,aei%ﬁ] rajoittaman alueen hyperbolinen
ala yksikkokiekossa. Integroinnin helpottamiseksi kdytetadn napakoordinaat-

teja, jolloin lauseen 3.9 integraali saa muodon

4r
Ap (X) = / —drd@
x(1—r )
Nyt haluttu hyperbolinen ala on

= e 8
AD(X):/ /4—drd0— sma”_
7 Jo (1= a*—1

Tarkastellaan seuraavaksi hyperbolisen kolmion alaa. Esitetdén aluksi

hyodyllinen lemma.

Lemma 3.1. Olkoot 21 ja zo ylemmdn puolitason pisteitd, joilla on ominai-
suus Re(z1) > Re(z2). Mddritellddn joukko X ehdolla

X ={z€H | Re(z) < Re(z) < Re(z) ja Im(z) > Im(7)},

missd y on pisteitd z, ja zo yhdistavd hyperbolinen geodeesi. Kun suora l =

{z € C| Re(z) = Re(zx)}, niin alueen X hyperbolinen ala on
AX)=m—Z(lL,7) = £L(7:l). (30)

Todistus. Olkoot z1 ja zo ylemmén puolitason pisteité, joilla on ominaisuus
Re (21) > Re(z2). Néiden pisteiden vélinen geodeesi v on selviisti ympyran
kaari. Oletetaan, ettd tdmén ympyran keskipiste on C' ja side r. Nyt voidaan
merkitd z; = C + re* missé ), on positiivisen reaaliakselin ja euklidisen
janan [C, z;| vélinen kulma.

Joukon
X ={z€H| Re(z)<Re(z) <Re(z) jalm(z)>Im(y)}

hyperbolinen ala on

C+rcos(61)
/ / —dydm
C+rcos(62) \r?—(z— C
C+TCOS 6'1 1
/ dx.
C+rcos(62) _ (ZE _ 0)2
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Tehdéén sijoitus © — C' = r cos (w), jolloin saadaan

A(X) = /:2 sinw)

, sin (W)

Koska nyt 0 < 0 < 7, niin
02
A(X) :/ dw = 0y — 0.
01

Merkitddn I, = {z € C | Re(2) = Re(2x)} ja sovelletaan lausetta 3.4, jolloin

alan kaavaksi tulee
AX)=m—ZL(l,y) — ZL(7,1s).
O

Téamén lemman avulla voidaan helposti johtaa kaava hyperbolisen kol-

mion alalle.

Lause 3.10. Olkoon ABC' hyperbolinen kolmio ylemmdssd puolitasossa, jon-
ka kulmat ovat o, 5 ja §. Nyt hyperbolinen ala A (ABC') voidaan laskea kaa-

valla

A(ABC)=r1—a—f3—6. (31)

Todistus. Olkoon ABC' hyperbolinen kolmio, jonka kulmat ovat «, 3 ja 0.
Lauseiden 2.15 ja 3.6 nojalla riittda selvasti tarkastella vain kolmioita, joiden
yksi sivuista on euklidinen jana positiivisella reaaliakselilla. Oletetaan, etta
kirkipiste B ei ole reaaliakselilla ja ettd Im (A) > Im (C).

Olkoot vap, YBc ja vac kolmion kirkipisteitd yhdistavat hyperboliset
geodeesit. Madritellaan joukot R ja S ehdoilla

R={z€H|0<Re(z) <Re(B) jalm(z)>Im(yac)}

ja
S={z€eH|0<Re(z) <Re(B) jalm(z) >Im(yap)}.
Nyt hyperbolisen kolmion ABC' hyperbolinen ala A (ABC') on

A(ABC) = A(R) — A(S),
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ja soveltamalla lemmaa 3.1 saadaan
AABC)=m—a— [ —0.
O

Seuraus 3.11. Olkoon ABC' hyperbolinen kolmio yksikkokiekossa, jonka kul-
mat ovat o, 3 ja §. Nyt hyperbolinen ala Ap (ABC') voidaan laskea kaavalla

Ap(ABC) =71 —a— [ —0. (32)

Todistus. Tulos on selva seuraus Mobius-kuvausten perusominaisuuksista,
yksikkokiekon hyperbolisen alan méaaritelmésta 3.7 ja edeltavista lauseesta

3.10. O

Seuraus 3.12. Hyperbolisen kolmion kulmien summa on aina alle ™ radiaa-

nia.
Todistus. Tulos seuraa suoraan lauseesta 3.10. O

Esitetdan kappaleen lopuksi kaksi esimerkkid hyperbolisen kolmion hy-

perbolisen alan laskemisesta.

Esimerkki 20. Lasketaan esimerkin 16 hyperbolisen kolmion hyperbolinen
ala A(ABC).

Nyt kolmion kulmat ovat

} , [ = arccos [ } ja § = m — arccos {E} ,

Q¢ = arccos |: 13

32 31
V1105 V1105

joten lauseen 3.10 mukaan

A(ABC)=m—a— -0~ 30,5.

Esimerkki 21. Lasketaan esimerkin 17 hyperbolisen kolmion hyperbolinen
ala Ap (ABC).

Toimimalla vastaavasti kuten edeltdvissd esimerkissd 20, saadaan
Ap(ABC) =71 —a— [ — 0~ 26,4.
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3.3 Hyperbolisen trigonometrian perustuloksia

Olkoon ABC hyperbolinen kolmio. Merkitdan tassa kappaleessa ko. kolmion
sivujen hyperbolisia pituuksia kirjaimilla a, b ja ¢ ja ndiden sivujen vastinkul-
mia symboleilla «, § ja §. Esitetdan aluksi kaksi lemmaa, jotka helpottavat

myOhempid todistuksia.

Lemma 3.2. On olemassa Mdbius-kuvaus, joka kuvaa mielivaltaisen hy-
perbolisen kolmion kdrkipisteet yksikkokiekkoon pisteisiin 0, r ja s, missd

0<r<ljaseD\R.

Todistus. Koska Mobius-kuvaukset muodostavat ryhmén kuvaustulon suh-
teen, niin selvésti riittda tutkia tilannetta yksikkokiekossa. Liséksi rajoituk-
setta voidaan maaritelld A # 0.

Oletetaan, ettd my4 on esimerkissd 15 esitetty Mobius-kuvaus. Méaéritel-
lidn kuvaus h ehdolla h (z) = e7*A(ma(B) z ja olkoon nap = homyu. Nyt
na p on selvisti Mobius-kuvaus ja se kuvaa yksikkokiekon hyperbolisen kol-

mion karjet pisteisiin 0, r ja s, missa 0 <r <1jase D\ R. O]

Lemma 3.3. Olkoot z, ja zy eri pisteitd yksikkokiekossa, ja olkoon z; # 0.
Kun n,, ., on lemman 3.2 todistuksessa konstruoitu Mébius-kuvaus, niin on

vormassa yhtdsuuruus

"‘7‘1 — Z2|2 _ ‘nzhzz (21) T Ny 2o (ZQ) |2
CTaP 0 mP) O Tmn @ B0 @

Todistus. Olkoot 2y ja 2o eri pisteitd yksikkokiekossa, ja olkoon z; # 0. Ole-

tetaan, ettd n., ., on lemman 3.2 todistuksessa konstruoitu Mobius-kuvaus.
Todistetaan lause suoraan johtamalla. Koska n,, ,, (21) = 0, niin

|n21,Z2 (Zl) — Nz (Z2> ‘2 _ ’nZLZQ (’22) ’2

(1 =[R2z (20) P) (L= |12 2y (22) [2) 1 = [y 2, (22) |2

Sijoitetaan sitten kuvauksen n., ., lauseke, jolloin pitkdhkon sievennyksen

kautta saadaan

\2 |21 —Z2|2 |21 —Z2|2

‘nzhzz (22) _ _ )
L=|nem () P | =21+ 1P = — 2P (1= [|z?) (1= [22?)
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Lause 3.13 (Ensimméinen hyperbolinen kosinilause).
cosh (¢) = cosh (a) cosh (b) — sinh (a) sinh (b) cos (0) (34)

Todistus. Lauseen 3.2 ja lemman 3.2 nojalla riittda tarkastella tapausta, jos-
sa kolmion kérkipisteet ovat 0, r ja s, kun 0 < r < 1 ja s € D~ R. Olkoon
a=pp(0,7), b=pp(0,s) jac=pp(rs).

Hyperbolisten funktioiden perusominaisuuksien avulla saadaan yhtésuu-

ruus

2 [c
cosh (¢) = 2 sinh? [E} +1= M
2 1 — tanh [%]

Olkoon n, ; lemman 3.2 todistuksessa konstruoitu Mobius-kuvaus, ja merki-

tddn n,. s (s) = s.. Nyt lauseen 2.29 nojalla

2 tanh? [—pm(g,s*)}
+1= +1,
1 — tanh? [_pm(g,s*)]

ja esimerkin 12 mukaan

2 tanh? [M] 942

*

1 — tanh2 [PD(gvs*)} 1-— Sz ‘

Kun tahén tulokseen sovelletaan lopulta lemmaa 3.3, niin saadaan

B 2|r — s|
cosh (¢) = A=) (1= s + 1.

Toisaalta euklidinen kosinilause antaa yhtédsuuruuden
Ir — s| = 1?4+ |s|* — 2r|s| cos (§),
ja esimerkin 12 nojalla
r = tanh [E} ja |s| = tanh F} :
2 2

N4iin ollen

2 (tanh® [4] + tanh® [2] — 2tanh [4] tanh [] cos (6))
(1 — tanh® [4]) (1 — tanh® [2]) ’

cosh (¢) =
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mista saadaan sieventamalla

cosh (¢) = cosh (a) cosh (b) — sinh (@) sinh (b) cos () .

Lause 3.14 (Hyperbolinen sinilause).
sinh (a)  sinh(b)  sinh(c)
sin(a)  sin(8)  sin(6)

Todistus. Koska sinh (¢) ja sin (

(35)

ovat nyt molemmat selvisti positiivisia,

sinh(c

riittédd tarkastella tekijaa [ Sm(g))

9)
2
} . Ensimmaisen hyperbolisen kosinilauseen

3.13 mukaan

[sinh (c)} 2 B sinh? (c)
sin (6) 1 [cosh(a) cosh(b)—cosh(c)] 2
sinh(a) sinh(b)

Sieventamalla tatd lauseketta saadaan

{sinh (c)} 2 - sinh? (a) sinh? (b) sinh? (¢)
sin(6) | 1+ 2cosh (a) cosh (b) cosh (¢) — cosh? (a) — cosh? (b) — cosh? ()’
Edeltavan lausekkeen oikea puoli séilyy selvisti muuttumattomana, vaikka

pituudet a, b ja c vaihtaisivatkin keskendén paikkaa. Niinpa saadaan
sinh (a)]? _ [sinh (b) 2 _ [sinh (¢) 2
sin(a) | |sin(8)]  [sin(6) |’

miké todistaa véitteen. O]

Lause 3.15 (Toinen hyperbolinen kosinilause).

cos (a) cos (3) + cos (0)
sin («) sin (B)

Todistus. Kayttamalla ensimmaista hyperbolista kosinilausetta 3.13 saadaan

cosh (¢) = (36)

yhtésuuruudet
_cosh (a) cosh (b) — cosh (c)
cos (6) = sinh () sinh (0) ;
cos (a) = cosh (b) cosh (¢) — cosh (a)
sinh (b) sinh (c)
ja
cos (8) = cosh (a) cosh (¢) — cosh (b) |

sinh (a) sinh (¢)
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Koska sin (), sin (), sinh (a) ja sinh (b) ovat nyt selvésti positiivisia, niin

hyperbolisen sinilauseen todistuksessa esitetyn yhtdsuuruuden nojalla

B \/1 + 2 cosh (a) cosh (b) cosh (c) — cosh? (a) — cosh® (b) — cosh? (c)
B sinh (b) sinh (¢)

sin(a)

ja

_ \/1 + 2 cosh (a) cosh (b) cosh (¢) — cosh® (a) — cosh? (b) — cosh? (c)

sin(/3) sinh (a) sinh (c¢)

cos(a) cos(8)+cos(d)
sin(a) sin(8)

Sijoittamalla tekijoiden yhtalot lausekkeeseen ja sieventéa-

malld saadaan lopulta

cos (a) cos (3) + cos (9)

sin (a) sin (B) = cosh (c).

O

Seuraus 3.16. Hyperbolinen kolmio on tasasivuinen jos ja vain jos se on

tasakulmainen.

Todistus. Jos hyperbolinen kolmio on tasasivuinen, niin ensimmaéisen hyper-

bolisen kosinilauseen 3.13 nojalla saadaan

cosh (a) (cosh (a) — 1).

c0s (9) = sinh? (a)

Nain ollen tasasivuisuudesta seuraa tasakulmaisuus.
Toisaalta toisen hyperbolisen kosinilauseen 3.15 nojalla kolmion tasakul-

maisuudesta seuraa tasasivuisuus. O

Seuraus 3.17. Jos kahden hyperbolisen kolmiot kulmat ovat yhtdsuuret, niin

ko. hyperboliset kolmiot ovat yhtenevit.

Todistus. Tulos seuraa suoraan toisesta hyperbolisesta kosinilauseesta 3.15.
O

Esitetaén sitten esimerkki hyperbolisen trigonometrian kiytosté.
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Esimerkki 22. Selvitetddin esimerkin 16 hyperbolisen kolmion ABC' sivujen

pituudet. Merkitdadn kulmia symboleilla

£ ) [ 32 1
o= , = arccos )
YAB, YAC 105

31
=/ ) = arccos | ————
B (’YAC ’YBC) [ 1105}

Jja
5
d = Z (Yo, vAB) = ™ — arccos 3
ja swujen pituuksia kirjaimilla

CL:p<B,C),b:,O(A7B) ]aC:,O(A7C)

Ensinndkin toisen hyperbolisen kosinilauseen 3.15 nojalla

o — arcosh | < (6) cos ((5) + cos (a) ~ 1,20,
sin () sin (0)
Sitten hyperbolisen sinilauseen 3.14 mukaan
b = arsinh {smh <a) St (6)1 ~ 1,45.
sin ()

Lopulta ensimmdisen hyperbolinen kosinilauseen 3.13 avulla saadaan
¢ = arcosh (cosh (@) cosh (b) — sinh (a) sinh (b) cos (9)) ~ 2, 34.

Tarkastellaan kappaleen lopuksi euklidista kosinilausetta hyperbolisella

metriikalla varustettuna.

Lause 3.18 (Hyperbolinen kosiniepéayhtalo).
c® > a® +b* — 2abcos () (37)

Todistus. Funktio cosh on aidosti kasvava reaalilukuvililld [0, 00), joten en-
simmaéisen hyperbolisen kosinilauseen 3.13 nojalla voidaan siirtya tarkastele-

maan epayhtaloa

cosh (a) cosh (b) — sinh (a) sinh (b) cos () > cosh <\/a2 + b2 — 2ab cos (5)) :
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Koska hyperbolisen kolmion kérkipisteet eivit voi olla samalla geodeesilla,
niin § # 0 ja & # . Siispd nyt cos(0) € (—1,1), joten riittdéd todistaa

funktion

f (z) = cosh (a) cosh (b) — x sinh (a) sinh (b) — cosh (\/{12 + b2 — 2ab:v) )

olevan positiivinen reaalilukuvalilla (—1,1).

Hyperbolisten funktioiden perusominaisuuksien mukaan
f (=1) = cosh (a) cosh (b) + sinh (a) sinh (b) — cosh (M)
= cosh (a + b) — cosh |[a +b] =0
ja
f (1) = cosh (a) cosh (b) — sinh (a) sinh (b) — cosh (\/m>
= cosh (a — b) — cosh |a — b| = 0.
Sitten suoralla laskulla saadaan

B ab? (sinh (\/a2 + 0% — 2abx) — va? + b? — 2abx cosh (\/a2 + 02— 2abx))
(\/a2 + b2 — 2abx) 3/2

/" (x)

Toisaalta tekija a2 4+ b — 2abr = (a —b)* + 2ab (1 — ), ja (a —b)* +
2ab(1—x) > 0, kun = € (—1,1). Liséksi sinh (f) < tcosh (), kun ¢ > 0.
Néin ollen f”(z) < 0 reaalilukuvalilld (—1,1), joten itse funktio f (z) on
konkaavi vélilld (—1,1). Kuten aikaisemmin todistettiin f (—1) =0 = f (1),
joten f (z) on positiivinen valilla (—1,1).

Tamé todistus on esitetty julkaisussa |7]. O

Artikkelissa [5] osoitetaan edeltdvin lauseen 3.18 olevan voimassa, kun
hyperbolinen metriikka siirretdan kompleksitason mielivaltaiseen aitoon osa-

joukkoon.
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4 Kvasihyperbolinen geometria

4.1 Kvasihyperbolisen geometrian perusteet

Esitetdaan kvasihyperboliseen geometriaan liittyvid maéritelmia ja perustu-

loksia.

Maaritelma 4.1. Olkoon G C C ja f suoristuva kiyra alueessa G. Kéayran

f kvasihyperbolinen pituus on

B |dz|
la (f)—/fm7 (38)

missé d (z,0G) on euklidinen etdisyys pisteen z ja reunan 0G valilla.

Maaritelma 4.2. Olkoon G C C. Oletetaan, etté pisteet z; ja zo kuuluvat
joukkoon G. Kvasihyperbolinen etéisyys alueessa G on kuvaus

(kg : G X G —[0,00)) : kg (z1,22) = inf g (f), (39)

f€lz1,22]

missé I' [21, 29] on kaikkien pisteitd z; ja zo yhdistévien suoristuvien kiyrien

perhe.

Kvasihyperbolisen pituuden ja etéisyyden esittelivat ensimmaéisend F. W.
Gehring ja B. P. Palka julkaisussa [4].

Jarjestetty pari (G, kg) on selviisti metrinen avaruus. Lisiksi ylempéaéan
puolitasoon asetettu kvasihyperbolinen metriikka vastaa tavallista hyperbo-

lista metriikkaa.

Lause 4.3. Olkoon G C C. Jos pisteet 21 ja zy kuuluvat alueeseen G, niin

on olemassa niitd yhdistavd kvasihyperbolinen geodeesi.
Todistus. Todistus on esitetty artikkelissa [3]. O

Kvasihyperboliset geodeesit eivit ole kaikissa alueissa yksikasitteisia. Esi-
merkiksi joukossa G = C \ {0} geodeeseja on erikoistapauksessa tédsmélleen

kaksi kappaletta, mikd todistetaan artikkelissa [10].
Lause 4.4. Jos G C C on konveksi alue, niin kvasihyperboliset geodeesit ovat
yksikdsitteisid.
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Todistus. Lause on todistettu artikkelissa [11]. O
Lause 4.5. Kwvasihyperboliset geodeesit ovat sileitd kdyrid.
Todistus. Lause todistetaan artikkelissa [9]. O

Merkitaén jatkossa alueen G pisteita 21 ja zo yhdistavaé kvasihyperbolista

geodeesia symbolilla Jg [21, 22].

Lemma 4.1. Olkoon G C C konveksi joukko. Nyt etdisyysfunktio d (z, 0G)

on konkaavi.

Todistus. Olkoon G C C konveksi joukko ja d(z,0G) euklidinen etiisyys
pisteen z ja reunan 0G valilla.

Oletetaan, ettd z; ja zo ovat eri pisteitd joukossa G ja ettd ¢ € (0,1).
Merkitadn sitten u = tz; + (1 —t) 22 ja v = td (21,0G) + (1 — t) d (22, 0G).
Olkoon w kompleksitason piste, joka toteuttaa ehdon |w| < v. Nyt selvésti
riittda todistaa, ettd u +w € G.

Koska nyt
’—d<zl’fG)w‘ <d(z,0G) ja —d(ZQ’fG)w < d(z,0G),
mn d(21,0G d(2,0G
21+MGGJ‘&Z’Q+MGG.

Toisaalta G on konveksi, joten

u+w:t<zl+w)+(l—t)(22+w) €qG.

(% (%

Siispé d (z,0G) on konkaavi.
Tama todistus on esitetty artikkelissa [14]. O

Lemma 4.2. Oletetaan, etti G C C on konveksi joukko ja ettd z; ja zo
ovat eri pisteitd joukossa G. Nyt etdaisyysfunktio d(z,0G) on joko monoto-
ninen geodeesilla Jg |21, 22| tai geodeesilla Jg [z1, 22 on sellainen piste z3, et-
ta kuvaus d (z,0G) on kasvava geodeesilla Jg [21, 23] ja vihenevd geodeesilla

JG [237 22]-
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Todistus. Oletetaan, ettd G C C konveksi joukko ja ettd z; ja 2o ovat eri
pisteitd joukossa G. Todistetaan lemma kayttamalla vastaoletusta.

Olkoon Jg [u,v] geodeesin Jg [z1, z2] sellainen osa, ettd d(u,0G) =
d(v,0QG) ja ettd d(z,0G) < d(u,0G), kun z € Jg[u,v] ~ {u,v}. Merki-
taan r = d (u, 0G). Nyt lemman 4.1 nojalla d (z,0G) > r, kun piste z kuu-
luu euklidiselle janalle [u, v]. Siispéd kvasihyperbolisen pituuden méaéaritelmén
nojalla lg ([u,v]) < lg (Jg[u,v]), mikd on ristiriita. Siispa etéisyysfunktio
d (z,0G) on joko monotoninen geodeesilla Jg |21, 22] tai geodeesilla Jg [21, 2]
on sellainen piste z3, ettd kuvaus d (z, 0G) on kasvava geodesilla Jg [21, 23] ja
viheneva geodeesilla Jg [23, 22].

Téaméi todistus on esitetty artikkelissa [14]. O

4.2 Kvasihyperboliset geodeesit tasovyossa

Téassé kappaleessa selvitetddn millaisia kvasihyperboliset geodeesit ovat ta-
sovyossda R={2€C |-1<Im(z) <1}.

Kvasihyperbolista geometriaa tasovyossa on aikaisemmin tarkasteltu ai-
nakin R. Klénin lisensiaatintyossé [6]. Geodeesien muodon selvittdmiseen
kiytetddn vastaavaa menetelméé kuin julkaisussa [8], jossa selvitetdén mil-

laisia kvasihyperboliset geodeesit ovat sektorissa.
Maaritelma 4.6. Tasovyon ylempi puolikas on
Rt ={2€C | 0<Im(z) <1}
ja alempi puolikas on
R ={zeC |-1<Im(z)<0}.

Maaritelma 4.7. Méaaritelladn merkinnét jatkossa tarkeille ympyrétyypeil-
le:

a) Olkoot z; ja z pisteitd joukossa R~ R™. Nyt C. ., ,, tarkoittaa eukli-
dista ympyréd, jonka keskipiste ¢ on suoralla {z € C | Im(z) = 1} ja joka
kulkee pisteiden z; ja z5 kautta.

b) Olkoot z; ja 2 pisteitd alueessa R~ R*. Nyt C_, _ tarkoittaa eukli-

dista ympyrad, jonka keskipiste ¢ on suoralla {z € C | Im (z) = —1} ja joka

kulkee pisteiden z; ja 29 kautta.

47



Merkintojen yksinkertaistamiseksi ilmaistaan téstad eteenpdin symbolilla
C'[z1, 22| euklidisen ympyrén C' kaarta pisteesta z; pisteeseen z, ja symbolilla
rad(C) ympyran C' séteen pituutta.

Esitetdaan aluksi kolme lemmaa, joita tarvitaan tasovyon kvasihyperbolis-

ten geodeesien selvittdmiseen.

Lemma 4.3. Jos kumpikin pisteistd z1 ja zo kuuluu joukkoon R~ R™, niin
Jr[z1,20] € RN R™.

Jos pisteet 21 ja zo kuuluvat alueeseen R~ R™, niin tapaus on analoginen.

Todistus. Olkoot z; ja zy eri pisteitd alueessa R~ R~. Jos kvasihyperbolinen
geodeesi Jg [21, 2] el kuuluisi joukkoon R~ R~, niin talléin etaisyysfunktio
d(z,0R) ei olisi monotoninen, eikd geodeesilla Jg [21, 25] voisi olla sellaista
pistetta z3, ettd kuvaus d (z, OR) olisi kasvava geodesilla Jg [z1, 23] ja vihene-
vé geodeesilla Jg [23, 22]. Tdmé on kuitenkin ristiriidassa lemman 4.2 kanssa,

silld tasovyo on konveksi joukko. Siispd Jg |21, 20] € R\ R™. ]

Lemma 4.4. a) Olkoon piste z € RT. Nyt on olemassa tasmdalleen kak-
si pisteen z kautta kulkevaa euklidista ympyrdad, joiden keskipisteet ovat

suoralla {z € C | Im(2) =1} ja jotka sivuavat reaaliakselia. Ndiden ym-

pyroiden keskipisteet ovat ¢; = —\/1 — (Im(2) = 1) + Re(2) + i ja c; =

\/1 — (Im(2) = 1)* + Re(2) + 1.
b) Olkoon piste z € R~. Nyt on olemassa tismdlleen kaksi pis-

teen z kautta kulkevaa euklidista ympyrdd, joiden keskipisteet ovat suo-

ralla {z € C | Im(z) = —1} ja jotka sivuavat reaaliakselia. Ndiden ympy-

roiden keskipisteet ovat ¢; = —\/1 — (Im(2)+1)* + Re(2) — i ja ¢ =
V1 (Im(z) + 1) + Re(2) —i.

Todistus. a) Olkoon piste z € R'. Koska kolme pistettd madrdd ympyran

taysin, niin on todellakin olemassa tasmaélleen kaksi pisteen z kautta kulkevaa
euklidista ympyréé, joiden keskipisteet ovat suoralla {z € C | Im (z) = 1} ja
jotka sivuavat reaaliakselia.

Selvitetaédn sitten ympyroiden keskipisteet. Koska kummankin ympyréan

siateen pituus on selvasti 1, niin yhtéloksi saadaan

(Re(2) — Re(c12))” + (Im (2) — 1)* = 1.
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Kun edeltavista yhtélosta ratkaistaan Re (¢ 2), niin saadaan haluttu tulos:

Re(e12) = F4/1 — (Im () = 1)° + Re (2)..
b) Todistus on analoginen a)-kohdan kanssa. ]

Lemma 4.5. Oletetaan, ettd z1 € R" ja ettd z2 € R™. Olkoon Re(z;) <
Re(z9). Merkitddin sitten ¢; = \/1 — (Im(21) = 1) + Re(z1) + i ja ¢ =
—\/1 — (Im/(2) + 1)°+Re (z;)—i. Jos Re(cy) > Re(cs), niin on olemassa sel-
lainen yksikdsitteinen reaaliakselin piste t ja sellaiset yksikdsitteiset ympyrdt

Chy it Ja Cp ettd kayrd C, .+ [21,t] U Cy,

2,t,227 ka,t,z2

[t, 20] on differentioituva.
Kun z € R" ja z € R~ toteuttavat ehdon Re(z1) > Re(za), niin tapaus

on analoginen.

Todistus. Oletetaan, ettd z; € RT ja ettd 2z € R~. Olkoon Re(z;) <
Re(zz). Oletetaan, ettd pisteet ¢; = \/1 — (Im (21) — 1) + Re () + i ja

cy = —\/1 — (Im (25) + 1)* + Re (23) — 7 toteuttavat ehdon Re(c1) > Re(c).
Jotta kiyrd Cy, ., ¢ [21,1] U O b2 [t, zo] voisi olla differentioituva pisteen t
kuuluessa reaaliakselille, niin selvésti ympyroiden Cy, ., + ja Cy, , ., on oltava
ulkoisesti tangentit ja niiden keskipisteiden on toteutettava ehdot Re(z;) <
Re(k1) ja Re(z2) > Re(ks).

Olkoot

O ={Cls | Re(z1) <Re(lh),s1 €Rjal <rad(Cj . s ) <|h — 2|}

ja

Q, ={C, | Re(z2) > Re(l)}.

l2,52,22

Jokaista ympyrda C' € ; kohti on selvésti olemassa sellainen yksikésitteinen
ympyrd C € Qs ja piste p (C’, 6), etti CNC = {p (C, 6)}
Nyt selviisti ympyri Coy i s € Q1 ja I0(p (Coy 2y ey, Corrr 1)) >
0. Toisaalta jos valitaan sellainen C' € €, ettd ' = C, . .., niin
Im(p (C’,C")) < 0. Merkitédin a = rad(Ce, 2, ;) ja b= rad(C").
Jokaista ympyréda joukossa (2; vastaa luonnollisesti yksikésitteinen sé-

de. Madritelldén seuraavaksi funktio F' : (a,b) — (—1,1) ehdolla F (r) =
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Im(p (C,C)), missé r = rad(C). Nyt kuvaus F on selviisti jatkuva ja aidosti
vahenevé. Siispa jatkuvien funktioiden véliarvolauseen ja aidon monotoni-
suuden nojalla on olemassa sellainen yksikésitteinen luku E € (a,b), etta
F(E) = 0. Tésté taas seuraa halutun pisteen ¢ sekd ympyroiden Cy, ., + ja

Chy 1., Olemassaolo ja yksikésitteisyys. O

Kaydadn lapi kolme erikoistapausta, joissa kvasihyperboliset geodeesit on

helppo selvittéa.

Lause 4.8. Olkoot z ja zy eri pisteitd reaaliakselilla. Nyt
Jr 21, 2] = [21, 22] - (40)
Todistus. Todistus on analoginen lemman 4.3 todistuksen kanssa. [

Lause 4.9. Jos z; ja zo ovat pisteitd joukossa R~ R~ ja jos Re(z1) =Re(z2),
nin
JR [Zl, 22] = [21, 22] . (41)

Kun pisteet 21 ja zy kuuluvat alueeseen R~ R, niin tapaus on analoginen.

Todistus. Tulos seuraa selvisti ylemmaéan puolitason hyperbolisia geodeeseja

koskevasta lauseesta 2.5. O]

Lause 4.10. Oletetaan, ettd pisteet z1 ja zo kuuluvat alueeseen R~ R~ ja
ettd toinen pisteisti ei ole reaaliakselilla. Jos nyt C. ., ., [21,22) "R = 0 tai

J0s Ce 2y 2 [21, 22) NR = {u}, niin
JR [Zla 22] = Cc,zl,ZQ [21, 22] . (42)
Kun pisteet 2y ja zy kuuluvat joukkoon R~ R*, niin tapaus on analoginen.

Todistus. Lause seuraa selvisti ylemmén puolitason hyperbolisia geodeeseja

koskevasta lauseesta 2.5. (]

Selvitetdan seuraavaksi tasovyon kvasihyperboliset geodeesit muissa sel-

laisissa tapauksissa, joissa tarkasteltavat pisteet eivat kuulu tasovyon eri puo-
liskoille.
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Lause 4.11. Olkoot 2z ja z sellaisia pisteitd alueessa R, etti Re(z1) <
Re(z3). Olkoon C. ,, z, [21, 22) "R = {u,v}. Nyt

JR [217 Z2] - 001,217(:1—’i [Zla Cc1 — /L] U [Cl - i) Coy — Z] UCCQ,CQ—i,ZQ [62 - /L.a 22] ) (43>

missd c; = \/1 — (Im(2) —1)* 4+ Re(z1) +i jacy = —\/1 — (Im(z) —1)°+
Re(z2) + 1.

Kun pisteet 21 ja zo kuuluvat joukkoon R™, niin tapaus on analoginen.
Todistus. Olkoot z; ja zy sellaisia pisteita alueessa R, ettd Re(z1) < Re(zz).
Olkoon C., ., [#1,22] NR = {u,v}. Merkitédén ¢; = \/1 — (Im () — 1)* +
Re(z1) +ijace = —\/1 — (Im (2) — 1)* + Re () + i.

Selviisti leikkauksiin Jg[z1,22] N {z € C | Re(2) =Re(c1)} = {w1} ja
Jrlz1,22]N{z € C | Re(2) = Re(cz)} = {ws} kuuluu kumpaankin vain yksi

piste. Liséksi lemman 4.3 nojalla {wy,ws} C R~ R™.

Olkoon 7 sellainen pisteita z; ja zo yhdistava kayra, ettéa

’Y ?é 001,21701—i[z17 1 — Z] U [Cl - iv Co — Z] U CCQ,CQ—i,ZQ [62 - i) Z2]‘

Todistetaan lause osoittamalla, ettei v voi olla geodeesi. Jos nyt w; =
Re(c1) ja we = Re(cy), niin silloin ainakin yksi osakéyristd [z, c¢1 — i,
vyle1—1i, co—i] tal y[ca—1, 2] eroaa kiyrista Co, 4, ¢ —i [21, 1 — 1], [c1 — 4, ¢ca — ]
tal Ce, cy—izy [C2 — 1, 22). T&ll6In lauseiden 4.8 ja 4.10 mukaan +y ei voi olla geo-
deesi.

Oletetaan sitten, ettd w; # Re(c;) tai ws # Re(cz). Jos osakiyréd
v 21, w1] # Chyozywy [21, 1] tal jos 7 [wa, 22] # Chy gz [W2, 22], niin lauseen
4.10 nojalla v ei ole geodeesi. Olkoot nyt [z, w1] = Ck 2, |21, w1] ja
v [wa, 22] = Chyay 2o [W2, 22]. Nyt Re(k1) < Re(w,) tai Re(k2) > Re(w,). Siis-
pé jos osakiyréd v [wy, ws] kulkee euklidisen janan [wq,ws] ylapuolella, niin
selvasti se ei voi olla differentioituva pisteessd w; tai w,. Talloin lauseesta
4.5 seuraa, ettei v voi olla geodeesi.

Oletetaan lopulta, etté osakdyra -y [wq, we] kulkee ainakin osittain euklidi-
sen janan [w;, we] alapuolelta. Jos esimerkiksi w; # Re(c;), niin kiyran v on
lahdettava pisteestd w, ympyrén Cy, ., », kaaren suuntaisesti ylospéin ollak-
seen differentioituva ko. pisteessd. Téll6in osakayralla -y [wq, ws] etédisyysfunk-

tio d (z,0R) on ensin vihenevé ja sitten kasvava. Siispd lemman 4.2 nojalla
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~v ei voi olla geodeesi. Tapaus wy # Re(cy) kisitellddn vastaavasti.
Nyt on todistettu, ettei v voi olla kvasihyperbolinen geodeesi. Toisaalta

kvasihyperbolinen geodeesi on lauseen 4.3 mukaan aina olemassa, joten
Jrlz1,20) = Co 2y e —i 21,00 — 1] U fer — i, ¢ — 1] U Coy ey iz [C2 — 1, 20] -
O

Seuraus 4.12. Oletetaan, etti z1 € RY ja zo € R. Olkoot Re(z1) < Re(z)
Ja Co sy 2o [21, 22) NR = {u, 20}. Nyt

JR [Zla 22] = Ccl,zl,qfi [217 1 — 7/] U [Cl - i? 22] ) (44)

missd ¢, = \/1 — (Im (1) — 1) + Re(z) + 1.

Kun zy € R~ tai Re(z1) > Re(za), niin tapaus on analoginen.

Todistus. Tulos seuraa suoraan lauseesta 4.11. ]

Kuva 7: Kolme kvasihyperbolista geodeesia tasovyossé.

Siirrytdén seuraavaksi kisitteleméédn tapauksia, joissa tarkasteltavat pis-

teet ovat tasovyon eri puoliskoilla.

Lause 4.13. Oletetaan, etti zy € R" ja zo € R™. Olkoon Re(z) <
Re(zy). Merkitidan sitten ¢; = \/1 — (Im(z) — 1) + Re(z) + i ja ¢ =

—\/1 — (Im(2) +1)* + Re(zy) — 4.
a) Jos Re(cy) = Re(cs), niin

JR [Zl, 22] = 001721761—i [Zl, C1 — Z] U 00_2’82+i7z2 [Cg + i, 2’2] . (45)
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b) Jos Re(c1) < Re(cz), niin

JR [21, 22] = Ccl,zhclf'i [21, C1 — Z] U [Cl — i, Co + Z] UCi

c2,C2+1,22

[ca + 1, 2] . (46)

Kun pisteet zy € R™ ja z9 € R~ toteuttavat ehdon Re(z1) > Re(zs), niin

tapaus on analoginen.
Todistus. Todistus on analoginen lauseen 4.11 todistuksen kanssa. O]

Lause 4.14. Oletetaan, etti z; € RT ja 2z € R™. Olkoon Re(z) <
Re(zy). Merkitiaan sitten ¢; = \/1 — (Im(21) = 1) + Re(21) + i ja ¢ =
_\/1 — (Im(2;) +1)* + Re(z) —i. Jos Re(c1) > Re(cy), niin

Jr (21, 20] = Chy 21 [20, ] U O, [ 29 (47)

missa piste t sekd ympyrdt Cy, -, + ja C, ovat kuin lemmassa 4.5.

2,1,22

Kun pisteet zy € R" ja z9 € R~ toteuttavat ehdon Re(z1) > Re(zs), niin

tapaus on analoginen.

Todistus. Oletetaan, ettd z; € RT ja zo € R™. Olkoon Re(z;) < Re(zz).
Oletetaan, ettd pisteet ¢; = \/1 —(Im (%)= 1) + Re(z) + i ja ¢ =

—\/1 — (Im (22) + 1)* + Re (22) — @ toteuttavat ehdon Re(c;) > Re(ey). Nyt
lauseen 4.3 nojalla kvasihyperbolinen geodeesi Jx [21, 22] on olemassa, ja lem-
masta 4.2 seuraa, ettd ko. geodeesi voi leikata reaaliakselin vain yhdessé pis-
teessd. Lisdksi lemman 4.5 mukaan on olemassa sellainen yksikésitteinen re-
aaliakselin piste ¢ ja sellaiset yksikisitteiset ympyrét Cy, ., ¢ ja Cy,, ., etté
kiyrd Cl, 5+ |21, U CL,

otz |1 22) o1 differentioituva.

Olkoon 7 sellainen pisteita z; ja zo yhdistava kayra, etta

Y # Chyort 21, ] UG, L, [t 22]

kun piste ¢ sekd ympyrét Cj, ¢ ja Cy,, . ovat kuin lemmassa 4.5. Todiste-
taan, ettei v voi olla kvasihyperbolinen geodeesi. Olkoon {w} =~y NR. Ole-

tetaan aluksi, ettéd w = Re(z;). Jotta 7 voisi olla geodeesi osakéyrien v [2z1, w]

ja v [w, 2o tulisi selvésti vastata kiyrid (21, w] ja C, w, zo]. TAll6in v ei

w |

kuitenkaan voisi olla differentioituva pisteessia w, joten lauseen 4.5 se ei olisi
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geodeesi. Tapaus w = Re(zy) késitellddn vastaavasti.
Oletetaan sitten, ettd w # Re(z1) ja w # Re(zq). Jotta ~ voisi olla

geodeesi, niin seuraavien yhtasuuruuksien on selvasti oltava voimassa:
Ve, w] = Jr 2w ja oy [w, 2] = Jg [w, 2],

missd kiyrat Jg[z1,w] ja Jg[w, z2] ovat kuin lauseessa 4.10. Toisaalta jos
w # t, niin lemman 4.5 nojalla 7 ei voi olla differentioituva. Talldin v ei voi
olla kvasihyperbolinen geodeesi, silld lauseen 4.5 mukaan kvasihyperboliset
geodeesit ovat sileitéd kayria.

Nyt on todistettu, ettei v voi olla geodeesi. Kvasihyperbolinen geodeesi

on kuitenkin olemassa, joten

Jr (21, 20] = Chy oyt [20, ] U O, [ 20]

2,t,22 [
O]

Lause 4.15. Oletetaan, etti 2y € R ja z9 € R~. Olkoon Re(z1) = Re(z2).
Nyt
JR [Zl, 22] == [21, 252] . (48)

Todistus. Oletetaan, ettd z; € RT ja zp € R™. Olkoon Re(z;) = Re(zs).
Nyt lauseen 4.3 nojalla kvasihyperbolinen geodeesi Jg [21, 22] on olemassa, ja
lemmasta 4.2 seuraa, ettd ko. geodeesi voi leikata reaaliakselin vain yhdessé
pisteessa.

Olkoon 7 sellainen pisteitd z; ja zo yhdistava kiyra, etté

v 7£ [21722] .

Todistetaan, ettei v voi olla kvasihyperbolinen geodeesi. Olkoon {w} = yNR.
Oletetaan aluksi, ettd w # Re(z1). Jotta « voisi olla geodeesi, niin seuraavien

yhtésuuruuksien on selvisti oltava voimassa:
Y [Zlvw] = Jr [217 w] jay [wv 22] =Jr [wa 22] )

missé kiyrat Jg [21, w] ja Jg [w, 29] ovat kuin lauseessa 4.10. Nyt ~ ei voi olla

differentioituva pisteessa w, joten lauseen 4.5 se ei voi olla geodeesi.

o4



Jos sitten w = Re(z1), niin ainakin toinen osakéyristé + [z1, w| tai 7y [w, 23]
eroaa kiyrastd [z;,w| tai [w, zp]. Talloin lauseen 4.9 mukaan v ei voi olla
geodeesi.

Nyt on todistettu, ettei v voi olla kvasihyperbolinen geodeesi. Toisaalta

kvasihyperbolinen geodeesi on kuitenkin aina olemassa, joten

Jr (21, 22) = 21, 22] -

Ll
—_

L]

/..J

LA

()
[
=y

Kuva 8: Tasovyon eri puoliskoilla olevien pisteiden valisia kvasihyperbolisia

geodeeseja.

Lasketaan seuraavaksi muutamien kvasihyperbolisten geodeesien pituu-
det.

Esimerkki 23. Lasketaan kvasihyperbolinen etdisyys kr(z1,22), kun z; =
—4 +10,5 ja zo = 3 410, 75.

Toimimalla kuten esimerkissd 4 saadaan helposti selville, ettd ympyrdn

Copz sy keskipiste ¢ = —25 + 0 ja etti side rad(C,, .,) = Y2200, Koska

Re(z1) < Re(c) < Re(zq) ja koska rad(C,., .,) > 1, niin kaari C, ., 2, |21, 2]
selvdsti leikkaa reaaliakselin kahdessa pisteessd. Siispd pisteiden z ja zo vd-
linen kvasthyperbolinen geodeesi on kuin lauseessa 4.11.

Nyt siis kr(z1, 22) = kr(21, Re(c1)) + kr(Re(c1), Re(c2)) + kr(Re(ca), 22),
missé c; = \/1 — (Im(21) — 1)* 4+ Re(21) +i jacy = —\/1 — (Im(z) —1)°+

Re(z9) + i. Toimitaan sitten kuten esimerkissi 3, jolloin haluttu kvasihyper-

95



bolinen etdisyys voidaan laskea kaavalla

1 Re(c
kr (21, 22) = In + Re(c¢q1) — Re(z1) +/
1—[m Zl Re(c1)
1—Im( z2
1
+in |:]_+R€ CQ :|
1+ Re(c
ln{ 1 —}m ) } + (Re(ca) — Re(cy))

o [1 + i%e_(cgn(z;fe (Zz)] .

Sijoittamalla arvot edeltdvidn kaavaan saadaan

kR(zl,ZQ)—7—§—£—l—l ((2+3) (4+ V15)) ~8,55.

Esimerkki 24. Lasketaan kvasihyperbolinen etdisyys kg (21, 22), kun z =
—4 4+140,5 ja zo = —3,5 — 10, 75.
Oletetaan, etti ¢ = +/1— (Im(z1) — 1) + Re(z1) + i ja etti c; =

—/1 = (Im(22) + 1)2 + Re(z) — i. Nyt Re(c;) = —4 + \/75 ja Re(cy) =
-3,5 — £, joten Re(cy) > Re(cs). Niinpd pisteitd z, ja zo yhdistivd kvasi-

hyperbolinen geodeesi on kuin lauseessa 4.14.
Oletetaan, ettd piste t sekd ympyrat Cy, ¢ ja Cy, , ., ovat kuin lemmassa
4.5. Aluksi on selvitettdvd tekijoiden t, ki ja ko arvot. Lemman 4.5 todistuk-

sen nojalla tiedetddn, etti Cy, ., . ja Cy, on ovat ulkoisesti tangentit, ettd

2,1,22
ne leikkaavat reaaliakselilla pisteessit ja ettd niiden keskipisteet toteutettavat
ehdot Re(z1) < Re(ky) ja Re(z3) > Re(ks). Ndin ollen halutut tuntemattomat

voidaan selvittdida ratkaisemalla yhtaloryhmd

(

(Re(z1) — Re (k) 4 (Im () — 1)* = rad (Cy, th)z
(Re(z) — Re (k) + (Im (z3) + 1)° = rad (C’,;tZQ)Q

(t — Re(k ))2 + 1 =rad (Cy, » t) ;
(t = Re(k))® +1=rad (Cp,..,)°

(Re (ki) — Re(ks))” +4 = (vad (C, ) +1ad (Cp . ,))°

\

kun seuraavat ehdot ovat voimassa:

Re(z1) < Re(ki), Re(22) > Re(ky), rad (Ch, »,¢) > 0 ja rad (Cy

k2,t,22

) > 0.
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Sovelletaan sitten esimerkkid 3, jolloin halutun etdisyyden kaavaksi tulee
ki (21 2) = In { rad (Ck, ., +) + Re (k1) — Re(z1) }
(1= 1Im(z)) (rad (Ch, =, t) Re (k1) — 1)

(Im (22) + 1) (rad ( k: 1,20 €<k2) - t)
rad (Cp, ,.,) + Re(k?Q) — Re(z) '

+1n

Ratkaisemalla tuntemattomien tekijoiden arvot numeerisesti ja sijoittamalla

ne etdisyyden lausekkeeseen saadaan likiarvoksi
kg (21, 22) =~ 2,22.

Esimerkki 25. Lasketaan kvasihyperbolinen etdisyys kg (21, 22), kun z; =
—4 410,5 ja zo = —i0,25.

Toimimalla kuten kahdessa edellisessd esimerkissd kdy ilma, ettd pisteiden
21 ja zy vdlinen kvasihyperbolinen geodeesi on kuin lauseeen 4.13 b)-kohdassa.

Edelleen atkaisempien esimerkkien tavoin saadaan etdisyyden lausekkeeksi

b (o, 20) = n | =D (e e en)

in [1 n é;n(((j)jlee (22)1

missd ¢; = \/1 — (Im(21) — 1)+ Re(21) +i ja cy = —\/1 — (Im(z) +1)°+

Re (z2) — 1. Stjoittamalla arvot em. kaavaan saadaan tulokseksi

(2+V3) (4+V7)
3

~ 4, 58.

Esimerkki 26. Lasketaan kvasihyperbolinen etdisyys kg (z1, 22), kun z; =
—10,25 ja zo = 3 +10,75.
Kvasihyperbolinen geodeesi on jilleen kuwin 4.13 b)-kohdassa. Siispd toi-

mimalla kuten edellisessd esimerkissi 25 saadaan etdisyyden kaavakst

o {1 + h}fe_(cgl—(zjge (22)} 7
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missd ¢; = \/1 — (Im(21) +1)° + Re(z) —i ja ¢y = —\/1 — (Im(2) —1)* +
Re(z) +i. Asettamalla tekijit etdisyyden kaavaan saadaan tulokseksi

Vi Vi5 (4+ﬁ)(4+\/1_5)]
3

kR(zl’Z2)_3_T_T

~ 4,23.

Osoitetaan sitten vastaesimerkilld, ettei ensimméainen hyperbolinen kosi-
nilause 3.13 ole yleisesti voimassa, kun kvasihyperbolinen geometria asete-

taan tasovyohon.

Esimerkki 27. Olkoot kvasihyperbolisen kolmion ABC' kdrkipisteet A =
—4 +140,5, B = —10,25 ja C = 3 +10,75. Nyt esimerkkien 23, 25 ja 26
perusteella tiedetddan sekd kolmion sivujen muodot ettd kdrkipisteiden viliset
etdaisyydet.

Nyt Z(Jr[A,B],Jr[A,C]|) = 0, silli Jg[A,B] ja Jg[A,C] jaka-
vat aluksi saman kaaren ldhtiessidan kdrkipisteestd A. Nyt ensimmdisen
hyperbolisen kosinilauseen 3.13 mukaan lausekkeiden cosh (kg (B,C)) ja
cosh (kg (A, B)) cosh (kgr (A, C)) —sinh (kg (A, B)) sinh (kg (A, C)) cos (0) tu-
lisi olla yhtdsuuria, mutta sijoittamalla nithin edellisten esimerkkien tulokset

saadaan
cosh (kg (B, C)) ~ 34,3

ja
cosh (kg (A, B)) cosh (kg (A, C)) — sinh (kg (A, B)) sinh (kg (A, C)) ~ 26, 3.

Todetaan lopuksi, etteivit kvasihyperboliset ympyréat tasovydssa ole aina
euklidisia ympyroitd. Kvasihyperbolisia ympyroita ja kiekkoja on tutkittu

syvéllisemmin lahteessé [6].
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Kuva 9: Kaksi kvasihyperbolista ympyraé tasovyossé.

99



60



Kirjallisuutta

[1] J. W. Anderson: Hyperbolic Geometry, 2. painos, Springer-Verlag, New
York, 2005.

[2] A.F. Beardon: The Geometry of Discrete Groups, Springer-Verlag, New
York, 1983.

[3] F. W. Gehring ja B. G. Osgood: Uniform Domains and the Quasihyper-
bolic Metric, Journal D’Analyse Mathématique, Vol. 36, s. 50-74, 1979.

[4] F. W. Gehring ja B. P. Palka: Quasiconformally Homogeneous Domains,
Journal D’Analyse Mathématique, Vol. 30, s. 172-199, 1976.

[5] M. Huang, S. Ponnusamy, H. Wang ja X. Wang: A Cosine Inequality in
the Hyperbolic Geometry, Applied Mathematics Letters, Vol. 23, Num.
8, s. 887-891, 2010.

[6] R. Klén: Local Convezity Properties of Metric Balls, Turku, 2007.
[7] R. Klén: On Hyperbolic Type Metrics, Yliopistopaino, Helsinki, 2009.

[8] H. Lindén: Quasihyperbolic Geodesics and Uniformity in Elementary Do-
mains, Yliopistopaino, Helsinki, 2005.

[9] G. J. Martin: Quasiconformal and Bi-Lipschitz Homeomorphisms, Uni-
form Domains and the Quasihyperbolic Metric, Transactions of the Ame-
rican Mathematical Society, Vol. 292, Num. 1, s. 169-191, 1985.

[10] G. J. Martin ja B. G. Osgood: The Quasihyperbolic Metric and Associa-
ted Estimates on the Hyperbolic Metric, Journal D’Analyse Mathéma-
tique, Vol. 47, s. 37-53, 1986.

[11] O. Martio ja J. Vaisdla: Quasihyperbolic Geodesics in Convex Domains
II, Pure and Applied Mathematics Quarterly, Vol. 7, Num. 1, s. 379-393,
2011.

[12] S. Stahl: The Poincaré Half-Plane: A Gateway to Modern Geometry,
Jones and Bartlett Publishers, Boston, 1993.

61



[13] M. Vuorinen ja G. Wang: Bisection of Geodesic Segments in Hyperbolic
Geometry, Kasikirjoitus, Turun yliopisto, 2011.

[14] J. Vaisdla: Quasihyperbolic Geodesics in Convexr Domains, Results in
Mathematics, Vol. 48, s. 184-195, 2005.

62



