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Matematiikka

Huhtikuu 2015

Téassda tutkielmassa tarkastellaan eraitd synkronisoituviin automaatteihin liit-
tyvia ongelmia. Padpaino on Cernyn konjektuurissa ja tienviritysongelmassa, joiden
lisaksi kasitellaan myos hybridikonjektuuria.

Cernyn konjektuuri on otaksuma, jonka mukaan jokainen synkronisoituva n-tilainen
automaatti voidaan synkronisoida enintdén pituutta (n — 1)? olevalla sanalla. On-
gelma on ollut avoin 1970-luvulta asti, mutta useita osatuloksia on todistettu. Tut-
kielmassa esitetaén niista tarkeimmat.

Tienvaritysongelma koskee sitd, millaisista suunnatuista graafeista voidaan muo-
dostaa synkronisoituvia automaatteja. Vuonna 2009 todistetun tienvérityslauseen
mukaan synkronisoituvia automaatteja voidaan muodostaa ns. primitiivisista graa-
feista. Tutkielmassa esitetaén tienvérityslauseen todistus.

Hybridikonjektuuri on vuonna 2010 esitetty otaksuma, jossa on yhdistetty element-
teja Cernyn konjektuurista ja tienvérityslauseesta. Hybridikonjektuurin mukaan jo-
kaisesta n solmua sisédltavéistd primitiivisestd graafista voidaan muodostaa synk-
ronisoituva automaatti, jonka lyhimmaéan synkronisoivan sanan pituus on enintdan
n? — 3n + 3. Tutkielmassa esitetdin tunnettuja osatuloksia seké johdetaan uusi ala-
raja Eulerin graafeille.

Asiasanat: automaattien teoria, synkronisoituvat automaatit, Cernym konjektuuri,
tienvaritysongelma, hybridikonjektuuri, Perronin-Frobeniuksen lause.



Sisalto

1 Johdanto

2 Peruskasitteita

3 Lineaarialgebraa

4 Cernyn konjektuuri
4.1 Yléaraja-arvio lukujonolle €(n) . . . . . .. ... ... ...
4.2 Sykliset automaatit . . . . . . ...
4.3 Vahvasti yhtenéiset automaatit . . . . . . ... ... ... ..
4.4 L-yhtenaiset automaatit . . . . . .. .. ... ... ... ..

5 Tienviritysongelma

6 Hybridikonjektuuri
6.1 Eulerin graafit . . . . . . .. ...
6.2 Hamiltonin polut . . . . . . .. ... ... oL

Lahteet

11
15
16
22

29

36
36
39

45



1 Johdanto

Automaattien teoriassa tutkimuksen kohteena ovat systeemit, joille anne-
taan komentoja (esimerkiksi kaukosédétimelld), ja jotka muuttavat tilaansa
saamiensa komentojen perusteella. Tilalla voidaan tarkoittaa konkreettista
sijaintia (esimerkiksi teollisuusrobotti voi sijaita kaukosddtimen vélityksel-
14 annetuista komennoista riippuen eri kohdissa tuotantolinjan varrella) tai
jotakin abstraktia tilaa (esimerkiksi tietokoneen virtapiireissi voi tapahtua
jannitemuutoksia ndppaimistolld kirjoittamisen seurauksena). Térkedn auto-
maattien luokan muodostavat synkronisoituvat automaatit, joiden tutkimus
on alkanut vuonna 1964 Cernym artikkelista [4]. Karkeasti sanottuna synk-
ronisoituvalla automaatilla tarkoitetaan systeemié, joka voidaan jollakin toi-
mintosarjalla "synkronisoida', eli saattaa haluttuun tilaan riippumatta siita,
mika systeemin tila on aloitettaessa. Havainnollistetaan téta esimerkilla, jon-
ka idea on kirjan [15] luvusta 4.4.

Tarkastellaan robottipolynimuria, jonka tarkoituksena on siivota huone,
jonka pohjapiirustus on kuvassa 1. Huone on jaettu ruutuihin ja jokainen
imurille annettava komento (oikea, vasen, ylos, alas) siirtdd imuria yhden
ruudun verran vastaavaan suuntaan. Jos komennon maaramassa suunnassa
on seind, niin imuri yrittaa lilkkkua seinaé pain eiké sen olinpaikka siis muutu.
Oletetaan nyt, ettd imurilla ei ole sensoreita ja ettd se on ennen kaynnistamis-
ta padtynyt satunnaiseen paikkaan. (Sensoreiden lisidminen kasvattaa imu-
rin valmistuskustannuksia, joten niiden puuttuminen on realistinen oletus.)
Imurin on hyodyllisté olla selvilld omasta sijainnistaan. Sijainnin selvittami-
seksi ohjelmoidaan imuri etukéteen suorittamaan kaynnistyksen yhteydessa
toimintosarja alas-oikea-ylos-oikea, joka siirtdd imurin ruutuun 5 riippumat-
ta siitd, mista ruudusta se aloittaa.

Esimerkissa imuri saa varman tiedon sijainnistaan neljastd komennosta
koostuvan toimintosarjan seurauksena. Tutkielman luvussa 4 tarkastellaan

Kuva 1: Huoneen pohjapiirustus.



Kuva 2: Silmukka ennen ja jalkeen maalauksen. Yhtenéinen nuoli tarkoittaa
mustaa varia, katkonainen nuoli valkoista.

sita, kuinka pitkié lyhimmat synkronisoivat toimintosarjat voivat olla sellai-
sissa systeemeissd, joissa niitd ylipaatdan on olemassa.

Jatketaan imuriesimerkkia ja tarkastellaan tilannetta kuvan 2 viiden kay-
tdvan muodostamassa silmukassa. Jos mahdolliset komennot ovat "myotépai-
vaan'ja "vastapaivaan', niin on selvad, ettd synkronisoivaa toimintosarjaa ei
voi olla olemassa. Oletetaan siis, etté talla kertaa imurilla onkin yksinkertai-
nen sensori, jolla se pystyy erottamaan kaksi vérid toisistaan, esim. mustan
ja valkoisen. Maalataan sitten kustakin kdytavasta nuolet viereisiin kaytéaviin
(yksi myotépaivaan ja yksi vastapaivdén), toinen mustalla ja toinen valkoi-
sella varilla. Jos nyt imurille annettavat komennot ovatkin muotoa "seuraa
valkoista nuolta'ja "seuraa mustaa nuolta'(lyhennetdén v ja m), niin nuolet
voidaan mahdollisesti maalata niin, etta synkronisoiva toimintosarja on ole-
massa. Kuvassa on esitetty téllainen maalaus; toimintosarjan mmuov jalkeen
imuri on ylaoikealla olevassa kaytavéassa riippumatta siita, mista kaytavasta
se aloittaa.

Tutkielman luvussa 5 tutkitaan sité, milla edellytyksilla voidaan nuolia
maalaamalla muodostaa sellainen systeemi, etta siind on olemassa synkroni-
soivia toimintosarjoja. Kiinnostavaa on myos se, kuinka lyhyeksi lyhin mah-
dollinen synkronisoiva toimintosarja voidaan saada kun nuolet on maalattu
optimaalisesti; tata kasitellaan luvussa 6.



2 Peruskasitteita

Maaéritelladn tassa luvussa automaattien teorian peruskasitteita.
Maaritelma 2.1. Luonnollisten lukujen joukko N = {1,2/3,...}.

Maiiritelma 2.2. Asrellistd epityhjid joukkoa ¥ kutsutaan aakkostoksi.
Sen alkioita kutsutaan merketksi tai kirjaimaiksi.

Jos ¥ on jokin aakkosto, niin sen kirjaimista muodostettujen aarellis-
ten merkkijonojen eli sanojen joukkoa merkitadn symbolilla ¥*. Joukko >*
voidaan tulkita monoidiksi, jonka kertolaskuna on kahden merkkijonon kir-
joittaminen yhteen. Identiteettialkiona on ns. tyhja sana, jota merkitdan e.
Sanan w merkkien lukumééraa merkitaan |w|.

Esimerkki 2.3. Jos X = {a, b}, niin joukon X* sanoja ovat esim. abb, ba
ja niiden tulo (abb)(ba) = abbba. Sanassa w = abbba on viisi merkkia, eli
lw| = 5.

Johdannossa kaytettiin epamuodollista kasitettd "systeemi'ja annettiin
havainnollistavia esimerkkejé systeemeista. Esitetddn seuraavaksi tamén ké-
sitteen formaali vastine.

Maaritelma 2.4. Automaatiksi kutsutaan 3-tuplaa A = (Q, X, *), missi
e () on adrellinen epétyhja joukko, jonka alkioita kutsutaan tiloiksi,
e > on aakkosto ja

e x on kuvaus Q x ¥ — @ (alkion (g, a) € @ x X kuvaa merkitdan ¢ *a).

Esimerkki 2.5. Muodostetaan automaatti A = (Q, X, %), joka vastaa ensim-
maéistd johdannossa esitettyé systeemia. Tilajoukko @ = {1,2,3,4,5} vastaa
niitd ruutuja, joissa imuri voi olla ja aakkosto ¥ = {o,v,y, a} vastaa komen-
toja "oikea", "vasen", "ylos'ja "alas". Maaritellidn kuvaus * niin, ettd gxa = s
jos sovellettaessa komentoa a imurin ollessa ruudussa ¢ imuri siirtyy ruutuun

s, esim. 2 * o0 = 3.

Automaatti voidaan esittda suunnattuna graafina, jonka solmuja ovat jou-
kon @ alkiot ja jossa on kirjaimella a merkitty nuoli solmusta ¢ solmuun ¢*a
kaikilla ¢ € Q ja a € X.

Esimerkki 2.6. Kuvassa 3 on automaatin A = (@, 3, ) graafiesitys, misséi
Q=1{1,2,3,4}, ¥ = {a, b} ja

v — 1 kung=4 ) wbh— 1 kungqg=14
gxa= g muulloin Ja gxb= g+ 1 muulloin -~
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Kuva 3: Erdan automaatin graafiesitys.

Solmusta 4 solmuun 1 menee itse asiassa kaksi nuolta, mutta kuvan yksinker-
taistamiseksi ndméa on korvattu yhdella nuolella, joka on merkitty kahdella
eri kirjaimella.

Operaatio * voidaan induktiivisesti jatkaa kuvaukseksi % : Q x ¥X* — @),
missa

e ke = ¢ kaikilla g € @ ja
o gkaw = (¢ * a)%w kaikilla ¢ € Q, a € ¥ ja w € ¥*.

Jatkossa néistd molemmista operaatioista kaytetdan merkintaa .
Olkoon A = (@, X, %) automaatti. Jos S C @ ja w € ¥*, niin merkitadn

Sxw={sxw|s€S} ja Sxw'l={¢eQ|qgxweS}
Jos S xw = {q}, niin voidaan merkitd myos S * w = gq.

Mairitelma 2.7. Automaattia A = (Q, X, %) sanotaan synkronisoituvakst,
jos on olemassa sellainen sana w € ¥*, ettd |@ * w| = 1. Téllainen sana w
synkronisoi automaatin. Joukkoa S C () sanotaan synkronisoituvaksi, jos on
olemassa sana w, jolla |S x w| = 1. (Erityisesti () ei ole synkronisoituva.)

Esimerkki 2.8. Kuvan 3 automaatti on synkronisoituva, silla esim. sana
abbbabbba synkronisoi sen.

Synkronisoivia sanoja etsittdesséd seuraavanlainen konstruktio on joskus
hyodyllinen.

Mairitelma 2.9. Olkoon A = (Q, X, ) automaatti. Sen potenssijoukkoau-
tomaatti on P(A) = (29, %, ), missi 29 on joukon Q epétyhjien osajoukkojen
joukko ja kaikilla S € 29, a € Y on S-a= S *a.



Kuva 4: Potenssijoukkoautomaatti.

Potenssijoukkoautomaatin idea on, ettd se seuraa kerralla koko joukon
S C @ muutosta sanan w vaikutuksesta. Erityisesti automaatissa P(A) on
kirjaimilla as, . .., a; merkitty polku tilasta @) johonkin tilaan S, jossa |S| =
1, tarkalleen silloin kun w = a; . .. a; synkronisoi automaatin A.

Esimerkki 2.10. Kuvassa 4 on kuvan 3 automaatin potenssijoukkoauto-
maatti. Sen avulla synkronisoivien sanojen 16ytdminen on helppoa. Néiden
joukossa on myos edellisessé esimerkissa mainittu abbbabbba.



3 Lineaarialgebraa

Esitetddn Perronin-Frobeniuksen lauseen todistus kirjan [14] luvusta yhdek-
san.

Maaritelma 3.1. Jos A = (a;;) on reaalinen matriisi, jossa kaikilla ¢ ja
j on a;; > 0 (vast. a;; > 0), niin matriisia kutsutaan positiiviseksi (vast.
epdnegatiiviseksi), merk. A > 0 (vast. A > 0).

Kéytetaan jatkossa merkintdd A > B (vast. A > B) tarkoittamaan sita,
ettdi A— B >0 (vast. A— B >0).

Maaritelma 3.2. Jos A = (a;;) on epénegatiivinen neliématriisi ja jokaista
paria (4, ) kohti on olemassa sellainen luku & € N, ettd matriisin A* koor-
dinaatissa (i,j) oleva alkio on nollaa suurempi, niin matriisia A kutsutaan
redusoitumattomaksi.

Lemma 3.3. Jos A on redusoitumaton, niin on olemassa sellainen luku k& €
N, etta (I + A)* > 0.

Todistus. Valitaan kutakin matriisin A koordinaattia (i, j) kohti luku k;; € N
niin, ettd matriisin A*J koordinaatissa (i, j) oleva alkio on nollaa suurempi.
Valitaan lisiksi k = max k;;. Kertomalla (I + A)* auki

(I+A)’“:I+k:A+<l;>A2+---+A’“

nihdadn, etta (I + A)F > 0. O

Olkoon A redusoitumaton n x n-matriisi ja merkitdan symbolilla £ kaik-
kien epénegatiivisten nollasta poikkeavien pystyvektorien joukkoa. Vektoreil-

le x = (71,...2,)7 € £, voidaan mééritelld funktio
Ax).
r(x) = min ( X)l,
1<ism x5

missd (Ax); on vektorin Ax i:s alkio. Maaritelmésté seuraa, ettd kaikilla
luvuilla ¢ on voimassa r(x)z; < (Ax); ja jollakin im arvolla r(x)z; = (Ax);.
Voidaan siis sanoa, ettd r(x) on suurin sellainen luku p, ettd Ax > px.
Olkoon B = {x = (z1,...2,)7 € £ ;22 =1} ja B = {(I + A)*x |
x € B}, missd k on edellisen lemman mukainen kiinnitetty luku. Selvésti B
on kompakti joukko, ja koska B’ on joukon B kuva jatkuvassa kuvauksessa
(I+A)*, myés se on kompakti. Koska joukon B’ alkiot ovat kaikki positiivisia,



niin kuvauksen r(x) rajoittuma kompaktille joukolle B’ on jatkuva ja silla
on siis suurin arvo.
Olkoon nyt x € B mielivaltainen. Télloin y = (I + A)*x € B’ ja

r

X)y = r(x)(I + A)Fx < (I 4+ A)FAx = A(I + A)*x = Ay.

—~

Koska r(y) on suurin luku p, jolla py < Ay, niin r(x) < r(y). Siis
SUPyeys 7(X) < maxyew 7(y). Médritellddn

r = supr(x).
x€eL
Jos a on positiivinen reaaliluku ja x € £, niin 7(x) = r(ax). Voidaan siis
kirjoittaa
r =supr(x) =supr(x) < maxr(y).
x€L xEB ye®’

Koska kuitenkin 8’ C £, niin

max r(y) < supr(x) =r,

yeD’ xeL
eli 7 = maxyeq 7(y). Siis on olemassa vektoreita z € £, joilla r(z) = r tai
cekvivalentisti rz < Az. Kaikkia tdllaisia vektoreita kutsutaan matriisin A
adarivektoreiksi.

Lemma 3.4. Olkoon A redusoitumaton matriisi. Siihen liittyva edella maa-
ritelty luku r on sen positiivinen ominaisarvo. Lisdksi kaikki matriisin A a&-
rivektorit ovat positiivisia ominaisvektoreita, jotka kuuluvat ominaisarvoon
T.

Todistus. Mikéan matriisin A = (a,;) vaakarivi el muodostu pelkéstaén nol-
lista, koska nollarivi pysyisi nollarivind myos matriisissa A’ kaikilla [ € N

vastoin redusoitumattomuuden médritelmai. Siis jos u = (1,...,1)T, niin
r>r(u) = minj<i<, 35 a > 0.
Olkoon z &irivektori ja x = (I + A)*z, missi k on kuten edellisessi

lemmassa, siis x > 0. Koska z on &érivektori, niin Az —rz > 0, ja jos olisi
Az — rz # 0, niin

Ax —rx = (I + A)*(Az —rz) > 0.

Téasta seuraisi, etta r < r(x), mika olisi vastoin luvun r valintaa. Siis Az =
rz, joten z on ominaisarvoon r kuuluva ominaisvektori. Tésta seuraa, etté
x = (I + A)fz = (1 + r)*z. Koska x > 0 ja r > 0, niin myés z > 0. O



Lause 3.5 (Perron-Frobenius). Jos A on redusoitumaton matriisi, niin silla
on positiivinen ominaisarvo r, jonka itseisarvo on vihintaan yhta suuri kuin
muilla ominaisarvoilla. Lisdksi on olemassa positiivinen vektori, joka virittaa
ominaisarvoon r kuuluvan ominaisavaruuden.

Todistus. Olkoon r kuten edellisessé lemmassa. Lemman mukaan r on mat-
riisin A positiivinen ominaisarvo. Olkoon «a jokin toinen ominaisarvo, eli
Ay = ay, missd y # 0. Kéytetdan merkintdéd |x| vektorista, joka on saa-
tu vektorista x ottamalla itseisarvo komponenteittain. Koska A > 0, niin

lally| = [Ay| < Aly].

Siis o < r(ly|) <.

Olkoon z jokin ominaisarvoon r kuuluva ominaisvektori, siis Az = rz ja
z # 0. Todetaan kuten edelld, etta r|z| < Alz|. Siis |z| on d4rivektori ja edelli-
sen lemman nojalla |z| > 0 ja erityisesti vektorin z ensimmaéinen komponent-
ti ei ole 0. Tasta seuraa, ettd ominaisarvoon r kuuluvan ominaisavaruuden
dimensio on 1, silla muutoin voitaisiin valita lineaarisesti riippumattomat
ominaisarvoon r kuuluvat ominaisvektorit z; ja zy ja luvut «a, # 0 niin,
ettd ominaisvektorin azq + [z9 ensimmaéinen komponentti olisi 0. Edellisen
lemman nojalla |z| on positiivinen vektori, joka virittda kyseisen ominaisa-
varuuden. O



4 Cernyn konjektuuri

Jos automaatti A on synkronisoituva, niin on luonnollista kysya, kuinka lyhyt
voi olla lyhin mahdollinen sana, joka synkronisoi sen. Artikkelissa [5] esitetty
Cernyn konjektuuri ottaa kantaa tdhén kysymykseen.!

Kéaytetadn jatkossa merkintéa S kaikkien synkronisoituvien automaattien
joukosta ja merkintda S, kaikkien n-tilaisten synkronisoituvien automaat-
tien joukosta.

Maiéritelmé 4.1. Jos A € S, niin kéytetdén merkintdd €(A) automaatin A
lyhimman synkronisoivan sanan pituudesta. Maaritelmé laajennetaan kaikil-
le T C S seuraavasti:

¢(T) =max{€(A) | A€ T} (jos olemassa).
Tapauksessa T = S,, merkitédén €(T) = &(n).
Konjektuuri 4.2 (Cernyn konjektuuri). Kaikilla n € N on €(n) = (n — 1),

Tiedetddn, ettd €(n) > (n — 1)?, silld lihteessd [4] esitetdan jokaista
luonnollista lukua n kohti synkronisoituva automaatti, jolla on n tilaa ja
jonka lyhin synkronisoiva sana on pituudeltaan (n — 1)2. Ndmé automaatit

ovat C,, = (@, X, ) (ks. kuva 5), missd @ = {1,2,...,n}, ¥ = {a, b} seka

.o — 1 kuing=n . “bh— 1 kung=n
gra= g muulloin Ja gxb= g+ 1 muulloin

Kuva 5: Automaatti C,,.

IKirjallisuudessa on tyypillisesti esitetty konjektuurin lihteeksi artikkeli [4], jossa kui-
tenkin vain todistetaan Lause 4.5. Artikkelissa [5] konjektuuri mainitaan ohimennen ja
todistetaan muutamassa erikoistapauksessa.



Kuva 6: Automaatti W,.

Tapauksessa n = 1 nimittain lyhin synkronisoiva sana on ¢, ja kun n > 1,
niin voidaan todeta, ettd @Q x (ab" !)""2a = 1, joten €(C,) < (n — 1)%
Osoitetaan seuraavaksi ldhteen [2] esityksen mukaisesti, ettd automaatilla C,,
ei ole lyhyempéaé synkronisoivaa sanaa. Aluksi on tarkasteltava automaattia

W, =(Q,A,-) (n>1) (ks. kuva 6), missd @ = {1,2,...,n}, A = {c, b} sekd

o 2 kunge{l,n} . h_ 1 kung=n
1-c= g+ 1 muulloin ja o g-v= g+ 1 muulloin

Lemma 4.3. Olkoon n ja m positiivisia kokonaislukuja, joiden suurin yh-
teinen tekija on 1. Lukua nm — n — m ei voi kirjoittaa muodossa kn + lm,
missa k ja [ ovat epanegatiivisia kokonaislukuja.

Todistus. Tehdaan vastaoletus, ettd nm—n—m = kn+Im. Jakamalla yhtalon
molemmat puolet luvulla n ja uudelleen ryhmittelemélla saadaan m — 1 —
k= ”Tlm. Koska taman yhtalon molemmat puolet ovat kokonaislukuja, ja
koska lukujen n ja m suurin yhteinen tekijéa on 1, niin ”Tl on positiivinen
kokonaisluku. Siism —1 -k <m < HTlm vastoin oletusta. ]

Lause 4.4. €¢(W,,) =n? — 3n + 3.

Todistus. Voidaan helposti todeta, ettd (cb"~2)""2c on synkronisoiva sana,
jonka pituus on n? — 3n + 3. Vield on osoitettava, ettd lyhyempis synkroni-
soivia sanoja ei ole.

Olkoon w lyhin mahdollinen synkronisoiva sana ja ¢ = @ - w. Jos q # 2,
niin tilaan ¢ saapuu nuolia vain yhdesta tilasta, joten w olisi synkronisoiva
sana myo6s ilman viimeista kirjaintaan. Tama on mahdotonta, koska w on
lyhin synkronisoiva sana, joten ¢ = 2.

Kaikilla u € A* myds uw on sana jolla @ - uw = 2. Taten kaikilla I > |w|
automaatin W,, graafissa on polku solmusta 2 siihen itseensé, jonka pituus
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on [. Jokainen téllainen polku muodostuu silmukoista, joiden pituus on n tai
n—1, joten Lemman 4.3 nojalla on |w| > n(n—1)—n—(n—1) = n®>—3n+1.

Koska solmusta 1 on pituutta w oleva polku solmuun 2 ja koska solmun
1 molemmat nuolet menevit solmuun 2, niin solmusta 2 on pituutta |w| — 1
oleva polku siihen itseensd. Lemman 4.3 nojalla |w| — 1 # n? — 3n + 1. Siis
lw| > n? —3n+ 2. O

Lause 4.5. €(C,) = (n — 1)%

Todistus. Olkoon w lyhin mahdollinen synkronisoiva sana. Kaikilla S C @
on |@ xb| = |Q|, joten w paattyy kirjaimeen a ja voidaan kirjoittaa w = w'a,
missa Q xw’ = {1,n}.

Koska kaikilla S € @ on S *aa = S * a ja koska w on lyhin mahdollinen
synkronisoiva sana, niin sanassa w’ jokaista kirjaimen a esiintymaé seuraa b.
Siis korvaamalla sanassa w’ kaikki sanan ab esiintymaét kirjaimella ¢ saadaan
sana v € A*. Vertaamalla automaatteja C), ja W, todetaan, ettd gxab = q-c
ja ¢ x b = ¢ - b kaikilla ¢ € Q. Siis @ - v = {1,n} ja vc on automaatin
W, synkronisoiva sana. Edellisen lauseen nojalla |ve| > n? — 3n + 3, joten
lv] > n? — 3n + 2. Koska kaikilla S C Q on |S - ¢| > |S| — 1, niin sanassa
v on vahintdan n — 2 kirjaimen c esiintymaéa. Koska ¢ vastaa kahta merkkié
sanassa w’, niin [w'| > |v|+n—2 > n?—2nja |w| > n*-2n+1= (n—1)2. O

Synkronisoituvat automaatit A, joilla €(A) = (n — 1)?, ovat harvinaisia;
itse asiassa aarettoman perheen C), lisdksi tallaisia tunnetaan vain kahdeksan
erilaista. Ne on kuvattu artikkelissa [18].

4.1 Ylaraja-arvio lukujonolle ¢(n)

Cernyn konjektuurin mukaan lukujono @(n) on neliéllinen luvun n suhteen,
mutta parhaat todistetut ylarajat talle lukujonolle ovat kuutiollisia. Esite-
taan artikkelin [16] todistus sille, etta €(n) < ”36_ z,

Olkoon A = (@, X, *) jokin synkronisoituva automaatti, jossa |Q| = n.
Muodostetaan sen synkronisoiva sana seuraavasti. Etsitadn lyhin mahdolli-
nen sana wy, jolla |@Q xwq| < |Q]. Etsitdéan sitten lyhin mahdollinen sana ws,
jolla |@Q * wiws| < |@Q * wq|. Jatketaan vastaavasti, kunnes on muodostettu
sellainen sana w = wy ... wy (k < n —1), ettd |Q * w| = 1. Olennaista on
saada selville, kuinka pitkia sanat w; voivat pisimmillaan olla.

Olkoon S C @, |S| =k >1jaw=a;...q, a; €3 lyhin sellainen sana,
ettd |S * w| < |S]. Merkitdén S; = S ja S;t1 = Si*a; (1 < i < [). Koska
|S * w| < |5, niin on olemassa tilat z,y € S (z # y), joilla z x w = y * w.
Merkitaan Ty = {z,y} ja T;»1 = T;*a;. Sanan w mééritelmén nojalla |S;| = k,
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;| =2 ja T; C S, kaikilla ¢ < [. Liséiksi aina kun 1 <i < j <[, niin T; Z S;,
koska muutoin olisi |S * ay ... a;—1a; ... q] < |S| vastoin sanan w valintaa.

Jatkossa tarvitaan tunnettua lineaarialgebran lemmaa, jolle esitetdan tés-
sé todistus kirjasta [21] (lause 5.9).

Lemma 4.6.

1z 22 ot

T P - S
. . . . /L<j
1 =z, 22 ... a7}

Todistus. Todistetaan viite induktiolla muuttujien lukuméaran n suhteen.
Tapaus n = 1 on triviaali, joten oletetaan etta véite on todistettu tapauksessa
n = k ja todistetaan se tapauksessa n =k + 1.

Lisadmélla allaolevassa determinantissa k:s sarake sen oikealla puolella
olevaan sarakkeeseen kerrottuna luvulla —z, k — 1:s sarake sen oikealla puo-
lella olevaan sarakkeeseen kerrottuna luvulla —z; jne. (téssd jarjestyksessa)
saadaan

1 @ 22 ... af
1 2 x5 ... ok
V(xh e 7$k+1) =
2 k
L@ Ty o T
1 0 0 0
k—1
1 29 —x xo(xy — 1) v xy (g —xq)
1 k—1
Thp1 — T1 T (Tpg1 — T1) - .. $k+1($k+1 — 1)

Kehitetdan tama determinantti ylimmaén vaakarivin suhteen, otetaan jo-
kaiselta vaakarivilta ¢ tekija z;11 — z1 determinantin ulkopuolelle ja sovelle-
taan induktio-oletusta.

To — T1 To(xe — 1) l”2€_1<l’2 — 1)
T3 — T x3(r3 — x1) R R ()
Tha1 — 01 g1 (Thgr — 1) oo Ty (Tpn — 21)
:V(x% s al‘k-i-l) H(‘rj - 3171) = H(:E] - :L‘Z)

1<y 1<J
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Seuraava aputulos, joka antaa ylarajan sanan w pituudelle [ edella esite-
tyssd menetelméssé, on ensimmaéisend todistettu (yleisemmassa tapauksessa)
artikkelissa [8]. Lemmalle esitetdén artikkelin [13] todistus seuraten lahteen
[12] esitysté.

Lemma 4.7. Olkoon @ joukko, |Q| = n ja {Si,...,S} sekd {T},...,T;}
joukon @ osajoukkojen kokoelmia, missa |S;| = k, |T;| = 2, T; C S, ja
T; € S;aina kun 1 <7 < j <. Silloin [ < (”_';”LQ).

Todistus. Rajoituksetta voidaan olettaa, ettd @ = {1,...,n}. Liitetddn jo-
kaiseen joukon @) k-alkioiseen osajoukkoon S = {si,...,s;} reaalikertoimi-
nen polynomi

2 k-3 2
1 s; s 3}1C Tsy Ty,
2 -3 2
D(S) = 1 s9 53 S Ts, Ty,
2 k-3 2
1 s, sz Sk~ Ts, T,
Polynomit D(S}),...,D(S;) ovat lineaarisesti riippumattomia n:mn muut-

tujan reaalikertoimisten polynomien muodostamassa R-vektoriavaruudessa.
Todistetaan tdmé tekemalld vastaoletus, ettd jokin polynomi D(S;) voidaan
esittdd polynomien D(S1), D(Ss), ..., D(S;_1) lineaarikombinaationa. Tiede-
téadn, ettd T; = {t1,to} C S; mutta T; € S; kun ¢ < j. Sijoituksella x;, = t1,
Ty, = to ja oy = 0 kun t ¢ {t1,t2} polynomit D(S1),...,D(S;—1) (ja niiden
lineaarikombinaatiot) saavat arvon nolla, sillé vastaavissa determinanteissa
tulee kahteen viimeiseen sarakkeeseen pelkastaan nollia (mahdollisesti yhta
rivid lukuunottamatta). Toisaalta samalla sijoituksella determinantin D(s;)
arvo saadaan etumerkkia vaille kertomalla kahdesta viimeisesté sarakkeesta

. |t 1
saatava determinantti |, 3

nantilla, joten D(S;) ei saa arvoa nolla. TAma on ristiriita.

Polynomien D(S)),. .., D(S;) lineaarisesta riippumattomuudesta seuraa,
ettd [ ei voi ylittda sen R-vektoriavaruuden V dimensiota, jonka virittaa
joukko P = {D(9)|S C Q,|S| = k}. Maaritellidn nyt joukko W =
{1,...,k—2}, muodostetaan lista, jossa on jossain jarjestyksessé kaikki jou-
kon @ \ W 2-alkioiset osajoukot ja muodostetaan joukko P; joukkojen W
”_§+2). Vaitetadn, etta po-
lynomit D(Py), ... ,D(P(nfgu)) virittédvat vektoriavaruuden V, eli avaruu-

jollakin lemman 4.6 tyyppia olevalla determi-

ja listan 2:nnen joukon unionina kun 1 <1 < (

n—k-+2
2

den dimensio on enintdan ( ) Riittad osoittaa, ettd joukon P mieli-

valtainen alkio D(S) (missa S = {si,...,Sx}) voidaan esittdd polynomien

13



D(P),... 7D(P<n—k+2 ) lineaarikombinaationa. Todistetaan véite induktiolla
2

luvun |S'\ W| suhteen.

Tapauksessa |S\ W| =2 on W C S, joten jollakin i on S = P, ja siis
D(S) = D(P)

Tapauksessa |S \ W/| > 2 valitaan jokin alkio so € W\ S ja méaaritellaan
S' = SU{se}. Méaritelldan lisiksi polynomi p(z) = ¢ [T ews, (2 —w), missd
¢ € R on sellainen luku, ettd p(sg) = 1, ja tarkastellaan determinanttia

2 k-3 2

p(so) 1 so s5 ... s2 Tsy T,

2 -3 2

A — p(sl) 1 1 81 - &1 Tsy Ty
2 k-3 2

plsk) 1 s, si ... s 7 @, T,

Polynomi p(z) on astetta k — 3, joten determinantin ensimmadinen pystyrivi
voidaan ilmaista muiden pystyrivien lineaarikombinaationa ja siis A = 0.
Kehittdmalla A ensimmaéisen pystyrivin suhteen saadaan yhtalo

k .

> (=1)'p(s:) D(S"\ {s:}) = 0.

1=0

Siirretadn termi p(so)D(S”\ {so}) yhtdlon toiselle puolelle. Koska p(sg) =1
ja S"\ {so} = S, niin saadaan

k

D(S) =>_(=1)""p(s:) D(S"\ {s:}).
i=1
Koska p(s;) = 0 kun s; € W \ {so}, niin induktioaskeleen todista-

miseksi riittdd osoittaa, ettd D(S’ \ {s;}) voidaan esittdd polynomien
D(P),... ,D(P(n—k+2)) lineaarikombinaationa, kun s; ¢ W. Tamén osoit-
2

tamiseen voidaan kédyttdd induktio-oletusta, silld kun s; ¢ W, niin [(S" \

{siD \ W] ="\ W)\ {si}| = [(S\ W)\ {si}| = |S\ W[ - 1. O
Lause 4.8. €(n) < %.

Todistus. Kun rakennetaan n-tilaisen automaatin synkronisoiva sana edella
esitetylla menetelmalld, niin edellisen lemman mukaan sen pituus on enintaan

207750

Induktiolla on helppo todistaa, ettd taman summan arvo on “". Tapaus
n = 1 on nimittiin triviaali, ja jos oletetaan, ettd yhtdsuuruus on voimassa
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kun n = k£ — 1, niin

() - ()- o e

=2 =2
k3—3k2+2k+3k2—3k_k3—k
6 6 6

4.2 Sykliset automaatit

Cernyn konjektuurin edellyttamai yliraja lyhimmén synkronisoivan sanan pi-
tuudelle on pystytty todistamaan useille adrettomille automaattien perheille;
esimerkiksi artikkelissa [7] on todistettu yléraja (n — 1)? ns. syklisille auto-
maateille, joita ovat mm. kaikki Cernyn automaatit C,,. Esitetddn kuitenkin
tassa osiossa 20 vuotta vanhempi todistus lahteesta [17], joka kattaa sykliset
automaatit, joissa tilojen lukumaéra n on alkuluku. Téssa erikoistapauksessa
saadaan lisaksi yksinkertainen kriteeri sille, milloin automaatti on synkroni-
soituva.

Maaritelma 4.9. Automaatti A = (Q, 3, ) on syklinen, jos on olemassa
sellainen kirjain ¢ € X, ettd Q = {g* ¢" | r € N} kaikilla g € Q.

Rajoituksetta voidaan olettaa, ettd @ = {1,...,n} ja ettd kaikilla ¢ € @
on g*c=gq+1 (modn).

Lemma 4.10. Olkoon A = (Q, %, *) ja ¢ kuten méaritelméssa ja n = |Q)|
alkuluku. Oletetaan, etté on sellainen kirjain a € X, ettd |Q * a| < |Q]. Jos
S CQjaS¢{D Q} niin on olemassa luku r € NU{0}, jolla |(S*c")xa™!| >
|S].

Todistus. Tehddén vastaoletus, ettéd kaikilla r on [(S*c")xa™!| < |S|. Silloin
vhtalosti

n—1 n—1

YoISxc) ka7 =37 Y lgxa”l | =S| Y lgxa”!| = [S]|Q*a”!| = |SIn
r=0 r=0 geSx*c" q€Q

seuraa, ettd |(S * ¢) x a~t| = | S| kaikilla 7.

Valitaan ( € C niin, ettd n on pienin positiivinen kokonaisluku, jolla
(" =1 (eli ¢ on n:s primitiivinen ykkosenjuuri). Kaytetdan merkintad Q(()
kunnan C suppeimmasta alikunnasta, joka sisaltdd kunnan Q ja luvun (.
Luvun ¢ minimaalipolynomi on -7 x¢, joten Q-vektoriavaruuden Q(¢) di-
mensio on n — 1 ja silld on kanta {¢* | 0 <i <n—2}. Siis V =Q x Q(¢) on
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n-dimensioinen Q-vektoriavaruus. Liitetddn nyt jokaiseen tilaan ¢ € @) vek-
toriavaruuden V' vektori § = (1, (?) ja jokaiseen osajoukkoon 7" C @) vektori
T=3ger q.

Vektorit g virittavéit avaruuden V, silla (1,0) = Q| (Z,e09) ja (0,¢) =
g—(1,0) kaikilla ¢ € Q. Koska avaruuden V' dimensio on n, niin tasta seuraa,
ettd vektorit § muodostavat V:n kannan. Maéaritellian lineaarikuvaukset A :
V — V ja B:V — R kantavektoreiden avulla: A(g) = (¢*xa™!) ja B(g) =1
kaikilla g € Q.

Merkitdan nyt u = >- g (7 ja osoitetaan seuraavaksi, ettéd joukkojen Sx*c”
(0 < r < n—1) vastinvektorit S *¢" = (|S|,u¢”) muodostavat avaruuden
V kannan. Vektori (1,0) voidaan esittdd muodossa (|S|n)~ (X2 (S * ¢7)),
joten riittdd osoittaa, ettd vektorit u(” virittavit avaruuden Q((¢). Luku
u = > ,e5(? ei ole nolla, koska luvun ¢ minimaalipolynomi ei jaa polyno-
mia > g x?. Siis luvulla v on kéanteisalkio S kil eli 1= 320 Ki(udh).
Kertomalla tamé puolittain avaruuden Q(¢) mielivaltaisella kantavektorilla
(" saadaan (" = Y75 k;(u¢™*T), josta viite seuraa.

Koska kaikilla 7 € NU{0} on [(S*c") xa™t| = |(S * "), niin vastaavasti
B(A(S %)) = B(S * ¢"). Koska vektorit S % ¢" muodostavat joukon V' kan-
nan, niin kaikilla v € V on B(A(v)) = B(v); erityisesti B(A(q)) = B(g) =1
kaikilla ¢ € Q. Télléin |¢ * a=*| = 1, miké on ristiriidassa sen kanssa, etti

@ *a| <]Q]. O

Lause 4.11. Olkoon A = (Q, %, %) syklinen automaatti, jonka tilojen luku-
maard n on alkuluku. Jos on olemassa a € ¥, jolla |@ * a| < |@], niin A on
synkronisoituva ja €(A) < (n — 1)%

Todistus. Olkoon kirjain ¢ kuten edellisessa lemmassa ja g € @) sellainen tila,
ettd |g x a='| > 1. Osoitetaan induktiolla, ettd kun 0 < k < n — 2, niin on
olemassa sellainen sana w, ettd |w| < 1+kn ja |[gxw ™| > k+2. Tapauksessa
k = 0 voidaan valita w = a. Oletetaan nyt, ettd sana u toteuttaa viitteen
tapauksessa k =t < n — 2 ja todistetaan viite tapauksessa k =t + 1. Jos
|g*ut| > t+3, niin voidaan valita w = u. Muutoin edellisen lemman nojalla
on olemassa sellainen luku r (0 <7 < n—1), ettd [((gxu')* (")) xa™ | >
|g % u™'| =t + 2 ja voidaan siis valita w = ac"u (Jw| <1+ (t + 1)n).

Nyt todistetusta voidaan tapauksessa k = n—2 paatella, ettd on olemassa
sellainen sana w, ettd |w| = 1+ (n —2)n = (n — 1)? ja |[¢gx w™| > n, eli
q*w™t = Q. Tasta seuraa, ettd |Q * w| = 1. O

4.3 Vahvasti yhteniiset automaatit

Automaattia A = (Q, 3, ) sanotaan vahvasti yhtendiseksi, jos jokaista kahta
tilaa ¢, s € @ kohti on olemassa sana w, jolla ¢ x w = s. Cernyn konjektuu-
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rin tutkimisessa riittda rajoittua vahvasti yhtenaisiin automaatteihin. Taméa
nihdaan seuraavan lemman avulla, joka on esitetty yleisemmassd muodos-
sa artikkelissa [20]. Kaytetdan lemman muotoilussa merkintda V,, niiden n-
tilaisten automaattien joukosta, jotka ovat synkronisoituvia ja vahvasti yh-
tenaisia.

Lemma 4.12. Jos f : N — NU{0} on sellainen funktio, ettd €(V,,) < f(n)
kaikilla n € N, ja jos A = (Q,X,*) € S, \ V,, (siis n > 1), niin €(A4) on

enintaan
— 1
max{(n T2n+>+f(m)|1§m<n}.

Todistus. Olkoon w jokin automaatin A synkronisoiva sana ja ¢ sellainen
tila, ettd @ x u = ¢. Merkitdan S = {¢g*xw | w € ¥}, |S| = m < n
ja 8" = @\ S. Etsitdén ensin sellainen sana w, ettd 5" *x w C S. Olkoon
T C S’ epétyhja, |T| = i. Lyhin sellainen sana w’, etté jollakin ¢ € T on
txw €8 (siis [T xw' NS’| <|T]), on enintddn pituutta n —m — i + 1. Jos
nimittdin w’ = a1 ...aj, a1,...,a; € ¥, niin t xay...q; ¢ S kaikilla [ < j ja
txay...ap #txay...a, kun p # r.

Muodostetaan sana w = w;...w; niin ettd sanat w; ovat lyhimmat
mahdolliset, joilla |S" % wy; N S| < |S'],]|S" * wywe N S| < [S" * wy N
S,y ]S xw N S| = 0. Edelld todetun nojalla sanan w pituus on enin-
tian 1+ 24+ (n—m) = ("5

Kolmikko B = (5, %, %), missd * on sama operaatio kuin automaatissa
A, on vahvasti yhtenédinen synkronisoituva automaatti. Olkoon u sen lyhin
synkronisoiva sana; sen pituus on enintddn f(m). Sana wu on automaatin A
synkronisoiva sana. O

Lause 4.13. Jos €(V,) = (n — 1)? kaikilla n € N, niin €(n) = (n — 1)?
kaikilla n € N.

Todistus. Lauseen oletuksin edellisestd lemmasta seuraa, ettd jos A € S, \

V,, (siis » > 1), niin sen lyhin synkronisoiva sana on enintdan pituutta
max{ (”‘g‘“) +(m—1)?| 1 < m < n}. Polynomin g(m) = ("_’;H)—i-(m—l)Q
korkea-asteisin termi on 2m?, joten g(m) saavuttaa maksiminsa valilld [1,n—

1] kun m = 1 tai m = n — 1. Molemmilla sijoituksilla g(m) < (n —1)2. O

Olkoon nyt A = (Q, 3, %), |X| = k, vahvasti yhtenédinen automaatti. Ra-
joituksetta voidaan olettaa, ettd @ = {1,...,n}. Liitetddn automaattiin A
n X n-matriisi B = (b;;), jossa alkio b;; on nuolien lukumaédra tilasta j ti-
laan i. Induktiolla on helppo todeta, ettéd kaikilla k¥ € N matriisin B* koor-
dinaatissa (i, j) oleva alkio kertoo, kuinka monta pituutta k olevaa polkua
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graafissa on tilasta j tilaan ¢. Koska automaatin A graafi on vahvasti yhte-
niinen, niin B on redusoitumaton. Siis myds matriisi B7 on redusoitumaton.
Perronin-Frobeniuksen lauseen nojalla matriisilla B on positiivinen ominai-
sarvo r, jonka itseisarvo on vahintdan yhté suuri kuin muilla ominaisarvoil-
la, ja johon kuuluu positiivinen ominaisvektori x = (z1,...,z,)’. Olkoon «
sellainen luku, ettd vektorin ax suurin luku on x; = 1. Téstd seuraa, etté
k > (BTax); = (rax); = r. Valitaan toisalta luku /3 niin, ettd vektorin Sx
pienin luku on 1. Paatellaan kuten edella, ettd & < r ja siis r = k. Koska
matriiseilla B ja B on samat ominaisarvopolynomit, niilli on samat omi-
naisarvot. Siis matriisilla B on ominaisarvo k, jonka itseisarvo on vahintaén
yhta suuri kuin muilla ominaisarvoilla.

Matriisilla B on ominaisarvoon k kuuluva ominaisvektori, jonka kompo-
nentit ovat rationaalisia. Téméa nahdaén tarkastelemalla yhtaloa Bx = kx,
missd x = (z1,... ,xn)T. Tiedetédan, ettd positiivisia ominaisvektoreita on
olemassa, joten voidaan tehda sijoitus x; = 1. Saadaan n:n yhtalon yhtalo-
ryhma, jossa on n — 1 muuttujaa s, ...x,. Koska ominaisarvoon k kuulu-
van ominaisavaruuden dimensio on 1, niin yhtaloryhmé maarad muuttujille
yksikéasitteiset arvot. Yhtaloista voidaan siis valita n — 1:n lineaarisesti riip-
pumattoman yhtédlon joukko. Ndiden muodostama yhtaloryhmé on muotoa
B'x' = ¢, missié B’ on kidntyvi kokonaislukumatriisi, X' = (z3,...,2,)7 ja
c on kokonaislukuvektori. Koska B’ on kokonaislukumatriisi, sen kadnteis-
matriisin alkiot ovat rationaalilukuja. Siis ratkaisemalla yhtdlostd x” selvida,
etta xq,...,x, ovat rationaalilukuja.

Kertomalla ominaisarvoon k kuuluva rationaalinen ominaisvektori sopi-
valla luvulla saadaan ominaisvektori w? = (wy, ..., w,)T, jonka komponentit
ovat luonnollisia lukuja, joiden suurin yhteinen tekija on 1. Tallainen vek-
tori on yksikéasitteinen. Vektorin w avulla voidaan méaritelld painofunktio
w: Q — N, w(i) = w; kuten artikkelissa [9] on tehty. Lukua w(i) kutsutaan
tilan i painoksi. Joukon S C ) painon médritelldén olevan Y ,cq w(i) ja siitéd
kaytetdan merkintad w(S).

Painon méérittelystd ominaisvektorin w? avulla seuraa, etté kaikilla i €
@ luvun kw(i) arvo on niiden tilojen painojen summa, joista tulee nuoli
tilaan ¢. (Jos jostakin tilasta saapuu useampi nuoli, niin summauksessa tilan
paino kerrotaan siitéa saapuvien nuolien lukumaéaralld.) Taméan tiedon avulla
on joskus helppo arvata pelkédstdan automaatin graafia katsomalla, miké sen
painofunktio on.

Esimerkki 4.14. Kuvan 7 automaatissa on merkitty tiloihin niiden painot.
Edellisen kappaleen mukaisesti on helppo tarkistaa, ettd painot ovat juuri
nama.
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Kuva 7: Automaatti ja tilojen painot.

Painon késitteen avulla voidaan muotoilla yksi mahdollinen tapa etsia
synkronisoituvan ja vahvasti yhtendisen automaatin A = (Q, 3, *) synkro-
nisoivaa sanaa. Aloitetaan mielivaltaisesta tilasta ¢ € @ ja etsitdan lyhin
mahdollinen sana wy, jolla w(q * w;') > w(q). Etsitddn sitten lyhin mahdol-
linen sana, jolla w(q* (wyw;)™") > w(g*w;'). Jatketaan vastaavasti, kunnes
on loydetty sellainen sana w = wy, . .. wy, ettd gxw~! = Q. Talléin Q xw = g,
eli w on synkronisoiva sana. On selvitettava, kuinka pitkia sanat w; voivat pi-
simmilldan olla. Tehdéan sanojen w; pituutta koskevat tarkastelut artikkelin
[11] esitysté seuraten.

Jokaiseen joukkoon S C ) voidaan liittdéd vektori [S] = (s1, .., S, ), missi

Si:{ 1 kunge S

0 muulloin.

Jokaiseen kirjaimeen a € ¥ voidaan liittda n x n matriisi [a| = (a;;), missa

)1 kunixa=y
% =\ 0 muulloin.

Vastaavasti sanaan w € ¥* voidaan liitta44 matriisi [w] = (w;;), missé

)1 kunixw=j
i = 0 muulloin.

Induktiolla on helppo todistaa, ettd jos w = aj...ag, niin [w] = [a1]...[ax].
Matriisi [w]? vastaa lineaarikuvausta R™ — R™, jonka rajoittuma joukolle
{[S] ] S € @} on varsin luonteva:

[S][w]” =[S *w™].

Méaritellién lineaarikuvaus @ : R® — R, w(x) = xw’, missd w’ on edel-
14 mainittu ominaisvektori. Sen rajoittuma joukolle {[S] | S C @} yhtyy
painofunktioon w:

w([S]) = w(S).

19



Jatkossa néistd molemmista funktioista kiaytetdan merkintaa w.
Kaikilla x € R"

S w(xa]") =wx > [d") =xD ][ )w" = kxw’ = kw(x). (1)
a€x a€y a€y
On kaksi vaihtoehtoa: joko kaikilla a € ¥ on w(x[a]”) = w(x) tai jollakin
a € 3 on w(x[a]’) > w(x). Vastaavasti voidaan osoittaa, etti jos on sana wu,
jolla w(x[u]T) # w(x), niin on olemassa yhti pitki sana ', jolla w(x[u']T) >
w(x).
Maaritelladn joukot

Zy={xeR" |w(x)=0}ja 2z ={(r,...,7r) e R" | r € R}.

Jos y € R" on mielivaltainen, niin valitsemalla z € Z; sopivasti saadaan
vektorin x = y — z paino nollaksi, eli vektorilla y on esitys y = x + z,
missa X € Zp ja z € Z;. Tama esitys on yksikésitteinen, silld Zy N Z; = {0}.
Koska z[w]" = z kaikilla sanoilla w, niin w(y[w]”) # w(y) tarkalleen silloin
kun w(x[w]T) # w(x) = 0, eli silloin kun x[w]? ¢ Z,. Yhdistamalla tdma
edellisen kappaleen havaintoon voidaan todeta, etti jos x[w]? ¢ Z, jollakin
w € ¥*, niin on olemassa yhtd pitkd sana u € ¥, jolla w(y[u]?) > w(y).
Seuraavaksi todistettava lemma on yleisemminkin hyédyllinen.

Lemma 4.15. Liitetdan kuhunkin kirjaimeen a € ¥ jokin reaalinen n-
neliomatriisi @ ja jokaiseen sanaan w = ay ...a; matriisi w = ay ...a;. Jos
V' C R" on vektoriavaruus, x € V', ja on olemassa sellainen sana w, etta
xw ¢ V, niin lyhin téllainen sana on pituudeltaan enintédén dim(V).

Todistus. Olkoon U; (i > 0) vektoriavaruus, jonka generoi joukko
G _ {x} kun i =0
! {xi_ld | X;—1 € Gi—l; ac 2} U G;—1 muulloin.
Jos jollakin luvulla ¢ on U; 1 = U;, niin U; = U, kaikilla 7 > . Tama nahdaan
induktiolla: jos Uy = U;, niin
Gk+1 e {xka ’ X € Gk,a S E}UGk - {Xkﬁ | X € Uk,a € Z}UUk
= {Xka ’ X € Ui,a € Z}UUl g Ui+1UUi = Ul
Siis Uk;—‘rl = UZ
Olkoon w lyhin sana, jolla xw ¢ V ja i = |w|. Koska kaikilla j joukon
G vektorit ovat x@, misséd u on enintdén pituutta j, niin ¢ on pienin luku,
jolla G; € V ja samalla pienin luku, jolla U; € V. Vektoriavaruusketjussa
Uy C Uy C --- C U sisaltymiset ovat aitoja, joten
1 =dim(Up) < dim(U) < -+ < dim(U;—1) < dim(V).
Siis ¢ < dim(V). [
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Sovelletaan lemmaa nyt tdmén luvun tapaukseen.

Lemma 4.16. Kaikilla x € Z \ {0} on olemassa enintdin pituutta n — 1
oleva sana w, jolla x[w|” ¢ Z,.

Todistus. Ensiksi osoitetaan, ettd on olemassa jokin sana w, jolla x[w]” ¢ Z,.
Olkoon nimittiin vektorin x koordinaattissa ¢ luku r # 0. Koska automaatti
on synkronisoituva ja vahvasti yhtendinen, niin on olemassa sellainen sana
w, ettd @ * w = {i}. Siis matriisin [w]” i:s rivi koostuu ykkésistd ja muut

rivit nollista, joten x[w|’ = (r,...,r) & Z,.
Viite seuraa nyt edellisestid lemmasta valinnalla V = Z; ja @ = [a]”
kaikilla a € X. [l

Seuraus 4.17. Kaikilla S C @, S # () on olemassa enintdin pituutta n — 1
oleva sana u, jolla w(S * u™t) > w(S).

Todistus. Esitetddn vektori [S] muodossa x + z, missa x € Zy ja z € 7.
Edelld on todettu, ettd on olemassa pituutta i oleva sana u jolla w(S*u™') >
w(S) (eli w([S][u]") > w([S])) jos on olemassa yhtd pitkd sana w, jolla
x[w]? ¢ Zy. Koska [S] ¢ Zi, niin x # 0 ja viite seuraa edellisestd lemmasta.

O

Lause 4.18. Jos A = (Q,%,*) € V,, ja Wy, on sen painavimman tilan
paino, niin €(A) < (w(Q) — Winaz)(n — 1).

Todistus. Muodostetaan synkronisoiva sana w sivun 18 menetelmélla aloitta-
malla tilasta, jonka paino on W,,.,. Edellisen seurauslauseen nojalla kunkin
osasanan w; pituus on enintaén n — 1, joten koko sanan w pituus on enintaan

(w(Q) — Wiaz)(n — 1). O

Lauseesta seuraa, ettd lyhimmén synkronisoivan sanan pituus on enin-
tdan (n — 1)? sellaisilla vahvasti yhteniisilli synkronisoituvilla automaateil-
la, joilla yhden tilan paino on mielivaltainen ja jokaisen muun tilan paino on
1. Erikoistapauksen téllaisista automaateista muodostavat ns. Eulerin auto-
maatit.

Maaritelma 4.19. Automaatti A = (Q, X, ) on Eulerin automaatti, jos sen
jokaiseen tilaan saapuu |X| nuolta.

Voidaan helposti todeta, ettd Eulerin automaatin jokaisen tilan paino
on 1. Taméa mahdollistaa sen, ettd edellisen lauseen tulosta voidaan Eulerin
automaattien tapauksessa hieman parantaa. Kaytetadn merkintad E, synk-
ronisoituvien n-tilaisten FEulerin automaattien joukosta.
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a
Kuva 8: Painava automaatti

Lause 4.20. Jos A = (Q,%,%) € E,, niin €(A4) <1+ (n—-2)(n—1) =
n® —3n+ 3.

Todistus. On olemassa q € Q jaa € X, joilla |gxa™!| > |¢| = 1. Muodostetaan
synkronisoiva sana w edella esitetylld menetelmaélla aloittamalla tilasta q. [

Cernyn konjektuuri on siis todistettu Eulerin automaattien tapauksessa.
Ei kuitenkaan tiedeti, kuinka paljon ylirajaa €(E,) < n? — 3n + 3 voidaan
parantaa. Esitetdan tahan kysymykseen liittyen todistuksetta tulos lahteesté

[10].
Lause 4.21. Jos n > 5 on pariton, niin €¢(E,) >~ —3n+4

Lause 4.18 ei yleisesti anna hyvia ylarajoja lyhimman synkronisoivan sa-
nan pituudelle. Kuvassa 8 on 5-tilainen automaatti, jolle lause antaa ylarajan
60 (vrt. lause 4.8: €(5) < 20), mutta itse asiassa jo sana a synkronisoi sen.
Vastaavalla tavalla voidaan kaikilla n > 1 muodostaa n-tilainen automaatti,
jolle lause antaa eksponentiaalisen ylarajan

<<§2i>_2n_)n_l (ZQZ> (n—1)=2""'=1)(n—1).

4.4 [L-yhtenaiset automaatit

Tarkastellaan téssd artikkeliin [3] pohjautuvassa luvussa ns. L-yhtendisten
automaattien lyhimman synkronisoivan sanan pituutta. Esitettavista tulok-
sista osoittautuu olevan hyotya myos luvun 6 konjektuurin tutkimisessa.

Maaritelmad 4.22. Olkoon A = (Q,%,*) automaatti. Jos L =
{wy,...;,w} S ja R={q,...,q} € Q ovat sellaiset joukot, ettd kaikil-
lase@QonsxL ={s*wy,...,s*xw} ={q,...,q}, niin automaattia A

kutsutaan L-yhtendiseksi. Talloin joukkoa L kutsutaan rigppumattomaksi ja
joukkoa R kutsutaan L:n kuvaksi.
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Kaytetaan jatkossa méaritelméan merkintoja ilman erillistd mainintaa.

Lemma 4.23. Kaikilla v € ¥* joukko vL = {vwy,...,vw;} on riippumaton
ja sen kuva on R.

Todistus. Jos s € @, niin s % (vL) = {s *x vwy,...,s *x vw;} = {(s*v) *
Wiy, . .., (s*xv)xw} = R. O

Lause 4.24. Jos A = (Q, X, %) on L-yhtendinen, niin kaikilla P C R on
t
S |Pxw; N R| = |P|t.
i=1

Todistus. Jos P on tyhjé joukko, niin vaite on triviaali. Oletetaan siis, etta
P={p1,...,pm}, m > 1 jolloin

t

¢
SNPxw'NRI =)

i=1 i=1

t m
=33 |p; w7 N R

i=1j=1

m
7=1

L-yhtendisyyden méaéritelméan nojalla kaikilla s € ) ja p € R on tarkal-
leen yksi sana w; € L, jolla s € p * w; *. Joukot p * w; ' muodostavat siis
joukon @Q partition, joten t = |R| = Xt_, [p* w; ' N R|. Nyt

m
Do lpirw TN RI=3% |pxwit N R| =|Plt.

t
=1j=1 j=1i=1

1

]

Seuraus 4.25. Jos P C R, niin kaikilla i on |P*w; ' N R| = | P| tai jollakin
ion |Pxw;'NR|>|P|

Lause 4.26. Olkoon K C R synkronisoituva ja M suurimman joukkoon R
siséltyvin synkronisoituvan joukon koko. Seuraavat ovat ekvivalentteja.

1. |K| =M.
2. Kaikillaw € L jav € ¥* on |K * (vw) ' N R| < |K|.
3. Kaikilla w € L ja v € ¥* on |K * (vw)™' N R| = |K].

4. K on maksimaalinen joukon R synkronisoituva osajoukko.
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Todistus. 1 == 2: Seuraa suoraan siitd, ettd K x (vw)™' N R on myos
synkronisoituva joukko.

2 = 3: Koska vL on riippumaton joukko, jonka kuva on R, niin tama
implikaatio seuraa Seurauksesta 4.25.

3 = 4: Olkoon X C R synkronisoituva, |X| = M. On olemassa sanat
v e Y jaw € L sekd tila ¢ € Q, joilla X xv = ¢ ja ¢g*xw € K. Siis
X xvw C K ja X C K * (vw)™' N R. Tésta ja oletuksesta 3 seuraa, etti
|K| = |K * (vw)"' N R| > M. Luvun M valinnan nojalla |[K| = M ja K on
maksimaalinen.

4 = 1: Olkoon X kuten edelld. On olemassa sanat v € ¥* ja w € L
sekd tila ¢ € Q, joilla K xv = ¢ ja ¢g*xw € X. Siis K C X * (vw)™' N R.
Koska X x (vw) ™' N R on synkronisoituva, niin joukon K maksimaalisuudesta
seuraa, ettd K = X x (vw)~' N R. Implikaatio 1 = 3 on jo todistettu,
joten tiedetdin, ettd | X * (vw)™' N R| = | X| = M. Siis |K| = M. O

Lemma 4.27. Olkoon K C R ja v € ¥*. Ehto

|K x (vw;) "N R| = |K]|
on voimassa kaikilla w; € L tarkalleen silloin, kun vektori ([R][v])? on yhté-
loryhmén

1y K] _ :
<[K*wi]—‘R|[Q]>X—O,1§z§t (2)

ratkaisu (sijoitus muuttujaan x).

Todistus. Tekemaélla mainittu sijoitus saadaan

*w-‘l—@ o)t = s w ]T T—@ v T
(15 w) = 1) (R = (15« oA — [ (IR
=|K * (vw;) "' N R| — \g\@vl NR| =|K * (vw;) ' N R| — | K]|.

Tamé on nolla tarkalleen silloin kun |K * (vw;) ™' N R| = |K|. O

Kiytetdan merkintdd rank(A) matriisin A asteesta ja merkintdia A mat-
riisin A pystyrivialiavaruudesta.

Lemma 4.28. Jos A on t-rivinen reaalilukumatriisi, jossa ei ole nollariveja
ja jonka kussakin sarakkeessa on enintdan x > 0 nollasta eroavaa alkiota,
niin rank(A) > t/x.
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Todistus. Matriisin A sarakkeista voidaan valita vektoriavaruuden A kanta
B ={ay,...,a,}, missa r = rank(A). Niissd vektoreissa on yhteensi enin-
tdan rx nollasta eroavaa alkiota.

Vaitteen osoittamiseksi tehdadn vastaoletus, ettd rx < t. Télloin jossakin
koordinaatissa ¢ on kaikissa kannan B vektoreissa nollia. Koska B virittaa
avaruuden A, niin matriisin A rivi ¢ koostuu pelkistadin nollista, mikd on
vastoin lemman oletusta. O

Lemma 4.29. Jos A ja B ovat reaalilukumatriiseja, jotka voidaan laskea
yhteen, niin
rank(A) + rank(B) > rank(A + B).

Todistus. Olkoon V suppein vektoriavaruus, joka sisiltdéd avaruudet A ja B.
Naiden avaruuksien kannat yhdessa virittéavat avaruuden V', joten rank(A) +
rank(B) > dim(V). Avaruus V siséltad kaikki avaruuden A + B vektorit,
joten dim(V') > rank(A + B). O

Lemma 4.30. Olkoon K C R ja oletetaan, ettd ) # K * w™! # Q kaikilla
w € L (erityisesti K # R). Sivun 24 yhtaloryhmén (2) matriisin aste on
vahintaan
UKL UL
K| IR\ K]

Todistus. Yhtaloryhmén matriisi on

K|
Cc=A 7| Y,
missd matriisi Y koostuu pelkédstddn ykkosista ja matriisin A vaakariveiné
on vektorit [K xw; '] (1 <i<t).

Koska K #w; ! # ), niin matriissa A ei ole nollariveji. Lisiksi joukon L
méaritelmésta seuraa, etté jos ¢ € () on mielivaltainen, niin joukossa L on | K|
sanaa w, joilla ¢xw € K. Siis matriisin A jokaisessa sarakkeessa on tarkalleen
| K| nollasta eroavaa alkiota, joten lemman 4.28 nojalla rank(A4) > t/|K].
Lemman 4.29 nojalla rank(C') + rank((|K|/|R|)Y") > rank(A), joten

7\ K|

rank(C) > rank(A) — rank <|K|Y> >t/|K|—1= T4

Bl

Matriisi C' voidaan myo6s esittdd muodossa C' = (A—Y)+(1—|K|/|R]|)Y.
Matriisin A—Y alkio on erisuuri kuin nolla tarkalleen silloin kun matriisin A
vastinalkio on nolla. Siis matriisin A —Y jokaisessa sarakkeessa on tarkalleen
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t — | K| nollasta eroavaa alkiota. Lisdksi matriisissa A — Y ei ole nollariveja
(koska K *w; ' # @), joten rank(A —Y) > t/(t — |K]) ja

|K|> ) t K]
rank(C) > rank(A—Y)—rank |- [1 —— | Y | > —1= .
€2 rank(4 =) —rank (~ (115 )¥) 2 =g -1 =

]

Lemma 4.31. Olkoon K synkronisoituva, ei-maksimaalinen joukon R os-
ajoukko. Télloin on olemassa sanat v € X* ja w € L, joilla

R\ K| |K] }
Kl TIRNK[)

|K * (vw) ' NR| > |K| ja |v] Sn—max{

missd n on automaatin tilojen lukumadara.

Todistus. Seurauksen 4.25 ja Lemman 4.23 nojalla riittda osoittaa, etta on
olemassa vaadittua pituutta oleva sana v ja jokin w € L, joilla |K * (vw)~'N
R| # |K|. Voidaan olettaa, ettd ) # K w1 # @, silli muutoin viite seuraa
helposti valitsemalla v = e.

Olkoon N sivun 24 yhtaloryhman 2 ratkaisujen muodostama vektoriava-
ruus (tulkitaan ratkaisut nyt pystyvektoreina). Koska K ei ole maksimaa-
linen, niin lauseesta 4.26 ja lemmasta 4.27 seuraa, ettd on olemassa sana
v € ¥*, jolla [R][v] ¢ N. Lemman 4.15 nojalla sana v voidaan vieldpéa valita
niin, ettd |v| < dimN. Jos f : R® — R’ on lineaarikuvaus, niin tunne-
tun lineaarialgebran tuloksen mukaan n = dim(f~'(0)) + dim(f(R™)). Siis
tulkitsemalla yhtaloryhméan matriisi C' lineaarikuvauksen matriisina voidaan
paatella, ettd, dim(N) = n — rank(C) (silld matriisissa C' on n pystyri-
vid). Téstd seuraa yhdessd lemman 4.30 kanssa, ettd sana v on vaadittua
pituutta, ja koska [R][v] ¢ N, niin lemman 4.27 nojalla jollakin w € L on
|K * (vw) ' N R| # |K]|. O

Lause 4.32. Olkoon A = (@, X, ) n-tilainen synkronisoituva L-yhtenéinen
automaatti ja |L| = t. Jos merkitddn joukon L lyhimmén sanan pituutta L,
ja pisimmén sanan pituutta Lq, niin

t+1
C(A) < (t—1)(n+1+ L) —2tan2r+Lw.

Todistus. Tapauksessa t = 1 joukon L ainoa sana synkronisoi automaatin.
Sen pituus on L, joten viite toteutuu téassé tapauksessa. Oletetaan siis, etta
t > 1, valitaan mielivaltainen ¢ € R ja merkitdan Ky, = {q}. Maaritellaan
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joukkojen K; ketju induktiivisesti: jos K; # R, niin edellisen lemman mukaan
voidaan valita sanat v; € ¥* ja w,,, joilla

‘Ki*(viw%)*lmR]>|Ki\ ja |’Ui!§n—max{| \ | | ! }

|K| 7R\ K

Merkitdan K;y1 = K; * (v;w,,)"' N R ja olkoon r indeksi, jolla K, = R.
Valitsemalla v = v,_jw,,_, ... vow,, € X*L saadaan R *xv = ¢ ja

r—1
IR\ K;| |Ki } )
v| < n — max , + L
i Z( { x| RNE TR

t—1 1
( )( ) j—1 min{j,t — j}

Jos w € L, niin |@Q * wv| = 1. Jos valitaan w niin, etta |w| = L, niin lauseen
todistamiseksi riittaa osoittaa, etta

=1 1 t+1

Z%>2ln

o min{j,t —j} ~

Olkoon h = |(t—1)/2]. Integroimalla todetaan, etta Z?:l 1/ =
Sizi-n1/(t = j) = In(h + 1), joten
-1

Sf:fz

1 1
=17 ht J

~

>2In(h+1).

Jos t on pariton, niin b = (t—1)/2 ja >'21 1/ min{j,t—j} = S > 2In(h+1) =
21In((t+1)/2). Jos taas ¢ on parillinen, niin h = (t—2)/2 ja >~} 1/ min{j, t—
j}=5+2/t>2lnh+1)+ 2/t. Epéyhtalosta In((t +1)/2) —In(h + 1) =
In((t+1)/(2(h+1))) =In(1+1/t) < 1/t seuraa ettd 2In(h + 1) + 2/t =
2(In(h+1)+2/t) > 2In((t+1)/2), joten >t >2In((t+1)/2). O

Jj= 1m1n{]t j}

Edellista lausetta sovellettaessa joukon L valinta on tarkeassa roolissa. Jos
nimittdin A on synkronisoituva automaatti ja w on sen lyhin synkronisoiva
sana, niin A on L-yhtendinen, kun valitaan L = {w}. Talloin kuitenkin
edellinen lause redusoituu muotoon €(A) < €(A). Tarkastellaan nyt erasta
automaattien luokkaa, missé joukko L voidaan valita paremmin.
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Maaritelma 4.33. Automaatti A = (Q, %, ) on I-klusteriautomaatti, jos
sen graafissa jollakin kirjaimella a € X merkityt nuolet muodostavat tar-
kalleen yhden syklin ja (mahdollisesti) joukon puita, jotka johtavat tdhan
sykliin. Tallaista syklid kutsutaan a-pddasykliksi.

Lause 4.34. Jos A = (@, %, %) on synkronisoituva 1-klusteriautomaatti ja
|Q] =n > 2, niin

Q(A)§2n2—4n+1—2(n—1)lng.

Todistus. Olkoon a € ¥ kuten maaritelméssa 4.33, R C W a-paasykliin
kuuluvien tilojen joukko ja |R| = t. Automaatti A on L-yhtendinen, missé
L ={a""1 a"% ... a"'}. Nimittiin ¢ x " € R kaikilla ¢ € Q, ja kun 4
kiy luvut 0 < i <t — 1, niin (¢ * @™ ) * o’ kiy lapi kaikki joukon R tilat.

Jos t = n, niin automaatti on syklinen ja tassa tapauksessa artikkelissa
[7] on todistettu, ettd €(A) < (n — 1)2. Epayhtalo

(n—1)2< 2n2—4n+1—2(n—1)lng
on ekvivalentti epayhtélon
f(n)=n*—-2n—2(n— 1)111% >0

kanssa. Koska Inz < 2 — 1 kun « > 0, niin f(n) = n(n — 2 — 2In(n/2)) +
2In(n/2) > n(n —2—2(n/2—-1)) 4+ 2In(n/2) = 2In(n/2) > 0 kun n > 2.

Keskitytadn nyt tapaukseen ¢ < n. Lauseen 4.32 merkintoja kayttamalla
l,=n—1ja Lo =n—1, joten saman lauseen nojalla

t+1
C(A) <2nt —n—t—2thn —g )

Lauseen todistamiseksi osoitetaan, etté

t+1
2nt—n—t—2tln;§2n2—4n+1—2(n—1)1ng.

Tama epayhtalo on ekvivalentti epayhtalon
2(n—1)lnn—2tln(t+1) < (2n—1+2In2)(n—t—1)

kanssa. Kayttamalla taas arviota Inz < x — 1 saadaan

2(n—1)Inn—2tIn(t+1) = 2t1nt11 +2(n—t—1)lnn
<o o D —1) < 2=t — 1)
_— n—t—1)(n— nin—1t—
- t+1 -
<(2n—14+2In2)(n—1t—1);
kahdessa viimeisessa epayhtalossa tarvitaan oletusta ¢ < n. O]
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5 Tienvaritysongelma

Olkoon I' suunnattu graafi, jonka jokaisesta solmusta ldhtee sama maéra nuo-
lia ja jossa kahden solmun vililla voi olla useita nuolia. Jos Y on aakkosto,
jossa on kirjaimia yhtd monta kuin kussakin solmussa on lahtevia nuolia, niin
voidaan muodostaa automaatti merkitsemalla jokainen graafin nuoli jollakin
kirjaimella niin, ettd mistdan solmusta ei lihde kahta samalla kirjaimella
merkittyd nuolta. Téallaista graafin nuolien merkintad kutsutaan graafin vd-
ritykseksi. (Nimitys tulee siité, etta joskus aakkoston ¥ alkioiden mielletaan
olevan vareja kirjainten sijasta.) Varitykseksi voidaan kutsua myos véritysta
vastaavaa automaattia. Jos varitykselld saadaan muodostettua synkronisoi-
tuva automaatti, niin varitysta kutsutaan synkronisoivaksi. Kysymysta siita,
millaisilla graafeilla on olemassa synkronisoiva varitys, kutsutaan tienvdrity-
songelmaksi.

Oletetaan jatkossa, ettd tarkasteltavat graafit ovat vahvasti yhtendisid, eli
graafin mistd tahansa solmusta pédsee mihin tahansa toiseen solmuun seu-
raamalla graafin nuolia oikeaan suuntaan. Helposti saadaan seuraava valtté-
méton ehto synkronisoivan varityksen olemassaololle.

Lause 5.1. Jos graafilla I' on synkronisoiva véaritys, niin graafin syklien pi-
tuuksien suurin yhteinen tekija on 1.

Todistus. Tehddén vastaoletus, ettd graafin syklien pituuksien suurin yh-
teinen tekiji on d > 1. Olkoon graafilla kiinnitetty synkronisoiva véritys
A = (Q, %, *) ja olkoon v jokin synkronisoiva sana. Kaikilla sanoilla u myos
uv on synkronisoiva sana, joten on olemassa synkronisoiva sana w, jonka pi-
tuus [ ei ole jaollinen luvulla d. Olkoon ) * w = ¢. Sana w indusoi automaa-
tissa pituutta [ olevan polun tilasta ¢ siihen itseensa. Tama polku voidaan
muodostaa sykleja yhdistelemaélla, joten vastaoletuksen nojalla d jakaa luvun
[, mik& on mahdotonta luvun [ valinnan nojalla. O]

Artikkelissa [1] esitetdén konjektuuri, jonka mukaan tdmé valttdméaton
ehto on myos riittava.

Konjektuuri 5.2 (Tienvérityslause). Jos I' on suunnattu, vahvasti yhte-
ndinen graafi, jonka jokaisesta solmusta léhtee yhtd monta nuolta ja jonka
syklien pituuksien suurin yhteinen tekija on 1, niin silli on synkronisoiva
varitys.

Konjektuuri todistetaan artikkelissa [19]. Esitetdédn téassa kyseinen todis-
tus. Kutsutaan jatkossa konjektuurin ehdot tayttavaa graafia primitiiviseksi.
Tarkasteluissa kiytetaan stabiilisuusrelaation késitetta lahteesté [6].
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Maaritelma 5.3. Automaatin A = (Q, X, ) tilajoukon @) ekvivalenssirelaa-
tiota ~ kutsutaan kongruenssiksi, jos kaikilla p,q, € Q) jaa €

pr~q — p*xan~ qx*xa.

Maaritelma 5.4. Automaatin A = (Q, X, *) tilapari p,q € @ on stabiili,
merkitddn p = ¢, jos kaikilla u € ¥* on olemassa sellainen w € X*, ettd
Pk uwW = q * uw.

Lause 5.5. Automaatin A = (Q, X, *) stabiilisuusrelaatio on kongruenssi.

Todistus. Selvésti relaatio = on refleksiivinen ja symmetrinen.

Olkoon p,q,r € @Q sellaiset tilat, ettd p = ¢ ja ¢ = r ja olkoon u € ¥*
mielivaltainen. Koska p = ¢, niin on olemassa w; € ¥*, jolla pxuw; = ¢*xuw;.
Koska ¢ = r, niin on olemassa w, € ¥*, jolla q * uw,wy = r * uwws. Kun
w = wiwsy, Niin p *x uw = ¢ * uw = r % uw. Siis p = r ja relaatio = on
ekvivalenssirelaatio.

Stabiilisuuden méaritelmésté seuraa helposti, etta jos p = ¢, niin pxw =

q * w kaikilla w € ¥*. Siis relaatio = on kongruenssi. [

Olkoon A = (@, %, %) automaatti, jolle on mééritelty kongruenssi ~ ja
kaytetdan merkintaa [p] tilan p médrddmasta ekvivalenssiluokasta. Automaa-
tin A tekijaautomaatti kongruenssin ~ suhteen on A/~ = (Q/~,%, ), missa

Q/~={[p] | p € Q} ja kaikilla [p] € @', w € ¥ on
[p] - w = [pw].
Koska ~ on kongruenssi, niin operaatio - on hyvin méaaritelty.

Lemma 5.6. Olkoon I' primitiivinen graafi ja A = (@, X, %) jokin graafin
[ véritys. Silloin automaatin A/= graafi [" on my6s primitiivinen, ja jos
graafilla TV on synkronisoiva véritys, niin myos graafilla I' on synkronisoiva
varitys.

Todistus. Koska I'" on automaatin A/= = (Q)/=, Y, -) graafi, niin sen jokai-
sesta tilasta ldahtee yhtd monta nuolta, ja koska I' on vahvasti yhtenéinen,
niin my6s IV on vahvasti yhtendinen. Jos C' on graafin I" sykli, niin sitd vas-
taa suljettu polku graafissa I', joten syklin C' pituus voidaan ilmaista jona-
kin graafin I syklien pituuksien summana. Siis graafin [ kaikkien syklien
pituuksien suurin yhteinen tekija on 1 ja IV on primitiivinen graafi.
Oletetaan sitten, ettd B’ = (Q/=,3,") on synkronisoituva automaatti,
joka on saatu graafin I jollakin varitykselld. Automaatin B’ voidaan myos
ajatella muodostetun automaatista A/= permutoimalla kustakin tilasta [p] €
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(/= ldhtevien nuolten kirjaimia bijektiolla mp,; : ¥ — X, joka toteuttaa
ehdon [p]-'m(a) = [p]-a kun a € 3. Muodostetaan graafin I' uudelleenvéritys
A" = (Q, X, %) maarittelemalla p * 7, (a) = p * a kaikilla p € Q ja a € X.
Olkoon w jokin automaatin B’ synkronisoiva sana eli Q ' w = [p| €
Q/=. Talloin automaatissa A’ on @ " w C [p]. Koska joukon [p] tilat ovat
keskenéddn stabiileja automaatissa A, niin on olemassa sellainen sana u' =
ay...04m, a; € X, etta |[p]*u'| = 1. Jos merkitdén P, = [p|-a; ... a;, niin sana
u = mp)(ar)mp, (a2) ... wp, _, (a) toteuttaa ehdon |[p] ' u| = 1. Siis sana wu
synkronisoi automaatin A’ joten graafilla I' on synkronisoiva véaritys. O]

Lemma antaa seuraavan mahdollisen tavan konjektuurin ratkaisemiseen.

Lause 5.7. Oletetaan, ettd jokaisella primitiivisella graafilla, jolla on véhin-
tdan kaksi solmua, on olemassa varitys A, jossa on epéatriviaali stabiili tilapari
p,q € Q (eli p # q ja p = q). Télloin jokaisella primitiiviselld graafilla on
synkronisoiva véritys.

Todistus. Todistetaan induktiolla primitiivisen graafin I' tilojen lukumaaran
n suhteen. Selvésti synkronisoiva véritys on olemassa jos n = 1. Oletetaan,
ettd n = k > 1 ja etta vaite on todistettu pienemmille graafeille.

Lauseen oletuksen nojalla graafilla I' on véaritys A, jolla on epétriviaali
stabiili tilapari. Silloin automaatin A/= tilojen lukuméaéréa on pienempi kuin
k, joten induktio-oletuksen nojalla automaattiin A/= liittyvilla graafilla I
on synkronisoiva varitys. Lemman nojalla myo6s graafilla I' on synkronisoiva
varitys. O

Seuraavaksi esitettavat tulokset tahtaavat lauseen oletuksen todistami-
seen.

Maaritelma 5.8. Olkoon A = (@, X, %) automaatti. Joukkoa S C @ sano-
taan klikiksi, jos kaikilla w € ¥* on |S xw| = |S|.

Lemma 5.9. Olkoon A = (@, X, *) automaatti, S klikki jonka alkioiden
lukuméara on maksimaalinen ja w sellainen sana, ettd |S \ (S * w)| = 1.
Silloin automaatissa A on epétriviaali stabiili tilapari.

Todistus. Oletetaan vastoin vaitetta, ettd automaatissa ei ole epéatriviaaleja
stabiileja tilapareja. Merkitdan S« w = T'. Koska S on klikki, niin |S| = |T|
ja |T'\ S| =1. Olkoon s € S\ T jat € T'\ S niiden joukkojen uniikit alkiot.
Koska s # t, niin on olemassa sellainen sana u, ettd joukko {s * u,t * u} ei
ole synkronisoituva. Koska lisdksi joukot S * u ja T % u ovat klikkeja, niin
mitkddn joukon (SUT)*u tilaparit eivit muodosta synkronisoituvaa joukkoa,
eli (SUT)*u on klikki. Koska s*wu # t*u, niin [(SUT) xu| = |A| + 1, miké
on vastoin joukon S maksimaalisuusoletusta. ]
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Kuva 9: Virittava graafi.

Maaritelma 5.10. Olkoon I' primitiivinen graafi. Graafia A kutsutaan graa-
fin " virittdudksi graafiksi, jos niilld on samat solmut ja graafin A nuolina on
jokaisesta graafin I solmusta tarkalleen yksi lahtevé nuoli.

Esimerkki 5.11. Kuvassa 9 on erds primitiivinen graafi ja sen virittava
graafi. Yleisestikin virittavat graafit muodostuvat sykleista ja puista, joiden
juuret ovat sykleilla.

Jos s on jokin virittavan graafin solmu, niin lyhimmaéan polun pituutta
solmusta s johonkin syklilla olevaan solmuun kutsutaan solmun s syvyydeksi.
Erityisesti kaikkien sykleillé olevien solmujen syvyys on nolla.

Lemma 5.12. Olkoon I' primitiivinen graafi, jossa on n > 1 solmua, ja A
sen virittava graafi. Jos graafi A koostuu vain sykleisté (eli kaikkien solmujen
syvyys on nolla), niin graafilla I' on my6s sellainen virittava graafi, jossa on
vain yksi suurinta, positiivista syvyytta oleva solmu.

Todistus. Graafissa I" on jokin solmu s, josta lahtee nuolia ainakin kahteen eri
solmuun, silld muutoin graafin kaikki syklit olisivat pituutta n. Olkoon t se
solmu, johon solmusta s ldhteva nuoli saapuu graafissa A. Muodostetaan uusi
virittava graafi A’ joka on muuten samanlainen kuin A, paitsi ettd solmusta
s solmuun ¢ ldhtevd nuoli on korvattu jollakin toiseen solmuun menevéilla
nuolella. Tassa virittavassa graafissa solmu ¢ on ainoa suurinta syvyytté oleva
solmu. [

Jos jostain graafin solmusta s lahtee kaikki nuolet samaan solmuun, kut-
sutaan naiden nuolien joukkoa kimpuksi.

Lemma 5.13. Olkoon I' primitiivinen graafi, jossa on n > 1 solmua ja jonka
mihinkddn solmuun ei saavu kahta kimppua. Graafilla I" on virittavé graafi,
jonka kaikki maksimaalista syvyytta olevat solmut ovat samassa puussa.

32



Kuva 10: Graafin A osa.

Todistus. Valitaan graafin I" virittavé graafi A niin, ettd maksimaalinen méa-
rd solmuja (ekvivalentisti: maksimaalinen méaéara nuolia) on osana syklejé. Jos
graafi A koostuu vain sykleistd, niin véite seuraa edellisen lemman nojalla.
Oletetaan siis, ettd maksimaalista syvyytta olevan solmun syvyys d on posi-
tiivinen ja ettd kaikki tallaiset solmut eivat ole samassa puussa.

Olkoon p jokin maksimaalista syvyytta oleva solmu, T' puu, joka sisaltaé
solmun p ja C sykli, johon puu 7" on yhteydessi. Olkoon r puun juurisolmu,
¢ se syklin solmu, josta on nuoli juurisolmuun ja b se puun solmu, josta on
nuoli juurisolmuun. Koska I'" on primitiivinen graafi, niin siiné on solmu, josta
on nuoli solmuun p; olkoon jonkin téallaisen solmun nimi a. Tamé tilanne,
joidenkin lisdmerkintojen ohella, on esitetty kuvassa 10. Kuvassa tavalliset
nuolet kuuluvat graafiin A. Katkoviivalla merkitty nuoli ei kuulu graafiin A,
mutta kuuluu graafiin I". Tarkoituksena on muodostaa graafin A pohjalta
uusi virittdva graafi, joka toteuttaa viitteen.

Tapaus 1. Oletetaan, etté solmusta c lahtevit nuolet eiviat muodosta kimp-
pua. Muodostetaan graafi A’ graafista A korvaamalla nuoli ¢ jollakin solmus-
ta c lahtevalla nuolella u, joka ei johda solmuun r, vaan solmuun, jonka nimi
olkoon u. Solmu u ei voi kuulua puuhun 7', silli muutoin graafissa A’ oli-
si sykli €7, joka sisdltda kaikki syklin C' solmut ja liséksi joitakin puun T’
solmuja, miké on vastoin graafin A valintaa.

Koska u ei kuulu puuhun 7', niin solmun p syvyys on graafissa A’ suurempi
kuin d ja kaikki maksimaalista syvyytta olevat solmut ovat samassa puussa
kuin p.

Tapaus 2. Oletetaan, ettd solmusta c lahtevit nuolet muodostavat kim-
pun. Muodostetaan graafi A’ graafista A korvaamalla nuoli § nuolella a.
Oletetaan aluksi, ettd solmu a ei ole syklilla C. Jos a kuuluisi solmujen p
ja r véliseen polkuun P, niin nuolen a lisdédmisen myota kaikki graafin A
syklit séilyisivit graafissa A’, mutta a tulisi osaksi uutta syklid. Tamé on
vastoin graafin A valintaa, joten a ei kuulu polkuun P. Siis a tulee liitetyksi
puuhun 7" solmun p perddn ja solmun a syvyydeksi tulee d + 1. Nyt kaikki
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maksimaalista syvyytta olevat solmut ovat puussa, jonka juuri on r.
Oletetaan nyt, ettd a on syklilla C'. Talloin graafissa A’ on sykli C”, joka
sisaltad solmun a, polun P ja nuolen a. Jos syklissé C' polun pituus solmusta r
solmuun a on x, niin syklin C” pituus on d+x+ 1. Jos syklissa C' polun pituus
solmusta s solmuun r on ¥, niin syklin C' pituus on x +y + 1. Graafissa A’ on
muuten samat syklit kuin graafissa A, mutta sykli C' on korvattu syklilla C".
Graafi A on valittu niin, ettd v +y+1>d+x+1,eliy > d. Jos y > d, niin
graafissa A’ solmun s syvyys on y > d+1. Nyt kaikki maksimaalista syvyyttéa
olevat solmut ovat puussa, joka sisaltda solmun s. Jaljelle ja&a tapaus y = d.
Talloin graafissa A’ on maksimaalinen méaéra solmuja sykleilld ja solmut s
ja b ovat samassa roolissa kuin solmut p ja ¢ graafissa A. Koska solmusta ¢
lahtevat nuolet muodostavat kimpun, niin solmusta b lahtevat nuolet eivét
muodosta kimppua, joten graafiin A’ voidaan soveltaa tapausta 1. [l

Lemma 5.14. Olkoon I' primitiivinen graafi, jossa on vahintdan kaksi sol-
mua ja jonka jossain virittdvissa graafissa A kaikki maksimaalista syvyyttéi
olevat solmut ovat samassa puussa. Olkoon liséksi A = (Q, 3, x) graafista '
muodostettu automaatti, jonka kaikki graafiin A kuuluvat nuolet on merkit-
ty samalla kirjaimella a € 3. Talloin automaatilla A on epétriviaali stabiili
tilapari.

Todistus. Olkoon C' C @) niiden solmujen joukko, jotka kuuluvat johonkin
sykliin graafissa A ja N niiden solmujen joukko, jotka ovat maksimaalista
syvyytta d. Olkoon liséksi K jokin klikki, jossa on maksimaalinen mé&aré
alkioita. Koska A on vahvasti yhtendinen automaatti, on olemassa sellainen
sana w, ettd klikki K’ = K % w sisaltdd jonkin solmun joukosta N. Koska
kaikki joukon N alkiot ovat samassa graafin A puussa, niin |N * a? = 1.
Koska klikissd ei voi tapahtua synkronisaatiota, niin |[K’ N N| = 1. Tésté
seuraa, ettd [(K' * a?1) \ C| = 1; merkitddn S = K’ x a1,

Olkoon m positiivinen kokonaisluku, joka on graafin A kaikkien syklien
pituuksien monikerta. Klikkien S ja T' = S % a™ yhteiset alkiot ovat tarkal-
leen joukon S N C alkiot. Koska |S\ C| = 1, niin |S \ 7| = 1. Klikiss& S
on maksimaalinen maéré alkioita, joten lemman 5.9 nojalla automaatilla on
epatriviaali stabiili tilapari. [l

Lause 5.15. Jos I' on primitiivinen graafi, jossa on vahintdan kaksi solmua,
niin silld on véritys, jossa on epatriviaali stabiili tilapari.

Todistus. Jos graafissa I on solmut u ja v, joista ldhtee kimput samaan sol-
muun, niin solmut «» ja v muodostavat stabiilin tilaparin kaikissa varityksissa.
Voidaan siis olettaa, ettd ' toteuttaa lemman 5.13 ehdot ja ettd A on virit-
tava graafi, jossa kaikki maksimaalista syvyyttéd olevat solmut ovat samassa
puussa. Nyt véite seuraa edellisestd lemmasta. O
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Kuva 11: Graafi, jonka syklien pituudet ovat 2, 3 ja 4.

Tama lause yhdessé lauseen 5.7 kanssa todistaa tienvérityslauseen.

Esimerkki 5.16. Olkoon ay,...,a; € N (¢ > 1) lukuja, joiden suurin yhtei-
nen tekija on 1. Joukon {ay,...,a:} Frobeniuksen luvuksi kutsutaan lukua

F(ay,...,a;) = max{n € N | kya1+. .. kya; # n kaikilla kq, ..., k; € NU{0}},

joka toisin sanoen on suurin luku, jota ei voida esittaa lukujen aq, ..., a; epa-
negatiivisten monikertojen summana. Téllaisen luvun olemassaololle on ole-
massa alkeislukuteoreettinen todistus. Esitetdan nyt vaihtoehtoinen todistus
luvun F'(2,3,4) olemassaololle, jossa sovelletaan tienvérityslausetta. Tahan
tapaukseen rajoitutaan havainnollisuuden vuoksi, mutta samaa todistusta
voidaan soveltaa myos yleiseen tapaukseen.

Muodostetaan primitiivinen graafi I', jonka syklien pituudet ovat 2, 3 ja 4,
kuten kuvassa 11. Koska graafin syklien pituuksien suurin yhteinen tekija on
1, niin tienvérityslauseen nojalla silld on synkronisoiva véritys A = (Q, 3, ).
Olkoon ¢g automaatin "keskustila'(ks. kuva) ja w sellainen synkronisoiva sa-
na, ettd @ x w = qo. Kaikilla sanoilla u € ¥* my6s uw on synkronisoiva sana
ja @ x uw = qq. Erityisesti g * uw = qo kaikilla u € ¥* ja sanan uw maéraé-
mé tilasta gy lahteva polku voidaan muodostaa yhdistamalla syklejé, joiden
pituus on 2,3 tai 4. Siis polun pituus |uw| voidaan esittaa lukujen 2,3 ja 4
epanegatiivisten monikertojen summana ja F'(2,3,4) < |w|.
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6 Hybridikonjektuuri

Nyt kun tiedetdédn, etta jokaisella primitiiviselld graafilla on synkronisoiva
viritys, niin voidaan Cernym konjektuurin hengesséi kysyé, kuinka lyhyeksi
lyhin synkronisoiva sana voidaan saada, kun graafin varitys valitaan sopivas-
ti. Tahén kysymykseen liittyen on ldhteessa [2] esitetty seuraava ns. hybridi-
konjektuuri.?

Kaytetaan merkintaéd IT kaikkien primitiivisten graafien joukosta ja mer-
kintéa I, kaikkien n solmua sisaltavien primitiivisten graafien joukosta.

Maaritelma 6.1. Jos I' € II, niin kdytetdédn merkintdéd $(I") lyhimmaén sel-
laisen sanan pituudesta, joka synkronisoi jonkin graafin I vérityksen. Mé&a-
ritelmé laajennetaan kaikille A C II seuraavasti:

HA) =max{H() | € A} (jos olemassa).
Tapauksessa A = IT, merkitdan H(A) = H(n).

Konjektuuri 6.2 (Hybridikonjektuuri). Kaikilla kokonaisluvuilla n > 1 on
H(n) =n?—3n+ 3.

Huomattavaa on, ettd vaikka Cernyn konjektuuri ja hybridikonjektuu-
ri ovat hyvin samantapaisia, niin kumpikaan ei valittomasti seuraa toisesta
(vaikkakin triviaalisti $(n) < €(n)).

Esitetdan ldhteen [2] todistus sille, ettd konjektuuria ei voi tiukentaa.

Lause 6.3. Kun n > 1, niin $(n) > n? — 3n + 3.

Todistus. Lauseen 4.4 mukaan kuvan 6 automaatin lyhin synkronisoiva sa-
na on pituudeltaan n? — 3n + 3. Viite seuraa siitd, ettd selvisti kyseiseen
automaattiin liittyvan graafin kaikki mahdolliset véritykset ovat olennaisesti
samanlaiset. ]

6.1 Eulerin graafit

Olkoon O,, niiden graafien I' € II,, joukko, missa jokaiseen solmuun tulee
yhta monta nuolta. Kutsutaan téllaisia graafeja jatkossa Fulerin graafeiksi.
Selvisti Eulerin graafien kaikki véritykset ovat Eulerin automaatteja. Seu-
raava tulos seuraa suoraan lauseesta 4.20.

Lause 6.4. Kaikilla n € N on $(0,,) < n? —3n + 3.

2Englanninkielisessé kirjallisuudessa ongelmasta on kiytetty kuvaavaa, mutta epékéay-
tdnnollisen pitkad nimitystd Hybrid Cerng-Road coloring problem.
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Kuva 12: Automaatit F;, Fg ja Eq.

Hybridikonjektuuri siis patee Eulerin graafien osalta. Ei kuitenkaan tiede-
ta, kuinka paljon ylirajaa n? —3n+3 voidaan parantaa. Yritetdéan seuraavaksi

arvioida lukua $(0,,) alhaaltapain.

Maaritellaén jokaisella luonnollisella luvulla n > 3 automaatti E, =

(Q,%,*), missd @ = {1,2,...,n}, X = {a,b} seki

B 1 kunge {® n} . R
q*a_{q—l—l muulloin Ja gxb= qg+1

jos m on pariton,

B 1 kunge{®=2n} . R
q*a—{q+1 muulloin Ja gxb= qg+1

jos n on neljalla jaollinen ja

B 1 kunge{®* n} . R !
q*a—{q+1 muulloin Ja gxb= qg+1

kun ¢ =n
muulloin

kun ¢ =n
muulloin

kun ¢ =n
muulloin

jos n on parillinen luku, joka ei ole neljalla jaollinen (ks. kuva 12).

Lemma 6.5. Kun n > 3 on pariton, niin €(F,) = @ + 1.
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Todistus. Voidaan helposti todeta, etté b(a"z E ~1b)*z" on synkronisoiva sana,
jonka pituus on % + 1. Vield on osoitettava, etta lyhyempia synkronisoi-
via sanoja ei ole. Koska synkronisoiva sana pysyy synkronisoivana, jos sen
loppuun lisdtédan kirjaimia, niin riittda osoittaa, etté ei ole olemassa synkro-
nisoivaa sanaa, jonka pituus on @. Tamaé on helppo tarkistaa tapauksessa
n = 3, joten voidaan rajoittua tapaukseen n > 5.

Tehdaén vastaoletus, etta wd on pituutta @ oleva synkronisoiva sana,
missd w € ¥* ja d € X. Selvasti Q x w = ”“ ,n}, joten wa ja wb ovat
molemmat synkronisoivia sanoja. Kirjain d v01daan siis valita niin, ettd wd =
udvd, missé u,v € ¥* ja |u| = 2 — 1.

Oletetaan ensin, ettd d = a. Télloin 1 = 1xud € Qx*ud, ja koska (Q*ud)*

vd = Qxwd = "H ,n}xd = 1, niin 1xvd = 1. Automaatin F,, graafissa on siis
pituutta |vd| = # oleva polku solmusta 1 siihen itseensd. Témé polku
koostuu pituutta ”—H ”— jan= "‘2“ + L olevista sykleisté, joten %
voidaan kirjoittaa muodossa k”“ + 175, mlssa k ja | ovat epédnegatiivisia

kokonaislukuja. Tama on kultenkln mahdotonta Lemman 4.3 nojalla.
Oletetaan sitten, ettd d = b. Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, etté

automaatin F,, graafissa on pituutta |vd| oleva polku solmusta %“ +1 siihen

itseensa, mika on mahdotonta. [l

Lemma 6.6. Olkoon n > 4 parillinen.

(a) Jos n on neljalld jaollinen, niin €(E,,) = {@J + 1.

(b) Jos n ei ole neljélla jaollinen, niin €(E,) = {@J - 1.

T odzstus Voidaan helposti todeta, ettd kun n on neljilla jaollinen, niin
b(a e 1b)2 on synkronisoiva sana, ja kun n ei ole neljalla jaollinen, niin
bla™ 7 1b) > on synkronisoiva sana. Se, ettd lyhyempid synkronisoivia sa-
noja ei ole, voidaan todistaa kuten edellisessa lemmassa. O]

Lause 6.7. Olkoon n > 3 luonnollinen luku. Jos n on parillinen mutta ei
jaollinen neljélla, niin $(0,,) > {@J — 1. Muussa tapauksessa $(0,,) >

[+ 1

Todistus. Automaatin F,, graafilla I' on kaksi olennaisesti erilaista véritysta;
toinen on F, itse ja toinen, G, = (Q, 2, '), saadaan automaatista £, vaih-
tamalla solmusta n lahtevat nuolet keskenddn. Automaatti G,, ei ole synkro-
nisoituva, silld @ - a = @ ja @ - b = (). Lauseen viite seuraa nyt kahdesta
edellisesta lemmasta. [l
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6.2 Hamiltonin polut

Esitetddn tassa osiossa hybridikonjektuuriin liittyva tulos artikkelista [3] pri-
mitiivisille graafeille I', joissa on ns. Hamiltonin polku. Téssd tapauksessa
artikkelin tulos antaa luvulle $(I") nelidllisen ylirajan, joskin kysymys siit,
onko H(T') < n? — 3n + 3, jid avoimeksi.

Maaritelma 6.8. Graafin polkua kutsutaan Hamiltonin poluksi, jos polku
kay jokaisessa graafin solmussa tarkalleen kerran.

Paatuloksen todistamiseksi jatketaan aiemmin aloitettua L-yhtenaisten
automaattien tarkastelua. Kaytetdan jatkossa méaaritelmén 4.22 merkintojéa
ilman erillistd mainintaa. Kaytetdan lisdksi jatkossa merkintdd M suurim-
man joukkoon R sisaltyvin synkronisoituvan joukon koosta ja merkintaa Lq
joukon L pisimman sanan pituudesta.

Lemma 6.9. Olkoon ¢ € R mielivaltainen. On olemassa K C R ja sellainen
sana v € {wywy | wy € ¥*,wy € L} U{e} = XL U {e}, ettd

|K|=M, Kxv=q ja [w|<(M—-1)(n+1+ Lg)—tInM,
missa n on automaatin tilojen lukumaara.

Todistus. Tapauksessa M = 1 voidaan valita v = €, joten oletetaan, etta
M > 2 ja merkitdén Ky, = {q}. Mééiritelldén joukkojen K; ketju induktiivi-
sesti: jos |K;| < M, niin lemman 4.31 mukaan voidaan valita sanat v; € ¥*
jaw,, € L, joilla

|\ Kil

|Ki*(viw%)_1ﬂR|>|Ki| ja  |ul <n— 1|

Merkitdén K41 = K; * (viw,,) ™' N R ja olkoon m indeksi, jolla |K,,| = M
Valitsemalla K = K, ja v = Upp_1W,,, , ... VW, € L*L saadaan |[K| =
M, Kxv=qja

m—1 R Kz M—1 t—
lv| < <n—|\|+LQ>§ (n—,‘j—i-LQ)
=0 | K| j

M—
=(M—-1)(n+1+ Lq) — Z )(n+1+ Lg) —tln M.

1
]
[l

Lemma 6.10. Jos K on joukon R maksimaalinen synkronisoituva osajoukko,
niin ei ole stabiilia paria (p,q) € K x (R \ K).
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Todistus. Tehdaan vastaoletus, ettd stabiili pari (p,q) € K x (R\ K) on
olemassa ja olkoon w joukon K synkronisoiva sana. Koska (p,q) on stabiili
pari, niin on olemassa sana u, jolla p x wu = ¢ * wu. Nyt |(K U {q}) * wu| =
|K * wu U q*wu| = |p*wuUq*wu| =1, mikd on ristiriidassa joukon K
maksimaalisuuden kanssa. [l

Lemma 6.11. Jos epéityhjan tilajoukon C' C @) alkiot ovat parittain stabii-
leja, niin on olemassa sana u, jolla |Cxu| =1 ja |u| < (M —1)(n+1+ Lqg) —
tln M + LQ

Todistus. Olkoon K C M jav € ¥* kuten lemmassa 6.9. Koska C' on epéatyh-
j&, niin on olemassa sana w € L, jolla C'xw N K # (). Koska joukon C' alkiot
ovat parittain stabiileja, niin taytyy olla C'xw C K ja siis Cxwv C K*xv = q
jollakin ¢ € @. Siis valinnalla u = wov saadaan |C' x u| = 1. O

Lemma 6.12. Olkoon 1 < h < [t/M1]. On olemassa h eri tilaa qq,...,q, € R
ja sana u € L*L U {e}, joilla |¢; *u™' NR| =M kun 1 < i < h.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla luvun h suhteen. Tapauksessa h = 1
véite seuraa lemmasta 6.9.

Oletetaan seuraavaksi, etta h > 1 ja ettd on olemassa tilat ¢;,...,qn_1 €
R jasana v’ € S*LU{e}, joilla |g;*u/ "' NR| =M kun 1 <i < h—1. Koska
h < [t/M], niin (h — 1)M < t ja joukko R\ (U"Z! ¢; * '~') on epétyhja.
Valitaan tésta joukosta jokin alkio ¢. Lemman 6.9 nojalla on olemassa kokoa
M oleva joukko K C R ja sana v € X*L U {e}, joilla K v = ¢q. Maaritellaan
nyt ¢, = ¢+ u' € R jau=vu' Koska g, xu'~* D {q} ja ¢*v~' D K, niin
g *u "N R D K ja joukon K maksimaalisuuden takia tdmé sisaltyminen
on itse asiassa yhtasuuruus. Jos taas 1 <4 < h — 1, niin |¢; * v ' NR| =M
ja lemman 4.26 nojalla |(g; * v'~' N R) x v™! N R| = M. Tésté seuraa, etta
lgixu™' N R| = M. O

Lemma 6.13. min{|Q *xw| | w € ¥*} =t/M.

Todistus. Sovelletaan edellistd lemmaa tapauksessa h = [t/M] ja olkoon
¢; (1 <4 < h) ja u kuten lemmassa. Joukot ¢; * u=' N R ovat joukon R
alkiovieraita osajoukkoja, joissa kussakin on M alkiota. Koska h > t/M,
niin AM > t ja joukot ¢; * u~' N R muodostavat joukon R partition. Tésté
seuraa, ettd h = t/M.

Jos w € L on mielivaltainen, niin @ * wu C {¢; | 1 < i < h}, eli
h > min{|Q * w| | w € ¥*}. Osoitetaan nyt, ettd h = min{|Q * w| | w € ¥*}
tekemaélld vastaoletus, etta |@*u'| < h jollakin sanalla «’. Téll6in on olemassa
indeksit ¢ ja j, joilla ¢;*u’ = g;xu/. Tésta seuraa, ettd (¢;xu'Ugjxu ") NR
on kertalukua 2M oleva synkronisoituva joukko, jonka synkronisoi sana wuu’,
mika on ristiriidassa luvun M valinnan kanssa. [
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Lemma 6.14. Olkoon A = (Q, 3, %) n-tilainen 1-klusteriautomaatti, ¢ sen
jonkin péisyklin tilojen lukuméaéra ja h = min{|@*w| | w € ¥*}. Jos C C @
on epatyhja tilajoukko, jonka alkiot ovat parittain stabiileja, niin on olemassa
sellainen sana v, etta

2nt t
ICxv|=1 ja |v|§%—n—1—tlnﬁ.

Todistus. Lauseen 4.34 todistuksessa nahtiin, ettd automaatin A riippumat-
tomaksi joukoksi voidaan valita L = {a"™*, a"2,..., a" '}. Edellisen lemman
mukaan M = t/h, joten véite seuraa suoraan lemmasta 6.11. [

Lemma 6.15. Olkoon A = (Q, 3, %) n-tilainen 1-klusteriautomaatti, joka
ei ole synkronisoituva. Jos C' C @) on epatyhja tilajoukko, jonka alkiot ovat
parittain stabiileja, niin on olemassa sellainen sana v, etta

|C*xv|=1 ja |v|§n2—n—1—nlng.

Todistus. Viite seuraa edellisestd lemmasta, kun osoitetaan, etté

2nt t
i—tln— §n2—nlng

h h
kun n > 1 ja h > 1. Tama on ekvivalentti epayhtélon

n t 2nt
In— —tln— <n?—- ==
nn2 nh n N

kanssa. Aloitetaan soveltamalla epayhtéilod Inz < x — 1:

n t n n h
nlni—tlng —(n—t)1n§+t1n;+tln§

g(n—t)(;—1>+t(7z—1)+t<g—1>.

Todistettavaksi jaa epayhtalo

(n—t)(g—l)—kt(?z—l)th(;L—l)SnQ—QZt:

tdméa on ekvivalentti epdyhtalon

2nt+th<t+nt+n2
h 2 = 2 2
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kanssa. Epéayhtélo on voimassa tapauksessa h > 4, silld télloin 2nt/h < nt/2
ja th/2 < n?/2. Tapauksessa h = 2 epiyhtilé redusoituu muotoon

t<nt+n2
n PR JR—
_2 27

joka on voimassa, silla t < n. Tapauksessa h = 3 saadaan

nt+t<n2
6 2= 27
Tama on voimassa, silla
nt+t<n2+n<n2+2n<n2+n2_n2
6 2-6 2—4 4 — 4 4 2

O

Lemma 6.16. Olkoon I" vahintaan kaksi solmua sisaltava primitiivinen graa-
fi, jossa on Hamiltonin polku. Graafilla I' on véritys A = (@, 3, %), jossa on
epatriviaali stabiili tilapari ja jossa kaikki Hamiltonin polun nuolet on mer-
kitty samalla kirjaimella a € X..

Todistus. Oletetaan, ettd Hamiltonin polku kay solmut lépi jarjestyksessé

41,42, - - -, qn ja annetaan solmusta ¢; solmuun ¢;; menevalle nuolelle nimi e;,
kun 1 <14 < n—1. Jos solmusta g, menee nuoli e,, solmuun g # ¢, niin nuolet
e1,...,e, muodostavat graafin I' virittdvan graafin A, jossa maksimaalista

syvyyttéd olevat solmut ovat samassa puussa. Talloin véite seuraa lemmasta
5.14.

Jos puolestaan solmusta ¢, menee nuoli e, solmuun ¢, niin nuolet
ey, ..., e, muodostavat syklin, jonka pituus on n. Koska I' on primitiivinen
graafi, niin on solmu, josta lahtevat nuolet eivat muodosta kimppua. Rajoi-
tuksetta voidaan olettaa, ettd ¢, on téllainen solmu, joten voidaan valita

nuoli e/, joka ldhtee solmusta g, solmuun ¢ # ¢;. Tall6in nuolet ey, ..., e,
muodostavat graafin ' virittdvan graafin A, jossa maksimaalista syvyytté
olevat solmut ovat samassa puussa. Vaite seuraa taas lemmasta 5.14. [l

Lemma 6.17. Olkoon A = (@, ¥, *) automaatti, jossa on Hamiltonin pol-
ku, jonka kaikki nuolet on merkitty samalla kirjaimella a € X. Kaikilla
kongruensseilla ~ my6s automaatissa A/~ on kirjaimella a merkitty Ha-
miltonin polku.

Todistus. Kongruenssi ~ on kongruenssi myos automaatissa A" =
(@, {a},*’), missa *" on kuvauksen * rajoittuma joukolle @ x {a}. Tassa au-
tomaatissa on myos kirjaimella ¢ merkitty Hamiltonin polku. Automaateissa,
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joiden aakkostossa on vain yksi kirjain, on Hamiltonin polku tarkalleen silloin
kun niiden jostakin tilasta on polku kaikkiin muihin tiloihin. Téstéd seuraa,
ettd myos automaatissa A’/~ on Hamiltonin polku. Koska automaatti A"/~
saadaan poistamalla automaatista A/~ kaikki nuolet, joita ei ole merkitty
kirjaimella a, niin automaatissa A/~ on kirjaimella a merkitty Hamiltonin
polku. O

Lause 6.18. Jos I' on primitiivinen graafi, jossa on Hamiltonin polku ja
n > 1 solmua, niin

HI) < f(n) =20 —dn+1—2(n — 1)lng.

Todistus. Todistetaan véite induktiolla solmujen maéran n suhteen. Tapaus
n = 2 on triviaali, joten oletetaan jatkossa, etta n > 2. Olkoon A = (Q, X, %)
lemman 6.16 mukaisella varityksella graafista I saatu automaatti. Se on eri-
tyisesti 1-klusteriautomaatti. Jos se on synkronisoituva, niin vaite seuraa
lauseesta 4.34, joten oletetaan jatkossa, ettd A ei ole synkronisoituva.

Tarkastellaan automaatin A/= = (Q/=,%,-) graafia I'. Automaatti
A ei ole synkronisoituva mutta siind on epétriviaali stabiili tilapari, joten
1 < |@Q/=| < n; merkitaan |Q/=| = m. Lemman 5.6 mukaan I" on primitiivi-

nen graafi ja edellisen lemman mukaan siind on Hamiltonin polku. Induktio-
oletuksen mukaan graafilla IV on synkronisoiva véritys B’ = (Q/=,%, '), jon-
ka lyhimmén synkronisoivan sanan w pituus on enintédén f(m). Lemman 5.6
todistuksessa esitetylld tavalla saadaan graafille I' uusi véaritys A" = (Q, X, ).
Joukon C' = @ %" w alkiot kuuluvat samaan automaatin A stabiilisuusluok-
kaan, joten on olemassa sana v/, jolla |C'xu'| = 1. Lemman 5.6 todistuksesta
ndhdaan, ettd on olemassa yhta pitkd sana u, jolla |@ *" wu| = 1. Jaetaan
todistuksen loppu kahteen tapaukseen luvun m koon perusteella.

Tapaus 1. Oletetaan, ettd n < 2m. Tall6in on olemassa sellainen joukko

l[q] € Q/=, etta |[q]] = 1. Koska automaatti A on vahvasti yhtenéinen, niin
voidaan valita enintddn pituutta m — 1 oleva sana v/, jolla C' xu' C [q], eli
|C' % u/| = 1. Siis automaatilla A" on synkronisoiva sana wu, jonka pituus

on enintdén f(m) 4+ m — 1. Differentiaalilaskennan véliarvolauseen nojalla
voidaan valita & € [m, n| niin, ettd f(n)— f(m) = (n—m)f'(£), joten |wu| <
f(n)—(n—m)f (&) +m—1. Funktion f(z) kasvunopeudelle tarvitaan arvio,
jonka avulla voidaan todeta, ettd |wu| < f(n).

Viitetdén nyt, ettd f'(z) > = kun > 0. Ensiksikin f'(z) = 42 — 6 —
2In(z/2) + 2/z, joten véite on ekvivalentti epayhtalon 3z — 6 — 21In(z/2) +
2/x > 0 kanssa. Koska Inz < x—1 kun x > 0, niin viite seuraa epédyhtalostéa
g(z) = 2x + 2/x > 4. Funktion ¢'(z) = 2 — 2/2* ainoa nollakohta joukossa
x > 0 on z = 1, joten tdssd pisteessi on funktion g(z) ainoa &iriarvo.
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Koska ¢g(1/2) = ¢(2) = 5 ja g(1) = 4, niin adriarvo on lokaali minimi ja
g(x) > g(1) =4, kun = > 0.

Koska f'(§) > & > m jan—m > 1, niin |wu| < f(n) —m+m—1=
fn) 1< f(n).

Tapaus 2. Oletetaan, ettd n > 2m. Lemman 6.15 mukaan sana v’ jolla
|C x u/| = 1 voidaan valita niin, ettd |u/| < n?> —n — 1 — nln(n/2), jolloin
lwu| < f(m) +n? —n—1—nln(n/2). Koska f(z) on kasvava kun z > 0 ja
m < n/2, niin

f(n) = |wul zf<n>—f<g) —n'tntlinl (Z)

2
= %—n(1+1n2)+1+1n4:h(n).

Funktion h(x) kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli ja se saa pienimméan
arvonsa derivaatan h'(xr) = n — 1 — In2 nollakohdassa 1+ In2 < 2. Koska
n >3, niin h(n) > h(2) =1 > 0 ja |wu| < f(n). O
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