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Tassé tyossa esitetddn vendldisen matemaatikon A.I. Shirshovin teorioita ja tulok-
sia sanojen kombinatoriikasta. Lisdksi naytetddn miten ne soveltuvat Pl-algebrojen
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Pl-algebran alkio on sanojen wfl x ~w§d lineaarikombinaatio, missd sanojen w; pi-

tuudet seké indeksi ¢ ovat rajatut.

Shirshovin Korkeuslauseesta seuraa suoraan positiivinen ratkaisu Kurochin ongel-
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tuu moduliksi. Lisdksi esitetdédn toisena sovelluksena ilman todistuksia Shirshovin
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1 Johdanto

Matematiikassa sana tarkoittaa tietystd annetusta joukosta muodostettujen
kirjaimien tai symbolien jonoa. Sanat voidaan ajatella darellisiné tai aaretto-
mind symbolijonoina, liséksi sanoja voidaan kasitella erillisind kombinatori-
sina objekteina —esimerkiksi bittisarja— tai algebrallisina ei-kommutatiivisina
objekteina —esimerkiksi polynomin yksittdisen summan tekijan muuttujajo-
no.

Polynomi-identiteetti -algebralla —lyhyesti Pl-algebralla— tarkoitetaan si-
td, ettd annetun joukon alkiot toteuttavat ei-kommutatiivisen polynomi-
identiteetin; toisin sanoen on olemassa sellainen polynomi, kutsutaan myés
wdentiteetiksi, joka haviaa identtisesti kaikilla annetun joukon alkioilla. Iden-
titeetti on polynomi-identiteetti (PI), jos ainakin yksi sen kertoimista on £1.
Esimerkiksi joukko A on kommutatiivinen tarkalleen silloin, kun ab — ba = 0
kaikilla joukon A alkioilla a ja b. Té&ll6in polynomi xy — yx on joukon A
identiteetti. Nain ollen polynomi-identiteetit yleistaviat kommutatiivisuuden.

Pl-teoria tuli ensimméisen kerran esille Dehnin [3], [12] tutkimuksissa.
Dehnin tarkoituksena oli kuvata Desarguian tasojen leikkauksien teoriaa po-
lynomisessa muodossa jakoalgebran D suhteen. Amitsur tdydensi Dehnin
tyotd [3], [13] kehittdmélla rationaalisten identiteettien teorioita. Néin PI-
teorian idea oli lahtenyt liikkkeelle. Wagner esitti 2] tédrkedn yhteyden matrii-
sien ja polynomi-identiteettien vélille todistamalla, ettd jokainen matriisial-
gebra yli kunnan toteuttaa Pl:n.

Pl-teorialla on vahva yhteys darellisulotteiselle esitysteorialle, koska al-
gebran esitys on homomorfismi kuvaus matriisialgebralle. Kuroch esitti 1940-
luvulla Burnsiden ongelmaa vastaavan kysymyksen algebroille: onko jokaisel-
la ddrellisesti generoidulla algebralla, yli kunnan, aina ddarellinen dimensio?

Golod ja Shafarevich [23|, [24] esittivdt Kurochin ongelmalle vastaesimer-



kin: darellisesti generoitu nil-algebra, jolla on &éretén dimensio. Matematii-
kassa ongelmaa ei kuitenkaan aina ndhdé vain yksittdisend ongelmana, jo-
ka pitaa ratkaista, vaan myos suuntana uusille tutkimuksille. Ennen Golod
ja Shafarevichin vastaesimerkkid Kurochin ongelma antoi suunnan uusille
tutkimuksille PI-teorian puolella. Kaplansky todisti [20] Kurochin ongelman
todeksi Pl-algebroilla kunnan K suhteen. Kaplansky kaytti hyvikseen Le-
vitskyn todistamaa tulosta [18|, jonka mukaan &érellisesti generoitu algebra
on niin sanotusti nilpotentt:i, jos jokainen tdmén algebran alkio on nilpotent-
ti. Kaplanskyn todistus perustuu renkaiden rakenneteoriaan, eikéd todistus
juurikaan kayta polynomi-identiteettien ominaisuuksia hyvéaksi.

A 1. Shirshov naki Kurochin ongelman hieman eri valossa ja keksi kiyttaa
kombinatorista ldhystymistapaa. Ongelman ratkaisu seuraa nimittdin suo-
raan Shirshovin Korkeuslauseesta, jonka mukaan jokainen &éarellisesti generoi-
dun Pl-algebran alkio on sanojen w’fl e wsd lineaarikombinaatio, missa sano-
jen w; pituudet seké indeksi d ovat rajatut. Pdinvastoin kuin Kaplanskyn to-
distuksessa, Shirshov ei kiyttanyt rakenneteorian tuloksia lainkaan. Shirshov
kiytti todistuksessaan myos hyvin vahén alkion kokonaisuuden ominaisuutta.
Korkeuslauseesta seuraa myos riittéava ehto Kurochin —sekd myo6s Levitskyn—
ongelman tarkasteluun: algebrassa taytyy olla vain dérellinen méara koko-
naisia alkioita —vastaavasti myos nilpotentteja alkioita. Lisdksi Korkeuslause
toteutuu algebroilla yli kommutatiivisen renkaan.

Tamén tyon paatarkoituksena on esittdd kombinatorisia teorioita Shirs-
hovin Korkeuslauseen taustalla, todistaa Shirshovin Korkeuslause seké sovel-
taa nditd Kurochin ongelmaan. Lisdksi tyossa esitetddan Razmyslov-Kemer-
Braunin -lause ilman todistuksia. Lauseen mukaan niin sanottu Jacobso-
nin radikaali on nilpotentti darellisesti generoidun Pl-algerban suhteen —

Shirshovin teorioiden avulla tdma toteutuu kaikilla karakteristikoilla. Téassa



tyossé kiytetdadn padsadntoisend lahteend A. Kanel-Belowin ja L. H. Rowe-
nin kirjaa [3], jossa on koottu yhteen hajallaan esiintyvia tuloksia ja teorioita
PlI-algebroista.

Tyon ensimmaisessa osassa esitetaan sanat diskreetteind kombinatorisi-
na objekteina ja annetaan pohja Shirshovin teorioille. Shirshovin Korkeus-
lauseen todistus perustuu Shirshovin Lemmaan, joka todistetaan ensimmai-
sen luvun lopussa. Lemman mukaan tarpeeksi pitkille sanoille saadaan tiettya
saannonmukaisuutta; sanat ovat joko jaksollisia tai tietyssd mielessd maksi-
maalisia. Ty0ssd annetaan Shirshovin Lemmalle kolme eri todistusta. Ensim-
mainen todistus on pelkdstdan kombinatorinen ja todistaa ainoastaan “tar-
peeksi pitkdn” sanan olemassa olon. Toinen todistus tehddan kaksoisinduk-
tiolla [3] ja se mukailee pddsddntoisesti Shirshovin alkuperdistd todistusta.
Johtuen kaksoisinduktiosta "tarpeeksi pitkdstd” sanasta tulee kuitenkin "lii-
an” pitkd eikéd silld ole kdytdnnon sovelluksissa juurikaan hy6tya [3]. Kol-
mannessa todistuksessa rajoitetaan sanan pituutta kiytdnnossd paremmin
toimivaksi.

Toisessa osassa késitelladn sanoja algebrallisina ei-kommutatiivisina ob-
jekteina ja todistetaan Shirshovin Korkeuslause. Téssd osassa mééaritellddn
tarkemmin Pl-algebra sekd yhdistetddn sanojen kombinatorinen voima po-
lynomeihin; toisin sanoen ajatellaan polynomien yksittédisia monomeita sa-
noina, jolloin sanojen ominaisuuksia voidaan kayttaa hyvéksi. PI-algebrojen
teoriaan ja niiden konstruktioon voi tutustua syvallisemmin esimerkiksi L.
H. Rowenin kirjoista [7] ja [8] sekd N. Jacobsonin kirjoista [10] ja[16].

Tyon kolmannessa osassa kasitelldan muutamia sovelluksia, miten Shirs-
hovin teoriat soveltuvat Pl-algebrojen késittelyyn. Téssd osassa esitetdan
Shirshovin todistama tulos motivoimaan polynomi-identiteettien kdyttoa al-

gebroissa. Ensimmaéisend sovelluksena todistetaan jo mainitut Kurochin ja



Levitzkyn ongelmat. Shirshovin Korkeuslauseesta seuraa suoraan, ettd Ku-
rochin —sekd myos Levitskyn— ongelma on tosi Pl-algebroissa. Ratkaisun
tuloksena saadaan myos raja alkioiden lukumaéérille, jolla algebra generoi-
tuu moduliksi. Tata rajaa parannetaan vield todistamalla Kurochin ongelma
uudestaan ilman Shirshovin Korkeuslauseen kiyttod —sovelluksena Shirsho-
vin muille teorioille. Toisena sovelluksena néaytetdadn ilman todistuksia niin
sanotun Jacobsonin radikaalin nilpotenttisuus &déarellisesti generoitujen PI-
algebrojen suhteen. Razmyslov osoitti [21], ettéd kaikille dérellisesti generoi-
duille algebroille, jotka toteuttavat niin sanotun Capellin identiteetin, Jacob-
sonin radikaali on nilpotentti. Kemer todisti [11], ettd jokainen &érellisesti
generoitu algebra, jonka karakteristika on 0, toteuttaa Capellin identiteetin.
Néin ollen Jacobsonin radikaali on nilpotentti karakteristikalla 0. Shirshovin

Korkeuslauseen avulla tdmaé toteutuu kaikilla karakteristikoilla.



2 Shirshovin Lemma

Formuloidaan Shirshovin Lemma kéyttéden hyvéksi sanoja, jotka ovat darelli-
sestéd symboli joukosta (ts. aakkostosta) valittujen symbolien jonoja. Lemma
itsessddn sanoo, ettd tarpeeksi pitkille sanoille saadaan tiettyd sddnnonmu-

kaisuutta; sanat ovat joko

(i) jaksollisia siind mielessd, ettd ne sisdltavit korkeaa potenssia olevan

tekijan tai
(ii) maksimaalisia tietylld (myohemmin esitettavalld) tavalla.

Esitetdaédn Lemmalle Shirshovin omasta todistuksesta poikkeava todistus, jo-
ka kertoo ainoastaan “tarpeeksi pitkdn sanan” olemassa olon. Tama olisi jo
sellaisenaan riittavé useisiin sovelluksiin. Aloitetaan ensin muutamilla sanoja
koskevilla maérittelyilla ja lauseilla, jonka jalkeen katsotaan sanoja hieman

laajemmin ennen kuin siirrytdén Shirshovin Lemman todistamiseen.

2.1 Maaritelmia

Olkoon ¥ aérellinen joukko symboleita (tai kirjaimia) eli aakkosto. Valitaan

singleton joukko, joka ei kuulu aakkostoon, ja merkitdéan sita {1}.
Maaritelma 2.1 Jonoa
(W) = (21,29, ...),

sanotaan sanaksi aakkostossa ¥, missé x; € ¥ U {1} sekid 2; = 1 aina, kun
indeksi 7 on tarpeeksi suuri (ts. on olemassa alkio N € N siten, ettd x; = 1

aina, kun ¢ > N). Madritelladn liséksi tyhji sana (1,1,1,...).



Sana on redusoitu, jos seuraava ehto toteutuu:

(i) jos xx = 1 jollakin indeksin %k arvolla, niin z; = 1 jokaisella indeksin

1 > k arvoilla.

Yksinkertaistetaan merkintoja kirjoittamalla redusoitu sana
(x1,22,...,24,1,1,...) yksinkertaisemmin muodossa xixs-- x4 seki
tyhjd sana (1,1,...) muodossa 1. Sanan w = (x1,...24,1,1,...) = 2124

pituus on d ja sitd merkitddn |w| = d; tyhjén sanan pituus on 0.
Olkoon Y* kaikkien (redusoitujen) sanojen joukko. Upotetaan nyt aak-
kosto ¥ U {1} joukkoon ¥* kuvauksella

ur (u,1,1,...).

Taméan injektion avulla voidaan aakkostoa X ajatella joukon ¥* osajoukkona.

Jatkossa sanalla tarkoitetaan redusoitua sanaa. Liséksi sovitaan; jos aakkosto

¥ = {0}, niin ¥* = {1}.

Maaritelma 2.2 Pari (M, -) on monoidi, jos operaatio - on joukossa M mééa-

ritelty assosiatiivinen bind#rioperaatio seké joukossa M on olemassa neutraa-

lialkio.

Nyt kaikkien sanojen joukossa >* voidaan maéritella binadrioperaatio - |

joka liittaa kaksi jonoa yhteen:

(i) z1@o- - @ y1ya - Yj = T1T2 -+ TiY1Ya - Yy

Tama bindarioperaatio on selvésti assosiatiivinen. Lisdksi selvasti 1w =
w -1 = w aina, kun w € ¥*, joten Maéaritelméan 2.2 mukaan kaikkien sano-

jen joukko ¥* on monoidi, jonka neutraalialkio on tyhja sana 1. Vastaavasti



kaikkien ei-tyhjien sanojen joukko ¥t = ¥* /{1} on puoliryhmd (binédériope-

raatio on assosiatiivinen).

Maaritelma 2.3 Monoidi (vastaavasti myos puoliryhmé) M on vapaa, jos
sille on olemassa sellainen osajoukko N C M | ettd jokainen joukon M al-
kio voidaan esittda yksikasitteisesti osajoukon N alkioiden tulona. Téll6in

joukkoa N kutsutaan myos joukon M kannaksi.

Huomautus 2.4 Selvisti monoidi ¥* = (¥*,:) (vastaavasti puoliryhmé
Yt = (¥7,-)) on Méiiritelmén 2.3 mukaan aakkoston X generoima vapaa
monoidi (vastaavasti vapaa puoliryhmda). Tarkempaan tarkasteluun voi tu-

tustua kirjassa [8].

Sana u on aarellisen sanan w tekijd, jos on olemassa sanat v ja w siten,
etta

W = vuw.

Jos edelld v = 1, niin sana u on wvasen tekiji tai prefiksi (vastaavasti jos
w = 1, niin sana u on oikea tekiji tai suffiksi). Merkitédén sanan w kaik-
kien prefiksien joukkoa pref(w) (vastaavasti suffiksien joukkoa suf(w)), lisiksi
olkoon prefy(w) sanan w vasemmanpuoleinen k-pituinen tekija (jos |w| < k
mééritellddn prefy(w) = w). Sanan oikeanpuoleinen k-pituinen tekijé sufy(w)
madritellddn vastaavasti. Sanan w tekijoihinjako on mika tahansa jono sanoja
Uy, ..., Ug, joille

Edellinen on L-tekijoihinjako jos kaikki alkiot u; ovat joukossa L. Nyt voidaan
merkita

L*:{U1'~-ud|dZO,UiGL},

Lt ={uy--uq|d>1u; € L}



Joukko L* on monoidin ¥* alimonoidi, jonka generoi joukko L C ¥* (vas-
taavasti joukko L™ on aliryhmé, jonka generoi joukko L). Jokaisella sanalla
w € L* on siis olemassa ainakin yksi L-tekijoihinjako ja, jos se on yksika-
sitteinen, on L* vapaa, jonka kanta on L. T&lloin joukkoa L sanotaan myos
koodiksz.

Sanan w tekijda u sanotaan n-moninkerraksi, jos tekijalla u on n erillista

esiintymaéa, jotka eivdt mene limittain, sanassa w:

Jos namaé esiintymét ovat perakkiin sitd sanotaan n-potenssiks: ja merkitdan

2 on nelié. Todetaan, ettd potenssi

u". Erityistapauksessa, jossa n = 2, sana u
voidaan antaa myos rationaalilukuna esimerkiksi jos |u| = |v|, niin uvuvu =
(uv)%. Sana w on jaksollinen, jaksona u, jos se on muotoa u*, missi k € Q ja
kE>1.

Yksi tarkeimpia méaaritelmia téssa tyossa on sanojen leksikograaffinen jar-
jestys. Jos indeksi i € N, niin jokaiselle kirjaimelle x; (ko. aakkostossa) an-
netaan arvo i ja jarjestimme néista kirjaimista saadut sanat jérjestykseen

ensimmaisen kirjaimen mukaan, missé indeksien ¢ arvot eroavat, tai sana on

toisen sanan aito prefiksi.

Maaritelméa 2.5 Olkoon (3, <) téydellisesti jarjestetty. Relaatio <; on sa-

nojen leksikograaffinen jdrjestys jos se toteuttaa seuraavat ehdot

(i) wo=uwyv v # 1 tai
w1 <] Wy <
(77) wi = urv ja wy =uyv’ z <y,

missd x,y € X ja u,v,v € X*.



Tyhja sana 1 on sanojen minimaalialkio ts. 1 <; u aina, kun u € X*.
Selvésti edellisen méaaritelmén mukaan (X*, <;) on téydellisesti jirjestetty
joukko; jarjestys on refleksiivinen, transitiivinen, antisymmetrinen seka kaikki

joukon alkiot ovat vertailtavissa.

Lause 2.6 Olkoot u,v € ¥*. Leksikograaffinen jdrjestys <; toteuttaa seuraa-
vat ehdot

(1) jos u <; v, niin tu <; tv, aina kun t € ¥*;
(i1) jos u <; v ja u ¢ pref(v), niin vw <; vw', kaikille w,w' € ¥*.

Todistus.
(i) Olkoon t € ¥* mielivaltainen, = # 1 sekd a,b € 3, ja a < b. Jos nyt

u <; v, niin maaritelman 2.5 mukaan:
vV =ur = tv =tur = tu <; tv

tal

U = pas tu = tpas
= = tu <;tv
v = pbs’ tv = tpbs’

(ii) Koska u ¢ pref(v), niin voidaan paatella

u = pas; uw = pas;w uw = pas
u<;v = = =
v = pbs) vw' = pbsjw’ vw' = pbs’

Talloin maaritelméan 2.5 mukaan uw <; uw'’. O

2.2 w-sana

Laajennetaan niakokantaa sanoihin menemalld darellispituisista sanoista aé-

rettomiin sanoihin.



Maaritelma 2.7 Oikealta darettomédn jatkuvaa symbolien jonoa, jossa ei
esiinny alkiota 1, kutsutaan dadrettomdksi sanaksi. Siitd kaytetddn myos ni-

mitysta w-sana.

Adrellinen sana u on w-sanan h tekijd, jos on olemassa darellinen sana v

ja w-sana h’ siten, ettd

h = vuh'.

Jos edelld v = 1, niin sana u on w-sanan prefiksi ja h' on w-sanan h suffiksi.

Huomautus 2.8 Jos w-sana h on toisen w-sanan h' prefiksi, niin A = h'.

Adrellisen sanan ja w-sanan yhdistelmé tuottaa luonnollisella tavalla w-

h = vh/,

missié [v| = n ja h' on jiljelle jadva w-sana. Tarkoitetaan jatkossa sanalla
aarellistd sanaa ja darettoméan sanan kaytostd mainitaan erikseen.
Merkinnalla u> tarkoitetaan sanaa, jossa sana u toistuu darettémén mon-
ta kertaa perdkkain. Jaksollisessa w-sanassa h on muotoa u™ oleva oikean-
puoleinen tekija (tédssd vasen tekijé voi olla my6s tyhjd sana). Jakso u valitaan
aina niin, ettd wu itsessdén ei ole jaksollinen, toisin sanoen u ei ole minkaan

adrellisen sanan aito potenssi

Lause 2.9 Olkoon h sanan uh vasen tekijd, missi h on joko ddrellinen sana
tai w-sana. Tdlloin h on sanan u™ wvasen tekija. Toisin sanoen, jos h on

w-sana, nitn h = u™.

Todistus. Oletuksesta seuraa, ettd uh on sanan u?h vasen tekiji. Jatkamalla

tatd nahdddn, ettéd kaikilla arvoilla & € N, «*h on sanan ©**t'h vasen tekiji.

10



Nyt transitiivisuudesta seuraa, etti h on myos sanan u*T'h vasen tekiji. En-
simmaiseksi jos h on darellinen sana, niin viite seuraa, kun k — oo. Toiseksi
jos h on w-sana ja k — oo, niin h on w-sanan u™ vasen tekija. Tadma on

mahdollista vain jos h = u*>. [

Olkoon nyt v, (h) w-sanan h eri n-tekijoiden (n pituisten tekijoiden) luku-
méérd. Esimerkiksi v4(h) tarkoittaa eri kirjaimien lukumééraéd w-sanassa h.
Selvésti v, (h) < ™ aina, kun n € N. Seuraava huomautus on térkeé, vaikka

sen tarkastelu on triviaalia.

Huomautus 2.10

(i) Olkoon v mielivaltainen w-sanan h n-tekija. Tasta saadaan (n+1)-tekija

yksinkertaisesti lisddmaélla sithen seuraava kirjain, joten v,.i(h) >

vn(h).

(i) Jos vpi1(h) = vu(h), tdlloin jokaista annettua n-tekijad v kohti on
olemassa yksikésitteinen (n + 1)-tekija, jonka prefiksi on v. Jos olisi
olemassa sellaiset vz; ja va;, jotka molemmat ovat w-sanan h tekijoina,
niin (7)-kohdan mukaan kaikki muut (n + 1)-tekijat alkavat n-tekijalla.

Talloin v,11(h) > v,(h) ja saadaan ristiriita.

Lause 2.11 (Coven-Hedland) Oletetaan, etti on olemassa sellaiset vakiot
m ja n, etti voy1(h) = v,(h) = m. Tdlldin w-sana h on jaksollinen, jonka

jakson pituus on < m.
Todistus. Olkoot h = x;,x;,%;, . .. w-sana, seka
vV = xij$ij+1 .. ..’Ij'ij+n71

w-sanan h kohdassa j oleva n-tekija, missd 1 < j < m+1. Talloin vy, ..., Vi1
ovat n pituisia sanoja. Oletuksen mukaan kaksi néistd sanoista ovat yhtasuu-

ria; v; = vy, missd j < k < m + 1, tarkemmin sanoen j < m.

11



Olkoon nyt h; w-sana, joka alkaa kohdasta j. Huomautuksen 2.10 koh-
dan (i7) mukaan jokainen n pituinen jakso kirjaimia w-sanasta h méérittelee
seuraavan kirjaimen yksikasitteisesti, joten w-sanan h; mééritelee sen vasen
tekija v;. Nyt

hj =vih
hi, = viho

:>(7,7,) hl = h?v

josta seuraa, etta

hj = hk = l’ij .. .SL’ikilhj,

jolloin h; = u®, missd u = x;; ... x;, _,. Néin ollen |u| = k—j < m; tarkemmin
sanoen

h = Lig v xi];1hj

on jaksollinen. [

2.3 Shirshovin Lemma

Ajrettomien sanojen kiytannon tehokkuus dérellisiin sanoihin verrattuna tu-
lee esille Shirshovin lemman todistuksessa. Shirshovin itsensé alunperin esit-
tama todistus perustuu kaksoisinduktion kayttoon. Téassé esitetty toisenlai-
nen todistus perustuu puhtaasti kombinatorisiin tekniikoihin.

Olkoon Sy symmetrinen ryhmda d-alkioisen joukon suhteen.

Maaritelma 2.12 Jono (wq,ws,...,wq) ei-tyhjid sanoja on sanan w =

U Ws - . . wav d-jako, jos jokaiselle ei-triviaalille permutaatiolle o € Sy
WiWg * * + Wq > We(1)We(2) * ** We(d)-

Jos sanalla w on d-jako, sanotaan sanaa d-jaetuksi. Vastaavasti sana on
d-jaoton, jos silld ei ole olemassa d-jakoa. Seuraava lemma antaa riittdvan

ehdon sanan d-jaettavuudelle.
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Lemma 2.13 Olkoon w sana, joka sisdltid d kappaletta erillisid d-tekijoitd
leksikograaffisesti laskevassa jarjestyksessd, missda mikdadn ndaistd tekijoista et
ole toisen leksikograaffisesti suuremman tekijin prefiksi. Toisin sanoen w on
muotoa

SoULS1UQ * * * Sd—1UJSd,

MISSA Uy > Ug >y -+ >y Ug Sekd u;yq ¢ pref(u;). Tdlloin w on d-jaettu.

Todistus. Merkitadn w; = u;s;. Lauseen 2.6 mukaan sanat w; muodostavat
my6s laskevan ketjun

W1 > W > -0 > Wy,

koska mika&n sanoista u; ei ole minkéén toisen sanan u; aito prefiksi. Edelleen
mikéén sanoista w; ei ole jonkun toisen sanan w; aito prefiksi. Lauseen 2.6
kohdan (7) mukaan:

Wil =+ - Wi > WiWg * + * Witk

aina, kun 1 <i <d-—1jal <k <d—i. Nytlauseen 2.6 kohdan (7i) mu-
kaan leksikograaffisen jarjestyksen suunta siilyy vaikka molemmille puolille

lisdtaan mielivaltaiset oikeanpuoleiset tekijat. Tastéd saadaan:
CUICUQ"'CUZ""CUd >l w1w2...wo_(i) ...wo_(d)
aina, kun 1 <i <d. O

Edellisen lemman tekijoiden u; oletus toteutuu, jos kaikki tekijéat u; ovat
my6s yhtéapitkdat. Nain ollen ekvivalentisti sana on d-jaettu, jos se sisaltaé
vahintadn d kappaletta erillisia d pituisia tekijoitd leksikograaffisesti laske-
vassa jarjestyksessad. Vastaavasti maédritelladn adédrettomille sanoille; w-sana
on d-jaettu, jos se sisaltaa vahintdan d kappaletta erillisia d pituisia tekijoita

leksikograaffisesti laskevassa jarjestyksessa.
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Lemma 2.14 (Konig) Olkoot ¥ ddrellinen aakkosto seki X C Xt mieli-
valtainen ddreton osajoukko. Tdlloin on olemassa sellainen w-sana h, ettd

jokainen sen tekijd u on tekijind dadrettomdn monessa joukon X alkiossa

Todistus. Olkoon sana u € X. Nyt on olemassa dérettéméan monta sellaista
sanaa u € X, ettd sama kirjain z; esiintyy sanassa u kohdassa 1. Adrettomén

moni naista sanoista toteuttaa seuraavan:
U2 = T1X2,

jollekin kirjaimelle x5. Samaan tapaan sielld esiintyy kirjain x3. Jatketaan
tatd induktiivisesti ja saadaan w-sana xixox3---, jonka jokainen tekija on

tekijand ddrettoman monessa joukon X sanassa. [

Kutsutaan tekijaa toistuvaksi (unconfined), jos se esiintyy w-sanassa teki-
jand Adrettomén monta kertaa. Vastaavasti se on ei-toistuva (confined), jos
se esiintyy vain adrellisen monta kertaa. Sanotaan vield w-sanaa h tihedk-
st (recurrent), jos jokainen sen tekija u € F'(h) esiintyy darettomén monta

kertaa.

Maaritelma 2.15 w-sana h on tasaisesti tihed (uniformly recurrent), jos
kaikille tekijoille w € F'(h) on olemassa sellainen luku k& € N, ettd jokainen

tekija v € F'(h) toteuttaa seuraavan ehdon:
lv| > k= ue F(v).

Lemma 2.16 (Fiirstenberg) Olkoon h mielivaltainen w-sana. Tdlldin on

olemassa sellainen tasaisesti tihed w-sana b/, etti F(h') C F(h).

Todistus. Olkoot h mielevaltainen w-sana sekd u € F'(h). Mééritelladn luku

g(h,u) seuraavasti:
g(h,u) = Sup{|v| : v € F(h), u ¢ F(v)}.
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Téssd g(h,u) = 00, jos w-sanalla h on mielivaltaisen pitkia tekijoité, joissa
ei esiinny tekijaa u.

Olkoot nyt uy,us, ... mielivaltaiset w-sanan h tekijat ja konstruoidaan
aareton ketju w-sanoja seuraavasti:

Olkoon tq = h.

Olkoon i > 0. Jos w; € F(t;—1) ja g(t;—1,u;) < 0o, niin t; = ¢;_1. Péinvas-
taisessa tilanteessa olkoon X &éreton joukko tekijoita v € F(t;_1) siten, ettd
w; ¢ F(v). Kayttden nyt hyviksi Lemmaa 2.14 konstruoidaan sana t; lahtien
joukosta X, toisin sanoen sanan t; jokainen tekiji on tekijina ddrettomaén
monessa joukon X alkiossa.

Jos téssd konstruktiossa sana v on tekijané sanassa t; sekd v = wuy,, missa
J > k, niin talléin ¢(¢;,v) < g(tk—1,v) < oo.

Olkoon ¢ > 0. Valitaan nyt jokaisesta sanasta t; pituutta ¢ oleva tekija v;.
Olkoon V; déreton joukko naité tekijoité toisin sanoen V; = {v; | |v;| =i, t; =
v;t'}. Lemman 2.14 mukaan on olemassa sellainen w-sana h', ettd jokainen
sen tekija on tekijanéd darettoméan monessa joukon V; sanassa.

Télloin jos v = i € F(R'), niin v € F(t;), jollakin arvolla j > k. Tésté
seuraa, ettd g(t;,v) < oo. Lisdksi vield g(h',v) < oo, koska F'(h') C F(t;).

Jolloin siis A’ on tasaisesti tihea. O

Seuraavassa lauseessa saadaan w-sanoille selkeéd kahtiajako d-jaettujen ja
jaksollisten valille. Tam& on hyvin olennainen osa Shirshovin Lemman todis-

tusta.

Lause 2.17 Jokaisella w-sanalla h on joko d-jako tai se on jaksollinen, jonka

jakson pituus on < d.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd w-sanalla h on d kappaletta toistuvia d-

tekijoita vy, . . ., vg. Koska ndma tekijat ovat samanpituisia, niin mahdollisesti
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uudelleen indeksoimalla voidaan olettaa, ettd vy >; - -+ >; v4. Muodostetaan
sana h’ induktiivisesti; valitaan sanan v; ensimméinen esiintymé. Seuraavaksi
valitaan sanan v, ensimméinen esiintyma, joka alkaa sanan v; jilkeen. Jat-
kamalla tdta induktiivisesti saadaan w-sanan h tekija h' = vjuq -« - ug_1v4.
Sanat v; eiviat mene péaéllekkéin, joten w-sanalla h on d-jako.

Nyt voimme olettaa, ettd w-sanalla h on vihemmaén kuin d kappaletta
toistuvia d-tekijoité. Selvisti w-sanalla h on sellainen (dérellinen) vasen tekija
w, joka siséltdd kaikki ei-toistuvat d-tekijat. Olkoon nyt h = wh*. Télloin
oletuksen mukaan w-sanan h* kaikki d-tekijat ovat toistuvia. Nain ollen w-
sanalla h* on vihemmén kuin d kappaletta d pituisia tekijoité, toisin sanoen
ve(h*) < d. Mutta selvésti v;(h*) > 1, joten Huomautuksen 2.10 (kohdan
(1)) perusteella on olemassa sellainen n < d, jolle v, (h*) = vy, 41(h*) < d. Nyt

lauseesta 2.11 seuraa, ettd w-sana h* on jaksollinen, jonka jakson pituus on

<d U

Olkoot nyt h d-jaoton w-sana sekd [B({, k,d, h) pienin vakio arvoista /3,
jolle h sisdltdd muotoa vu* olevan prefiksin siten, ettd |v] < 8 ja |u| < d.
Lauseen 2.17 mukaan [B(¢,k,d,h) on olemassa ja on korkeintaan w-sanan
h prefiksin v pituus, missd v on pienin mahdollinen. Shirshovin Lemman
todistuksessa osoitetaan, ettd B(¢, k,d,h) on rajoitettu funktiolla, joka ei

riipu w-sanan h valinnasta.

Lemma 2.18 (Shirshovin lemma) Olkoot (,k,d € N ja ¥ taydellises-
ti jarjestetty (-alkioinen aakkosto. Tdlloin on olemassa sellainen luku 5 =
B, k,d), ettd kaikki d-jaottomat sanat w € ¥*, missd |w| > B({, k,d), sisdl-

tid muotoa u* olevan alisana, jolle |u| < d.

Todistus. Viitetddn, ettd jokaista kolmikkoa (¢,k,d) kohden on olemas-

sa sellainen vakio (¢, k,d) siten, ettd kaikille d-jaottomille w-sanoille h,
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B, k,d, h) < (¢, k,d). Tehdddn vastaoletus ja méaaritelladn seuraava jouk-
ko:
P=A{v; | h=vl, |vj|=173,5>1, B(l,k,d h) > 7},

missd v € N ja prefiksi v; ei ole jaksollinen eiké sisdllé d-jaettua tekijada. Nyt
Lemmojen 2.14 ja 2.16 mukaan on olemassa sellainen (tasaisesti) tihed w-sana
q, etté sen jokainen tekijé on tekijana ainakin yhdessa joukon P sanassa. Nyt
Lauseen 2.17 mukaan sanalla ¢ on d-jako tai se on jaksollinen. Ensimmaéiseksi
jos q on jaksollinen se sisdltdd potenssia k olevan tekijén, jonka siis taytyy
olla tekijana ainakin yhdesssa sanassa v;, mista seuraa ristiriita. Toiseksi jos
sanalla q on d-jaettu tekiji, niin sen taytyy myos olla tekijana ainakin yhdessé

sanassa v;. Tastd seuraa jalleen ristiriita. [

2.4 Funktion (¢, k,d) kasvu

Edellisessé luvussa todistettiin Shirshovin Lemma kiyttden hyvéksi kombi-
natorisia menetelmia sekd w-sanoja. Kuitenkaan Lemman todistus ei sano
arvosta B(¢, k,d) muuta, kuin sen olemassaolon, joka sellaisenaan riittddkin
moniin sovelluksiin. Todistetaan Shirshovin Lemma nyt uudestaan, jolloin

saadaan funktion B(¢, k, d) arvoille selked raja.

2.4.1 Shirshovin Lemman toinen todistus

Mukaillaan Shirshovin Lemman todistuksessa hénen alkuperiisté ideaa |[3].
Alkuun téstd Lemmasta otetaan hieman heikompi versio, jossa ei ole mitaéan
vaatimuksia toistetun sanan u pituudesta:

Todistus tehdaan kaksoisinduktiolla parametrien d ja ¢ suhteen. Jos d = 1,
niin 5(¢, k,d) = 1, koska télloin jokaisella sanalla on 1-jako. Jos ¢ = 1, niin

voidaan valita 8 = k sekd v = x7.
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Oletetaan (I — 1, k,q) ja B(p, k,d — 1) tunnetuiksi kaikilla parametrien
p ja q arvoilla.

Olkoon w mielivaltainen sana, joka ei sisilli muotoa v* olevaa tekijié.
Lasketaan seuraavaksi tarpeeksi suuri § = §(¢, k, d) niin, ettd sanalla w on
d-jako aina, kun |w| > f.

Etsitdan kirjaimen x, esiintymét sanassa w:

W= onz(l)lezw)vg i -xz(m)vm.
Téssé siis jokainen v; sana on joukosta {zy,...,x, 1} sekd v; # 1 aina, kun
i€{1,...,m — 1}, erityisesti sanat vy ja v,, voivat siis olla tyhjid. Induktio

parametrin ¢ suhteen on késitelty, ellei |v;| < 5(¢ — 1, k,d). Sanan w oletuk-
sesta saadaan myos, ettéd t(i) < k aina, kun ¢ € {1,...,m — 1}.

Muodostetaan uusi aakkosto X'
Y = {lez(z), v2x2(3), o ,vm,lxz(m)}.

Néin ollen jokainen uusi kirjain 2’ € ¥ alkaa jollakin kirjaimella z;, missé
1 < j < /¢ —1. Maaritellaan télle aakkostolle myos uusi jarjestys >":
() @)

@) ¢ 4(4) ¢
Vi—1T, " > V1T, <= UV;-1Z, ~ >¢ V1%,

Tama jarjestys on selvisti aakkoston Y’ taydellinen jarjestys ja se indusoi vas-
taavalle alimonoidille ¥'* leksikograaffisen jarjestyksen, jota merkitdan vas-
taavasti >.

Arvioidaan aakkoston X' alkioiden méaraa. Aikaisemmin todettiin, ettéd
lv;| < B(€ —1,k,d), sekd jokaiselle sanan v; kirjaimelle on ¢ — 1 mahdolli-

0—1,k,d)

suutta. Talloin on olemassa korkeintaan ¢°¢ mahdollisuutta sanaksi v;.

Kertomalla tdmé kaikilla mahdollisilla potenssin t(7) arvoilla nidhd&én, etta

kirjainten lukumésrs aakkostossa ¥’ on korkeintaan k¢#(¢—154)
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Viite 1. Olkoot f,g € ¥™ ja f >} g. Télléin f >, g alkuperiisessd

aakkostossa X.

Oletetaan ensin, ettd ¢ ei ole vasen tekiji sanassa f. Nyt f = wuxr ja

g = uys, missd u,r,s € X" ja x,y € ¥’ sekd x >] y. Oletetaan myds, ettd

T = vi_lmz(i) jay = vj_lxz(j).
Tapaus 1. Jos v;_; >; vj_1, niin selvasti f >; g.
Tapaus 2. Olkoon v;_1 = v;_;. Télléin t(i) > t(j). Nyt f = uvi,lxz(i)

(

rja
g= uvj_lxz s, Koska sana g ei ole vasen tekija sanassa f, niin s # 1. Téalloin
sana s alkaa jollain kirjaimista {z1,..., 2,1}, joten z, >; s. Tésta seuraa,
ettd f > g.

Nyt voidaan jatkaa loppuun Shirshovin Lemman todistusta. Merkitdan

H1) (2 ¢
W= voxg( )leg( )1)2 . -acg(m)vm = v/,

(1) (2) (m)

c e t . t t
misséd v = vox,  jaw =vix, vy T,  Upy. Olkoon

Bl k,d) = B(l = 1, k,d) + k + S(RIPHED | d — 1),

Talloin ainakin yksi seuraavista vaihtoehdoista on tosi:

(1) lvo| > B¢ —1,k,d) tai
(i) t(1) >k tai
(i4i) || > B(kPELED k d —1).

Vaihtoehdon (i) toteutuessa Shirshovin Lemma pitdéd paikkansa, koska
induktio-oletuksen nojalla sana vy (ja siis myos sana w) sisiltdd d-jaetun
tekijan.

Vaihtoehdon (i7) toteutuessa Shirshovin Lemma pitad my6s paikkansa,

koska tilldin w sisiltid tekijan xf.
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Oletetaan siis, etta kohta (iii) toteutuu. Nyt parametrin d induktion no-
jalla, sana w’ on (d — 1)-jaettu jérjestyksen >; suhteen ja néin ollen myos

jarjestyksen >; suhteen. Tésté seuraa, etté
w/ = wowl . ..wd_l

sekd wowy « -+ Wa—1 > Wowr(1) * - Wr(a—1) kaikille 1 # 7 € Sy_;. Joten w sisdltéda
tekijan

t(1)

(z,  wo)wr -+ - Wa—1

Taméa on d-jaettu leksikograaffisessa jarjestyksessd >;, koska kaikki sanat
w1, ...,wq_1 alkavat kirjaimilla, jotka ovat <; x,. Néin ollen Shirshovin Lem-
man heikompi versio on todistettu.

Jaljelle jaa vield rajoittaa toistetun tekijan w pituutta. Téata varten tar-
vitaan muutamia lisikésitteitd jaksollisuudesta. Agrellisid sanoja w ja w’ sa-
notaan konjugaateiksi, jos w = wv ja w' = wvu sopivilla sanan w tekijoilla
w,v. Talloin erityisesti w’ on sanan w? tekija. Lisiksi mééritellddn kierto
0 @ X* — ¥F seuraavasti: 6(vr) = xv aina, kun v € ¥* ja x € 3. Toisin

sanoen kierretddn viimeinen kirjain ensimmaiseksi.

Lemma 2.19 Olkoon w = uv = vu, missi u,v # 1. Tdlloin w on jaksollinen
jaksolla, joka jakaa syt(|ul, |v|) sekd u,v ovat jaksollisia samalla jaksolla kuin

W.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd |u| < |v|. Téll6in u on sanan v vasen tekija
ts. v = wv'. Nyt uuv’ = w = vu = wv'u, joten uv’ = v'u. Induktiolla pituuden
|w| suhteen ndhdaén, ettd uv’ on jaksollinen jaksolla @, jonka pituus jakaa
syt(|ul, [v']). Merkitseméllda u = @' ja ©' = @/ nidhdidan, ettd v = 4" ja

w=u%t. O
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Huomautus 2.20 Joukko {§*(u) | 0 < k < |u|} on kaikkien sanan u kon-
jugaattien joukko. Lemmasta 2.19 seuraa, ettd 6% (u) = u, missi 0 < k < |u|
tarkalleen silloin, kun u on jaksollinen jaksolla, jonka pituus jakaa potenssin

k. Nain ollen saadaan seuraavanlainen kahtiajako:

(i) Sanalla u on jakso, joka on pienempi kuin d. Toisin sanoen 6*(u) = u,

missd 0 < k < d.

(ii) joukon {6%(u) | 0 < k < d} alkiot ovat sanan u? eri tekijoitd. Téssé

tapauksessa Lauseen 2.13 mukaan u2? on d-jaollinen.

Kéyttamalla téta jakoa Shirshovin Lemman heikompaan versioon saa-

daan seuraava vahvempi tulos:

Lause 2.21 Olkoon w d-jaoton ja |w| > (€, k,d), missi k > 2d. Talldin w

sisdltid muotoa uk olevan tekijin, missd |u] < d.

Todistus. Sana w siséltdd jo tekijin u*, koska |w| > B(¢, 2d, d). Valitaan til-
lainen u jonka pituus on minimaalinen; tarkemmin sanoen w ei ole jaksollinen.
Nyt jos |u| > d, niin edellisen Huomautuksen 2.20 kohta (i) ei toteudu, joten

u?? on d-jaollinen. Tésté seuraa, ettd sanalla w on d-jako. [

Né&in Shirshovin Lemma saatiin todistettua toisella tavalla, koska para-
metri k voidaan korvata parametrien £ ja 2d maksimilla. Kuitenkin funktiolle
B¢, k,d) saatu raja kasvaa todella nopeasti (johtuen kaksoisinduktiosta).

Funktion (¢, k, d) kasvua osoittaa intuitiiviset arviot [5]

2

ﬁ(ﬁ—l—l,]{j’d)>>(€+1)5(f,k,d)>>>>(£+1)€ 7

missa > ei tarkoita samaa kertaluokkaa olevaa vaan, etta vasen puoli kasvaa

"oleellisesti” nopeammin kuin oikea puoli.
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2.4.2 Sanan w pituuden tarkennus

Tarkennetaan Shirshovin funktiota 3(¢, k, d) antamalla sille paremmin kéy-

tantéon sopiva raja. Tatéa varten tarvitaan seuraavaa kahtiajakoa.

Lemma 2.22 Olkoon v sana, jonka pituus on > dk. Talloin jompikumpi

seuraavista on voimassa:
(i) sanalla v on tekiji u*, jolle |u| < d tai

(ii) sana v sisdltad d kappaletta sellaisia tekijoitd, joista mitkddn eivdt ole
toistensa aitoja prefiksejd, toisin sanoen kaikki tekijdt ovat vertailtavia

madritelman 2.5 kohdan (it) mukaan.

Todistus. Kohta (ii) on selvé, ellei ole olemassa sellaista vakiota 7,0 < j < d,
ettd ¢/ (v) = v. Téssd tapauksessa Lemman 2.19 mukaan v on jaksollinen,
jonka jakson pituus on syt(d,j). Téssa syt(d,j) < g, joten jakso wu toistuu

ainakin k kertaa sanassa v, mistd seuraa kohta (7). O

Maéaritelméa 2.23 Kutsutaan sanaa w (k, d)-Shirshov redusoituvaksi, jos sa-

nalla w on tekiji u*, missd |u| < d tai silld on d-jako.

Tarkastellaan nyt vaihtoehtoa (i¢) Lemmassa 2.22, jolloin siis § > dk,
ja etsitdan sellaista pituutta 3, jolle kaikki pidemmét sanat ovat Shirshov
redusoituvia. T&ll6in S on yldraja suureelle 5(¢, k,d). Annetaan kaksi esi-

merkkid milloin sana on Shirshov redusoituva.

Maiaritelma 2.24 Sanaa w sanotaan Shirshov sallituksi, jos silld on muotoa
uF oleva tekiji, missd |u| > 1, tai se sisiltdd d kappaletta sellaisia tekijoiti,

jotka eivit ole toistensa aitoja prefikseja.

Nyt Lemman 2.22 mukaan mikd tahansa dk pituinen sana on Shirshov

sallittu. Mutta talloin Lauseen 2.13 perusteella, jos sanalla w on Shirshov
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sallittu tekija d-monikertana, niin w on Shirshov redusoituva. Télloin etsitdan
siis pieninta lukua [, joka toteuttaa tdméan ehdon.

Nopein tapa tehda tdméa on valita kaikki sanat joiden pituus on dk. Néita
sanoja on (% kappaletta. Jos sanalla w on d¢? kappaletta tekijoité, joiden
jokaisen pituus on dk, niin télléin ainakin yhdelld néistd tekijoistd on d-
moninkerta ja on Shirshov sallittu, koska sen pituus on dk. Néin ollen, sanalla

w on d-jako. Talloin voidaan valita
B = d* ke,

Jotta taté arvioita voidaan pienentdd monia naista sanoista taytyy jattaa
vield ulkopuolelle. Haetaan siis vastausta seuraavaan kysymykseen: "mitké
ehdot sanan pitad toteuttaa, jotta Lemman 2.22 ehto (i7) ei toteudu?” Tétéa

varten pitaé tarkastella tarkemmin sanan jaksollisuutta.

k

Maaritelma 2.25 Olkoon sana w muotoa u”r, missa r on tekijan u prefiksi,

kr missi

téalloin sanaa w kutsutaan osajaksolliseksi. Jos sana w on muotoa vu
r on tekijan u prefiksi, niin sitd kutsutaan wvalejaksolliseksi seka prefiksia v

esijaksoksi. Sanan w tyyppi on pienin mahdollinen pituus |v| + |ul.

Osajaksollinen sana on vasemmalta oikealle symmetrinen. Tarkemmin sa-

k

noen, jos w = ufr, missi u = rr’, niin w = r(r'r)".

Lemma 2.26 Ensimmdisen kirjaimen poistaminen valejaksollisesta sanasta

pienentdda sen esijaksoa yhdelld.

Todistus. Olkoon w = vu*

r muotoa oleva sana, missa v # 0. Tall6in poista-
malla sanan v ensimméinen kirjain, pienentéé |v|+|u| yhdelld. Mutta esijakso
ei voi pienentya enempad kuin yhdella, koska talloin lisdamalla ensimmaéinen

kirjain takaisin saataisiin sanalle w alkuperdisté pienempi esijakso.  [J
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Kaytetadn jalleen w-sanoja hyviksi todistusten yksinkertaistamiseksi.
Téassd w-sanan esijakso tarkoittaa jaksollisen w-sanan h = vh' vasenta te-

kijdé v, jolle |v| on pienin mahdollinen.
Lause 2.27

(i) Olkoon h = vuh’ = vh' w-sana. Tdlldin h' on muotoa u™, joten h on

jaksollinen, jonka esijakso on vasen tekija sanasta v.

(ii) Olkoon w = vuw' ddrellinen sana, missd |u| < |w| ja vw' on sanan w

vasen tekija. Talloin sanalla w on esijaksona sanan v vasen tekijd ja

w' on jaksollinen jaksolla u.

Todistus. (i) Sovelletaan Lausetta 2.9 yhtdloon uh’ = h'. Kohta(ii) on edel-

linen kohta uudelleenesitettyné, johon yhdistetdan Lemma 2.19. [

Muodostetaan jélleen yksi kahtiajako, joka on avain asemassa, kun Shirs-

hovin funktiolle annetaan kiytannollisempi raja.
Lemma 2.28 Olkoot |w| > 2d ja
w = uow’ = VW’ = vgusw’ = -+ = vg_1uUg_ W,
missd |v;| =1 ja |u;| = d—i. Tdalldin toinen seuraavista ehdoista on voimassa:
(1) sanat w;w' muodostavat ketjun leksikograaffisen jarjestyksen suhteen:

uow’ <puw’ <p - <pugow’ tai uew’ S uw’ >p - > ugow

(11) W' on jaksollinen jollain jaksolla u ja w on valejaksollinen, jonka tyyppi

on < d.
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Todistus. Jos nyt jokin u;w’ on sanan uw’ prefiksi, missé ¢ < j. Toisin sanoen
u; = uwju. Tall6in w' on sanan uw' prefiksi, joten Lauseen 2.27 kohdasta (i)

seuraa, ettd w’ on jaksollinen jaksolla u. Koska nyt
ViU = Uiy = ViU U,
nahdadn, ettd esijakso siséltyy sanaan v;u; ja tyyppi < |vu;| + |u| <d. O

Kutsutaan nyt sanaa w d-kriittiseksi, jos sen tyyppi on d, mutta vasem-

man tekijin prefy, _;(w) tyyppi on d — 1.

Huomautus 2.29 Mielivaltainen d-kriittinen sana w voidaan kirjoittaa

k

muodossa vu*x;, missa

o] + |u| =d— 1.
Néin ollen, |w| <d—-1+(d—-1)(k—-1)+1=dk—k+1.

Arvioidaan nyt lukua [ tarkemmin. Ajatellaan pituudeltaan > dk olevan
sanan “darimmaistd tapausta’”; toisin sanoen sana w on Shirshov sallittu,
mutta sen vasen tekija wy, joka saadaan jattamaélla viimeinen kirjain pois, ei
ole Shirshov sallittu. Nyt Lemman 2.28 mukaan, sanan wq tyyppi on < d. Jos
nyt oletetaan, etté |w| > (d— 1)k ja sanan w tyyppi on < d, niin sen jakson u
pituus on < d—1 seki sen esijakson v pituus < d—1—|u|. Tésta seuraa, etta
vu® esintyy sanassa wy, joten wy oli alunperinkin Shirshov sallittu. Voidaan
siis olettaa, ettd sanan w tyyppi on > d. Nyt Lemman 2.26 avulla nahd&an,
ettd sanan w tyyppi on d ja sanan wy tyyppi on d — 1; toisin sanoen, w on
d-kriittinen.

Tarkemmin sanoen, mielivaltainen sana, jonka pituus on > dk eiki se ole

Shirshov redusoituva, siséltdé d-kriittisen prefiksin, jonka pituus on < dk.

Lasketaan seuraavaksi kaikki téllaiset tekijét.
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Lause 2.30 Olkoon |X| =/

(1) Kaikkien d-kriittisten t pituisten sanojen lukumddrd on korkeintaan

(e — 1)L,

(i1) Kaikkien d-kriittisten sanojen, joiden pituus < t, lukumddrd on kor-

keintaan d(¢ — 1)¢4=1¢.

(111) Kaikkien d-kriittisten sanojen, mitkd eivat sisdlld potenssia k olevaa

tekijid (jonka pituus on < d), lukumddrd on korkeintaan d*k({—1)¢4-1.

Todistus. (i) d— 1-pituinen prefiksi voidaan valita /2~ tavalla. Tami voidaan
erotella jaksoiksi ja esijaksoiksi d eri tavalla. Viimeinen kirjain voidaan valita
¢ —1 eri tavalla.

(#7) Yhdistettynéd kohtaan (i), mahdollisia eri pituuksia on nyt ¢ kappa-
letta.

(741) Huomautuksen 2.29 mukaan d-kriittisen sanan, joka ei sisdlld po-
tenssia k olevaa tekijad, pituus on < dk. Téalléin sovelletaan kohtaa (ii) ja

merkitddn siina ¢t = dk. O

Lause 2.31 (Shirshovin funktion tarkempi raja)

Olkoon Shirshovin Lemman 2.18 oletukset voimassa. Tdlloin
Bk, d) < d*k2(0 — 1)

Todistus. Olkoon w mielivaltainen pituudeltaan > d*k%(¢ — 1)£¢~! oleva sa-
na. Edellisesté tarkastelusta ndhdaan, ettd hajottamalla tdmé dk pituisiin
td saadaan vihintidin d®k(¢ — 1)097! kappaletta erilisid d-kriittisid tekijoiti.
Lauseen 2.30 kohdan (iii) mukaan véhintddn d kappaletta néistd tekijois-
td ovat samoja. Nain ollen, w on Shirshov redusoituva valituilla parametrin

arvoilla (vertaa Lemma 2.13). [
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3 Shirshov ja affiinit PI-algebrat

Aikaisemmin késiteltiin sanoja diskreettisind kombinatorisina objekteina. Sa-
noja voidaan ajatella my6s diskreettisinéd algebrallisina ei-kommutatiivisina
objekteina [9], minkd avulla voidaan tarkastella Shirshovin Lemman ja
affiinien Pl-algebrojen yhteytta.

Esitetaén tésséd kappaleessa maaritelma affiinille Pl-algeralle, seké niiden
teoriaa. Sovelluksena Shirshovin Lemmaan, tdma kappale tdhtéé Shirshovin
Korkeuslauseeseen ja sen todistamiseen. Lauseella on paljon téarkeita renkai-

siin liittyvia sovelluksia, joista useimmat riippuvat Lauseen seurauksesta:

Olkoon A = CYay,...,a,) Aaarellisesti generoitu Pl-algebra, missd C
on kommutatiivinen rengas. Valitaan joukosta A tietty, myohemmin esitet-
tava, adrellinen joukko alkioita, jotka ovat kokonaisia renkaan C' suhteen.

Talloin algebra A on &arellisesti generoitu C-moduli.

Erikoisen asian tastéd tekee se, ettéd valittuja algebrallisia alkioita on ai-

noastaan aérellinen méaré, vaikkakin ne on valittu generoivasta joukosta.

3.1 Maaritelmia

Viliton yleistys vektoriavaruudelle on modulin késite.

Maaritelmé 3.1 Olkoon R rengas. Abelin ryhméd (M, +) sanotaan (va-

semmaksi) R-moduliksi, jos siind on mééaritelty modulikertolasku

(r,m)—rom=rm, missi r € R, m € M,
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joka tayttaa seuraavat ehdot:

RMO. rme M kunr e R, me M,

RM1. r(my+ms) =rmy+rmy kunr € R, my,my € M,
RM2. (ri+ro9)m=rm+rom kunr;,rm€ R me M
RM3. (rire)m =ri(rom) kunry,ro € R, me M

RM4. Im=m kunm e M.

Maaritelma 3.2 Olkoot M ja M’ R-moduleja. Kuvausta
oM — M

sanotaan R-modulihomomorfismiksi, jos se tayttad seuraavat ehdot:

MH1. ®(my+my) = ®(my) + ®(my) aina, kun my, me € M,
MH2. ®(rmy) =r®(my) aina, kunr € R, m; € M.

Modulin késite on vektoriavaruuden véliton yleistys ja niiden teoria ra-
kentuu samaan tapaan kuin vektoriavaruuksienkin. Erityisesti kaikki vekto-
riavaruuksia koskevat tulokset, joiden todistuksessa ei tarvita skalaarikunnan

jakolaskua, pétevit my6s moduleihin [6].

Maaritelma 3.3 C-modulin M sanotaan olevan vapaa, jos jokaista epatyh-
jaa alkiota m € M kohden on olemassa yksikésitteinen n € N seké yksikésit-

teiset alkiot ¢y,¢9...,¢, € C'ja xy,29,...,2, € X C M, niin
m = C1X1 + CoTo + - -+ + Cprxy,.

Maaritelméassa 3.3 yksikasitteisyys vaatimus on voimassa sekd modulin
alkioilla, ettd myos renkaan alkioilla. Liséksi voidaan todistaa, ettd jokaiselle
joukolle X on olemassa vapaa C-moduli F(X), joka toteuttaa seuraavan

universaali ominaisuuden.
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Lause 3.4 Olkoot M mielivaltainen C'-moduli seki ¢ : X — M mielival-
tainen kuvaus. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen C'-modulihomomorfismi

O F(X)— M siten, ettd ®(z) = ¢(x) aina, kun x € X.

Algebralla tarkoitetaan systeemié, joka koostuu epéatyhjasta joukosta seké

adrellisestd maarasta operaattoreita.

Maaritelma 3.5 Jarjestettyd paria (A, O) sanotaan algebraksi, missé A on
jokin epétyhjé joukko alkioita ja O joukko (dérellisid) operaattoreita. Yleensa

algebrasta kiytetain merkintdd A parin (A, O) sijaan.

Maéaritelmé 3.6 Olkoon K mielivaltainen kunta. Joukko A on (assosiatii-

vinen) algebra kunnan K suhteen (lyhyemmin K-algebra) jos
(i) A on rengas,

(ii) Joukon A additiivinen ryhmé on K-moduli ja al = a aina, kun alkio

a € A seké alkio 1 on joukon A ykkosalkio.

(i) - (a1 *xag) = (- ay1) * ag = a; * (- ag) aina, kun alkiot a € K ja

ai,as € A

Maéritelméassa 3.6 kuntaa K voidaan tarkastella myos kommutatiivise-
na ryhméné C. Toisin sanoen (assosiatiivinen) algebra yli kommutatiivisen
renkaan C' on additiivinen Abelin ryhmé A, jolla on seké renkaan, ettd C-
modulin rakenteet siten, ettd renkaan kertolasku on C-bilineaarinen, toisin

sanoen renkaan kertolasku on C-lineaarinen jokaiselle tekijélle:
c-(agxag) = (c-ay) *xas = ay *(c-ay)

aina, kun alkiot ¢ € C' ja a1, as € A. Tarkempaa konstruktiota seka teorioita

on esitetty Jacobsonin kirjassa [10].
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Olkoot jatkossa C' kommutatiivinen rengas, jossa on ykkosalkio 1, K mie-
livaltainen kunta seké ¥ numeroituva maéara muuttujia. Vapaa algebra (muut-
tujien joukon X suhteen) on vapaa C-moduli, jonka kanta muodostuu kaikis-
ta sanoista aakkoston ¥ suhteen. C-modulista saadaan C-algebra, kun jou-
kon Y tulo maaritellddn sanojen tulona luonnollisella tavalla, joten kahden
eri alkion tulo on néin yksikésitteisesti maaritelty. Nain maéariteltya vapaata
(assosiatiivista) C-algebraa merkitdén C'(X) ja sen alkioita kutsutaan poly-
nomeksi.

Nyt siis C(X) on vapaa C-moduli, jonka kanta muodostuu joukon >*
alkioista. Nyt jokainen alkio f € C'(3) voidaan siis kirjoittaa yksikésitteisesti
muodossa Y cjh;, missd h; € X*. Alkioita h = ¢;h; kutsutaan polynomin
f monomeiksi. Jos vield polynomin korkeimman asteen kerroin on 1, niin

polynomia sanotaan pddpolynomiksi.

Maaritelma 3.7 Olkoon deg; h symbolin x; esiintymien lukuméaéra mono-
missa h, ja monomin aste degh =) . deg; h. Polynomeille aste mééritelldén

siiné esiintyvien monomien asteiden maksimiksi.
Huomautus 3.8 Sanojen joukossa aste tarkoittaa sanan pituutta.

Maéaritelma 3.9 Muuttuja z; esiintyy polynomissa f jos deg; f > 0; jos
polynomissa f esiintyy ainoastaan muuttujat xi,...,x,, niin sitd merkitdan
f(a:l, e ,.Z'n).

Jokaiselle algebra homomorfismille C'(¥) — A, missé z; — a; aina, kun

1 <i < n, merkitédén polynomin f kuvaa f(ai,...,a,).

Huomautus 3.10 Olkoot A mielivaltainen algebra kommutattivisen ren-
kaan C' suhteen seki alkiot {aq,...,a,} C A. Téll6in on olemassa yksikésit-

teinen algebra homomorfismi ® : C(X) — A siten, ettd ®(x;) = a; aina, kun
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1 < i < n. Méaritellaan siis
q)(xil T xln) = Qg v Gy,
joka laajennetaan lineaarisesti koko algebraan C'(X).

Maaritelma 3.11 Olkoot A mielivaltainen C-algebra sekd [ =
flxy,...,x,) € C(¥). Alkio f on C-algebran A polynomi identiteetti,
jos

flag,...,a,) =0
kaikilla n-tuplilla (aq, ..., a,) € 17, A.
Maaritelma 3.12 Algebra A yli kommutatiivisen renkaan C' on polynomsi
identiteetti algebra renkaan C' suhteen (lyhyemmin Pl-algebra yli renkaan C'),

jos on olemassa sellainen péaédpolynomi f € C(X), ettd alkio f on polynomi

identiteetti algebrassa A.

Maaritelma 3.13 Pl-algebra A on Pl-astetta d, jos algebra A toteuttaa

astetta d olevan polynomi identiteetin.

Oletetaan téssa luvussa, ettd A on Pl-algebra yli kommutatiivisen ren-
kaan C'. Yksia tarkeimpid esimerkkeja Pl-algebroista ovat matriisialgebra

M, (C) seké aarellisulotteiset algebrat yli kunnan [3].

Esimerkki 3.14

(i) Jokainen kommutatiivinen algebra toteuttaa identiteetin f = [z, z5] =

1T — T2X7.

(ii) Ensimméisid tutkimusten kannalta mielenkiintoinen algebran identi-

teetti on Wagnerin identiteetti matriisialgebralle My (K) [16]. Olkoot
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(iii)

(iv)

matriisi
ag =
ro—p
ja a,b,c € My(K) mielivaltaiset matriisit. Talloin matriisi
2
9 p°+qr 0
CLO —
0 P> +qr
on diagonaalimatriisi, joten se kommutoi kaikkien matriisien kanssa
algebran My (K') suhteen. Olkoon tr(a) matriisin a jalkifunktio, toisin

sanoen matriisin lavistaja alkioiden summa. Koska nyt

T X2 Y1 Y2 Y1 Yo T1 T2
[av b] = -
T3 T4 Ys Ya Ys Ya T3 T4
B T2Y3 — Y23 s . P Q
T3Y2 — Y3T2 R —-P

missa alkiot P, @ ja R ovat polynomeja seki tr([a, b]) = 0 kommutatii-
visen algebran suhteen, niin [[a, b]?, ] = 0 aina, kun a,b,c € My(K).

Tasté seuraa, etta
(.TlIQ — .132%’1)21’3 — $3($1$2 — $2I1)2
on algebran My (K) identiteetti.

Olkoon p € P. Fermat’n pieni lause sanoo, etta jokainen n = p* alkioi-
nen kunta K toteuttaa yhtalon o™ = a aina, kun a € K. Toisin sanoen

x' — z1 on kunnan K identiteetti.

Jokainen Boolean algebra toteuttaa identiteetin z? — .
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Pl-algebrojen kanssa on tarpeen maéaritella tietyn tyyppisia polynome-
ja. Sanotaan, ettd polynomi f(z1,...,x,) on homogeeninen kohdassa x; jos
muuttujalla x; on sama aste jokaisessa polynomin f monomissa. Polynomi f

on homogeeninen jos se on homogeeninen jokaisella muuttujalla.

Maaritelma 3.15 Monomi A on lineaarinen kohdassa z;, jos deg;h = 1.
Polynomi f on lineaarinen kohdassa x;, jos jokainen polynomin f monomi
on lineaarinen kohdassa x;. Polynomi f(z1,...,x,) on multilineaarinen, jos

f on lineaarinen kaikilla zq, ..., z,. Toisin sanoen f on n-lineaarinen.

Olkoon f(z1,...,x,) multilineaarinen polynomi. Valitaan téstd polyno-
mista mielivaltainen nollasta eroava monomi h. Nimedmalld muuttujat sopi-
vasti uudestaan voidaan olettaa, ettd h = axiz9---x,, missi a € C ja C
on kommutatiivinen rengas. Néin ollen multilineaarisen polynomin yleinen

muoto on
fxy,...,x,) = crrmo -+ Ty + E AoTo () Loy " Lo
1750'6571

Jos C' on liséksi kunta, voidaan edellinen yhtalo jakaa puolittain alkiolla ¢ ja

olettaa, ettd ¢ = 1.

3.2 Polynomi identiteetti vs. multilineaarinen identi-

teetti

Nyt tulee esiin kysymys, onko polynomi identiteettien ja multilineaaristen
identiteettien valilld jokin yhteys. Vastausta haettaessa aloitetaan multili-

nearisoinnilla, jota kuvataan seuraavaksi.

Maéaritelmé 3.16 (multilinearisointi) Oletetaan, ettd  polynomissa

f(xy1,..., ) muuttujan x; aste on n; > 1. Tarkastellaan muuttujaa z;, ja
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madaritellaan osittainen linearisoints

Aif<x1a cee 7$i—1,$z‘795;;7$i+1, e ,$m) =

flom+al, o) —f(. ) — flo 2k,

missé x; on uusi muuttuja.
Selvasti A;f on algebran A identiteetti, jos f on sellainen, koska uusi
muuttuja otetaan myds algebrasta A. Kuitenkin kaikki monomit, joissa muut-

tuja x; on astetta m;, haviad osittaisessa linearisoinnissa A\;f, koska yhtélon

(@ +2)" —2y — " =z "+ a2

maksimi aste on pienempi kuin n;. Jaljelle jadvissd monomeissa muuttuja
x} korvaa muuttujan z; joissakin tapauksissa, mutta ei kaikissa. Néin ollen

néille monomeilla muuttujan x; aste on < n; ja maksimi aste on n; — 1.

Huomautus 3.17 Koska edellinen proseduuri on hyvin térked, nimetaan
muuttujia hieman paremmin. Merkitdan muuttujaa x; muuttujalla z; seké
muita muuttujia z; muuttujalla y;. Merkitadn myos astetta n,; yksinkertai-

semmin asteella n.

(i) Nyt mééritelmén 3.16 polynomi on f(x1;91,...,Ym) ja osittainen li-

nearisointi

Ay f(x, 0501, -, Ym) =
fler+ 22501, ym) — f(@101, - Ym) — F(@25 91, -0 Um),

missa x, on uusi muuttuja.

(ii) Toistamalla tdmé& proseduuri n — 1 kertaa, ottamalla joka kerralla
uusi muuttuja z;, saadaan kohdissa zi,...,x, lineaarinen polynomi

f(z1, o @Y1, - Um), joka sdilyttdd ainoastaan ne monomit h, jois-

sa muuttuja x; oli alunperin astetta n. Jokaista téllaista polynomin f
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monomia h kohden polynomissa f on n! kappaletta monomeita, jot-
ka palautuu takaisin monomiin A, kun jokainen muuttuja z; korvataan

muuttujalla x;. Nyt aina, kun f on homogeeninen kohdassa x, niin

flon, oz yn, o ym) = (250, - Um)- (1)

Jos karakteristika on 0, niin alkiolla n! on olemassa kdénteisalkio. Néin
ollen polynomi f on palautettu polynomista f. Polynomia f sanotaan

polynomin f linearisoinniksi kohdassa ;.

(iii) Toistamalla linearisointi jokaiselle polynomin f muuttujalle saadaan
multilineaarinen polynomi, jota kutsutaan polynomin f multilineari-

soinniksi.

Jos karakteristika ei ole nolla kohtaa (ii) kannattaa hieman parantaa.

Kirjoitetaan
n—1
Alf = Z fj(xlva; Yty - - - 7ym)7
j=1

missd deg; f; = j (sekéd néin ollen deg, f; = n—j). Téll6in jokaiselle indeksille
j saadaan f = fj, toisin sanoen, polynomi f saadaan tekemsilld multilinea-
risointi prosessi mille tahansa polynomille f;, ensin muuttujalle x; ja sitten

muuttujalle z5. Néin yhtélo (1) saadaan muotoon

flxy, . Ty T2 YL, - Ym) = JH(n— J)IALS.

Esimerkki 3.18 Otetaan muutama esimerkki linearisoinnista:
(i) A1(515% +IL“1) = (5131 +$2)2 + ($1 +ZE2) — (IE% +$1) - (I% -HUz) = T1T2+ 2.
(ii) Kun funktioon z! sovelletaan operaatiota Ay (n — 1)-kertaa, saadaan

> nes, Tn(l) """ Tn(n)
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Maéritelma 3.19 Olkoon id(A) kaikkien Pl-algebran A identiteettien jouk-
ko.

Huomautus 3.20 Vandermonde matriisi (a?~') on muotoa

1 o1 e agnil
1 9 o e 0/2%_1

)
1 Oy - am_l

misséa alkiot «; ovat kunnan K erillisia alkioita. Talloin matriisilla on kaan-

teismatriisi.

Lause 3.21 Olkoon K ddreton kunta. Tdlléin jokainen algebran A iden-
titeetti voidaan korvata homogeenisilld identiteetteilld; lisiksi jokainen al-
gebran A identiteetti voidaan kirjoittaa ekvivalentisti polynomien summana,

joka muodostuu homogeenisista identiteeteistd.

Todistus. Olkoon f(z1,...,2,) € id(A). Merkitdén f = ZIZ:O fu, missi jo-
kainen f, on sellaisten polynomin f monomien summa, jotka ovat astetta u
kohdassa ;. Valitaan mielivaltaiset erilliset alkiot «y,...,a; € K. Téll6in

kaikilla a; € A
k
0= flauar,...,an) = Za{bfu(al, ey O);

Olkoon v pystyvektori jonka alkiot ovat fo(ai,...,am), ..., fr(ai, ..., an).
Niin saadaan matriisiyhtdlo (of')v = 0, missd matriisi (/') on Vander-
monden matriisi, jolla on ké&nteismatriisi, koska alkiot a; ovat erillisia. Nain
ollen matriisiyht&lolla on yksikésitteinen ratkaisu f,(ai,...,a,) = 0 aina,
kun 0 < u < k. Jokainen polynomi f, on siis algebran A identiteetti. Tois-
tetaan sama proseduuri jokaiselle muuttujalle z;, joten polynomi f voidaan

korvata homogeenisilla identiteeteillda. [
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Lause 3.22 Jos A on Pl-algebra yli kunnan K, jonka karakteristika on nol-
la, niin joukon id(A) madrittelee multilineaariset identiteetit; toisin sanoen,
algebra A toteuttaa mielivaltaisen identiteetin tarkalleen silloin, kun A to-

teuttaa multilineaarisen identiteetin

Todistus. Olkoon polynomi f algebran A identiteetti. Tarkastellaan linea-
risointi prosessia A; uudestaan. Olkoon A Pl-algebran A multilineaaris-
ten identiteettien joukko. Palautetaan polynomi f joukon A polynomeista.
Lauseen 3.21 perusteella polynomi f voidaan korvata summana homogeenisié
polynomeja, jotka myos ovat algebran A identiteettejd. Nyt Huomautuksen

3.17 kohdan (ii) mukaan f saadaan palautettua polynomeista A4. [

Edellisen lauseen perusteella riittaé tarkastella algebrojen A; ja As, joiden

karakteristika on nolla, multilineaarisia identiteetteja, jotta voidaan todeta,

Huomautus 3.23 Jos karakteristika on p # 0 tilanne on hieman erilainen,
koska identiteetit eivit valttamattta ole multilineaarisista johdettuja. Kui-
tenkin Lausetta 3.22 voidaan hieman tarkentaa. Voidaan nimittédin osoittaa
[3], jos kunnan K karakteristika on mielivaltainen, télléin jos algebra A to-
teuttaa mielivaltaisen polynomi identiteetin, niin algebra A toteuttaa myos
tdméan multilinearisoinnin; toisin sanoen kaikille karakteristikoille identitee-

tin multilinearisointi on myos identiteetti.

3.3 Sana affiinissa algebrassa

Maaritelma 3.24 Algebra A on affiini K-algebra, jos A on déarellisesti ge-
neroitu algebra kunnan K suhteen; toisin sanoen affiini algebra on muotoa

A= K(ay,..., a).
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Olkoon A = C{ay, . .., as) affiini algebra kommutatiivisen renkaan C' suh-
teen. Valitaan aakkosto ¥ = {x1,..., 24}, ja muodostetaan kaikkien sanojen
joukko »*, joka on aarellisesti generoitu monoidi aakkoston » suhteen. Ol-
koon w € X* mielivaltainen sana ja merkitdan @ sanan w kuvaa Huomau-
tuksen 3.10 homomorfismin ® : C'(X) — A suhteen ja kutsutaan w sanaksi
algebrassa A. Tarkastellaan sanaa affiinissa algebrassa ja ndytetdan polynomi

identiteettien yhteys d-jaollisuuteen.

Maiéritelmé 3.25 Olkoon W C ¥* sanojen joukko. Merkitiin W = {& |

w € W} sanojen joukkoa algebrassa A kuvauksen & suhteen.

Joukko W wvirittid algebran A osajoukon S, jos jokainen alkio osajoukossa

S voidaan kirjoittaa muodossa

E Co, W,
missé ¢, € C.

Maaritelma 3.26 Sanaa w sanotaan A-minimaaliseksi, jos mitkdén sanan

w € W leksikograaffisesti pienempien sanojen kuvat eivat viritd sanaa .

3.4 Shirshovin korkeus

Joukossa ¥ = {z1,...,z,} kaikkien m-pituisten sanojen lukuméaéra on ¢™.

Selvasti my0s sanojen, joiden pituus on < m, lukuméaré on
gm—i—l -1
gyt =2 &
+ +-t 71
Maaritelma 3.27

(i) Olkoon k; > 1. Sana s on korkeutta p oleva Shirshovin sana sanojen
joukon W C X* suhteen, jos s = ufll X uf:, missd u; € W kaikilla

indeksin ¢ arvoilla. Indekseille on sallittua, ettéd i; = i,/, vaikka j # j'.
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(ii) Olkoon I//V\M kaikkien joukon W Shirshovin sanojen joukko, joiden kor-
keus on < p. Algebralla A on korkeus p joukon W suhteen, jos
W = {w|we /I/I?u} virittéi algebran A. Tallsin joukon W sanotaan

olevan Shirshovin A-kanta.

Tavoitteena nyt on 16ytdd mielivaltaiselle sanalle d-kappaletta sellaisia
tekijoitd, jotka mitkddn eivéit ole toistensa aitoja prefiksia. Seuraavassa huo-

mautuksessa on yksi téllainen menetelma.

Huomautus 3.28 Olkoot u ja v sanoja, joista kumpikaan ei ole toisen aito
prefiksi. Télloin u?~'v siséltdd d kappaletta tekijoité, joille:

(i) Jos v < u, niin v <; uv <; v?v < -+ < ud .

(i) Jos v >; u, niin v >; uv >; w?v >; - > utt,

d—

Joten Lauseen 2.13 mukaan jokainen sana, missi u?~!v esiintyy moninkertana

vahintaan d kertaa, on d-jaettu.

Lause 3.29 (Shirshovin korkeuslause) Olkoon A = C{ay,...,a;) affiini
Pl-algebra, minka Pl-aste on d. Olkoon W joukko sanoja, joiden pituu-
det ovat < d. Tdlloin W on Shirshovin A-kanta; algebran A korkeus on
< (d?0? + 1)((@} + 2) joukon W suhteen. Toisin sanoen joukko

(@l wp | w; € W, k; > 0} wirittii Pl-algebran A.

Todistus. Olkoot 8 = B(¢,2d,d) Shirshovin lemman mukaiset seké 5’ = [g}
Liséksi olkoon

1=t d) = (2 + 1)(8 +2).
Voidaan olettaa, ettd sana w on d-jaoton. Todistetaan, ettd sanan w korkeus

yli sanojen {u | |u| < d} on korkeintaan u.

johtaa myohemmin yo. viitteeseen.
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(1) Jos |w| < 8+ d lopetetaan siihen.

(2) Oletetaan, ettd |w| > 8 + d ja merkitddn w = W'w”, missd |w'| > S ja
w” = d. Néin ollen w’' on my6s d-jaoton. Nyt Shirshovin Lemman 2.18
mukaan ' siséltdd muotoa ulfll olevan tekijén, missd k] > 2d. Toisin

/ . Ky
sanoen sanan w’' prefiksi on spu,'.

(3) Merkitisn o’ = sou}'w*, missé k; on maksimaalinen; tallsin k; > 2d ja

|S0| < B.
(3)(a) Jos |w*| < |ui|, lopetetaan téhén.

(3)@® Muulloin merkitédén w* = viw}, missé |vi| = |uq|. Talloin w =

soulflvlwl, misséd uq sekéd v ovat vertailukelpoisia.

Tahan lopetetaan ensimméinen askel.

Toistetaan sama prosessi sanalle wy: Jos |wi| <  + d lopetetaan. Muu-
ten jatketaan samaan tapaan kuin edellisessa: wy = 51u§2v2w2, missé [s1| <
B, lug| = |va] < d, ke > 2d sekd usy ja vy ovat vertailtavissa. Jatketaan samaa

prosessia kunnes saadaan
w= sou'flvlslug%gszu'g?’vg e st_luftwg,

missé |w;| < B+ d. Edellisessa lisdksi |s;| < 8, k; > 2d, |u;| = |v;| < d seké
sanat u; ja v; ovat vertailtavissa, kaikilla j.

Ajatellaan tatéd sanaa jonona tekijoité, joiden pituus on < d. Téta varten
partitioidaan jokainen s; korkeintaan d pituisiksi tekijoiksi (jokaisessa sanassa
s; néita tekijoita on 5 kappaletta). Sanan w korkeuden pééttelyssi voidaan
jattaa potenssit k; huomioimatta ja laskea yhteen luvut 5’ jokaista sanaa s;
kohti sekd luvun 1 kaikkia sanoja wu; ja v; kohti. Néin ollen sanan w korkeus

on korkeintaan
B +t+(t—1)+ 6 +1<(t+1)(5 +2).
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Toisaalta, viimeiset |u;| + |v;] < 2d kappaletta kirjaimia méaéarittelee termin

d

udv; (silld ne médrittaviit sanat u; ja v;); nyt koska |u;| < d, niin termille ufv;
on vihemmin kuin ¢2¢ kappaletta erilaisia mahdollisuuksia aina, kun pituus
|u;| annettu, ja kun lasketaan pituuden kaikki d eri mahdollisuudet, saadaan
termille udv; kokonaisuudessaan vihemmin kuin d¢?? kappaletta mahdolli-
suuksia.

Jos nyt t > d?0?? = d(d(*?), jokin muotoa udv olevan sanan tiytyy toistua
d kertaa sanassa w. Tama on ristiriidassa sen kanssa, ettd sana w on d-jaoton
(Huomautuksen 3.28 mukaan). Niin ollen ¢ < d?(??, josta seuraa, etti sanan

w korkeus on pienempi kuin (d*0*? +1)(8' +2)=p. O
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4 Sovelluksia PI-algebroihin

Tarkastellaan kahta algebrallisesti tdrkeda sovellusta Shirshovin teorioille;
Kurochin ja Levitzkyn ongelmat sekd myohemmin maariteltdva Jacobsonin
radikaalin nilpotenttisuus, joista jalkimmainen esitetdan ilman todistuksia.
Motivaatio polynomi identiteettien kiytolle on tarjota erdéanlainen vahen-
nys proseduuri, missé sanat voidaan korvata niiden lineerikombinaatioilla,

jotka ovat leksikograaffisesti pienempia.

Lause 4.1 (Shirshov) Olkoon affiinissa algebrassa A astetta d oleva poly-
nomi identiteetts. Tdlloin jokainen d-jaettu sana w € X* voidaan lausua al-
gebrassa A sanan w d-jaon blokkien permutaatioiden, toisin sanoen uudelleen
jarjestettyjen d-jaon tekijoiden, lineaarikombinaatioina, missd permutoidut

sanat ovat <y w.

Todistus. Koska algebra A on Pl-algebra, se toteuttaa my6s multilineaarisen

identiteetin

Talloin ylla oleva yhtdlo toteutuu erityisesti affiinin algebran sanalla w =

@1...@6[: E O{o_@o_(l)...wo_(d)‘
o#£1,0€5,

Summassa olevat sanat ovat kaikki leksikograaffisesti pienempid kuin

w1 - - - wy, mikéd todistaa vaitteen. [

Edellisen lauseen perusteella mielivaltainen A-minimaalinen sana on d-

jaoton.
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Huomautus 4.2 Kun polynomi identiteettia kiytetdan d-jaettujen sanojen
pienentamiseen leksikograaffisen jarjestyksen suhteen, se ei muuta sanoissa

kdytettyja kirjaimia vaan ainoastaan jirjestda ne uudelleen.

4.1 Kurochin ja Levitzkyn ongelmat

Algebran A alkiota x sanotaan nilpotentiksi, jos on olemassa vakio k € N
niin, ettd a* = 0. Nil algebralla tarkoitetaan algebraa, joka sisiltié ainoas-
taan nilpotentteja alkioita. Algebra taas on nilpotentti, jos silld on seuraava

ominaisuus:
On olemassa sellainen alkio n € N, ettd A" = 0.

Maaritelma 4.3 Algebran alkio  on kokonainen kunnan K suhteen, jos

on olemassa sellaiset alkiot aq,...,a,_1 € K, etta
"+ a4 +a,_ 1z =0.

Shirshovin Lemman avulla paastdén nyt tarkastelemaan muutamaa tér-

kedd algebrallista ongelmaa:

(i) Levitzkin ongelma: Onko &érellisesti generoitu algebra, jonka jokainen

alkio on nilpotentti, aina nilpotentti?

(ii) Kuroschin ongelma: Onko &érellisesti generoitu K-algebra, jonka jokai-
nen alkio on kokonainen algebran K suhteen, aina aérellisesti generoitu

K-moduli?

Molemmissa ongelmissa vastaus on kielteinen [22], [23]|. Kuitenkin PI-
algebran tapauksessa vastaus molempiin ongelmiin on kylla. Talloin oletusta

voidaan myo6s jopa heikentéa.
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Lause 4.4 Olkoon A ddrellisesti generoitu K -algebra, generaattoreina alkiot
ai,...,ag. Oletetaan myds, ettd A toteuttaa astetta d olevan polynomi iden-

titeetin.

(1) Jos nyt kaikilla indeksin i € [1,¢] arvoilla, alkioiden a; mielivaltainen
tulo, jossa on korkeintaan d kappaletta alkioita a;, on nilpotentti, niin

K-algebra A on nilpotentti.

(11) Jos nyt kaikilla indeksin i € [1,0] arvoilla, alkioiden a; mielivaltainen
tulo, jossa on korkeintaan d kappaletta alkioita a;, on kokonainen al-

gebran K suhteen, niin K-algebra A on darellisesti generoitu K -moduli.

Todistus. Algebra A toteuttaa multilineaarisen identiteetin. Olkoot > =

1,...,%,+ taydellisesti jarjestetty aakkosto ja
{1, @} ty jéir] y ]
¢: K (X)) > A

algebra homomorfismi, misséd ¢(z;) = a; sekd J = ker(¢). Olkoot lisdksi k
sellainen vakio, ettd k > 2d sekia 5 = (¢, k,d) Lemmassa 2.18 oleva vakio.
Kohdan (i) todistus. Olkoon ¢(u)* = 0, kaikille sanoille u € ¥, joiden pi-
tuus on korkeintaan d. Jokainen vihintdan pituudeltaan g oleva sana w € ¥*
sisdltdd joko potenssia p olevan tekijan u, 0 < |u| < d, tai on d-jaollinen.
Jalkimmaisessd tapauksessa Lauseen 4.1 mukaan w on lineaarikombinaatio
(modulo J) sanoista, jotka ovat samanpituisia kuin w ja pienempid kuin w
leksikograaffisessa jérjestyksessé. Koska néité sanoja on ainoastaan dérellinen
méaara, padtellaan induktiivisesti, ettd w on saman pituisten sanojen lineaa-
rikombinaatio (modulo J), joista jokainen siséltdéd potenssia k olevan tekijan
uk, missi 0 < |u| < d. Néin ollen ¢(w) = 0 ja algebra A on nilpotentti. Niin

kohta (i) on todistettu.
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Kohdan (ii) todistus. Todistetaan tdmé Shirshovin Korkeuslauseen 3.29
seurauksena, jonka mukaan joukko {w! .- @k | w; € W, k; > 0} virittda
Pl-algebran A.

Jos nyt mielivaltainen sana @ on kokonainen kunnan K suhteen ai-
na, kun w € W C ¥*, missd sanojen joukko W vastaa Shirshovin Kor-
keuslauseen 3.29 vastaavaa joukkoa. Nyt @w toteuttaa padpolynomi yhtalon
P(w)r = a1p(w)r~t+ - +ap, 19(w), joillakin a; € K. Tilldin jokainen sa-
na w* voidaan ekvivalentisti korvata pienemmaélld potenssilla, joten algebra,

A on aérellisesti generoitu K-moduli. [

Lasketaan edellisessé lauseessa kohdan (77) madraama alkioiden lukuméaé-
ré, jolloin algebra on K-moduli. Todistuksen mukaan sanojen, joiden korkeus
on p, lukumaara joukon W suhteen, jossa jokainen eksponentti on < k on
todella iso:

((k+ )W),

g
-1

missd |[W| = Tamén takia todistetaan edellisen lauseen kohta (i7)

erikseen, ilman Lauseen 3.29 kiyttoa, jolloin saadaan parempi raja.

Todistus. (Lause 4.4 (ii)) Olkoot m maksimaalinen aste, jolle jokainen &&-
rellisen joukon {w | w € W} alkio on kokonainen sekd k& = max(d, m).
sekis 8 = [(¢, k,d) Lemmassa 2.18 oleva vakio. Nyt jokainen vihintdén pi-
tuudeltaan 3 oleva sana w € Y* sisdltdd joko potenssia p olevan tekijan w,
0 < |u| < d, tai on d-jaollinen. Jalkimmaéisessd tapauksessa Lauseen 4.1 mu-
kaan w on lineaarikombinaatio sanoista, jotka ovat samanpituisia kuin w ja
leksikograaffisesti pienempié kuin w. Naitd sanoja on darellinen maara, joten
iduktiivisesti padteltynd w on saman pituisten sanojen lineaarikombinaatio,

k

joista jokainen sisdltdd potenssia k olevan tekijin u”, missid 0 < |u| < d.

Koska sanojen kokonaisuutta voidaan kiyttdd pienentdméaan potenssia k,
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niin Lemman 2.18 mukaan sana w on A-minimaalinen tarkalleen silloin, kun

w<pg. O

Huomautus 4.5 Edellisestd todistuksesta seuraa, ettd Lauseessa 4.4 (ii)

termien lukumaéra, mikd tarvitaan virittdmaén algebra A kunnan K suh-

teen, on ({™*t —1)/(¢ — 1), missi m = B((, k, d).

4.2 Shirshov ja Jacobsonin radikaali

Shirshovin Korkeuslauseen avulla voidaan todistaa myohemmin méaritelta-
va, Jacobsonin radikaalin nilpotenttisuus kaikille karakteristikoille. Esitetadn
tassa tarvittavat tulokset ilman todistuksia. Todistuksiin voi tutustua tar-

kemmin kirjassa [3].

Maéaritelmé 4.6 Rengas R toteuttaa ACC (Ascending Chain Condition)

ominaisuuden, jos jokainen sen ihanteiden I; mielivaltainen ketju
]1c...cjnc...’

on adrellinen. Toisin sanoen, on olemassa positiivinen vakio k € Z, siten,

etta

Iy =Ty = -

Maaritelma 4.7 Olkoot R mielivaltainen rengas, joka toteuttaa ACC omi-
naisuuden. Kaikkien renkaan R maksimaalisten ideaalien leikkausta kutsu-

taan renkaan R Jacobsonin radikaaliksi J(R).

Razmyslov todisti [21], ettd Jacobsonin radikaali J(A), affiinille algebral-
le A, on nilpotentti aina, kun A toteuttaa seuraavaksi esitettéavan Capellin

identiteetin.
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Maaritelma 4.8 Olkoon o € 5, missé S, on symmetrinen ryhméa. Maéari-

telladn permutaation o merkki, jota merkitdén sgn(o):

(0) +1 , jos permutaatio o sisaltaé parillisen maarén inversioita,
sgn(o) =
—1 , jos inversioiden méaara on pariton.

Maaritelma 4.9 Polynomia
Cn = Z SEN(0) To(1)Tn41T0(2) Tnt2 * * * L2n—1To(n)T2n,
O'ESH
sanotaan Capellin polynomiksi ja se esitetddn usein muodossa
cn(yy) = ey, o Ty Yy e oy Yn) = Z SgN(0) Lo Y1Ta(2)Y2 * * * Lo(n)Yn
O’GSn

josta voidaan helpommin erottaa permutoidut muuttujat kiinnitetyista.

Lause 4.10 (Razmyslov) Olkoon A affiini algebra, joka toteuttaa Capelli

identiteetin cny1. Tdlloin J(A) on nilpotentti.

Kemer todisti liséksi [11]| karakteristikalle 0, ettd kaikki affiinit algebrat
toteuttavat Capellin identiteetin. Shirshovin Korkeuslauseen avulla voidaan

todistaa Kemerin lause kaikille karakteristikoille [3].

Lause 4.11 (Kemer) Jokainen affiini Pl-algebra A = K{ay ..., as), jonka
Pl-aste on d, toteuttaa Capelli identiteetin c,, jossa n rigppuu ainoastaan

luvuista € ja d.

Nain ollen kaikille karakteristikoille affiinin algebran Jacobsonin radikaali
on nilpotentti. Braun todisti my6s saman [22] kiyttéen tédysin erilaista ldhes-

tymistapaa.

Lause 4.12 (Razmyslov-Kemer-Braun) Mielilvaltaiselle affiinille PI-

algebralle (yli kunnan) Jacobson radikaali on nilpotentti.
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