Kvanttikenttiteoria ja hiukkastuotto kaarevassa
avaruudessa

Pro gradu
Turun yliopisto
Fysiikan ja tadhtitieteen laitos
Teoreettinen fysiikka
Syyskuu 2016
Juho Lankinen
Tarkastajat:
dos. liro Vilja
dos. Juha-Pekka Pellonpééa



Turun yliopiston laatujirjestelmén mukaisesti timén julkaisun alkuperiisyys on tar-

kastettu Turnitin OriginalityCheck-jarjestelmalla.



TURUN YLIOPISTO
Fysiikan ja téhtitieteen laitos

Lankinen, Juho: Kvanttikenttéiteoria ja hiukkastuotto kaarevassa avaruudessa

Pro gradu, 81 s., 9 liites.
Teoreettinen fysiikka
Syyskuu 2016

Kvanttimekaniikka ja yleinen suhteellisuusteoria, kaksi modernin fysiikan kulmaki-
ved, voidaan yhdistdd yhdeksi teoriaksi mikali itse metristd tensoria ei kvantisoida.
Tamaé teoria tunnetaan nimelld kvanttikenttiteoria kaarevassa avaruudessa.

Téssé tutkielmassa perehdytdan kaarevan avaruuden kenttédteorian formalismiin, se-
ki siitd seuraaviin ilmidihin. Néistd ilmidistd suurimman painopisteen saa dynaami-
sessa avaruudessa syntyvat hiukkaset eli hiukkastuotto. Tata ilmiota on tarkasteltu
kahden laajenevan universumin tapauksessa, seki mustien aukkojen kohdalla.

Tutkimusosiossa tutkitaan mallia, joka kuvaa hiukkastuottoa jiykin materian domi-
noimassa universumissa. Tuloksena saadaan, ettd avaruuden laajenemisen seurauk-
sena tdménlaisessa universumissa hiukkastuotto on voimakkainta erittdin raskailla
ja pienen liikemaardn omaavilla kentilla.

Asiasanat: Kvanttikenttédteoria kaarevassa avaruudessa, hiukkastuotto, jaykdn ma-
terian dominoima universumi
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Yksikot ja merkinnat

Tassé tutkielmassa kiytetdan luonnollisia yksikoitd A = ¢ = Gy = 1, ellei toisin mai-
nita. Metrinen tensori mééritelldéin positiivisella aikakomponentilla (+, —, —, —) ja
Einsteinin summaussddnto on voimassa. Kreikkalaiset indeksit vastaavat avaruusa-
jan koordinaatteja, ja latinalaiset indeksit puolestaan avaruudellisia koordinaatteja.
Diracin matriiseille kiiytetiin esitysti, jossa V) = 73 ® I,+* = i7?2 ® 7°, missi 7° ovat

Paulin matriisit. Tdméan lisdksi kdytossa ovat seuraavat merkinnét ja signatuurit:

Kompleksikonjugaatti *
Hermiittinen konjugaatti T

. . . 8 .
Osittaisderivaatta S0 tal oy

Kovariantti derivaatta
Kommutaattori
Antikommutaattori
Reaaliosa
Imaginaariosa
Asymptoottisesti
Approksimatiivisesti
Christoffelin symboli
Riemannin tensori
Riccin tensori

Riccin skalaari
Energiaimpulssitensori

Eulerin vakio

Vi

[A,B] = AB — BA
{A,B} = AB + BA
Re

Im

T, =10, = 59" (0udor + O + Osgyu)
R = 0%, — 8,03, + 12,17, ~ 2,17,
Ry = R

R=g¢"R,

T

v
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Johdanto

Kvanttikenttiteoria kaarevassa avaruudessa yhdistda kaksi modernin fysiikan kulma-
kived: kvanttimekaniikan ja yleisen suhteellisuusteorian. Se on teoria, jossa materiaa
késitellaan kvanttikenttateorian mukaan, mutta gravitaatiota klassisesti yleisen suh-
teellisuusteorian mukaan. Vaikka tdmé teoria ei olekaan taydellinen kvanttigravitaa-
tion teoria, sen uskotaan antavan hyvin approksimatiivisen kuvauksen tilanteista,
jossa gravitaation kvantti-ilmiot eivat ole dominoivassa asemassa.

Littedn avaruuden kvanttikenttéiteoria nojaa vahvasti Poincarén symmetriaan ja
Poincaré-invariantin vakuumitilan olemassaoloon. Siirryttiessd yleiseen kaarevaan
avaruuteen nidmaé ominaisuudet menetetddn eikd vakuumia voida enadd yksikasit-
teisesti madritelld. Téméa johtaa kaarevan avaruuden kvanttikenttiteorian keskei-
seen piirteeseen: dynaamisessa avaruudessa syntyviin hiukkasiin eli hiukkastuottoon.
Hiukkastuotto 16ydettiin 1960-luvulla tutkittaessa kvanttikenttien etenemistd uni-
versumeissa, joissa metriikka muuttuu ajan myota. Havaittiin, ettd kvanttikenttien
positiiviset ja negatiiviset moodit sekoittuvat metritkan muuttuessa. Tdméan seu-
rauksena tilavektori, joka ei sisdlld hiukkasia alkutilassa, sisdltda hiukkasia lopputi-
lassa implikoiden avaruuden laajenemisen seurauksena syntyneen hiukkasia. Seuraa-
va suuri askel hiukkastuoton tutkimuksen kohdalla tuli kaarevan avaruuden kvant-
tikenttiteorian soveltamisesta mustiin aukkoihin. Tammikuussa 1974 S. Hawking
julkaisi kuuluisan tuloksensa mustien aukkojen hiukkastuotosta. Mustat aukot ei-
vat olleetkaan taysin mustia, vaan ne siteilivit kvantti-ilmididen seurauksena. Tata
ilmiotd kutsutaan sen 16ytdjin mukaan Hawkingin séteilyksi. Hieman myhemmin
W. Unruh, halutessaan ymmaértda paremmin Hawkingin tuloksia, padtyi tutkimaan
hiukkasen kisitettd operationaalisesti. Hin p&atyi tulokseen, ettd jopa Minkowskin
avaruudessa tasaisessa kiihtyvéssd liikkeessd oleva havaitsija havaitsee hiukkasia,
siind missd inertiaalinen havaitsija ei havaitse. Vaikka hiukkastuoton loytymisesti
onkin kulunut jo 50 vuotta, on se edelleen aktiivisen tukimuksen kohteena.

Tamén tutkielman tavoitteena on perehtyd kaarevan avaruuden kvanttikentté-
teoriaan painottaen erityisesti hiukkastuoton ilmi6ta. Tutkielma on jaettu kahteen
osaan. Kolme ensimmaisté lukua keskittyvit kaarevan avaruuden kenttiteorian for-
malismiin. Ensimmaisessé luvussa kerrataan ensin lyhyesti Minkowskilaisen kentta-
teorian perusteet, jonka jalkeen tulokset pyritddn yleistamain kaarevaan avaruuteen.
Erityisesti keskitytddn vapaan skalaarikentédn kvantisointiin, mutta myos spinori- ja
vektorikenttid kisitellddn. Téssa luvussa esitellddn keskeisessd asemassa olevat Bogo-
liubovin kertoimet. Toisessa luvussa kasitellidn hiukkasen ja vakuumin maarittamis-

téd kaarevassa avaruudessa. Hiukkasen kisitteen méaarittelemiseksi esitelladn hiukkas-



detektorimalli ja tarkastellaan havaitsijan mukana liikkuvaa detektoria tapauksissa,
jossa havaitsija on inertiaalinen tai tasaisessa kiihtyvissi liikkeessd. Vakuumin va-
lintaa puolestaan tarkastellaan kahdessa spesifioidussa avaruusajassa. Kolmas luku
keskittyy energiaimpulssitensorin odotusarvossa esiintyvien darettomyyksien poista-
miseen eli renormalisointiin. T&ll6in esitellddn niin sanottu efektiivinen vaikutus ja
sen yhteys energiaimpulssitensorin odotusarvoon. Lisdksi tarkastellaan kahta daret-
tomyyksien kontrolloimiseen tarvittavaa menetelmad eli regularisointia.

Kaarevan avaruuden kvanttikenttiteorian ilmi6itd tutkitaan kolmessa viimeises-
sd luvussa. Neljannessd luvussa perehdytddn avaruuden laajenemisesta seuraavaan
hiukkastuottoon. Tatd ilmiotd ldhestytddin kahden eri mallin avulla toisen olles-
sa asymptoottisesti Minkowskilainen ja toisen puolestaan asymptoottisesti sdteilyn
dominoima universumi. Luku viisi kisittelee mustien aukkojen hiukkastuottoa ja lu-
vun pédatavoitteena on Hawkingin sédteilyn johtaminen. Kuudes luku sisidltid omaa
tutkimusta késitellen hiukkastuottoa varhaisessa maailmankaikkeudessa. Téssa lu-
vussa esitelladn malli, jonka avulla voidaan tutkia hiukkastuottoa jaykdn materian

dominoimassa universumissa.
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1 Kvanttikentat ja yleinen suhteellisuusteoria

Yleisen suhteellisuusteorian hyvin toteutuneet ennustukset ovat vakuuttavia todis-
teita siitd, ettd gravitaatioon liittyvéit ilmidt ymmérretdén parhaiten avaruusajan
kaarevuutena. Yleisen suhteellisuusteorian mukaan materia kaareuttaa avaruusai-
kaa ilmaisten néin gravitaation vaikutuksen. Klassiset kentdt etenevat tdssd kaa-
revassa avaruudessa, joten on luonnollista tutkia myos kvantisoitujen kenttien ete-
nemista kaarevassa avaruudessa. Talla tasolla gravitaatiokenttdd ei kvantisoida ja
Minkowskin avaruudesta tutut menetelméat pyritddn siirtdméain kaarevaan avaruu-
teen mahdollisuuksien mukaan.

Tassé luvussa esitellddn kaarevan avaruuden kvanttikenttateorian keskeiset ideat.
Luku toimii pohjana myohempad tarkastelua varten ja samalla kiinnitetdan perus-
notaatio, jota tullaan kiyttdméan lipi tdméan tutkielman. Luku perustuu pitkilti

peruslihteisiin [1] ja [2].

1.1 Kvantisointi Minkowskin avaruudessa

Minkowskin avaruus mééritelliin monistona (M, n,,) varustettuna Minkowskilai-
sella metriikalla 7,,. Taméan alaluvun tarkoituksena on kerrata lyhyesti vapaiden
skalaari-, spinori-, ja vektorikenttien kvantisointi Minkowskin avaruudessa kiinnit-

tden erityisesti huomiota skalaarikenttian.

1.1.1 Skalaarikentta

Tarkastellaan n-ulotteisessa Minkowskin avaruudessa olevaa reaalista skalaarikent-

tad ¢(t, x), jolla on massa m ja sen Lagrangen tiheys on

L= %(77‘“’6,@8,@ —m?p?). (1.1)

Annetusta Lagrangen tiheydestd voidaan konstruoida vaikutusfunktionaali S, joka

on vapaan skalaarikentin tapauksessa

S = /d”xﬁ = %/d"x (08, ¢0,0 — m>¢?). (1.2)

Pienimman vaikutuksen periaatteen nojalla objektin liikeyhtilo saadaan, kun vaiku-
tus on stationaarinen. Matemaattisesti timé tarkoittaa, etti variaatio 6.5/d¢ haviaa.

Riittava ja valttamaton ehto talle on Fulerin-Lagrangen yhtdlo

oL oL

2 000 " -
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Skalaarikentén Lagrangen tiheyden (1.1} tapauksessa tdmé johtaa niin sanottuun

Kleinin-Gordonin yhtiléon
(O +m?)¢ =0, (1.4)

missé on madritelty d’Alembertin operaattori O := n*”0,0,. Seuraavaksi pyritdin
16ytamadn ratkaisu Kleinin-Gordonin yhtélolle. Teknisten yksityiskohtien valttami-
seksi rajoitutaan koko avaruuden sijaan rajoitettuun alueeseen, joka on (n — 1)-
dimensioinen L-sivuinen torus. Valitaan siis jaksolliset reunaehdot. Kenttd ¢(t,x)

voidaan ilmaista Fourier’'n muunnoksena muodossa

0(1.%) = —== 3 tndt)e™, (15)
k

missa vektori k on muotoa

2
k = %(mla“'7mn—1)7 my, ..., Mp—1 € N. (16)

Jatkossa vahvennetut kirjaimet tulkitaan n—1-dimensioisiksi paikkavektoreiksi. Fou-
rier'n muunnoksen (|1.5)) kertoimet ¢y (¢) saadaan kaavasta

1
A /Lnfl

Oletus kentén reaalisuudesta puolestaan implikoi vélittomaésti, ettd ¢_x(t) = ¢ (1).
Fourier-muunnettu Lagrangen tiheys (1.1)) on talloin

ok(t) = /d"_lx o(t,x)e >, (1.7)

1 )
L= §Z[I¢kl2—wﬁ|¢k\2], (1.8)
Kk
missi wi = k? + m?. Skalaarikentéin Lagrangen funktio annettuna muodossa (1.8
voidaan tulkita darettoméan monen harmonisen oskillaattorin kokoelmana. Talléin
skalaarikentin kvanttikenttiteorian rakentamiseksi tulee harmonisen oskillaattorin
kvantisointi yleistdd numeroituvasti darettomaille madrille. Maaritellidn sisdtulo,

niin sanottu Kleinin-Gordonin sisidtulo, kaavalla
(@116 = =i [ @12 61(@)010n(c), (1.9)
t

missd t on paikanluonteinen hyperpinta ja (;515;@ ‘= 01012 — 0;1¢9. Kleinin-
Gordonin sisdtulon tidrked ominaisuus on, ettd se ei riipu hyperpinnan valinnas-
ta. Tdmé osoitetaan seuraavassa kappaleessa yleisemmésséd tapauksessa. Maéritel-
lddn yhden hiukkasen Hilbertin avaruus H Kleinin-Gordonin yhtélon positiivisten

ratkaisuiden aliavaruutena, jossa maéritelty Kleinin-Gordonin sisdtulon normi on
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aarellinenl] Talléin Hilbertin avaruuden H ortonormaalikannaksi voidaan valita ta-

soaaltoratkaisut

1 . .
_ e—zwkt—l—zk‘x' 1.10
S 2w(2m L)1 (1.10)

Yleisesti kahden systeemin yhdistetty tila-avaruus on niiden Hilbertin avaruuk-
sien tensoritulo. Jos H; on systeemin 1 Hilbertin avaruus, ja H, systeemin 2 Hilber-
tin avaruus, on niiden yhdistetyn systeemin Hilbertin avaruus H; ® Hs. Systeemin
hiukkasten ollessa samoja, voidaan molemmille valita Hilbertin avaruudeksi sama
H. Alkeishiukkaset ovat kuitenkin erottamattomia, joten alisysteemit ovat ident-
tisid. Tensoritulona rakennettu Hilbertin avaruus on talléin lilan suuri ja systee-
min kuvaus on perustettava joko symmetriselle tai antisymmetriselle tensoritulolle.
Skalaarikenttd kuvaa bosoneja, joten yhdistetyn systeemin kuvaamiseen kiytetdan
symmetristd tensorituloa H @ H. Tama siis kuvaa kahden hiukkasen tila-avaruutta.

Vastaavasti n-hiukkasen Hilbertin avaruus on symmetrinen tensorituloavaruus

QR H=H. . H (1.11)

Avaruus, jossa ei ole yhtdén hiukkasia (n = 0) on yksidimensioinen, joten sen voi-
daan valita olevan C. Talla avaruudella on yksi kantavektori, jota merkitdan symbo-
lilla |0) ja sitd kutsutaan vakuumiksi. Skalaarikentdn kaikkien mahdollisten tilojen

avaruudeksi otetaan siis symmetrinen Fockin avaruus

F.(H) =P (@ ’H) . (1.12)
n=0
Fockin avaruudelle voidaan rakentaa kantoja komponenttiavaruuksien kannoista.

Erds hyodyllinen kanta on niin sanottu lukumddardkanta tai Fockin kanta, joka koos-

tuu komponenttiavaruuksien lukuméardakannoista. Merkitdan taméanlaista vektoria
‘n17n2,...> = |n1)®|n2>® B (113)

Kantavektori maarittad siis tilan, jossa on n; hiukkasta tilassa e; jokaisella
indeksilld j kun {e;} on Hilbertin avaruuden # ortonormaalikanta.

Seuraavaksi esitelladn operaattorit, jotka nostavat tai laskevat tilan hiukkasmaé-
rda. Tata varten rajoitutaan ddrellisen monen hiukkasen Fockin avaruuden tihedén

aliavaruuteen F?, jossa siis vektorissa |ni,na,...), n; # 0 vain dérellisen monella

! Kleinin-Gordonin sisétulo ei yleisesti ole positiividefiniitti, jonka takia rajoitutaan positiivisten

ratkaisuiden avaruuteen.
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indeksin j arvolla. M#éritellifin operaattorit a(k) : F0 — F, ja a(k) : F? — F,

kaavoilla

alk;) |ni,...nj,...) =/njna,.o.on; —1,..0)
a(k;)'ny,...nj, ) =/ny+ 1 |ng,..ony+1,..). (1.14)

Néitd sanotaan vastaavasti hdvitys- ja luomisoperaattoreiksi. Namé ovat rajoittamat-
tomia operaattoreita ja siksi miéritelty vain tiheiissi aliavaruudessa F°. Nihdiin
my0s, ettd hévitysoperaattori a(k) annihiloi vakuumin, eli a(k)|0) = 0. Erityisesti

namé operaattorit toteuttavat kanoniset kommutaatiorelaatiot
la(k),a(k)T] = 6(k — k'), [a(k), a(k)] = [a(k)", a(k)T] = 0. (1.15)

Niiden operaattoreiden avulla voidaan ¢y lausua Schrodingerin esityksessd muo-

dossa
1

= 5= (a1 +a(-K)") (1.16)

Téamé, yhdessi yhtélon ((1.5) kanssa, antaa nyt formaalin muodon Schrédingerin

esityksen operaattorille ¢(x) muodossa

o(x) (1.17)

_ Llnl Z ¢keik-x

\/W Z ek 4 q(k)fe %X, (1.18)

Vastaava operaattori Heisenbergin esityksessd on silloin

gb(t, X) — k)eik-x—z‘wkt + a(k)Te_ik'x—Hwkt}. (1'19)

1
o a
VI 2l
Viimeinen vaihe kvanttikentdn konstruoinnissa on toruksen poistaminen. Yhtalo
(1.19) tulkitaan siis k-avaruuden integraalin Riemannin summaksi ja mennéén ra-

jalle L — oo. T&ll6in kenttd on muotoa

¢(t,X) /dn lk, zk X—iwit + a(k)fe_ikx_,_iwkt]
\/ ka n 1
= /dk [a(k)u + a(k) g, (1.20)
missa
! n—1 1 ik-x—iwyt
di = d" 'k, g = e pxd,
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Ratkaisuja uy sanotaan positiiviratkaisuiksi tai positiivisiksi moodeiksi. Nimittéin

jos 0; on ajanluonteinen Killing vektori, niin
8tuk = —iwKlyk, wx > 0. (121)

Tarkkaan ottaen summa ([1.19) ei suppene, joten kenttd ¢ pitad itseasiassa tulki-
ta operaattoriarvoisena distribuutiona, eikii operaattoriarvoisena funktiona. Té&héin
asiaan ei kuitenkaan kiinnitetd sen tarkempaa huomiota.

Lopuksi mééritelliin vield muutama hyddyllinen operaattori. Yhtiloists

seuraa vilittomasti, ettd
CL(kj)%L(kj) |n1, I TR > =n; \nl, R 7T > 5 (122)
joten maaritelldan lukumddrdoperaattor: kaavalla

N; = a(kj)a(k;). (1.23)

Lukumaaraoperaattori kertoo kuinka monta hiukkasta annetussa tilassa on. Kaik-
kien hiukkasten lukuméiri saadaan puolestaan summaamalla jokaisen tilan luku-

maaraoperaattori
N=>"Nj (1.24)
J

Koska luomisoperaattori a(k)" nostaa jokaisen tilan hiukkaslukumiirii, operoimalla

talld vakuumiin useamman kerran, voidaan luoda useamman hiukkasen tiloja

2 la(k,)
‘nl""’nm¢>:HM’

!

0). (1.25)

j=1
1.1.2 Spinori- ja vektorikentta

Seuraavassa rajoitutaan nelidimensioiseen Minkowskin avaruuteen. Spinorikentén
konstruointi tapahtuu analogiseen tapaan kuin skalaarikentélle. Ajatellaan siis Di-
racin yhtédlon ratkaisua klassisena kenttiané, kirjoitetaan se Fourier'n integraalina ja
kvantisoidaan se vaihtamalla kertoimet luonti- ja havitysoperaattoreiksi. Lagrangen

tiheydesté

1. - - _
[' - §Z[¢7H ,uqu) - 81L¢7u¢] - m¢¢ (126)
saadaan varioimalla Diracin yhtdlo

iy —map =0, (1.27)
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missi @ = 0, v on Diracin konjugaatti 1) = ¢T7° ja Diracin matriisit v* toteut-

tavat antikommutaatiorelaatiot
{7} =2 (1.28)
Kentasta 1 voidaan ottaa Fourier’'n muunnos, jolloin

b(a) = VIR gy = [ VTR ik gy e g, (1.29)

Xtux,, (27T>3Wk X (27)3Wk

missd funktio f toteuttaa Fourier-muunnetun Diracin yhtdloén (k4" —m)f = 0 ja

integroidaan yli massakuoren,
X UX, ={k:k>=m?>=0,k >0} U{k:k>—m?=0k <0},  (1.30)

missd m > 0. Seuraavaksi kirjoitetaan yhtilo (1.29) muodossa, joka ndyttad ekspli-
siittisesti spin-tilat toteuttaen yhtalon (k,v* —m)f = 0. Oletetaan hiukkasen olevan

massiivinen (m # 0) ja tyoskennellddn lepokoordinaatistossa. Olkoon

u(0,+) = L u(0, ) = (1.31)

o o o
@]
o = O O

kannat avaruuden C* aliavaruuksille jotka médritelladn yhtalsilla (k) y"u = mu
ja (k) y"v = mo, missé k. = (£m, 0,0, 0) ja matriisit y* ovat Diracin esityksess.
Yhtalossa on kiiytetty merkintdji, jossa 0 on vektorin kE avaruudellinen kom-
ponentti ja spin-tiloja merkitdin symboleilla 4. Tekemaélld Lorentzin nopeussysiys
paastaan vakionopeudella liikkuvan hiukkasen koordinaatistoon. Tall6in liikkuvalle
hiukkaselle u(k, +) ja v(k, =) muodostavat myds avaruuden C* aliavaruuksien kan-
nat médriteltyna yhtalolld k,y"v = mo, k € X}, k € X,,. Jokainen funktio f(k),
joka toteuttaa yhtdlon k,y*v = mov voidaan kirjoittaa kantojen u(k, %) ja v(k, %)
lineaarikombinaationa kertoimien riippuessa vektorista k. Yhtalo ([1.29) voidaan siis

kirjoittaa muodossa

P(x) = / (CQZWI){?’ SZ A /Zﬂwk[f(k, s)u(k, s)e”® " 1 g(k, s)v(k, s)e™® "] (1.32)

=+

Kuten skalaarikentén tapauksessa, myos spinorikentélle voidaan konstruoida Foc-
kin avaruus. Johtuen kuitenkin spinorien fermioniluonteesta, on Hilbertin avaruu-

deksi valittava antisymmetrinen Fockin avaruus

Fo(H) = P ((é%) . (1.33)

oo
n=0
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Talloin luonti- ja havitysoperaattorit toteuttavat kommutaatiorelaatioiden sijaan

antikommutaatiorelaatiot
{a(k,s),a'(K,s')} = {b(k,s),b'(K,s)} = (27m)*(k — K')d,s

muiden antikommutaattorien hévitessd. Kvantisoitu spinorikenttd saadaan kuten
skalaarikentdn tapauksessa korvaamalla kertoimet f(k,s) ja g(k, s) hivitys- ja luo-

misoperaattoreilla. Kvantisoitu spinorikenttd on siis

U(x) = / % ; V Q%k[“(k’ s)u(k, s)e " + bl (k, s)vu(k, s)e™ ™). (1.34)

Vektorikenttdd kvantisoidessa ei itseasiassa kvantisoida sihkomagneettista kent-

tatensoria F,

uw, vaan vektoripotentiaali A,. Vektorikenttd vaatii erityistd huomiota,

silld vektoripotentiaali A, on mééritelty mittamuunnosta vaille ja fotoni, jota ku-
vaa vektorikenttd, on massaton. Pitdmalla asiat yksinkertaisena kvantisoidaan vain
massiivinen vektorikenttd. Tdménlainen kentti kuvaa esimerkiksi heikon vuorovai-

kutuksen valittdvid mittabosoneja. Massiivisen vektorikentdn Lagrangen tiheys on

1 1
L=—JFuF" + 5mQAMAM, (1.35)

missd on madritelty kenttatensori F'* := O*AY — 0¥ A*. Varioimalla tdméan vaiku-

tusta S saadaan massiivinen versio Maxwellin yhtaloista:
O, F" +m?A” = 0. (1.36)

Némaé tunnetaan myos Procan yhtdloind. Laskemalla kenttitensorin toinen derivaat-

ta saadaan
0,0, F" = 8V8u(8“A” — 0"A*) =00,A” — 0o, A" = 0. (1.37)

Yhtélo (1.37) yhdessd yhtilon (1.36) kanssa implikoi, ettd 9,A” = 0. Taém& ehto
tunnetaan Lorenzin mittaehtona. Kenttatensorin F'* derivaatta voidaan kirjoittaa

my6s muodossa
0 F™ = (9" AY — 9" A") = DAY — 8”(8,A"). (1.38)

Télloin yhtélo (1.36]) on ekvivalentti Kleinin-Gordonin yhtélon kanssa Lorenzin mit-
taehdolla:

OA” +m?A” =0, 3d,A” =0. (1.39)
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Rajalla m — 0 tasta saadaan Maxwellin yhtdlot Lorenzin mittaehdolla. Vektorilla
AY on nelja komponenttia ja Lorenzin mittachdon 0,A4” = 0 mukaan néistd vain
kolme on riippumatonta. Kvantisointi tapahtuu pitkille samaan tapaan kuin spino-

rikentdn tapauksessa jolloin kvantisoitu kenttd on

Prk ~ 1 .
A¥(z) = e~ Pt e (k. fa(k, j) + e* v (k, )bl (k, §)]. (1.40
(@) /(%)3; e e falk, ) (. 7Dk ). (1.40)
Jélleen kertoimet a(k,j) ja bi(k,j) esittiviit hivitys- ja luomisoperaattoreita ja
e(k, j) ovat polarisaatiovektorit. Vektorikentéin kuvatessa bosoneja, on sen Fockin
avaruus myoskin symmetrinen Fockin avaruus Fg(#). Téll6in voimassa ovat myos

kommutaatiorelaatiot
la(k, j),al (K, )] = [b(k, j),b" (K, j)] = (27)*5(k — K')6:. (1.41)

Polarisaatiovektorit ¥ (k, j) méadritellddn seuraavalla tavalla. Kun k = 0, niin joukko
{e¥(0,4) : 7 = 1,2,3} muodostaa ortonormaalin kannan. Lisiiksi Lorenzin mittaeh-

don mukaan niiden tulee toteuttaa relaatio k,e”(k, j) = 0.

1.2 Kvantisointi kaarevassa avaruudessa

Seuraavaksi siirrytddn kenttien kvantisointiin kaarevassa avaruudessa. Talloin lit-
tedssi avaruudessa kvantisoinnin pohjalla ollut erikoinen suhteellisuusteoria korva-
taan yleiselld suhteellisuusteorialla. Mukaan otetaan siis gravitaatio. Yleisessd suh-
teellisuusteoriassa avaruusaikaa kuvataan semi-Riemannin monistolla (M, g,,,) met-
riikan ollessa ¢,,. Edellisen kappaleen tulokset pyritddn yleistim&in mahdollisim-

man hyvin tdhdn uuteen viitekehykseen.

1.2.1 Avaruusajan kausaalinen rakenne

Fysiikan ilmi6t voidaan hyvin usein ilmaista alkuarvo-ongelmana: jos on annettu
systeemin tila tiettynd ajanhetkena, mikd on sen tila jonain myohempéané ajanhet-
kend? Téahén kysymykseen saadaan vastaus kausaliteetin ansiosta, jonka mukaan
tulevaisuuden tapahtumat ovat seurausta alkuarvoista ja fysiikan laeista. Yleisessa
suhteellisuusteoriassa kuitenkin avaruusajan dynaamisen luonteen takia alkuarvo-
tehtiva ei ole niin yksinkertainen. Mielivaltaisessa kaarevassa avaruudessa nimittiin
kentén litkeyhtalon klassiset olemassaolo- ja yksikésitteisyysominaisuudet voivat ol-
la hyvin erilaisia verrattuna Minkowskin avaruuteen. Haluamme siis rajoittua ava-

ruuksiin, joissa Kleinin-Gordonin tyyppisen liikeyhtélon madradmalld dynamiikalla
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on hyvin maéritelty alkuarvo-ongelma. Tamén vuoksi pitdd ensin tutkia avaruusajan
rakennetta.

Yleisessd suhteellisuusteoriassa puhutaan usein ajan-,valon- ja paikanluonteisista
kayristd. Joskus on kuitenkin hyodyllista yhdistdd naistd kaksi ensimmaéisté, joten
madaritelladn kausaalinen kayrd kayrdna, joka on joko ajan- tai valonluonteinen jo-
kaisessa kiyran pisteessi. Tarkastellaan moniston M rakennetta hieman tarkemmin.
Olkoon S C M. Sanotaan, ettd joukko .S on akronaalinen mikali mitdan kahta pistet-
td p,q € S ei yhdistad ajanluonteinen kiyra. Talloin mitkdan kaksi joukon S pistetta
eivit ole kausaalisesti yhdistettyjé, kun oletetaan valononpeuden olevan suurin sal-
littu signaalinopeus. Jos akronaalinen joukko S on suljettu, niin méaritellian joukon

S tulevaisuuden riippuvuusalue joukkona

D*(S) ={p € M : jokainen menneisyyteen ulottuva kausaalinen kiyrd  (1.42)
pisteen p ldpi leikkaa joukon S} .

Télloin informaation tunteminen suljetussa joukossa S méarittda tapahtumat alu-
eessa DT (.S) joukon S tulevaisuudessa. Taysin analogisesti maaritelldén menneisyy-

den riippuvuusalue D~(S). Néiden kahden joukon unionina saadaan riippuvuusalue
D(S) = D*(S)u D (S). (1.43)

Joukko D(S) sisiltdd vain ne pisteet, jotka riippuvat siitd mita tapahtui joukossa
S. Menneisyyden riippuvuusalueen avulla voidaan my6s méaédrittdd menneisyyden
Cauchyn horisontti H~ alueen D~(.S) reunana. Vastaavasti médritellain myos tule-

vaisuuden Cauchyn horisontti H™.

Maairitelma 1.1. Moniston M suljettua n — 1-ulotteista akronaalista pintaa X

sanotaan Cauchyn pinnaksi, mikili sen riippuvuusalue on koko monisto D(X) = M.

Cauchyn pinta on siis paikanluonteinen hyperpinta, jonka jokainen kausaalinen kiyra
leikkaa vain kerran. Nyt voidaan antaa oleellinen méaritelmé, jonka avulla voidaan

karakterisoida ’hyvin kiyttaytyvat’ avaruudet.

Maaritelma 1.2. Monisto M on globaalisti hyperbolinen, jos silla on olemassa Cauc-

hyn pinta .

Syy globaalin hyperbolisuuden taustalla on se, etté talléin moniston pisteessi p € M
médritellyn aaltoyhtilon fundamentaaliratkaisu on yksikésitteinen [3]. Erityisesti
talloin propagaattorit ovat hyvin maariteltyja. Lisdksi vaatimalla moniston olevan
siled (eli C™), taataan differentiaaliyhtiloiden olemassaolo. Jatkossa avaruusajan
oletetaan olevan siled m-ulotteinen, globaalisti hyperbolinen, semi-Riemannin mo-

nisto.
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1.2.2 Skalaarikentta

Siirryttiessid kaarevaan avaruuteen pitdd vaikutusintegraaliin tehdd muutok-
sia. Vaikkakin yhtalo on Poincaré-kovariantti, yleinen suhteellisuusteoria vaa-
tii yleisen kovarianssin. Tdmaé on seurausta yleisen suhteellisuusteorian vapaudesta
valita koordinaatisto. Poincaré-invariantti teoria ja littedn avaruuden vaikutus saa-
daan yleisesti kovariantiksi tekemélld seuraavat muutokset: korvataan Minkowskin
metriikka 7, yleiselld metriikalla g, , osittaisderivaatat d, kovarianteilla derivaatoil-
la V,, sekd Minkowskilainen tilavuuselementti d"x kovariantilla tilavuuselementilla
v/ —gd"z, jossa metrisen tensorin determinanttia on merkitty g = det g,,,. Geomet-
risesti kovariantti yleistys n-ulotteisesta Lagrangen tiheydesti kaarevaan avaruuteen

on talloin

ﬁ::%¢igwwwn¢vmﬁ—nﬁ¢2—53¢%, (1.44)

missd, ¢ on dimensioton vakio ja R Riccin skalaari. Varioimalla taas vaikutusta,

saadaan skalaarikentélle liikeyht&lo
(O +m® +€ER)¢ =0, (1.45)

missé on nyt médritelty kovariantti d’Alembertin operaattori U := ¢g"'V,V,.

Skalaarikentdn ja gravitaatiokentén vilistd kytkentdd edustaa yhtélossa
termi £ R¢?, joka on mukana silli se on ainoa lokaali skalaarikytkenti, jolla on oikea
dimensio [2]. Lisiiksi voidaan osoittaa [4], etti vuorovaikutustermin A¢? ollessa lisni
pitda teorian renormalisoituvuuden takia Lagrangen tiheyteen lisdtd vastatermi joka
on muotoa R¢?. Teorian kannalta kytkentivakiolla ¢ on kaksi mielenkiintoista arvoa.
Ensimmadinen on niin sanottu minimaalikytkentd, jolloin & = 0. Toinen on puolestaan
niin sanottu konformaalinen kytkentd

n—2

gzﬂﬁfﬁ’ (1.46)

silld sen arvolla Lagrangen tiheys on invariantti konformaalisessa muunnoksessa.
Konformaalinen muunnos on lokaali geometrian muutos, jossa muunnokset kutista-
vat tai venyttivit monistoa. Koska etdisyyksid kuvataan metriikalla, maaritelldan

konformaalinen muunnos kertomalla metriikkaa paikasta riippuvalla funktiolla

guu - QQ([E)QMV’ (147)

missi () on jatkuva, ei-singulaarinen reaalifunktio.
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Tarkastellaan sitten liikeyhtialon (1.45) ratkaisuja. Olkoon ¥ Cauchyn pinta, n*
sen yksikkonormaali ja 7,, pinnan Y indusoitu metriikka, joka saadaan 'vetdmalla’

avaruuden metriikka g, pinnalle >:

Oy~ oy°
T = G m g JoP

missd x” ovat koordinaatit Cauchyn pinnalla 3. T&ll6in voidaan mééritelld sisdtulo

(61]69) = —i / 61(2)V 03 (2)v/ 7 A (1.49)

Tamén sisdtulon tdrked ominaisuus on, ettd se ei riipu hyperpinnan valinnasta.

(1.48)

Taman osoittamiseksi oletetaan, ettd kentit ¢, ja ¢o toteuttavat liikeyhtalon (1.45]).
Olkoon ¥; ja Yo kaksi eri Cauchyn pintaa ja V niiden rajaama tilavuus. Tall6in

kayttamallad hyvaksi litkeyhtaloita ja Stokesin teoreemaa saadaan

(@1loa)s, — (lon)s, =~ | 01V b/ A 5 01V 3/ A
— /E N SV Wi/ i
——i [ Vr@T,0v=gav
i [ [99619,0% + 10005 = 003 = V1Vl =g 0V

=i /V = ga(m? + ER)GS + (m? + ER) 165/ —g dV
=0
A{D1|d2)y, = (D1]@2)y,

Liikeyhtalolle (1.45)) 1oydetéén ratkaisut u;(z), jotka ovat ortonormaaleja sisétu-
lon ([1.49) suhteen toteuttaen yhtilot

(uiluj) = 0ij,  (uilug) = =035, (ualuj) =0, (1.50)

missé indeksi ¢ voi olla jatkuva tai diskreetti. Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan sen
olevan diskreetti. Kenttd ¢ voidaan siis esittda ndiden avulla kuten aikaisemminkin,
jolloin
d(x) =Y [agui(x) + aluf(x)]. (1.51)
i
Formalismissa on kuitenkin perustavanlaatuinen ero, kun metriikka ei ole eksplisiit-
tisesti Minkowskilainen [5]. Kvantisointi ja Hilbertin avaruuden konstruointi Min-

kowskin avaruudessa perustui nimenomaan positiivisten ratkaisuiden olemassaoloon,



1 KVANTTIKENTAT JA YLEINEN SUHTEELLISUUSTEORIA 15

jotka médriteltiin yhtalolla (1.21)). Erityisesti vektori d, on Minkowskin avaruuden
globaali Killingin vektori ja vakuumi Poincaré-invariantti. Yleisessd kaarevassa ava-
ruudessa ei vilttaméatti ole kuitenkaan ollenkaan Killingin vektoreita tai jos on, niin
ne eivit vilttamatta ole globaaleja. Poincarén ryhma ei ole télloin endéd avaruu-
den symmetriaryhmé, eiké positiivisia ratkaisuja voida maarittda [6]. Aaltoyht&lol-
le voidaan kylld 16ytéa ratkaisu ortonormaalien kantojen avulla, mutta ongelmaksi
muodostuu, ettd ndmé eivit ole yksikdsitteisid. On siis olemassa useita eri kanto-
ja. Uusien ja vanhojen kantojen vélille voidaan kuitenkin 16ytaa relaatioita ja tAméa

johtaa niin kutsuttuun Bogoliubovin muunnokseen.

1.2.3 Bogoliubovin muunnokset
Olkoon {u;} toinen ortonormaalikanta, joka toteuttaa liikkeyhtdlon (1.45). Kenttd ¢
voidaan esittdd myos tdméan ortonormaalin kannan suhteen

b= Z[ajﬂj +atul), (1.52)

missd selvyyden vuoksi argumentit on jétetty kirjoittamatta. Koska ortonormaali-
kanta {@;} méadrittdd uuden Fockin avaruuden, tulee myos mééritellyksi uusi va-
kuumi |0), jonka ei tarvitse olla sama kuin vakuumi |0). Molempien kantojen ollessa

ortonormaaleja, voidaan uusi kanta lausua my6s vanhan kannan avulla muodossa

i
Némé& muunnokset tunnettaan Bogoliubovin muunnoksina ja yhtalossd esiintyvii,

mahdollisesti kompleksisia, kertoimia sanotaan Bogoliubovin kertoimiksi. Ne voidaan
laskea kéyttdmalld kannan {u;} relaatioita ((1.50]), jolloin

(Uilug) = (qujuj + Bijuiug) = iy (uslug) + Bij (uslu}) = auj (1.54)
ja
(wlus) = (ujuy + Biguiluy) = agy (ujlul) + By (uiluj) = —Bi;. (1.55)

Liséksi Bogoliubovin kertoimet toteuttavat seuraavat relaatiot

Z(aika;k - /szﬁj*k) = 5ij (1-56)
k
Z(aikﬁjk — Birar) = 0. (1.57)

k
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Koska kenttd ¢ voidaan esittda ekvivalentisti useissa eri kannoissa, etsitdan relaatiot
hévitysoperaattoreille asettamalla yhtalot (1.51) ja (1.52) yhtasuuriksi. Télloin

Z[aiui +ajul] = Z[ajuj + ajuj]
i J
Zaiui = Z[szuj + CL U Z
@ J
Z a; (uilu;) = Z[@j (W us) + al (uu;)] Z a; (u;lu;)
i J
a; =Y |ojid; + Bal]. (1.58)
J
Vastaavasti hivitysoperaattori kannan {u;} suhteen on

720& 0 — Fhal] (1.59)

Vilittomasti huomataan, ettd vakuumit ja siten Fockin avaruudet eivit ole samoja,
jos kerroin (3;; poikkeaa nollasta. Esimerkiksi operaattori a; ei annihiloi vakuumia
|0), silla

a; |6> = Z[ayzay + 5]% j ‘O Z Ji J
- Zﬁ;—l 1) #0. (1.60)
J

Laskettaessa nyt lukuméardoperaattorin odotusarvo moodien u; hiukkasille vakuu-

missa |0), saadaan

(0| N;|0) = (0lala;|0) = (a;0]a;0

= 1Bl @I = 21l (1.61)

J J
Bogoliubovin kertoimen 3;; poiketessa nollasta voidaan télléin tulkita moodien #;

madradman vakuumin sisaltdvian moodissa u; olevia hiukkasia.

1.2.4 Spinori- ja vektorikentta

Skalaarikentdn kohdalla vaikutuksen muutos kaarevaan avaruuteen oli suhteellisen
vksinkertaista. Osittaisderivaatta korvattiin kovariantilla derivaatalla ja Minkows-

kin metriikka yleiselld metriikalla g,,. Menetelmé pétee kuitenkin vain objekteille,
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jotka muuntuvat kuten tensorit Lorentzin muunnoksissa. Spinorikenttien tapauk-
sessa pitdd siis etsid menetelmé, jonka avulla spinorit voidaan sisdllyttda yleiseen
suhteellisuusteoriaan. Osoittautuu, ettd kiyttdmalla niin sanottua vierbein- tai tet-
radiformalismia tdmé voidaan tehdd. Tetradiformalismia on kisitelty liitteessé [A]
Minkowskin avaruudessa kenttien spin voidaan luokitella tavalla, jolla kentét
muuntuvat infinitesimaalisissa Lorentzin muunnoksissa. Infinitesimaalinen Lorentzin
ryhmé koostuu Lorentzin muunnoksista, jotka ovat infinitesimaalisen ldhell identi-

teettid
AG =05 +ws, |wil<1, wap=—Wga- (1.62)
Téllsin Lorentzin muunnoksessa tensorikentts 779} (x) muuntuu kuten
missa
L s
D(A) =1+ Sw" 0as (1.64)

on Lorentzin ryhmén esityksen matriisi. Operaattoreita o,3 kutsutaan Lorentzin

ryhméan generaattoreiksi ja ne toteuttavat kommutaatiorelaation

[Ua,8> 0_76] = 777[30016 — Nay0 35 + néﬁa'ya - 7760407,8- (165)

Yleisimmaét objektit, jotka muuntuvat lineaarisesti infinitesimaalisessa Lorentzin
muunnoksessa voidaan hajottaa kahteen irredusoitumattomaan komponenttiin joi-
ta kuvataan parilla (A, B). Téssd luvut A, B ovat joko kokonaislukuja tai niiden

puolikkaita. Esimerkiksi vektorikentan tapauksessa generaattori on

[0a8]"s = 0a"M3s — 057 Nagp, (1.66)

11
22
siis kenttdd jonka spin on %+% = 1. Skalaarikentédn kohdalla generaattorit ovat nollia,

joka antaa Lorentzin ryhmén irredusoituvan esityksen (3, 5). Vektorikenttd vastaa
joten se voidaan tunnistaa spin-0 kenttdand. Spinorikentdn kohdalla generaattorit

ovat

1

Tap = Z[”Ym’m], (1.67)

missd matriisit 7y, ovat Diracin matriiseja. Télloin irredusoituva esitys on (%, 0) tai
(0, 1), eli spinorikentti kuvaa spin-1/2 hiukkasia. Kéyttidmélli tetradeja ja Lorentzin
ryhmén esityksen generaattoreita, voidaan spinorikentdt nyt yleistdd kaarevaan ava-

ruuteen.
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Ekvivalenssiperiaatteen mukaan erikoisen suhteellisuusteorian tulee pated jokai-
sessa lokaalissa inertiaalikoordinaatistossa. Tdmén vuoksi Minkowskin avaruudes-
sa kenttien vaikutukselta vaadittiin Lorentz-invarianssi. Kun taustalle otetaan ylei-
nen suhteellisuusteoria, vaaditaan liséksi vield yleinen kovarianssi. Vaikutus ei riipu
koordinaatiston valinnasta, joten kenttid pidetdan skalaareina tetradeja lukuunotta-
matta. Seuraavassa kiytetddn konventiota, jossa kreikkalaisten aakkosten alkupéén
kirjaimet «, 3, ... viittaavat lokaaliin inertiaalikoordinaatistoon ja loppupédin kir-
jaimet p, v, ... puolestaan yleisiin koordinaatteihin. Aakkosten alkupdan indekseja
nostetaan ja lasketaan Minkowskin metriikalla ja loppupédn puolestaan metriselld

tensorilla. Maarittelemalld kovariantti derivaatta kaavalla
1
Vo = Vol0, + Eaﬂvvﬁyvaﬂamy (1.68)

voidaan spinorikentén Lagrangen tiheys (1.26]) Minkowskin avaruudessa yleistdé kaa-

revassa avaruudessa muotoon
L=detV {%i[mava“v“w — Vo' (V,0)y*] — mww} (1.69)
= det v {399, = (Vo] = mi (1.70)

missd v* = V, "y ovat Diracin matriisien vastineet kaarevassa avaruudessa, toteut-

taen ehdon

{n",7"} = 29" (1.71)

Varioimalla vaikutusta S kaarevassa avaruudessa kentdn 1) suhteen saadaan kova-

riantti Diracin yhtalo
(v'V,, —m) =0, (1.72)
missd kovariantti derivaatta on maaritelty spin-konnektion avulla kaavalla
V,:=0,+ %aaﬁva”a,,vﬁy. (1.73)

Vektorikentdn kvantisointi tapahtuu analogiseen tapaan. Vektorikenttd muun-
tuu Lorentzin muunnoksessa kuten tensori, joten siirtyminen kaarevaan avaruuteen
tapahtuu korvaamalla osittaisderivaatta kovariantilla derivaatalla V. Talloin kent-

tatensori F),, muuntuu kuten

Fo=V,A, —V,A, = 0,A, — d,A,. (1.74)
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Téassé konnektiotermit havidvat, silld avaruuden oletetaan olevan torsioton. T&ll6in
konnektiossa esiintyvit Christoffelin symbolit ovat symmetrisid alaindeksien suh-

teen. Lagrangen tiheyden (1.35) yleistys kaarevaan avaruuteen on siis

1 1
L= —Z\/—g(FWF“” - §m2AMA“) (1.75)
liikeyhtdlon ollessa
OA” +m?A” =0, 0J,A” =0. (1.76)

1.3 Greenin funktiot ja propagaattorit

Tarkedssd asemassa kvanttikenttdteoriassa ovat erilaiset kenttien vakuumiodotusar-
vot. Ne voidaan tunnistaa olevan erilaisia aaltoyhtdlon Greenin funktioita. Greenin
funktion méarad reunaehdot ja erilaisilla reunaehdoilla saadaankin erilaisia, Greenin
funktioita, joita vastaa erilaiset odotusarvot. Tarkastellaan Kleinin-Gordonin yhté-

16n fundamentaaliratkaisua, toisin sanoen yhtéloa
O+ m*)G(x — ') = =6"(z — o). (1.77)

Yhtilo (1.77) voidaan ratkaista Fourier'n muunnosten avulla. Funktion G(z — z/)

Fourier’n muunnos on

1 ~ , /
G(r — 1) = @y / d"k G(k)e =2, (1.78)
Vastaavasti Fourier-muunnettu Kleinin-Gordonin yhtélé on
. ~ 1
Sijoittamalla tdmé yhtialoon (1.78) saadaan
) 1 . e—ik(ac—x’)

jonka integrandilla on navat kohdissa ky = +vk2 + m2. Integrointi voidaan kuiten-
kin suorittaa tulkitsemalla integraali kiiyrdintegraalina ja muuttamalla hieman na-
pojen paikkaa. Siirretdin napoja siis infinitesimaalisesti kompleksitasolla maédrin ie
verran ja valitaan kiyra siten, ettd se kiertdd navat. Riippuen tavasta jolla kiyra on
valittu, saadaan erilaisia Greenin funktioita ja erilaisia propagaattoreita. Tama vas-
taa juuri reunaehtojen kiinnittdmista. Esimerkiksi Feynmanin propagaattoria vastaa
Greenin funktio

1 ny. —ik-(x—z’ 1
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Feynmanin propagaattori, kuten muutkin Greenin funktiot voidaan tunnistaa
kenttien erilaisina vakuumiodotusarvoina. Naistd tdrkeimpid ovat kenttien kommu-

taattoreiden ja antikommutaattoreiden odotusarvot:
iGla,a) = (0][6(x), é(a")]|0) (1.82)
GW(z,a') = (0] {¢(x), ¢(a") } 0) . (1.83)

Niistd ensimmdiinen tunnetaan myos nimelld Schwingerin funktio ja jilkimmé&inen
nimelld Hadamardin funktio. Kdyttoon tulee myos Wightmanin funktio W joka maa-

ritelldan kaavalla

W(z,a") = (0]¢(z)p(2") 0) . (1.84)

Feynmanin propagaattori puolestaan voidaan tunnistaa kenttien aikajirjestettyna

vakuumiodotusarvona
iGp(z,2") = (0|T(d(x)p(x"))]0) = 0(t —t" )W (z,2") + 0(t' — t)W (z,2"), (1.85)

missi 0(t) on Heavisiden funktio

1,t>0
0(t) = ’ . 1.86
(1) {O’KO (1.86)

Schwingerin funktion avulla voidaan antaa myos edistetty G 4 ja jilistetty Gr Gree-

nin funktio

GA(ZE',IL'/)
Gr(x, ')

ot —t)G(x,x)
—0(t —t")G(z,2"). (1.87)

Lopuksi esitellddn vield spinorien ja vektorien Feynmanin propagaattorit. Spi-
norien Feynmanin propagaattori voidaan ilmaista skalaarikentin Feynmanin propa-

gaattorin avulla muodossa
Sp(x —2') = (iv"9, — m)Gr(x — ). (1.88)

Koska Gp(z — 2') tunnetaan, saadaan integraaliesitykseksi

1 47, —ik-(z—z' k—i_m

Vektorikentén tapauksessa saadaan

1 ny. —ik-(z—z) 1 vk kl’/mz
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Greenin funktiot yleistyvat suoraviivaisesti kaarevaan avaruuteen. Talloin yhta-
16ssé (1.77) kiytetddn littedn avaruuden liikeyht#lon sijaan kaarevan avaruuden lii-
keyhtalod. Tarkkana pitdd olla myds vakuumin |0) méérittamisestd. Skalaarikentin

kohdalla Feynmanin propagaattoriksi saadaan t&lloin
[0, 4+ m? + ER|Gp(x — o) = —[—g] V26" (x — o). (1.91)

Tassd d’Alembertin operaattorin alaindeksi viittaa koordinaattiin johon derivointi

kohdistuu. Spinori- ja vektorikentélle puolestaan saadaan
(i7" V5 — m]Sp(z — a') = [~g]71/*8"(x — ') (1.92)
ja

(O, + mADp(z — 2') = [—g] V26" (x — o). (1.93)
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2 Hiukkasen ja vakuumin kisite

Littedn avaruuden kenttéateoriassa hiukkasen késite on ollut erittdin onnistunut. Jo-
pa niin hyvin, ettd helposti voisi luulla kvanttikenttéteorian olevan fundamentaa-
lisella tasolla teoria hiukkasista. Hiukkasten mééaritelmé perustuu kuitenkin kent-
tdoperaattorin ¢ hajottamisesta luonti- ja havitysoperaattoreihin. Tama hajotelma
puolestaan nojaa vahvasti Minkowskin avaruuden ajan translaatiosymmetriaan, sil-
14 hévitysoperaattori on hajotelman positiivisen osan kerroin ja tdmé positiivinen
osa puolestaan médritellddn globaalin ajanluonteisen Killingin vektorin avulla. Kaa-
revassa avaruudessa, jossa ei ole ollenkaan globaaleja ajanluonteisia Killingin vekto-
reita, hiukkasen késite onkin kaukana ilmeisesté.

Eréds kaarevan avaruuden kvanttikenttdteorian ensimmadisistd ongelmista liittyi-
kin positiivisten ratkaisuiden epadméaraisyydesta seuraavaan hiukkasen kisitteen ha-
martymiseen. Tahén liittyen B. DeWitt ehdotti hiukkasen kisitteen méaarittelemisté
operationaalisesti jonain jonka hiukkasdetektori havaitsee [7, 8]. Ensimmaéisté kaare-
viin avaruuksiin sopivaa hiukkasdetektorimallia ehdotti W. Unruh [9]. Artikkelissaan
[9] Unruh tutki mita tasaisessa kiihtyvéssé liikkkeessé oleva havaitsija havaitsee Min-
kowskin avaruudessa ja péaatyi tulokseen, ettd havaitsija havaitsee mustan kappaleen
siteilyd jopa Minkowskin vakuumissa. Téta ilmiotad kutsutaankin Unruhin ilmidks:
sen 16ytdjan mukaan. Kiihtyvassd liikkeessd olevan havaitsijan késitys hiukkasesta
on siis erilainen kuin inertiaalisen havaitsijan kasitys. Vastaaviin tuloksiin paatyi
G. Gibbons ja S. Hawking [10] kéyttden Unruhin esittiméd detektoria de Sitterin
avaruudessa. Hiukkasen konsepti riippuu siis havaitsijasta.

Tamén seurauksena, stationaarisia avaruusaikoja ja tiettyja hyvin symmetrisia
avaruusaikoja lukuunottamatta, kaarevan avaruuden kvanttikenttéteoriassa ei ole
mitddn suotuisaa vakuumin valintaa. Ongelmana ei ole se etteiké vakuumitilaa voisi
médritelld vaan se, ettd niitd vakuumitiloja on useita, eiké yleisessd avaruusajassa
mitadn naista voida yksikésitteiselld tavalla pitda parhaana vakuumitilana. Kaare-
vassa avaruudessa pitddkin olla hyvin varovainen, kun puhutaan vakuumista.

Téassé luvussa perehdytddn yksinkertaiseen hiukkasdetektorimalliin nimeltdan
Unruhin-DeWittin hiukkasdetektori, seki tarkastellaan fysikaalisen vakuumin va-

lintaa.
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2.1 Unruhin-DeWittin hiukkasdetektori

B. DeWittin esittdméssa hiukkasdetektorissa ideana on siis méarittdd hiukkasen
késite operationaalisesti jonain jonka hiukkasdetektori havaitsee. Kytketddn kvant-
tikenttd johonkin yksinkertaiseen kvanttimekaaniseen systeemiin ja ajatellaan téta
hiukkasdetektorina. TAlloin tdméin kvanttimekaanisen systeemin siirtyessd korkeam-
malle energiatasolle voidaan se tulkita hiukkasen havaitsemisena, kun taas transi-
tio alemmalle tasolle tulkitaan hiukkasen emissiona. Unruhin-DeWittin detektori
on yksinkertainen detektorimalli, jossa detektori on kytketty kenttddn lineaarisesti
yksinkertaisella monopolikytkenn#lli?] Tamin detektorin oletetaan olevan idealisoi-
tu pisteméinen kvantittunut systeemi [7]. Detektorin liikkuessa avaruusajassa, se
absorboi kvantin kentdn virittyessd korkeammalle tilalle alkutilastaan. Vastaavas-
ti detektori voi my6s emittoida kvantin kentén purkautuessa alkutilastaan toiseen
tilaan. Kysymys johon etsitdfin vastausta on, ettd mikd on todennédkdéisyys tdman-
laisen transition tapahtumiselle ja virityksen kohdalla mikd on todennékéisyys, etta
hiukkanen on havaittu.

Olkoon ¢ reaalinen massaton skalaarikentté, joka vuorovaikuttaa detektorin D
kanssa. Detektori liikkuu ominaisajan 7 avulla parametrisoitua siledd rataa z#(7)
pitkin. Kentédlld ¢ on oma Hilbertin avaruus Hp ja detektorilla oma Hilbertin ava-
ruus Hp. Kokonaissysteemi on tallin méaritelty yhdistetyssa Hilbertin avaruudes-
sa H = Hr ® Hp. Unruhin-DeWittin detektorimallissa kentin ja detektorin vélisté

kytkentdd kuvaa vuorovaikutuksen Hamiltonin funktio

Hy = ex(m)m(r)o(x(7)). (2.1)

Tésséd ¢ on kytkentévakio ja m(7) detektorin monopolimomenttioperaattori. Funk-
tiota x(7) sanotaan kytkentdifunktioksi, joka kuvastaa detektorin pééllekytkemis-
td: vuorovaikutus tapahtuu vain silloin kun x(7) on nollasta poikkeava. Unruhin
ja DeWittin alkuperiisessd detektorimallissa kytkentafunktio oli oleellisesti yksi eli
detektori oli koko ajan pailla. Kytkentiafunktio on sileé, kompaktitukinenﬂ funktio,
eli vuorovaikutus kestdéd vain dérellisen ajan verran. Detektorilla oletetaan olevan
diskreetti joukko sisiisid energian ominaistiloja, joita kuvataan vektorilla | E), missé
E = FEy kuvaa perustilaa. Detektori sisiltda talloin matriisielementteji, jotka ovat

muotoa

(Blm()|E') = (Ele"PTm(0)e™ 27| E) = (B|m(0)| ') 507 (2.2)

ZDetektori voidaan kytked kenttddn myds epilineaarisilla kytkennéilld. Katso esimerkiksi [11].
3Funktion x tuki on supp(x) := {T € R: x(7) # 0}.
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Tyoskenneltaessd vuorovaikutuskuvassa systeemin aikaevoluutio-operaattori on

U(r) = T[exp(i /Z H[(T)dTﬂ, (2.3)

missd T on kronologinen aikajirjestysoperaattori. Oletetaan systeemin alkutilan ole-
van ennen vuorovaikutusta |¥) ® |Ep). Talloin amplitudi, jossa yhdistetty systeemi
siirtyy alkutilasta tilaan [U') ® |E) on

A=(E, \If'|T[eXp (z /_Z HI(T)dT)] W, Ey) . (2.4)

Tarpeeksi pienilld kytkentidvakion ¢ arvoilla ja monopolimomentin ollessa tarpeeksi
pieni voidaan kiyttda Dysonin kehitelmaé. Talloin ensimmaéisen kertaluvun héiric-

teoreettisena korjauksena amplitudi on

Ani (B / " ex(rym(r)pla(r)dr|v, By)

— ic (E|m(0)| Eo) / ¢ BB () (V] ( (7)) V) dir (2.5)

Todennékoisyys, ettd detektori 16ydetddn tilasta jonka energia on E kun integrointi
suoritetaan detektorin koko historian ldpi, saadaan summaamalla amplitudin nelié
kaikilla mahdollisilla tiloilla W', Kéyttamaélla tilojen taydellisyysrelaatiota todenné-

kéisyydeksi saadaan
P(w) =Y AP = E|(Elm(0)|Eo) PF(w), (2.6)
\I/l

missi F(w) on vastefunktio méériteltyni kaavalla

F)= [ [ eSO @) e ola )0 d (2)

ja w = E — Ey. Vastefunktio sisdltdd ominaisuudet jotka riippuvat kentdn tilas-
ta |U) ja detektorin radasta ja sen kerroin yht#lossa on vakio, joka riippuu
vain detektorin sisdisestd rakenteesta. Téamén seurauksena jatetdén usein tdmé va-
kio huomioimatta ja keskitytddn vain vastefunktioon F(w).

Oletetaan nyt alkutilan olevan tavallinen Minkowskin avaruuden vakuumi |0).

Talloin vastefunktio on muotoa

f(w):/ dT'/ e~ TN () (FYW (! T dr (2.8)

missa W (7', 7") := (0|¢(z(7"))p(x(7"))]|0) on Wightmanin funktio. Seuraten S. Sch-

lichtin artikkelia [I2] tehdddn ylldolevaan integraaliin seuraavat muuttujanvaihdot
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u=T1,s=7—-7"kun 7" < 7' jau=1",s =7"—7", kun 7' < 7”. Téll6in integraali

on muotoa

F(w) :/OO du /000 ds[e™™*x(u)x(s — u)W (u,u — 5)+e“*x(u — s)x (W)W (u — 5, u)]

=2 Re /OO du /000 ds[e™™*x(u)x(s — u)W (u,u — s)], (2.9)

silldi Wightmanin funktion méairitelméstd ja kenttien kommutoinnista seuraa, etté
W(r", ')y = W*(r',7").

Kirjallisuudessa esiintyvit detektorit, tai niiden vastefunktiot, integroidaan ta-
vallisesti ldpi niiden koko historian detektorin ominaisajan asymptoottisesta mennei-
syydestd asymptoottiseen tulevaisuuteen [2]. Kuitenkin missd tahansa realistisessa
tilanteessa detektoreja pidetddn padlld vain dérellisen ajan verran. Talloin detekto-
rin vastefunktion pitéisi olla ajasta riippuva ja kausaalinen, eli tietylld ajanhetkella
luettu detektorin vastaus riippuisi vain siitd radan osasta joka kuuluu sen mennei-
syyteen. Integraalit ja eiviit ole kumpaakaan niisté eiviitki ne myoskiin
selkedsti erota niitd ominaisuuksia jotka johtuvat nimenomaan radasta ja niité jot-
ka johtuvat mielivaltaisesta kytkentdfunktiosta. Tama on johtanut tutkijat [12, [13]
miettimdan paremminkin kysymysta: "miké on transitiotodennékéisyys, jos detekto-
ri kytketdan péille hetkelld 7y ja se luetaan hetkelld 7 vuorovaikutuksen ollessa vie-
14 padlla?". Jos regularisointiin liittyvat asiat hetkeksi sivuutetaan, matemaattisesti
tamé vastaa kytkentafunktion kirjoittamista muodossa x(7') = 6(7' — 79)0(r — 7'),
missi 6(7') on Heavisiden funktio. Vastaavat kirjoitelmat saadaan my6s funktioille
x(7"), x(u) ja x(u — s). Télloin vastefunktio on muotoa

F(w) =2 Re / du/ e “SW (u,u — s)ds, (2.10)
) 0

joka on voimassa ajanhetkille 7 < 7/. Maéritellddn hetkellinen transitionopeus vas-

tefunktion derivaattana
. T—T0 .
Fr(w) =2 Re/ e W (T, T — s)ds, (2.11)
0

missé piste tarkoittaa derivointia ominaisajan suhteen. T#lldin F, (w) el riipu vain
liiketilasta hetkelld 7, vaan myos koko radasta aikavililld 75 ja 7. Olettaen, etté
detektori on kytketty péille asymptoottisessa menneisyydessé padstain mielivaltai-

sesta vakiosta 7y eroon rajalla 79 — —oo, jolloin
F.(w) =2 Re / e “SW (7,7 — s)ds. (2.12)
0

Taméa kuvaa hetkellistd transitionopeutta hetkelld 7, ottaen huomioon detektorin

historian tahin hetkeen asti.
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2.1.1 Inertiaalinen detektori

Minkowskin avaruuden stationaariset radat, jotka perustuvat ajanluonteiseen Kil-
lingin vektoriin, voidaan luokitella kuuteen eri luokkaan [I4]. Stationaariset maail-
manviivat ovat nédiden Killingin vektorien integraalikiyrid. Naistd koordinaattisys-
teemeista vain kolme on hyvin tunnettuja: Minkowskin, Rindlerin ja pyorivan systee-
min koordinaatistot. Vastefunktiossa ja hetkellisessé transitionopeudessa esiintyvé
Wightmanin funktio pitda itseasiassa tulkita myos distribuutiona silld se koostuu

kenttdoperaattoreiden tuloista

1 Pk /
(Olo(a)o(a)I0) = 1555 / e,y — k] (2.13)

jolloin vakuumin odotusarvon integraali ei suppene. Tavanomaisin tapa késitelld
néita darettomyyksid on regularisoida integraali asettamalla sithen eksponenttitekija
e~ IKI® tai ekvivalentisti tekemiilld korvaus t — t—ie ja ottamalla lopussa rajae — 07,
Toisin sanoen transitionopeus on

oo

Fr(w) =2 lim ds Re (e ™*W.(,7 — 5)). (2.14)

e—0t 0
Talld regularisoinnilla Wightmanin funktio on muotoa [2]

1 1

A (t—t — i) — [x — X2

W(r,1') = (2.15)

Stationaarisilla kdyrilla Wightmanin funktio ei riipu ajasta vaan vain kahden pisteen

vilisestd ominaisajasta [14]
W(r,7—s)=W(s,0), (2.16)

missd s = 7 — 7’. Inertiaalista rataa pitkin liikkuvan havaitsijan tapauksessa Wight-

manin funktio on muotoa

1

Wi(s,0) = ——+——. 2.17
(5.0) A2 (s — ig)? (2.17)
T4lloin hetkellinen transitionopeus on
. 1 . o] e—iws
Fr(w) = —— lim ds —— (2.18)

A2 ot J_ o (s —ig)?

Tama integraali voidaan laskea kayrdintegraalina reaaliakselia pitkin sulkien se d&-
rettoméalla puoliympyralld reaaliakselin alemmassa tai ylemmaéssa osassa riippuen

energian w merkistd. Jos w > 0, suljetaan kdyrd kompleksitason alapuolella ja jos
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w < 0, suljetaan kidyrd puolestaan kompleksitason yldpuolella. Tuloksena saadaan

talloin 2rwe™(—w) [12], jolloin hetkellinen transitionopeus on

r 1 : ew 1
Fr(w) = —Rgli}(g 2nwe™(—w) = —%wﬁ(—w). (2.19)

Kuten odotettua tdmé tulos ei riipu ajasta. Integraalissa esiintyvd Heavisiden
funktio on nolla, jos sen argumentti on negatiivinen. Energian w ollessa positiivi-
nen on F,(w) = 0 miké kuvastaa siti, ettii hiukkasia ei havaita. Energian ollessa
negatiivinen, detektori puolestaan purkautuu spontaanisti alkutilaansa emittoiden

hiukkasen.

2.1.2 Tasaisesti kiihtyvi detektori

Tasaisessa kiihtyviissi liikkeessi, kiihtyvyydellid o !, lilkkuvan havaitsijan rata Min-

kowskin avaruudessa voidaan koordinatisoida muodossa [15]
t(r) = asinh(r/a), (1) =acosh(t/a), y(1)=2z(1)=0. (2.20)

Sijoittamalla tdmé rata Wightmanin funktioon (2.15)) saadaan

—1/4m?
(asinh(Z) — asinh(Z) — ig)? — (acosh(Z) — a cosh(Z))?
B —1/47?
 4a? Sinhz(%) — 2aie (sinh(Z) — sinh(=2))’

Q

We(r,7—s) =

(2.21)

On hieman yllattavaa, ettd Wightmanin funktio riippuu ajasta silld stationaarisen
radan kohdalla transitionopeus on ajasta riippumaton. Tama ei itsessddn ole hilyt-
tavia, silld aikariippumattomuutta vaaditaan vain transitionopeudelta. Tamaé sisil-
tdd rajan € — 0, jolloin Wightmanin funktio on selvisti ajasta riippumaton. Tyy-
pillisesti kirjallisuudessa esiintyvéssé regularisoinnissa Wightmanin funktiossa raja
e — 0 otetaan integraalin sisilld ennen integrointia [2]. Tama& johtaa kuitenkin epé-
selviddn tulkintaan, silld integraali ei ole endd hyvin madritelty kun s = 0. Tdmén
vuoksi etsitadnkin hetkellistd transitionopeutta tavalla, jossa ensin regularisoidaan
Wightmanin funktio W, jonka jilkeen tehdidn integrointi yli muuttujan s ja lopuksi
poistamalla regularisointi. Tall6in ongelmana on kuitenkin mitd regularisointitapaa
tulisi kayttaa.

Schlicht on artikkelissaan [12] tarkastellut tasaisesti kiihtyvéin detektorin tapaus-
ta joka on kytketty péille asymptoottisessa menneisyydessi ja osoittanut numeeri-
sesti laskemalla, ettsi ylliolevaa Wightmanin funktiota kiyttamalld paidy-

tdan transitionopeuteen joka riippuu detektorin ominaisajasta. Tamé tulos rikkoo
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Lorentz-invarianssin ja nayttad niin olevan epéfysikaalinen. Artikkelissaan Schlicht
ei nde mitdan syytd miksi Unruhin ilmiota ei voitaisi laskea eksplisiittisesti kausaali-
sella tavalla jolla tulos ei riippuisi ominaisajasta. TAmén vuoksi hin epéileekin, etté
korrelaatiofunktio ei ole sopiva liikkuvan detektorin tapaukseen. Pohjautuen
S. Takagin artikkeliin [16] Schlicht ehdottaakin regularisointia, jossa detektorille an-
netaan ddrellinen koko sen hetkellisessi lepokoordinaatistossa. Talloin detektori ei
ole kytketty sen kenttdoperaattoriin maailmanviivalla, ¢(z(7)), vaan avaruudellisesti

‘levitettyyn’ kenttaoperaattoriin

b5(r) = / 8¢ £.(€)0(x(r, €)). (2.22)

misséd (7, &) mudostavat joukon Fermin-Walkerin koordinaatteja, jotka liittyvét ra-
taan z(7, &) = z(7) + 'e;, missi yksikkovektorit e; yhdessi nelinopeuden i kanssa
muodostavat ortonormaalin tetradin, joka on Fermi—Walker—siirrettyE] litkkkeen muka-
na. Funktio f. on normalisoitu profiilifunktio, joka riippuu positiivisesta paramet-

rista e siten, ettd lim._,o f-(&) = 0(&) ja toteuttaa skaalausominaisuuden

f-(&) =72 f(&/e). (2.23)
Profiilifunktio f. kuvaa siis detektorin 'muotoa’ detektorin hetkellisessa lepokoordi-
naatistossa parametrin € kuvatessa sen 'kokoa’. Ottamalla integrointien jalkeen raja
e — 0 voidaan transitionopeus tulkita pisteméisen detektorin transitionopeutena.
Kun profiilifunktioksi valitaan

f(6) = —

— >
2 (‘€|2 +€2)2
Schlicht osoitti, ettd tédlloin modifoitu korrelaatiofunktio on
1 /472
We(r, ') = JAm 5 (2.25)
(a:(T) —a(7') —ie(x(r) — :L'(T/)))

missd 4 ja 2’ ovat detektorin nelinopeudet hetkilla 7 ja 7/. Tdémén uuden korrelaa-

0, (2.24)

tiofunktion avulla tasaisesti kiihtyvéssa liikkeesséd olevan havaitsijan transitionopeus

ETD on

. 1 00 —iws
Fr(w) = lim / ds ¢ (2.26)

1672 =0 J_ (sinh(s/2a) — ie cosh(s/2a))2’
joka voidaan laskea kompleksisena kidyridintegraalina. Schlicht osoitti, ettd talloin

tuloksena on

Frlw) = —————. (2.27)

*Katso esimerkiksi [15].
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Kayttden modifoitua korrelaatiofunktiota tasaisesti kiihtyvéilla detektorilla on siis
Unruhin ilmién mukainen ajasta riippumaton Planckin jakauma. Artikkelissaan [17]
J. Louko ja A. Satz ovat eksplisiittisesti laskeneet transitionopeuden mielivaltaiselle
radalle, kun levitetty operaattori ldhestyy rajaa ¢ — 0. Talloin Schlichtin modifoi-
tua korrelaatiofunktiota kiyttden tulos asymptoottisessa menneisyydessi padllekyt-
ketylle detektorille on

: W 1 [* [cos(ws) 1
.7-"T(w) = E + ﬁ ; < (AZE)2 + 8_2) dS, (228)

kun taas tavanomaista regularisointia ([2.15)) kiyttden saadaan tulokseksi

: L w 1 [ [cos(ws) 1
fT(w)——E—FQ—W? ; <W+8_2)d8

1 ¥ [i\/mﬂn (t—\/ﬁﬂ (2.29)

CAm? ({2 — 1)3/2

missi (Az)? = (2(7) —z(7 —s))%. Yhtilon jalkimmaéinen termi ei ole Lorentz-
invariantti ja juuri tdmé termi on syypda Schlichtin 16ytamiin epéfysikaalisiin tu-
loksiin [I8]. Inertiaalisille radoille # = 1 timé jilkimméinen termi on nolla, jolloin
molemmat regularisointitavat antavat saman tuloksen.

Syy minké takia Schlicht paatyi epafysikaalisiin tuloksiin oli se, ettd hin ei ot-
tanut huomioon Wightmanin funktion distribuutioluonnetta jolloin tavanomaisesti
distribuutiota integroidaan vasten siledd ja kompaktitukista testifunktiota. Artikke-
lissaan [12] Schlicht ei kiiyttanyt ollenkaan kytkentiafunktioita, jolloin yhtdlon ([2.12])
johtamisessa katkaisufunktiona kiytettiin implisiittisesti epésiledd ikkunafunktiota.
Voidaankin osoittaa, ettd kun vastefunktion kytkentafunktiot y ovat sileitd,
niin yhtilossi esiintyvi jalkimméinen termi kumoutuu ja tulokset ovat tiysin
fysikaalisia [18]. Lisdksi tdmé menetelma on helpompi yleistad kaareviin avaruuksiin
kuin modifioitu versio. Kéytettiessa siis kausaalista Unruhin-DeWittin detektoria
tavallista regularisointimenetelméi voidaan kiyttaid, kunhan mukaan otetaan sileét

katkaisufunktiot takaamaan fysikaaliset tulokset.
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2.2 Fysikaalinen vakuumi

Minkowskin avaruudessa vakuumi maéaaritelliin tilana, jonka jokainen hévitysope-
raattori annihiloi. Liikeyhtaloiden ratkaisuina saadut positiiviset ratkaisut ovat puo-
lestaan nédiden operaattoreiden kertoimia. Positiiviset moodit ovat télléin avainase-
massa madriteltiessa fysikaalista vakuumia. Kaarevassa avaruudessa naiden positii-
visten ratkaisuiden valinta ei kuitenkaan ole yksikésitteinen. Luvussa néhtiin,
ettd moodien valilld on relaatio, Bogoliubovin muunnos, joka tekee moodeista oleel-
lisesti samanarvoisia. Tall6in herddkin kysymys siitd, mikd moodien valinta vastaa
parhaiten kisitysté fysikaalisesta vakuumista. Seuraavaksi rajoittaudutaan skalaari-
kenttdan ja tutkitaan vakuumin késitettd kahdessa avaruusajassa. Adiabaattista va-
kuumia neliulotteisessa Friedmannin-Lemaitren-Robertsonin-Walkerin (FLRW) ava-
ruudessa, sekdi Bunchin-Daviesin vakuumia neliulotteisessa de Sitterin avaruudessa

seuraten teosta [2].

2.2.1 Adiabaattinen vakuumi

Neljéssd dimensiossa yleisen FLRW-universumin viivaelementti on muotoa
ds® = dt* — a(t)*hydx'da?, (2.30)
missé skalaarifunktio a(t) on skaalatekijé, joka kuvaa universumin laajenemista tai
kontraktoitumista ja
hijdz'de? = (1 — Kr®)~'dr® + r*(d6* + sin® 0d¢?), (2.31)

missd (r, 0, ¢) ovat tavalliset pallokoordinaastiston koordinaatit. Yht&lo (2.31]) an-
taa viivaelementin avaruudelliselle osalle, joka on avoin, litted tai suljettu riippuen
siitd onko vastaavasti parametri K = —1,0,1. Mééaritellaan uusi aikaparametri n
niin sanottu konformaalinen aika kaavalla dn = dt/a, jolloin viivaelementti voidaan

kirjoittaa muodossa
ds® = a(n)*[dn* — hijda'dx?] = C(n)[dn? — hydx'da’], (2.32)

missii on médritelty konformaalinen skaalatekijia C'(n) = a(n)?, jonka oletetaan ole-
van nollasta poikkeava C'*°-funktio. Tdma muoto paljastaa geometrian olevan kon-
formaalisesti staattinen]’| konformaalisen tekijén riippuen vain ajasta. Metriikan ol-
lessa konformaalisesti staattinen, voidaan sen kenttéiyhtéloissé avaruudelliset ja ajal-

liset muuttujat separoida [19]. T&ll6in

uk(n,x) = C2 () V(%) xx (1), (2.33)

®Konformaalisesti staattinen avaruusaika g,, saadaan muunnoksena g,, = C(1)J,, missd G,

on staattinen metriikka.
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missd x = (1,0, ¢), k = |k| ja funktio Y (x) on yhtélon
h20h 2R 0,0 (%)) = — (k% — K) V(%) (2.34)

ratkaisu missd h = det(h;;). Ominaisfunktioiden )y ratkaisut néissid kolmessa eri

tapauksessa ovat [20]

| (@m) e, k = (k1, ko, k3), (K =0)
yk(x> - { Héﬁé:)(x)nm(eaqﬁ)? k= (kagv m)v (K = il) 7 (235)

missé funktio Y;™ on tavallinen palloharmoninen funktio, x = (2!, 22, z%) ja

—00 < k; < 00; k= k|, (K =0)
(=01, k-1 k=12,..., (K=1) . (2.36)
(=0,1,...; 0<k<oo, (K=-1)
Funktiot I1=) on puolestaan miiritelty kaavalla [21]
- 1 -1/2 d 144
1) (a) = {Ewk?(k? Y12+ e)?])} sinh() (m) cos(ka).
(2.37)

Funktio H,(;)(a) saadaan funktiosta H,(C_)(a) vaihtamalla muuttujat k& — —ik ja
a — —io.
Sijoittamalla yht&losta (2.32)) saatu metriikka Kleinin-Gordonin yht&l66n n&h-

déddn, ettd funktion y; tulee toteuttaa yhtalo

k() + (o)) =0, (2.38)
(o) s = + (€~ 5 ) RO (239
wi(n)?: = k2 4+ C(n)m?. (2.40)

Téssa esiintyvéd Riccin skalaari R on yleisessi FLRW-metriikassa muotoa
-3
R=C'[3D + 5D2 + 6K], (2.41)

missé on médritelty D = C'/C. Normointiehdot (L.50) redusoituvat nyt sisitulon
kaavaa (1.49)) kdyttamalla ratkaisuiden Wronskin determinantiksi

XkOn X5 — XxOn Xk = 0. (2.42)
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Huolimatta yhtdlon (2.38)) yksinkertaisuudesta, sille ei tiettdvisti ole olemassa ana-
lyyttisté ratkaisua mielivaltaiselle funktiolle Q4(n)2. Olettaen funktion 2 (n)? olevan
hitaasti vaihteleva muuttujan n suhteen, voidaan todellista ratkaisua approksimoida
Wentzelin-Kramersin-Brillouin'n (WKB) metodilla. Fysikaalisesti tdmé vastaa hi-
taasti muuttuvaa avaruusaikaa, eli hitaasti muuttuvaa konformaalista tekijaa C(n).

WKB-approksimaatiossa tehddin ratkaisuyrite

1

Xk(n) = —/—2Wk(77)

misséd funktio Wy (n) toteuttaa epilineaarisen yhtélon

exp [—z’ /77 Wk(n’)dn’], (2.43)

1

Wi(n)? = Qu(n)® — = ( (2.44)

W, 3W?
2 )

Wi 2W2
ja piste tarkoittaa derivointia konformaalisen ajan suhteen. Talloin (2.43) toteuttaa
normointiehdon (2.42). Mikili avaruusaika laajenee tarpeeksi hitaasti, niin yhtéalon
(2.44) derivaattatermit ovat pienifi verrattuna termiin 2. Nollannen kertaluvun

approksimaatiossa voidaan talloin sijoittaa
W © n) = Q n 2.45

yhtilon integrandiin. T#ll6in selviisti ratkaisu redusoituu tavalliseen Minkows-
kin avaruuden ratkaisuun, kun konformaalinen tekija C(n) ldhestyy vakiota. Epé-
lineaarisen yhtalon ([2.44]) ratkaisuja voidaan approksimoida iteroimalla, kdyttéden
muuttujaa Wk(o) alimpana kertalukuna. T#lléin yht#lon seuraava iteraatio an-

taa termin
1(Q, 302

joka sisaltaé kaksi derivaattaa termisté 2 ollen niin toista adiabaattista kertalukua.
Kuten yleenséikin WKB-approksimaatiossa, nédin saatu sarja on divergoiva asymp-
toottinen sarja, eikd sitd voida kiyttda kuin tiettyyn kertalukuun n,,,, asti [22]. Sel-
ventddksemme edelld mainittua avaruuden laajenemisen hitautta méaaritelldadn uusi
parametri 7', jota kutsutaan adiabaattiseksi parametriksi. Skaalaamalla konformaa-
lista aikaa adiabaattisen parametrin avulla 77 = n/T', voidaan yht&lo kirjoittaa
muodossa
2

j—ﬁQx(ﬁ) -T2 ()P xel7) = . (2.47)
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Koska télla skaalauksella

1d

1C/T) = 15C) (2.43)

niin rajalla 7" — oo funktio C'(7) ja my6skin sen derivaatat muuttuvat darettoméan
hitaasti. Hitaasti muuttuvan konformaalisen tekijin C'(n) muuttumista voidaan siis
tutkia vaihtoehtoisesti suurilla parametrin 7" arvoilla.

Jatkossa merkitdin moodin wuy kertaluvun A adiabaattista approksimaatiota
merkinnélla ul({A). Niiden approksimoitujen moodien avulla voidaan méaarittas lii-

keyhtéilon eksakti ratkaisu relaation

A A A *(A
we= g () + 50 ()Y (2.49)
kautta, missd kertoimien a,(CA) ja B,(CA) pitdd olla vakioita kertalukuun A asti, silld

moodit ul((A) ja ul*{(A) ovat kenttdyhtalon ratkaisuja tdhén kertalukuun asti. Eksaktit

moodit wu, voidaan kiinnittdd jonain ajanhetkend 7 = 1y olemaan kertaluvun A

positiivinen ratkaisu valitsemalla
o (o) = 1+ 0T~ ), - 50 (ng) = 04+ O(T~ ), (2.50)

Talld moodien valinnalla voidaan maarittaa vakuumi normaaliin tapaan tilana, jon-
ka hévitysoperaattori annihiloi. Vakuumia, joka konstruoidaan nailli moodien va-

linnalla sanotaan kertaluvun A adiabaattiseksi vakuumiksi |0(Y),

2.2.2 Bunchin-Daviesin vakuumi

Mukava esitys nelidimensioisesta de Sitterin avaruudesta saavutetaan upottamalla

se viisidimensioiseen Minkowskin avaruuteen hyperboloidina
-2 — 2 — 25— = —a? (2.51)
missd « on vakio ja Minkowskin avaruuden metriikkana on
ds® = dzf — d2? — dz; — dz3 — dz}. (2.52)
Taméa hyperboloidi voidaan koordinatisoida monella tapaa, joista erds on
. 1 —1 t/a|« |2
zp = acsinh(t/a) + Jo e x|
1
zy = acosh(t/a) — ia’let/“|x|2 (2.53)

=, 1=1,2,3, —oo <t x; <o0.
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Tama peittdd de Sitterin avaruudesta sen puolen, jossa zg + z4 > 0. Nailla koordi-

naattien valinnoilla viivaelementti on muotoa
3

ds® = dt* — ™y "(da'). (2.54)
n=1

Maérittelemalld konformaalinen aika, nyt kaavalla

n=—ae Y —oo<n<0, (2.55)
voidaan (2.54)) kirjoittaa muodossa
3
ds® = (o /n?)[dn® =) (da')?]. (2.56)

n=1
Skaalatekijéssd on nyt koordinaattisingulariteetti pisteessd n = 0. De Sitterin ava-
ruuden toinen puolisko voidaan koordinatisoida antamalla konformaalisen ajan 7
juosta koko reaalilukujen joukon lipi —oco < 1 < co. Viivaelementin muoto ([2.56))
paljastaa koordinatisoidun puolen de Sitterin avaruudesta olevan konformaalinen
Minkowskin avaruuden osan kanssa. Lisdksi timd muoto vastaa avaruudellisesti lit-
tedd FLRW-universumia konformaalisen tekijan ollessa C'(n) = a?/n*. Tamén joh-

dosta voidaan tyoskennelld edellisen osion viitekehyksen puitteissa. Koska nyt kai-

killa [ > 0
dl C dl _2 7]—>:|:oo
—|l=]=——] — 0 2.57
dn’ <C> d#(n) ’ (257)

niin avaruus on hitaasti muuttuva jolloin adiabaattisen vakuumin voidaan olettaa
olevan sopiva kandidaatti fysikaaliselle vakuumille, kun n — +oo. Eksaktit ratkai-
sut valitaan siis vastaamaan adiabaattisten moodien ratkaisua (2.43). Niiden tulee

talldoin redusoitua muotoon

——e 1k — oo, (2.58)

Ay L
suurilla parametrien k tai n arvoilla.
Moodit voidaan jilleen separoida avaruuden ja ajan komponentteihin. Sijoitta-

malla moodit talla metriikalla Klein-Gordon-yhtéléon, saadaan

d2
O(n)d_nng +[Cm)E* + C(n)*(m* + ER)]xx = 0, (2.59)
missi Riccin skalaari on nyt R = 12a72. Suorittamalla muuttujan vaihdos z = n3/27
saadaan
22?3 dPxy, o, 12a% fa?
9 dz? [922/3k + 9224/3 (Em * é)]Xk =0
o Xk 2/37.2 4 5
zﬁ—i— z k:—i-g(mR +&)| xk=0. (2.60)
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Yhtilo (2.60)) on Besselin yhtilo, joka voidaan ratkaista eksaktisti. T4ll6in normoitu

ratkaisu on [2]:

Xeln) = 3 (o) 2 H ), (2.61)

missi H5? on toisen lajin Hankelin funktio ja

V2 = Z —12(m*R™ +¢). (2.62)

Kayttamalla Hankelin funktion asymptoottista kehitelmai

2N T(v+m+1)
H2 () ~ [ 2 —i(z—grm—3gm) 2 2.63
v (2) <7TZ> ‘ o Z m!D(v —m + 1)(2iz)™ (2.63)

nihdéén, ettd ratkaisut (2.61) redusoituvat muotoon

——e 1 ki — oo, (2.64)

Xk(n) m
joten néin valituilla moodeilla on haluttu ominaisuus (2.58]). Moodit (2.61)) méaérit-

televit erdén de Sitterin avaruuden vakuumin. Vakuumin konstruoimiseksi laajen-
netaan skalaarikentté ¢ yhtélon ((1.20) mukaan muodossa

b= / 0 [a(K)u + a(k) T, (2.65)
missd moodit uy ovat muotoa
we(x, x) = (3202) V2042 H?) (kn). (2.66)
Vakuumitila voidaan nyt maéaritelld tavalliseen tapaan
a(k)|0gp) = 0. (2.67)

Néin konstruoitua vakuumia sanotaan Bunchin-Daviesin vakuumiksi 23] ja sitd mer-

kitddn vektorilla |0gp).
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3 Enmergiaimpulssitensorin renormalisointi

Edellisessa luvussa tarkasteltiin hiukkasen ja vakuumin késitettd ja huomattiin, etta
vain erityisissd tapauksissa hiukkasen késite vastaa intuitiivista kasitystdmme alkeis-
hiukkasesta. Ongelmia hiukkasen késitteen kanssa syntyy siita, ettd hiukkaset maéri-
telladn globaalisti kenttdmoodien avulla. Usein onkin hyodyllistd ja mielenkiintoista
tutkia lokaalisti maériteltyjen objektien odotusarvoja. Néiistd objekteista tarkeim-
pénd on moniston pisteessd x maéaritelty energiatmpulssitensori T),,(x). Taméa suure
kuvaa kentdn lokaalia energiaa ja impulssia, sekd esiintyy myos gravitaation ldhteena

Einsteinin kenttdyhtilossa
1
R,LLI/ - §Rg/ﬂ/ + Ag,uu = _SWGNT,LW; (31)

missd R, on Riccin tensori, R Riccin skalaari, Gy Newtonin gravitaatiovakio ja A
kosmologinen vakio. Energiaimpulssitensori on siis oleellisessa asemassa, kun tutki-
taan dynamiikkaa jossa gravitaatiokenttd on kytkeytyneend kvanttikenttadn. Téassa
tutkielmassa kisitelldén semiklassista mallia joka pohjautuu Einsteinin kenttayhta-

166n (3.1]), kun energiaimpulssitensoria pidetaéin kvanttimekaanisena odotusarvona:
1
R, — §ng + Apgu = —87Gp (T,) - (3.2)

Tamé& on semiklassinen Einsteinin yhtalo ja sen parametreissa esiintyvét alaindeksit
B viittaavat paljaisiin, renormalisoimattomiin suureisiin.

Tarkasteltaessa energiaimpulssitensorin odotusarvoa tormétdaan Minkowskilai-
sesta kenttateoriasta tuttuihin ongelmiin, divergensseihin. Energiaimpulssitensorin
odotusarvo osoittautuu nimittdin dérettomaiksi. Littedn avaruuden kenttéteoriassa
niiden direttomyyksien kontrolloimiseen on kehitetty useita menetelmid. Aretto-
myyksien tunnistamiseen tarvittavia regularisointitapoja, seké ddrettémyyksien eli-
minointiin tarvittavaa renormalisaatioteoriaa, jossa divergoivat termit absorboidaan
paljaisiin termeihin. Kaarevassa avaruudessa ddrettomyyksien kontrolloimiseen pi-
tda kehittdd vastaavia menetelmid, mutta erityistd varovaisuutta on noudatettava
silld laskuissa on sdilytettdvéd yleinen kovarianssi. Erilaisia kovariantteja regulari-
sointitapoja on kuitenkin kehitetty kaarevan avaruuden tapaukseen. Ndistd mainit-
takoon esimerkiksi zeeta-funktio regularisointi [24], dimensionaalinen regularisoin-
ti [25], adiabaattinen regularisointi [20], seké pisteensiirtoregularisointi [26]. Naist&
ensimmaéisessi niin sanottu efektiivinen vaikutus W esitetddn zeeta-funktion ((s)
avulla, jolloin se ei suppene jokaisella parametrin s arvolla. Kuitenkin analyyttisesti

jatkamalla se nédihin pisteisiin saadaan divergenssit eliminoitua. Dimensionaalisessa
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regularisoinnissa avaruusajan dimensiota n pidetddn kompleksilukuna ja integroin-
nit suoritetaan n-tasossa, jossa ne suppenevat. Divergenssit esiintyvéit talléin eris-
tettyind napoina, kun tehddin analyyttinen jatkaminen fysikaaliseen dimensioon
n=4.

Tassé luvussa tarkastellaan ylldolevista regularisointimenetelmistd kahta viimeis-
td, sekd tutustutaan formalismiin jota tarvitaan energiaimpulssitensorin odotusar-
von laskemiseen. Laskujen yksinkertaistamiseksi rajoittaudutaan massiiviseen ska-

laarikenttdan ja neljadn dimensioon.

3.1 Efektiivinen vaikutus kaarevassa avaruudessa

Klassinen Einsteinin yhtilo (3.1)), yleisen suhteellisuusteorian liikeyhtild, voidaan

johtaa vaikutusfunktionaalista
S =55+ Sm, (3.3)

vaatimalla vaikutuksen variaation hiviamistd metrisen tensorin suhteen

2 08

V=g g

Vaikutusfunktionaali koostuu kahdesta osasta. Néistd ensimméinen termi .S,
on gravitaation vaikutus

S, — / (16; o (R=20))y=gd's, (3.5)

jonka variointi antaa yhtdlon (3.1) vasemman puolen. Vaikutuksen toinen termi S,

—0. (3.4)

on puolestaan materian vaikutus

missé L,, on vapaan skalaarikentin Lagrangen tiheys (1.44). Tamén variointi antaal|
2 S,
=T (3.7)

o T

Materian vaikutuksen variointi antaa siis (klassisen) energiaimpulssitensorin. Ajatel-

taessa semiklassista mallia, jossa esiintyy energiaimpulssitensorin odotusarvo, voi-

daan kysyé olisiko se mahdollista saada samankaltaisella menetelmalla. Toisin sa-

noen onko olemassa jokin funktionaali W, joka funktionaalisesti differentioituna an-

taisi energiaimpulssitensorin odotusarvon. Osoittautuu [2], ettd tdménlainen funk-
tionaali W voidaan 16ytda ja sitd kutsutaan efektiiviseksi vaitkutukseksi. Talloin

2 oW out, 0|/7,,]0,in
V=g ogH - < <out,| OT(I)/,‘ in) > = L) (38)

6Tekiji [—g]~'/? on asetettu, jotta saadaan tensoritiheyden sijaan aito tensori.
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missé tilavektorit |0,in) ja |0,out) kuvaavat vakuumitilaa ennen gravitaatiokentin
dynamiikkaa ja sen jilkeen. Kéyttden polkuintegraaliformalismia voidaan osoittaa
[2], etté efektiivinen vaikutus vapaan skalaarikentéin kohdalla on muotoa

oo

1
W = 5@/\/—9 d*r lim dm? G3P (x,2'), (3.9)

7
' —x m2

josta voidaan madaritella efektitvinen Lagrangen tiheys L.g kaavalla

Ivz/fﬁ&x:/Lﬁ%%fa (3.10)

missd on madritelty

1 o
Leg i= [—g] Y Leg = 51 lim / dm? G3P (x, 2'). (3.11)

’
' —x m2

Yht#lossd (3.9) esiintyvi termi G3P on Feynmanin propagaattorin integraaliesitys
nelidimensioisessa kaarevassa avaruudessa nimeltdan Schwingerin-De Wittin kehitel-
ma

A1/2 / o
GoP(z,2)) = —%/ s_j exp[—im?s + o /(2is)|F (z,2';is), (3.12)
0

missd A on Van Vleckin determinantti, funktio o on pisteiden x ja x’ vélisen geo-

deettisen etdisyyden nelion puolikas madritelty kaavalla

1
o:=o(z,2) = iyaya, (3.13)

missd koordinaatit y* ovat pisteeseen x konstruoidut Riemannin normaalikoordinaa-

tit, kun origoksi on valittu piste 2’ ja funktiolla F' on asymptoottinen kehitelmé

F(x,2';is) ~ Zaj(:z:, 2')(is), (3.14)

Jj=0

jonka kolme ensimma&istd termié ovat

ap(x,z') =1
(4 R — =} Vo R()y" — NyyP (3.15)
arw,a) = (= =€) RE) = 5 (5 =€) VaR@)y" = Saus(a)y"y .
AN 2 R RV B
afe,a) = (5 =) RE)?+ 30 ().
missé
_1 1 / L /_i /_i A / /
mw._2(5-6)vavﬁR@p)+]2Ovavﬁ3@q 50Ras(@') = o5 R (@) Ras(a)
1 / ! 1 K / /
+ — R 5 (2 Rex () + — BM* o (2") Ryuep (7). (3.16)
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2 — jc on jitetty

Lisiiksi termissé m? implisiittisesti esiintyvéi pieni imaginaariosa m
eksplisiittisesti kirjoittamatta. Riemannin normaalikoordinaateista l0ytyy enemmén
liitteessd Bl missd on annettu myos Schwingerin-DeWittin kehitelmén johto.
Sijoittamalla nyt Schwingerin-DeWittin kehitelmé kaavaan ja vaih-
tamalla integroimisjirjestystd saadaan efektiiviseksi Lagrangen tiheydeksi neljissé
dimensiossa
1/2 /
L ~ — Q}}Lnx %

/0 N gexp[—z‘m% o)) a(m a)(isy. (3.17)

=0

Energiaimpulssitensoria (7),,) sitoo néin yhtalo
2 oW 2 4

Tp) = = Legy/—g d*z, 3.18

< 122 > \/__g(sg/“/ \/_—g(sguy/ ff g Y ( )

jonka nojalla energiaimpulssitensorin odotusarvoa voidaan tutkia tutkimalla efektii-

vistd Lagrangen funktiota Leg.

3.2 Regularisointi ja renormalisointi

Tarkastelemalla nyt efektiivisti Lagrangen funktiota ja kiiyttamalli hyviksi
tietoa [27]
lim o(z,2") =0 (3.19)
=z
huomataan, ettd indeksien arvoilla j = 0, 1,2 integraali hajaantuu integraalin ala-
rajalla, kun 2’ — x. Termi m? — ic pitdé huolta konvergenssista ylirajalla. Talloin
efektiivinen Lagrangen funktio ei ole maaritelty ja yhtalon (3.18]) nojalla myos ener-
giaimpulssitensorin odotusarvo on ddreton. Fysikaalisesti jirkevien tuloksien saami-
seksi tarvitaan regularisointia ja renormalisointia.
Koska efektiivinen Lagrangen funktio on rajalla 2’ — x dérellinen asymp-
toottisen sarjan termien indeksien arvoilla 7 > 3, on neljassa dimensiossa efektiivisen

Lagrangen funktion divergoiva osa

AV (g, 2"y [®ds _, o :
Loy = — lim #/ S—je’zm /@) (o (2, 7) + ai(z, 3 )is + az(z, 2')(is)?].
(3.20)
Kertoimien ag, aj, as arvot rajalla ' — x ovat puolestaan [26)]
lim ag(x,2') =1,
' —x
1
lim a;(z,2") = (— — f)R, (3.21)
' —x 6
1 1 1/1 1/1 2
I V= ——RRy + — R, RPT“——(—— )DR —(—— ) R?.
Jm a2, @) = =55 B By + Jg5 Fma 6l &)t alg ¢
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Korkeamman asteen termin ag(z,z’) arvo rajalla ' — 2 on myoskin laskettu. Se
sisiltdd 28 termid ja 10ytyy artikkelista [28]. Tadma tai korkeamman asteen termit tu-
levat tarpeelliseksi mikéli regularisointia tehtéisiin korkeammassa dimensiossa kuin
nelji. Nyt nihdiin, ettd yhtilon sulkulausekkeessa olevat termit laskettuna
rajalla 2” — z ovat puhtaasti geometrisia. Ne koostuvat Riemannin tensorista ja
sen kontraktioista. Talldin divergoivaa osaa Lg;, tulisi pitdd paremminkin kontri-
buutiona vaikutuksen gravitaation osaan, eikd materian osaan. Vaikka tama termi
syntyykin materian vaikutuksesta, se kiyttdytyy kuten gravitaatiokentidsta raken-
nettu suurd’} Koska Lg;, on puhtaasti geometrinen, voidaan se yrittéi absorboida
vaikutuksen gravitaation osaan.

Divergoiva osa Lg;, sisdltdd kuitenkin kertoimen ao, joka on neljatta kertalukua
metriikan derivaattojen suhteen. Se edustaa télloin korkeamman kertaluvun korjaus-
ta yleiseen suhteellisuusteoriaan, joka sisidltdd vain korkeintaan toisia derivaattoja
metriikan suhteen. Kayttdmalla dimensionaalista regularisointia ndhdain, ettd ta-
mé lisdtermi lisdttyna gravitaation vaikutukseen modifioi Einsteinin yhtilon vasenta

puolta antaen [2]

Ry, — %Rg/w + Agu +aWH,, + BPH,, + vH,,, (3.22)
missa
W, = \/_ 59“” / vV—g R*d*rz = 2V ,V,R — 2g,,0R — —gWR2+2RRW,
®H,, = \/1_ 5o / V=9 R Ropd'x
=V,V.,R — ; gWDR OR,., — %gWRaﬁRaﬁ + 2R R,
H,,

g | VIR Bt

1
= — §gwRa PR s + 2RMPYR,P — 4OR,, + 2V, V, R — 4R, R",

+ 4R’ Ry, (3.23)

Alkuperdiseen gravitaation Lagrangen funktioon tulee télldin lisdtd termejd, jotka
ovat metriikan derivaatan suhteen kertalukua nelja paljailla kertoimilla ag, bp ja cp.
Néihin termeihin voidaan télloin absorboida kertoimien «, 3, divergoivat termit
antaen renormalisoidut kertoimet a, b ja c. Neljissd dimensiossa asia helpottuu viela

hieman silld voidaan osoittaa [2], etta

H,=-%H,+4%H,, (3.24)

"Tamé ei pide kuitenkaan efektiivisen Lagrangen funktion Airelliselle osalle.
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Vain kaksi kertoimista a, b ja ¢ ovat siis riippumattomia, joten voidaan valita kertoi-

men c olevan nolla. Renormalisoinnin avulla voidaan siis tyoskennelld vaikutuksen
S=85,+W (3.25)

kanssa, joka kytkee gravitaation ja kvanttikentin toisiinsa. Efektiivisen vaikutuk-
sen W divergoivat osat voidaan siirtdd tarpeeksi yleiseen gravitaation vaikutukseen
Sy absorboimalla &érettomyydet renormalisoituihin vakioihin a,b, A ja G. Télléin

renormalisoidun vaikutuksen
S = (Sg)ren + Wrena (326)

variointi (3.4)) antaa neljiassd dimensiossa semiklassisen Einsteinin yht&lon

1
R, — §R9uy + Aguw +a (UHW +b (Q)H/W = —8nG <T/“’> (3.27)

ren ’

missé oikea puoli on nyt darellinen ja vakiot pitdd méarata kokeellisesti.

Vaikka formaalisti energiaimpulssitensorin odotusarvo (7),,), . saadaankin funk-
tionaalisesti differentioimalla efektiivistd vaikutusta Wi.,, kiytdnnon laskuissa téta
ei voida suoraan tehdd. Taméa johtuu siitd, ettd jos funktionaalinen differentiointi
halutaan suorittaa metriikan suhteen, pitdé yleisesti tietad W, kaikille metriikoille
gy [2]. Tall6in on usein tarpeellista tyoskennelld suoraan odotusarvon (7),,) kanssa.

Kaavassa (3.8]) esiintyvéin energiaimpulssitensorin odotusarvon

(out, 0|7},,|0, in)

3.28
(out, 00, in) (3:28)

<TW> =

vakuumitilat juontavat juurensa Schwingerin-DeWittin esityksen reunaehdoista. Usein

ollaan enimmaékseen kiinnostuneita kuitenkin odotusarvosta
<T“V>Vac = <iIl, O‘THV’()? 1H> ’ (329)

energiaimpulssitensorin vakuumiodotusarvosta méériteltynd ennen gravitaatioken-
tén dynamiikkaa. Tai vastaavasti vakuumitilan |0, out) méaraamasta odotusarvosta.
Tama suure oikein regularisoituna ja renormalisoituna antaa kaiken tiedon hiukkas-
tuotosta sekd vakuumin polarisaatiosta ja on nimenomaan suure, jota kdytetdan
semiklassisen Einsteinin yhtdlon oikealla puolella [29]. Niiden kahden odotusarvon

valilld on kuitenkin olemassa yhteys. Kuten B. DeWitt on osoittanut [§]

(L) vae = (L) + (Tuv)gn » (3.30)

missé (1),,),, on aina dérellinen. T&ll6in siis odotusarvoissa (T),,) .. ja (T,.) esiinty-

vit divergenssit ovat identtisid. Regularisoitaessa nédistd jalkimmaéinen, tulee samalla
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regularisoitua myos ensimmdéinen. Kun (7),,) regularisoidaan, voidaan siitd erottaa

divergoivat ja ddrelliset termit

(Tw) = (Tw)aie + (Do) om » (3.31)

missé (7),,) 4, sisdltdd dérettomit osat, jotka renormalisoidaan lisidmalld gravitaa-
tion vaikutukseen ddrettomét vastatermit. Odotusarvo (7),,) . on puolestaan jéljel-
le jadvi dérellinen osa. Samalla renormalisoitaessa odotusarvo (7},,),, antaa meille

adrellisen, renormalisoidun energiaimpulssitensorin odotusarvon

<T/W>vac,ren - = <TLW>vac - <T/W>div : (332)

Divergoivalle osalle (T),,) .. pitdd siis l6ytdd muoto, joka voidaan renormalisoida.

3.2.1 Pisteensiirtoregularisointi

Pisteensiirtoregularisoinninﬂ idea perustuu pohjimmiltaan siihen, etté efektiivinen
Lagrangen funktio on #drellinen, kunhan pisteet = ja 2’ pidetiifin erotettui-
na toisistaan. Taman regularisointitavan etuna on se, ettid se on tdysin kovariantti
ja sitd voidaan kayttdd mille tahansa metriikalle. Seuraavaksi esitellddn tdmén re-
gularisointitavan idea péaipiirteittdin kiiyttien massiivista skalaarikenttad. Liséksi
tarkastellaan miten tata regularisointia voidaan soveltaa kdytannon laskuissa. Téssé
seurataan pitkilti S. Christensenin artikkelia [26].

Kuten edellisessé kappaleessa todettiin, on usein hyodyllisempéda tyoskennelld
suoraan energiaimpulssitensorin kanssa. Varioimalla materian, tdssd tapauksessa
skalaarikentéin, vaikutusfunktionaalia saadaan neljissi dimensiossa klassiseksi ener-

giaimpulssitensoriksi
1
TAW = (1 - 2€)vu¢vl/¢ + (25 o §)guvgpavp¢va¢ - 2£vuvu¢¢

1 1 3 1 3
+ §§9MV¢D¢ - g(R;w - ERg/LV + EgRguu)qub + (5 - §§)m29;w¢¢a (333)

missi kentdn ¢(z) argumentti on notaation helpottamiseksi jatetty kirjoittamatta.
Tama ilmaisu voidaan kirjoittaa myds antikommutaattorien avulla symmetrisoidus-

sa muodossa
Ty = 5 (1= 26) {V,0, 900} + 52 = ) (V°0, V,6} — £ {V,¥,0,6}
¥ €0 (0.00) — LE(Rp — 3 Rgw) (6,6} — g€k +m?) (6.0}

+ 10 (6,6} (3.34)

8Englanniksi "point-splitting regularization".
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Seuraavaksi siirretdén toisen kentén ¢(z) argumentin piste pisteeseen z’; joka on
lahelld alkuperdisté pistetta x. Ottamalla vield yhtdlossé (3.34) vakuuminodotusarvo
puolittain, voidaan antikommutaattorit tunnistaa Hadamardin funktiona G ja sen

derivaattoina. Energiaimpulssitensorin odotusarvo on télloin

) = L OV + V9000 ¢ (€ - 1), 7,97 G0
— SEVV 4 VTG0 4 260, (Vo ¥ + YV, 97)G0
— 56— 5R)GY = LR+ )G + 1, GY, (33))
missé pilkku tarkoittaa derivointia pisteessi 2’ ja
(out, 0]{¢(z), ¢(z’) }|0, in)

GO (z, ') = (3.36)

(out, 0|0, 1n>

Yhteys Hadamardin funktion ja Feynmanin propagaattorin vilille saadaan yhtalon
— 1

Gp(z,2') = —G(z,2") — §iG(1)(x, '), (3.37)

kautta, missi G(z,2’) on jilistetyn ja edistetyn Greenin funktion summan puolikas

Cla,2') = %[GR(Q;, ) + Gz, ). (3.39)

Feynmanin propagaattorin integraaliesitys kaarevassa avaruudessa on Schwingerin-
DeWittin kehitelmé, josta kaavan (3.37) mukaan Hadamardin funktio saadaan sen
imaginaariosana. Kehittamélld Schwingerin-DeWittin kehitelmén Hankelin
funktio asymptoottisena sarjana ja suorittamalla summaukset ja derivoinnit saadaan

siitd erotettua Hadamardin funktio, joka on muotoa

1/2
G (z,z) :A

1 1 1 1
{a [—+m2(’yE—|—§ln\—m20\)(1+—m20—|—---) — —m?0 + - ]

42 2 4
_al[(7E+—1n| mcr|)(1+—1n| mo'|+ )_%mz(j_ }
1 1 1 1
+a20[(’VE+§ln|§m a|)(§—|—§m0—|—~--)—1—u-]
1 1
5 sla 4 g lag k] (3.39)

missd yp on Fulerin vakio ja mukana ovat vain ne termit jotka aiheuttavat diver-
gensseji, seki joitain dérellisié termeji. Naméi divergenssit esiintyviit termind o1,
seki logaritmiseni termini In|m?20 /2|, jotka hajaantuvat rajalla o — 0. Hadamar-
din funktio GV voidaan nyt sijoittaa takaisin energiaimpulssitensorin odotusarvoon

(3.35). Seuraavaksi luonteva tapa olisi laajentaa tilloin esiintyvét termit a;(x, )
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ja A(z, ") sekd niiden derivaatat sarjaksi pisteessd x olevien funktioiden t(x), seki
funktion o potensseina. Ongelmaksi muodostuu kuitenkin se, ettd ndma termit ovat
bitensoreitd’}, jolloin yhtilén eri puolilla on erilaiset muuntumisominaisuudet.
Bitensori T,p (z, ") muuntuu kuten kahdessa eri pisteessi olevan tensorin tulo
A, (x)Bg/(x"). Jatkossa indeksin pilkku viittaa koordinaatteihin 2’. Tallin esimer-

kiksi laajennus
Ta[gl = taﬁ($) -+ tagp(l')O'p + - (340)

on merkitykseton silld yhtilon eri puolilla on erilaiset muuntumisominaisuudet. Tés-
si of := VPo on pisteiden 2’ ja x vilisen geodeesin tangenttivektori pisteessid x
suunnattuna suuntaan x’ — x ja sen pituus on pisteiden x ja 2’ vilisen geodeesin
pituuﬂ. Bitensori 7,4 pitdd ensin muuttaa pisteessd = olevaksi tensoriksi, jonka
jalkeen laajennus voidaan tehda. Tatd varten tarvitaan bivektori g, joka mééri-

telldén yhtaloilla
V'oV.gu =0, lim g, = gu. (3.41)
' =z

Tamén objektin operoidessa vektoriin A”' pisteessi 2’ antaa se vektorin A*, joka
saadaan yhdensuuntaissiirtimallia A pisteeseen x pitkin pisteitd = ja 2’ yhdistivii

geodeesia. Siis
AP = gt A7 (3.42)

Tasséd on kiytetty merkintéd, jossa yleisesti tensorin yliapuolella oleva viiva tarkoit-
taa tensoria pisteessd x, joka on saatu pisteessi 2’ olevasta objektista yhdensuun-
taissiirtolla. Bitensori 7,4 voidaan nyt muuttaa tensoriksi pisteessd z. Oletetaan,

ettd bitensorin 7,4 ja sen derivaattojen arvot rajalla 2 — z tunnetaan. Télléin
— , 1 Y
Tap = 98" Top = tap + tapu0” + Sytapuwo’o” + -+, (3.43)

missd kertoimet ¢ ovat pelkéistddn pisteen x funktioita. Naméi kertoimet saadaan
derivoimalla ylldolevaa yhtdloa (3.43) ja ottamalla jokaisesta saadusta yhtdlosta

raja-arvo ' — x. Kaksi ensimmaisti termié ovat esimerkiksi

taﬂ = lim 713{5/7 (344)
' —x

toéﬁu = lim VMTQB/ - Vutaﬁ. (345)
' —x

9Katso esimerkiksi [27].
ORiemannin normaalikoordinaattien avulla voidaan my6s kirjoittaa V+o = yH.
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Talla tavalla voidaan esiintyvét bitensorit seké niiden derivaatat muuntaa kovarian-

tilla tavalla pisteessd x oleviksi tensoreiksi, sekd laajentaa ne eristden divergenssit.
Laajentamalla nyt Hadamardin funktiossa esiintyviit bitensorit a(x, z'), as(x, '),

o(x,2') ja AY?(z, 2') sarjaksi pisteessi x, sekil ryhmittelemélli eristetyt divergenssit

voidaan muodostaa energiaimpulssitensorin odotusarvon divergoiva osa:

<TMV>div = <T:‘W>quartic + <T.71W>quadratic + <TMV>log + <Tl“’>lin + <1—;4V>ﬁn ) (346)

missd oikealla puolella termit ovat jarjestetty neljinnen asteen, toisen asteen, loga-
ritmisiin ja lineaarisiin divergensseihin, sekd dérelliseen termiin vastaavassa jarjes-
tyksessi. Naiden suureiden eksplisiittiset esitykset ovat hyvin pitkid ja ne I6ytyvit
Christensenin artikkeleista [26] massiiviselle skalaarikentélle ja [29] spinorikentiille,
seké vektorikentille mielivaltaisella metriikalla g, neljissid dimensiossa. Yleiselle n-
dimensiolliselle avaruudelle naita eksplisiittisia esityksii ei toistaiseksi ole laskettu.

Kuinka sitten odotusarvoa (7},,),, voidaan kiyttdéd kdytdnnon laskuissa? Ole-
tetaan, ettd annetulle metriikalle g, 16ydetddn tdydellinen joukko moodeja uy(x),
jotka méadrittavit fysikaalisen vakuumin. Néiden moodien avulla voidaan kenttdope-

raattori ¢ esittdd muodossa

o(z) =Y la(k)u() + a(k) u ()], (3.47)
K
Tarkastelemalla yht#loa (3.34)) huomataan, ettéd energiaimpulssitensori koostuu kent-
tiéoperaattoreiden tuloista ¢*. Koska yhtélén (3.47) luomis- ja hivitysoperaattoreille
patee yhtilot

a(k)[0) =0, (0]a(k)" =0, (0la(k)a(k)"|0) = duc (3.48)

niahdéan, ettd energiaimpulssitensorin vakuumiodotusarvo voidaan lausua muodossa
)vac Z uy (1)), (3.49)

missd 7T}, (uk(z), ug(z)) on energiaimpulssitensorin bilineaarimuoto, joka muodos-
tetaan sijoittamalla moodit uyx ja uj kenttdoperaattorin ¢ tilalle yhtalossa (3.34)).
Summaus voidaan myos korvata integroinnilla mikali k on jatkuva. Tdhén odotusar-
voon tehdian pisteensiirto ja muodostetaan symmetrisoitu summa

(To) e = 3 Jim S {Tiwlio) i) + Do) o)} (350

Kaikki pisteestd x’ riippuvat suureet esitetdén vektorin o” avulla ja summa laajen-

netaan tdmén vektorin suhteen. Divergoiva osa (71),,),. voidaan laskea annetulle

div
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metriikalle kiyttamaélla kaavaa (3.46) ja yhtdlon (3.32) mukaan renormalisoitu odo-

tusarvo saadaan talloin kaavalla
<T/“/>vac,ren - = <T#V>vac - <Tl“’>div . (351)

3.2.2 Adiabaattinen regularisointi

Vaikka pisteensiirtoregularisointi onkin yksi tutkituimpia regularisointimenetelmia
ja se toimii milld tahansa metriikalla, johtaa se yleensd pitkiin ja monimutkaisiin
laskuihin. Rajoittamalla avaruutta homogeenisiin avaruuksiin, erityisesti FLRW-
avaruuteen, adiabaattinen regularisointi antaa usein huomattavasti mukavamman
regularisointimenetelmin. Tamé menetelmé perustuu kappaleessa konstruoi-
tuihin adiabaattisiin moodeihin ja niihin liittyvéan vakuumiin. Adiabaattinen regu-
larisointi kehitettiin alunperin kisittelemadn ultraviolettidivergensseji hiukkasen lu-
kuméérioperaattorin odotusarvossa [30]. MyShemmin L. Parker ja S. Fulling yleis-
tivit tdmén koskemaan skalaarikentdn energiaimpulssitensorin odotusarvon diver-
genssejd [20] 31]. Hiljattain adiabaattinen regularisointi on my6s onnistuttu yleis-
taméaan spinorikentille [32, B3]. Seuraavaksi kisitellddn adiabaattista regularisointia
skalaarikentén kohdalla mielivaltaisella kytkennélld & pohjautuen artikkeliin [34].

Sijoittamalla yleinen neliulotteinen FLRW-metriikka
ds® = C(n)[dn* — hydz'dz?] (3.52)

skalaarikentdn energiaimpulssitensorin kaavaan (3.33) ja ottamalla vakuuminodo-

tusarvo, saadaan energiaimpulssitensorin komponentin 7j, odotusarvoksi

(Tio) = [ B (il + e + (€ — §BDOaKE + xite) = 5(D° — 4K )

47 C
(3.53)

missd integroimismitta riippuu parametrin K arvoista:

“dkk?, K =0,-1
/du(k) = { J ~ ) 1 (3.54)

Artikkelissaan [35] P. Anderson ja L. Parker ovat kuitenkin perustelleet, etta riippu-
matta parametrin K arvosta kaikissa tapauksissa tulisi kdyttda jatkuvaa integrointi-
mittaa. Tamé perustelu pohjautuu siihen, etté diskreettid mittaa kiytettiesséi niin
sanottua jdlkianomaliaafi—] ei synny, mikd on ristiriiddassa muiden regularisointitapo-

jen antamien tulosten kanssa. He osoittavatkin, ettd kiyttdmalla jatkuvaa integroin-

HKatso esimerkiksi |2} 136].
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timittaa myos tapauksessa K = 1 saadaan jilleen jilkianomalia kuten muillakin re-

gularisointitavoilla. Témé&n vuoksi rajoittaudutaan kaikissa kolmessa tapauksessa

/ dp(k) = /0 kR (3.55)

Adiabaattisessa regularisoinnissa kiytetddn hyviksi moodien y, adiabaattista kon-
struktiota (2.43)). Adiabaattinen kertaluku vastaa funktion 2 derivaattojen luku-

madrad ja energiaimpulssitensorin divergenssien saamiseksi riittda funktion Wy laa-

kiyttaméiin jatkuvaa mittaa

jentaminen adiabaattiseen kertalukuun nelja asti [20]. Adiabaattiseen kertalukuun
nelji laajennettu funktio Wy, sisdltda 37 termié, ja se on annettu liitteessa [C|
Maéritellddn energiaimpulssitensori adiabaattisessa vakuumissa adiabaattisella

kertaluvulla A kaavalla
<TMV>;(;§) = <O(A)|TMV|O(A)> . <356>

Télloin energiaimpulssitensorin odotusarvon komponentti (Ty) laajennettuna adia-

baattiseen kertalukuun nelja asti on

1 [ C2mAD?
TV =~ dkk2{2 bm
(Too)aa 87r20/0 RN TR

1 3 3Cm2D?  3Cm2D? 15C?m*D2K
(-2 (p? k) - = )
+( 6)< Qw( ) 203 Suw?d 16w7
1 2 1 2 2 108Cm2D2K (4)
— V2 (——(—T2D?K + 144K —> }
+ (6= 2 (—qe (-T2DK + )+ — + 0

(3.57)

missa termi O((;é) on annettu liitteessa [C| ja se sisdltda adiabaattista kertalukua nelja
olevat termit. Energiaimpulssitensorilla, joka saadaan FLRW-metriikasta, on vain

kaksi itsendistd komponenttia Too ja 711 ja ndmé saadaan toisistaan jéljen 7" avulla
kaavalla [34]

1

T = g )

Too — CTY). (3.58)
Energiaimpulssitensorin odotusarvon (7),,) toinen itsendinen komponentti (71;) saa-
daan siis helpoimmin kdyttdmalld yhtdloa (3.57) ja odotusarvon (T),,) jélked. Adia-
baattisessa vakuumissa adiabaattiseen kertalukuun nelja asti kirjoitettuna ener-

giaimpulssitensorin jilki on
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1 o Cm?>  C*m* . 5C3mS D? 1./ 3D
T = / dk k? D+D*) - ————+((—2)(——
(T 4m2C? ), { w * 8w? (D+ D7) 32wW7 (e 6)<

Cm? 9C?m*D?  (C?*m?*
w3 4w 32w7

420C3*m°D*K 1, (36DK Cm? .
L) (5——)( + o (864DK + 216D°K + 432K)

.3
(3D + ZD2 +3K) +

(60DK + 60D*K)

128w° 6 43 32w°
54002m4D2K (4)
- ) +ol}, (3.59)

missi Ot(f ) siséltis adiabaattisen kertaluvun nelja termit annettuna liitteessa .
Nimestddn huolimatta adiabaattinen regularisointi ei ole tapa regularisoida diver-
goivia integraaleja. Téten yhtilot ja ovat formaalisti divergoivia ja ne
pitdisi regularisoida esimerkiksi pisteensiirtoregularisoinnilla. Kuitenkin pisteensiir-
toregularisointia kiyttamallid voidaan osoittaa [37], ettd massiivisen skalaarikentéin
kohdalla renormalisoitu energiaimpulssitensorin odotusarvo voidaan muodostaa va-
hentamalld eksaktista energiaimpulssitensorin odotusarvosta neljanteen adiabaatti-
seen kertalukuun asti laajennettu odotusarvo (TW>£S), joka saadaan yhtaloista (3.57)
ja (3.59). Tallsin jiljelle jad Hdirellinen integraali. Yleisen FLRW-avaruuden kohdal-
la semiklassisen Einsteinin yhtédlon oikealla puolella oleva energiaimpulssitensorin

odotusarvo saadaan siis kaavalla

A
<T/“/>vac,ren = <Tl“/>vac - <TMV>§1d) ' (360)

Pisteensiirtoregularisointia, tai muutakaan regularisointia, ei siis tarvitse erikseen
suorittaa, silld sitd tarvitaan vain oikeuttamaan kaava (3.60). Lisdksi T. Bunch on

osoittanut [34], ettd talloin esiintyvét divergenssit voidaan renormalisoida paramet-
reihin A, G, a ja b.
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4 Hiukkastuotto laajenevassa universumissa

Edellisissd luvuissa on tutustuttu formalismiin, jota tarvitaan kaarevan avaruuden
kvanttikenttateorian ilmididen tutkimisessa. Téssd ja seuraavissa luvuissa sovelle-
taan nditd tuloksia. Yleisen suhteellisuusteorian mukaan ottaminen tuo kvantti-
kenttiateoriaan mukaan universumin dynamiikan. Minkowskilaisesta kenttiteorias-
ta tuttu staattinen avaruus vaihtuu dynaamiseksi universumiksi, joka voi laajentua
tai kontraktoitua ajan kuluessa, kun Minkowskilainen metriikka korvataan yleisel-
1a metriikalla. Talla yksinkertaisella muutoksella on kuitenkin perustavanlaatuisia
seurauksia.

Erds merkittdavin niistd seurauksista on 50 vuotta sitten L. Parkerin l16ytdma
ilmi6, jossa universumin laajeneminen tuottaa hiukkaspareja vakuumista. Parke-
rin tutkimukset [30, B8, B9] keskittyivit hiukkastuottoon homogeenisissa isotroop-
pisissa FLRW-avaruuksissa. Hiukkastuoton mahdollisuuden lisdksi hén osoitti, et-
td konformaalisesti invarianttien kenttien kohdalla massattomia hiukkaspareja ei
synny johtuen siitd, ettd FLRW-mallit ovat konformaalisesti litteitd. Myohemmin
Y. Zel’dovich ja A. Starobinsky [40] tarkastelivat hiukkastuottoa laajemmin homo-
geenisissa malleissa ja havaitsivat, ettd konformaalisesti invariantteja massattomia
hiukkasia syntyy, kun anisotrooppisuus rikkoo FLRW-mallien konformaalisen sym-
metrian. Anisotrooppisissa malleissa tarkasteltu hiukkastuotto johtaa laajenemisen
isotrooppisoitumiseen ja tdma voi olla selitys sille miksi universumi nykypéaivina on
hyvin isotrooppinen [40), 41].

Ymmartadksemme miten hiukkastuotto tapahtuu laajenevassa avaruudessa no-
jaudutaan Heisenbergin kuvaan, jossa aikariippuvuus on kentén operaattoreissa ti-
lavektorien pysyessa ajasta riippumattomana. Oletetaan, ettd ajanhetkelld ¢ vapaan
kvantisoidun kentén tilavektori |0) kuvaa tilaa jossa ei ole hiukkasia eli vakuumia.
Minkélaista voi kvantisoidun kentén aikaevoluutio olla laajenemisen seurauksena si-
ten, ettd saman tilavektorin |0) 16ydetdan myohempénd ajanhetkend ¢’ > ¢ sisdltévin
hiukkasia? Tamaénlainen evoluutio vaatii ajanhetkelld, ¢ méariteltyjen héavitysope-
raattoreiden kehittyvin kentin havitys- ja luomisoperaattoreiden lineaarikombinaa-
tioksi myoh&disemmalld ajanhetkelld ¢/, silld muuten hévitysoperaattori annihiloisi
tdman vakuumin. Jotta hiukkastuottoa voisi tapahtua, pitdda myohemman ajanhet-
ken ¢’ havitysoperaattorin b(k) olla lineaarikombinaatio aikaisemman ajanhetken ¢

luomis- ja havitysoperaattoreista:
b(k) = > [amaea(k) + Baca(K)]. (4.1)
k/

Tama lineaarimuunnos on esimerkki Bogoliubovin muunnoksista, joita tarkasteltiin
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kappaleessa [1.2.3l Mikili positiiviset moodit voidaan separoida muodossa

ue(n, x) = ™ *x5(n), (4.2)

niin yhtaloista (1.49), (1.54) ja (1.55) ndhddédn, ettd Bogoliubovin kertoimet toteut-
tavat yhtalot

ek = ki, Pk = Bro—kie,s (4.3)
jolloin kentdn moodit voidaan ilmaista muodossa
e (o) = apu™ (2) + Bruy" (), (4.4)

missi k = |k|, yldindeksi 'in’ viittaa moodeihin asymptoottisessa menneisyydessi ja
ylaindeksi 'out’ puolestaan moodeihin asymptoottisessa tulevaisuudessa. Tastd muo-
dosta voidaan lukea Bogoliubovin kerroin [, joka maarittad laajenemisen seurauk-
sesta syntyneiden hiukkasparien todennékoisyyden. Mikili asymptoottisten alueiden
positiiviset moodit ovat samat ndhdain vilittomasti, ettd Bogoliubovin kerroin Sy
on nolla. Taménlainen tilanne syntyy esimerkiksi kappaleessa tarkastellun de
Sitterin avaruuden ja Bunchin-Daviesin vakuumin kohdalla. T&ll6in hiukkastuottoa
ei synny avaruuden laajenemisen seurauksena. Bogoliubovin kertoimien maaritta-
misesséi oleellista on, ettd positiiviset moodit tunnetaan. Nadiden moodien méaaritta-
minen on kuitenkin yleisessd kaarevassa avaruudessa erittdin hankalaa.

Eras tapa tutkia hiukkastuottoa on késitellda universumimalleja, joissa avaruusa-
jan dynamiikka h&vidd asymptoottisessa menneisyydessa ja tulevaisuudessa. Valit-
semalla malli siten, ettd asymptoottisilla alueilla vakuumi ja positiiviset moodit
voidaan hyvin maarittdd, voidaan tarkastella hiukkastuottoa universumin laajetessa
néiden kahden alueen vilissd méérittdmalla Bogoliubovin kerroin kaavan (4.4) mu-
kaan. Yksinkertaisin malli on universumi, joka on asymptoottisesti Minkowskilainen.
Talloin positiiviset moodit redusoituvat tavallisiin tasoaaltoihin néilld asymptootti-
silla alueilla. Mikéli avaruusaika ei ole asymptoottisesti staattinen, voidaan kiyttaa
hyviksi adiabaattisia moodeja ja adiabaattista vakuumia positiivisten moodien maa-
rittdmiseen. Koska hiukkastuottoa késitellisin Bogoliubovin muunnosten kautta, ei
hiukkasten vaikutusta metriikkaan oteta huomioon.

Seuraavaksi tarkastellaan hiukkastuottoa kahdessa erilaisessa avaruudellisesti lit-
tedssd FLRW-mallissa, joista toinen on asymptoottisesti Minkowskilainen ja toinen
asymptoottisesti siteilyn dominoima. Koska FLRW-mallit ovat konformaalisesti lit-
teitd, voidaan niiden moodien avaruudelliset ja ajalliset komponentit separoida. Tal-
16in oleellisessa asemassa onkin ratkaista differentiaaliyhtélo funktiolle xx(n)
annetulla konformaalisella tekijalla C'(n). TAm4& johtaa usein jo yksinkertaisissa mal-

leissa monimutkaisiin differentiaaliyhtéloihin ja erikoisfunktioihin.
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4.1 Asymptoottisesti Minkowskilainen malli

Tarkastellaan yksinkertaista eksaktisti ratkaistavaa kaksiulotteista mallia, jonka vii-

vaelementti on
ds* = C(n)(dn* — dz?) (4.5)
ja valitaan konformaaliseksi tekijiksi
C(n) = A+ Btanh(pn), —oo<n < oo, (4.6)
missi A, B, p € (0,00). Télloin asymptoottisilla alueilla
C(n)=A+B, n— +oo. (4.7)

Tama malli kuvaa universumia, joka on asymptoottisessa menneisyydessid Minkows-
kilainen, jonka jilkeen se laajenee padttyen jilleen Minkowskilaiseen avaruuteen
asymptoottisessa tulevaisuudessa. Téatd mallia kdytti alunperin C. Bernard ja A.
Duncan vuonna 1977 tutkiessaan energiaimpulssitensorin regularisointia [42]. Ava-
ruusajan ollessa konformaalisesti staattinen, voidaan moodeista separoida avaruu-
delliset ja paikalliset muuttujat:

i (1, 2) = jz_ﬂeik*m). (4.8)

Rajoitetaan mallia vield valitsemalla konformaalinen kytkentd, joka kahdessa di-
mensiossa vastaa yhtalon nojalla minimaalikytkentéi. Sijoittamalla metriik-
ka (4.5)) massiivisen skalaarikentéin liikeyhtaloon konformaalisella kytkenndlld £ = 0
ja konformaalisella tekijélla tulee funktion y; toteuttaa yhtilo
X
dn?

Tekemélld muuttujanvaihto

+ [k* + (A + Btanh(pn))m?|xs = 0. (4.9)

u= %[(1 + tanh(pn)], (4.10)

voidaan yhtélo (4.9) kirjoittaa muodossa

d*x 1—2u dyg n 1
du?  u(l—u) du = 4p?u(1 — u)?

(k* + Am?® + Bm?*)x, = 0. (4.11)
Suorittamalla osamurtokehitelmé kerrointermeihin ja méaarittelemélla muuttujat

wl =k*+m?*(A— B)
wi. =k +m*A+B) (4.12)

out

W+ = §(wout + Win)
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saadaan yhtalo

dek []- 1 }% 1 |:w12n wcg)ut ] Xk
(

du? u l—u du+4p 1 —wulu(l —w)

— 0, (4.13)

joka voidaan ratkaista hypergeometristen funktioiden avulla. Tarkastelemalla yhta-
164 huomataan, etti silli on singulaariset pisteet kohdissa v = 0 ja u = 1.
Nama pisteet vastaavat juuri asymptoottisia arvoja n — —oo ja n — oo vastaavasti.
Asymptoottisen menneisyyden ratkaisut saadaan siis tarkastelemalla yhtdlon (4.13])

ratkaisuja pisteen u = 0 ympéristossi. Télloin ratkaisu on muotoa

xe() = (u— 1) "5 075" {016 W:muw;szl(l R Mn;U)

. P p p
(1 — ) LR (1 M ey Min;u) } (4.14)
pop p
missd (' ja Cy ovat vakioita ja oF7 on hypergeometrinen funktio, joka maaritelladn
sarjana
o1 (a,b;¢; 2) z% Zn —| |z| <1 (4.15)
missa

)0 = { ! =0 (4.16)

qglg+1)---(1+n—-1) n>0.

Sijoittamalla muunnos (4.10) takaisin yhtédloon (4.14) saadaan ratkaisuksi

. Tw_ ) o 3 o in 1
Na(n) = Dy et mizeosh(oml g <1 _ ZL’ _&; 14 Wi w; S+ tanh(ﬂﬂ)])
p p p 2
wW_ w_ in 1
+ D2€ twtn——— In[2 cosh(pn)] F <1 + L , W ’1 _ w; [ + tanh(pn)])
p P p 2

(4.17)

missd Dy ja Dy ovat vakioita. Téstd voidaan tunnistaa positiiviset ja negatiiviset
moodien ratkaisut. Kéyttamilld vield normointiehtoa ([2.42), voidaan positiiviset

moodit u}" asympotoottisessa menneisyydessi kirjoittaa muodossa

: 1 ik-x—i e Inl2 cosh Tw_ W_ Zwm 1
u = e n[zeoshipnl, (1 + , 1 — 1 + tanh )
b T e ’ 241 PR p 5l (pm)]

(4.18)

Asymptoottisen tulevaisuuden moodit saadaan puolestaan ratkaisuna singulaarisen

pisteen u = 1 ympéaristossd. Talloin positiiviset ratkaisut u9™ ovat muotoa

1 i i o Tw_  Tw_ 1w 1
out ik-X—iwymn In[2 cosh(pn)] ( . out
U, ——F—€ P Fi{l+ y 71—|— 1 — tanh )
k /—1 » 241 ) [ (PU)]

(4.19)
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Kéyttamilla hypergeometristen funktioiden lineaarisia muunnoksia [43]

L(o)T(a+b—c)

a,by;cz) = (1—z) "
oFi(a,b,;¢2) = (1 - 2) I'(a)T(b)

oFi(c—a,c—bc—a—b+1;1—2)

['(e)l(c—a—1b) ' ‘
+F(c—a)F(c—b)QFl(a’b"”b_C‘+1a1—Z) (4.20)

ja
oFi(a,b;c;2) = (1 —2) % F(c—a,c— b;c; 2) (4.21)
voidaan moodit u* kirjoittaa moodien u$™ lineaarikombinaationa
uin = (wout>;r(1 B Z‘U‘l);n)F(_W;ut)uout + (Wout> % F<1 B %)F(“"’zut) out*
k = iw+ iw+ k iw+ iw+ —k >
(== - =5) M=)+ =5)

Win Win

josta voidaan tunnistaa Bogoliubovin kerroin

1T(1 — i )] ( Sout
Br = (W"“t) (w ") (uf ) (4.22)
Kayttamalla gammafunktion ominaisuuksia
T
M)l (—2) = ————F ja I'(l+z)==+2l'(x+ 4.23
@) =~ i i T(1e) = al () (4.23)
saadaan
inh*(mw_

sinh(7wiy, /p) sinh(mwou /p)

Koska |S1|? poikkeaa nollasta, voidaan timé tulkita hiukkastuottona seurauksena
avaruuden laajenemisesta. Tarkastellaan vield tilannetta, jossa massa m = 0. Tal-
16in yhtiloista nahdidn, ettd w_ = 0, jolloin myoskin |B;|? = 0. Téssd tapauk-
sessa hiukkastuottoa ei tapahdu. Taméa on yhdenmukaista Parkerin tulosten kanssa,
silld konformaalisella kytkennélld ja massan ollessa nolla kenttd on invariantti kon-

formaalisissa muunnoksissa.

4.2 Asymptoottisesti siteilyn dominoima malli

Tarkastellaan neliulotteista FLRW-universumia, jonka viivaelementti on
ds®> = C(n)(dn* — dz* — dy* — d2?), (4.25)
ja konformaaliseksi tekijaksi valitaan

C(n) = a®>+b’n*, —oc0<n< oo, (4.26)
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missd a,b € (0,00). Tédmé kuvaa universumia joka ensin kutistuu kohti hetked
t = n = 0, jonka jilkeen se laajenee, kun n > 0. Tatd mallia kiytti J. Audretsch
ja G. Schifer tarkastellessaan hiukkastuottoa [44]. Tarkasteltaessa tdmén universu-
min asymptoottisia alueita ndhdadn skaalatekijén a(t) olevan verrannollinen koordi-
naattiajan nelidjuureen a(t) o< t'/2, joten universumi lihestyy siteilyn dominoimaa
universumia. Vaikka avaruusaika ei olekaan asymptoottisesti staattinen, on se silti
hitaasti muuttuva silla
l : l 2

a1(e) = (i) =50 (127

kaikilla [ > 0. Télloin yhtélon (2.44)) nojalla adiabaattisista approksimaatioista tulee

eksakteja, kaikki adiabaattisten kertalukujen ratkaisut antavat saman vastauksen

asymptoottisilla alueilla. Sijoittamalla nyt W,io) = wr(n) = k% + m2a® + m2b2n>

yhtdloon (2.43)) ndhdadn, etté suurilla muuttujan |n| arvoilla

Xy (n) ~ —%We“mw/ ?
Positiivisten moodien tulee redusoitua asymptoottisilla alueilla ndihin moodeihin.
Sijoittamalla metriikka konformaalisella tekijalla ja konformaalisella
kytkennélla skalaarikentén litkeyhtdloon tulee funktion x(n) toteuttaa yhtélo

, N — too. (4.28)

d2
d_77)§ + (k* + m?a® + ¥*m*n?)x = 0. (4.29)

Tekemélld muuttujanvaihto z = (i — 1)v'mbn, voidaan yhtélo (4.29)) kirjoittaa muo-

dossa

dQXk 1 2 .
missd on madritelty
L 2 2
pi= 2mb<k + m-a”). (4.31)

Yhtalon (4.30) ratkaisut voidaan kirjoittaa parabolisten sylinterifunktioiden D.(z)

avulla muodossa
Xk(1) = C1Dip—1/2((1 = 1)Vmbn) + CoD_ip—1/2((=1 — i) Vmbn), (4.32)

missd C ja Cy ovat vakioita. Kayttdmalla parabolisten sylinterifunktioiden asymp-

toottisia kaavoja [43]
3 3
Do(z) ~ e % /42°, —f <argz < Zﬂ (4.33)

5
Dy(z) ~ &4z, % <argz < IW, (4.34)
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voidaan tunnistaa positiivisten moodien ajasta riippuvat ratkaisut yi* asymptoot-
tisessa menneisyydessé ja x9"* asymptoottisessa tulevaisuudessa. Kayttamalld nor-

mointiehtoa (2.42)) saadaan ajasta riippuvien osien normoiduiksi positiivisiksi rat-

kaisuiksi
X (n) = (2mb) e ¥ Dy o ((i — 1)Vmbn), (4.35)
Xot(n) = (2mb) ™Y1 e= T D_jp 1o ((i + 1)Vmbn). (4.36)

Bogoliubovin kertoimien 16ytamiseksi kiiytetdin parabolisten sylinterifunktioiden li-

neaarisuutta [43]

V2r

rCge D (i), (437

Do(2) = €™ D, (—2) +

ja kirjoitetaan asymptoottisen menneisyyden positiiviset moodit u}cn asymptoottisen

tulevaisuuden moodien avulla muodossa

27Te%i(ip+1/2)

in __ out . —mp, outxk
up = — o —————up " — e "Pup™t, (4.38)
F(%(l — zp))
josta voidaan tunnistaa Bogoliubovin kerroin 5 = —iexp(—mp), jolloin
2 m2a2
1|2 = e ™), (4.39)

Bogoliubovin kertoimen poiketessa nollasta, universumin laajenemisen seurauksena
syntyy hiukkastuottoa. Tarkastelemalla massattoman hiukkasen tapausta ndhd&éan,

etta

2 m2a2
lim e ™) = 0. (4.40)

m—07t

Jélleen havaitaan, ettd hiukkastuottoa ei tapahdu massattomassa tapauksessa.
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5 Mustan aukon hiukkastuotto

Mustat aukot ovat erditd yleisen suhteellisuusteorian mielenkiintoisimmista objek-
teista. Ne ovat eksoottisia, mutta syntyvit luonnollisella tavalla gravitaatiovuoro-
vaikutuksesta. Koska gravitaatio vaikuttaa avaruusajan geometriaan, voi materiaja-
kauman aiheuttama gravitaatiokenttéd tulla niin voimakkaaksi, ettd se muuttaa itse
avaruusajan kausaalista rakennetta. Se voi tulla jopa niin voimakkaaksi, ettd edes
valo ei pysty karkaamaan tistd gravitaatiokentéistd. Koska mikdén ei pysty karkaa-
maan mustasta aukosta, se ndyttiisi olevan vihiten lupaava paikka minkéd&nlaisen
hiukkastuoton etsimiseen. On kuitenkin olemassa klassinen ilmié nimeltdan superra-
dianssi [45] [46], jossa pyorivadn mustaan aukkoon sopivassa moodissa saapuva aalto
siroaa mustasta aukosta alkuperdistd suuremmalla amplitudilla. Y. Zel’dovich esitti
artikkelissaan [45] hypoteesin, etti télle klassiselle ilmiolle olisi analoginen kvantti-
mekaaninen vastine. Tamé vastaisi spontaania parinmuodostusta Kerrin metriikas-
sa, jossa musta aukko absorboisi toisen hiukkasen toisen karatessa ddrettomyyteen
vieden mukanaan osan mustan aukon pyorimisenergiasta ja pyorimisméadristi. Ta-
mén ovat vahvistaneet A. Starobinsky [47] ja W. Unruh [4§].

Kerrin mustan aukon kohdalla hiukkastuoton laskut tehtiin oletuksella, ettd ava-
ruusaikaa kuvasi stationaarinen mustan aukon ratkaisu. Unruhin tekemin analyysin
kohdalla ei kuitenkaan ollut ollenkaan selvié oliko kentéan alkutilaksi valittu vakuumi
fysikaalinen [48]. Hieman mychemmin S. Hawking késitteli fysikaalisesti relevantim-
paa tapausta, jossa musta aukko syntyy gravitaatioluhistuman seurauksena. Néissé
tutkimuksissa [49, 50| Hawking 16ysi, ettd hiukkastuoton tulokset muuttuvat mer-
kittavisti, kun ei endé tarkastella stationaarista mustaa aukkoa. Hawking 16ysi, etté
jopa Schwarzchildin mustan aukon kohdalla hiukkastuottoa tapahtuu myohéisilla
ajanhetkilld ja ndiden ddrettomyyteen emittoituneiden hiukkasten spektri vastasi
mustan kappaleen siiteilyd ldmpdétilalla 7' = k/(27), missd k£ on mustan aukon pin-
tagravitaatiom

Hawkingin tuloksella oli valtavat seuraukset. Muutamaa vuotta aikaisemmin .J.
Bekenstein tutkiessaan mustan aukon entropiaa ehdotti mustan aukon lampdtilan
olevan verrannollinen sen pintagravitaatioon [5I]. Hawking tuloksellaan néin vahvis-
ti tdméan ehdotuksen sitoen yhteen mustien aukkojen fysiikan ja tavallisen termody-
namiikan. Seuraavaksi kiydadn lapi Hawkingin sateilyn johto seuraten Hawkingin

alkuperaispaperia [50].

12Staattisen Killingin horisontin pintagravitaatio s on kiihtyvyys, joka tarvitaan pitdmain ob-
jekti horisontilla.
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5.1 Hawkingin siteily

Tarkastellaan tilannetta jossa pallosymmetrinen massajakauma, esimerkiksi téhti,
luhistuu muodostaen mustan aukon. Taméan prosessin Penrosen diagrammi on an-
nettu kuvassa Kaikkein yksinkertaisin tilanne syntyy tihden luhistuessa staat-
tiseksi varauksettomaksi mustaksi aukoksi. Taménlaisen mustan aukon lopullista
stationaarista tilaa kuvaa Schwarzchildin ratkaisu metriikalla
2M 2MN -1
ds® = (1 — —)dt2 — (1 — —) dr® — r?(d6* + sin?0 dp?), (5.1)
r r

missd M on mustan aukon massa ja (1,0, ) tavalliset pallokoordinaatiston koordi-
naatit. Talla metriikalla on singulariteetti pisteessd r = 0, sekd koordinaattisingula-

riteetti pisteessa r = 2M.

Singulariteetti .
(

Kuva 5.1. Penrosen diagrammi, jossa luhistuva tahti muodostaa mustan aukon. Pis-
teet 47 ja ¢~ ovat vastaavasti tulevaisuuden ja menneisyyden ajanluonteisia déret-
tomyvyksis ja piste i° puolestaan paikanluonteinen direttomyys. Alueet J+ ja J—
ovat tulevaisuuden ja menneisyyden valonluonteisten ddrettémyyksien pinnat.

Tarkastellaan massatonta skalaarikenttdd, jonka Kleinin-Gordonin yhtélo voi-

daan kirjoittaa muodossa
1
O¢ = ¢"'V, V.0 = —0,[v/—9 9" 0,¢] = 0. 5.2
1% \/_—g M[ ] ( )
Koska Riccin skalaari R on Schwarzschildin metriikalla nolla, ei kytkentédtermia &R

tule mukaan. Kenttdoperaattori ¢ voidaan esittdd nyt muodossa

¢ = Z[aifi + a;'rfi*]v (5.3)
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missi joukko { f;} muodostaa tdydellisen joukon positiivisia moodeja toteuttaen or-
togonaalisuusehdon , kun Cauchyn pinnaksi valitaan menneisyyden valonluon-
teisen ddrettomyyden pinta J . Niiden moodien avulla voidaan méarittda vakuumi
asymptoottisessa menneisyydessid. Kentdn kvantisointiin asymptoottisessa tulevai-
suudessa tulevaisuuden valonluonteisen ddrettomyyden pinta J* ei yksistdan riitd,
silld se ei ole Cauchyn pinta. Esimerkiksi kausaaliset kdyrit, jotka padtyvit sin-
gulariteettiin eivit koskaan saavu télle pinnalle. Ottamalla mukaan tulevaisuuden
Cauchyn horisontti H* muodostaa pinta H*U J Cauchyn pinnan, joten kentti

voidaan talloin esittdd muodossa
¢ = Z[bipi +blp; + cigi + clqf), (5.4)

missi joukko {p;} muodostaa tdydellisen joukon positiivisia moodeja pinnalla J*
jotka ovat puhtaasti horisontin suhteen poismenevid, toisin sanoen ne ovat nolla
horisontilla H*. Joukko {¢;} puolestaan muodostaa taydellisen joukonﬁ pinnalla

H™. Niiden viliset relaatiot saadaan jalleen Bogoliubovin muunnosten avulla:

Di = Z[aijfj + B f7]; (5.5)

J

4 = Z[%’jfj + i /71 (5.6)

J

Positiiviset moodit saadaan ratkaisemalla Kleinin-Gordonin yhtilé annetulla
metriikalla. Sijoittamalla nyt metriikka (5.1)) yht&loon (5.2)) saadaan

1 2
—=250%

1, 1., 1T _
Eat (b - 7‘_28T {7’ har(b] ‘—I]_eae |:Sln0 a@d{| - - 0’ (57)

2 r2sin
missd h = 1 — 2M/r. Ylla olevan yhtédlon (5.7) kaksi jalkimmaéistd termid ovat sa-
man muotoisia kuin littein avaruuden Laplacen yhtdlon kulmaosat, jonka ratkaisut
voidaan antaa palloharmonisten funktioiden Y;™ avulla. T&lléin yht&lon (5.7) sepa-

roituva ratkaisu on muotoa
¢ =(r,t)Y,"(0,¢). (5.8)

Sijoittamalla tdmé& yhtaloon (5.7) saadaan

ot — 2o rono.) = 1Dy, (59)

3Horisontilla H* ei ole ajanluonteista Killingin vektoria, joten on ep#selvdd tulisiko n#ihin

moodeihin asettaa jonkinlainen positiivisuusehto. Ndiden valinta ei kuitenkaan vaikuta itse laskuun.
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Maaritellddn uusi radiaalikoordinaatti r* kaavalla

dr* 1
= -, 5.10
dr h ( )
joka integroituna antaa niin sanotun kilpikonnakoordinaatin
“=r+2M1 ‘ r 1( (5.11)
rt=r nl— —1}. .
2M

Horisontilla » = 2M radiaalikoordinaatti r* ei ole méaaritelty. Maaritteleméalld vie-
14 uusi muuttuja ¢ = v/r voidaan yhtdlo (5.9) kirjoittaa koordinaatin 7* avulla

muodossa

2 2
%v(t,r*) - %v(t, r*) + h[g(

(+1) 2M
7-2 + 7a3

}v(t,r*) —0, (5.12)

missd r saadaan implisiittisesti kaavasta (5.11)). Koska etsitdén positiivisia ratkai-
suja, voidaan olettaa harmoninen aikariippuvuus v(t,7*) = Ry, (r*)e ™! Télloin

saadaan tavallinen differentiaaliyhtalo
(02 4+ w® — Vy(1)) Reo (r*) = 0, (5.13)

missé

2M> [5(6 +1) N 2M (5.14)

r

Vi(r) = (1 -

r2 3
on nimeltdan Reggen- Wheelerin potentiaalitermi [52]. Kleinin-Gordonin yhtalon ((5.2))

separoituva ratkaisu positiivisille moodeille on siis muotoa
* 1 * m —iwt
uwﬂm(t7r ) = ;Réw(r )3/6 (97 90)6 ) (515)
missd funktio Ry, toteuttaa radiaaliyhtilon, joka on auki kirjoitettuna

P Lo (1B [AED L2 o sy

Talle yhtélolle on erittdin hankalaa 16ytaa ratkaisuja, mutta tutkimalla tarkemmin
potentiaalitermié voidaan tarkastella moodien kayttaytymistd. Lahelld aluei-
ta J7T, seki horisontilla H* potentiaalitermi hividd muodostaen niin poten-
tiaalivallin. Reggen-Wheelerin potentiaalitermi radiaalikoordinaatin r funktiona on
annettu kuvassa [5.2]
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Kuva 5.2. Reggen-Wheelerin potentiaalitermi esitettynd muuttujan r funktiona, kun
(=1ja2M =1.

Kuvasta [5.2| ndhdiin, ettd potentiaalitermi muodostaa potentiaalivallin. Jos
siis ajatellaan jotain radiaaliyhtdlon ratkaisua joka saapuu asymptoottisilta
alueilta J 7, niin osa siit# heijastuu takaisin potentiaalivallista ja osa menee lipi. Po-
sitiiviset moodit asymptoottisilla alueilla voidaan kuitenkin laskea, sillé nailld alueil-

la Reggen-Wheelerin potentiaalitermi hévida. Yhtalon (5.16]) ratkaisut ovat talloin

muotoa e joten positiiviset ratkaisut asymptoottisilla alueilla ovat muotoa
Cy Cy .
Ut (£, 7%) ~ =™ “VY(0, @) + —2e Y0, ), (5.17)
r r

missd C ja Cy ovat vakioita ja u ja v ovat Kruskalin nollakoordinaatit

{ u=t=r (5.18)

v=1t+1r"

jotka kuvaavat horisontin suhteen ulospdin menevid (u) ja sisdénpéin tulevia (v)
aaltoja. Koska péddasiassa ollaan kiinnostuneita alueella 7~ sisdénpéin tulevista ja
alueella J+ ulospéin menevistd aalloista, niin méaritelliidn vastaavasti normoidut

positiiviset moodit

1

wtm ~ —————¢ Y0, ), 5.19
f V4 471'7’\/(,7 Y4 ( %0) ( )
1

~ e Y0, ). 5.20
Puwem 47’(’7”\/(,_0 Y4 ( 7()0) ( )
Jatkossa jatetddn indeksit ¢ ja m kirjoittamatta notaation helpottamiseksi.
Bogoliubovin kertoimien méaérittdminen mustan aukon hiukkastuoton kohdalla
on erittdin vaikeaa, silld aaltoyhtalolld ei ole Schwarzchildin metriikalla analyyttis-
ta ratkaisua. Mikali eksaktit ratkaisut voitaisiin 16ytdé, olisi mahdollista etsid Bo-

goliubovin kertoimet analogiseen tapaan kuin kappaleen 4] hiukkastuoton kohdalla.
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Hawkingin mukaan Bogoliubovin kertoimet voidaan kuitenkin ma#rittad seuraaval-
la tavalla. Tutkitaan asymptoottisen tulevaisuuden moodia p,, joka kulkee ajassa
taaksepdin. Maarittamalla tdmén moodin muoto alueella 7, voidaan Bogoliubovin

kertoimet laskea kaavoista
Oy = (Pl fur) = —i/ dv r?dQUpu,0u [ — f10ups) (5.21)
ﬁww’ - — <pw\fw/) = Z/_ dv r2dQ(pw&wa/ - fw’ava>7 (522)

missd df) on pallonpinnan kulmaosien tilavuusmitta ja yleisyyttd loukkaamatta
Cauchyn pinnaksi on valittu J—. Tarkasteltaessa hiukkastuottoa torméitain myds

toisenlaiseen ongelmaan. Alueella J kokonaishiukkasméérin odotusarvo
(0] No[0) == (Vo) :/ dw'| B 7 (5.23)
0

missd |0) on alueen J~ vakuumitila, osoittautuu nimittdin dérettoméksi. Jokainen
alueen J 1 moodi sisiltad adrettdman mairian hiukkasia. Luhistuva tahti tuottaa ta-
saisen séteilyvuon kohti aluetta J, jonka vuoksi kokonaisvuo on déretén. Suurem-
pi mielenkiinto kohdistuukin emittoituneeseen hiukkaslukuméairain aikayksikossa.
Tama voidaan 16ytaa lokalisoimalla moodit esimerkiksi kiyttien aaltopaketteja.
Kuvitellaan aaltopakettia, joka on keskittynyt taajuuden w ympaérille alueella
JT. Aaltopaketin edetessé taaksepain alueelta J T kohti horisonttia osa siitd, 1—T,,
heijastuu potentiaalitermin johdosta saavuttaen alueen [J~ oleellisesti ilman
muutosta taajuuteen w. Toinen osa, I',,, puolestaan piatyy luhistuvan kappaleen
sisdlle, jossa muuttuvan gravitaatiokentdn johdosta aaltopaketti padtyy alueelle J—
positiivisten ja negatiivisten moodien superpositiona. Aaltopaketti p,, voidaan siis
kirjoittaa muodossa p, = pful) + pff), misséd yldindeksi (1) viittaa heijastuneeseen

osaan ja yldindeksi (2) ldpi menneeseen osaan. Sironnan seurauksena Wronskin ehto

| a2 - 82 =1 (5:24)
0

ei endd piade, vaan sen oikea puoli on korvattava sirontakertoimella I',,. T&ll6in

voidaan kirjoittaa [50]

Oy = ai}iﬁ(w' —w) + aﬁz,

wa’ = /ijj/ (525)

r, = / (a2 — [822),
0
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missd o, ja B ovat Bogoliubovin kertoimet. Hiukkastuoton kannalta oleellista on
ajasta riippuvan gravitaatiokentdn muutos, joten luhistuvan kappaleen ldpi mennyt

) on se aaltopaketin osa, joka antaa mielenkiintoisia tuloksia.

0sa p

Hawkingin séteilyd tutkittaessa ollaan kiinnostuneita myohaisistd ajanhetkista,
jolloin koordinaatti v on suuri. Kruskalin nollakoordinaatti v kasvaa rajatta ldhes-
tyttiessd tapahtumahorisonttia, jolloin gravitaation aiheuttaman sinisiirtymén seu-
rauksena ratkaisun pc(f) vakiovaiheen pinnat kasaantuvat lihelle tapahtumahorisont-
tia. Taman seurauksena voidaan tehdd helpottava yksinkertaistus ja olettaa, ettd
aalto kulkee luhistuvan materian lapi kiyttaen eikonaaliapproksimaatiota. Tamén

approksimaation mukaan po(?) on muotoa

p? x A(z)e@), (5.26)

w

missi funktio A(z) on hitaasti muuttuva funktio verrattuna funktioon S(xz). Eiko-
naaliapproksimaatiossa aaltojen eteneminen on oleellisesti annettu niiden vaiheen
etenemiselld [53]. Sijoittamalla approksimaatio Kleinin-Gordonin yht#loon
saadaan V,SVHS = 0, silld VA ~ 0. Taméi tarkoittaa, ettd vakiovaiheen pinnat
ovat valonluonteisia, joten annetun aallon vakiovaiheen pintoja voidaan jaljittda

ajassa taaksepdin seuraamalla valonluonteisia geodeeseja.

Singulariteetti

Kuva 5.3. Penrosen diagrammi, jossa luhistuva tahti muodostaa mustan aukon.

Moodin pg) muotoa alueella J~ voidaan arvioida seuraavalla tavalla. Kuvitel-
laan moodin pg) liilkkuvan ajassa taaksepiin alueelta J* pitkin valonluonteista
geodeesia v kuten kuvassa [5.3] joka alkaa pisteesti u = u; ja paityy alueelle J~

pisteeseen v = v;. Oletetaan geodeesin v kulkevan hyvin ldheltd geodeesia vy, missé
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vy alkaa pisteestd v = vy ja on viimeinen valonluonteinen geodeesi, joka pédsee alu-
eelle 7. Myohempéni ajanhetkeni v > vy lihteneet geodeesit pidtyvit mustaan
aukkoon eivitki koskaan rekisteroidy alueella 7. Olkoon n* tapahtumahorisonttia
H™ vastaan tulevan valonluonteisen geodeesin tangenttivektori joka on normalisoitu
siten, ettd n#l, = 1, missd [* on horisontin tangenttivektori. Geodeesi v on télléin
yhdistetty horisonttiin H seki pisteeseen v = vy poikkeamavektorilla —en#, missi
e > 0. Jotta I6ydetdin aaltopaketin pg) muoto alueella J~, tulee tutkia sitd mi-
ten geodeesien vy ja vy vilinen affiini etdisyys muuttuu vektoria n* pitkin kunnes
saavutaan alueelle 7.

Olkoon z#(\) valonluonteinen geodeesi, joka tulee kohti horisonttia ja olkoon p*

sen tangenttivektori. Koska vektori p* on yhdensuuntainen vektorin n* kanssa, niin
p" = Dnt, (5.27)

missd D on vakio. Seuraavaksi tarvitaan tavallisia Kruskalin koordinaatteja

U=-—-Ce "¢
(5.28)
V =Ce"™,

missd on merkitty C' = 4M ja k on pintagravitaatio, joka on Schwarzchildin mustalle
aukolle k = (4M)~!. Lihelld horisonttia Kruskalin koordinaatit (5.28)) ovat affiineja

parametreja [53], joten affiini parametri A on koordinaatin u avulla lausuttuna
A= —Ce ", (5.29)

Horisontilla H* affiini parametri saa arvon A = 0. Toisin kuin Kruskalin nollakoordi-
naatti u, affiini parametri A on hyvi koordinaatti lihelld horisonttia H™, joten poik-
keamavektori yhdistad valonluonteiset geodeesit vy ja . Horisontin pisteessd A = 0
ja geodeesin 7y pisteessd A, missd A < 0. Kruskalin koordinaatit muodostavat
horisontin ldhelld erddnlaisen normaalikoordinaatiston [53], joten konnektiotermit

hévidvat ja geodeesiyhtilo on yksinkertaisesti

dp*  d%a*
T e 0, (5.30)
joten
Apt =zt (X)) — 2#(0) = —en”. (5.31)

Yhtélsiden (5.27) ja (5.31) avulla saadaan relaatio

e=—-D\ (5.32)
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Seuraavaksi jiljitetddn geodeesi v koko matka takaisin alueelle J~. Koska tdma

alue on melkein Minkowskilainen, saadaan geodeesien vy ja v véiliseksi erotukseksi
vhtéloita (5.29) ja (5.32) kiyttamalla

vg—v=¢e=—D\=—-CDe ™. (5.33)

Kaantamalla tama relaatio saadaan

1 Vg — U
u:——ln( OC’D )

miki antaa koordinaatin v muodon alueella 7~. Asymptoottisen tulevaisuuden [J ™

(5.34)

ulospdin menevian moodin p, muoto alueella J~ on siis

1 cw vy —v
P = (85 )y, ), (5.35)

Arvoilla v > vy ratkaisu pw havida, silld tidssd tapauksessa sen olisi pitdnyt tulla
horisontin lapi padstakseen alueelle J 7.

Bogoliubovin kertoimet voidaan nyt laskea yhtéldiden (5.21)) mukaan kaavoista

aly = (PPlfr) = i / At dQp 0,15 — 12000, (5.36)
B = — p@|fu) =i / dordQ(p20, fur — fudp?). (5.37)
Koska moodit pw héividvat rajoilla v = oo ja v = —o0, niin tekemalla ylldoleviin

yhtéldihin osittaisintegroinnit saadaan

afﬁ, = —22'/ dv r2dQp@o, f*,, (5.38)
B2, =2 / dv r?dQ 0, fo. (5.39)

Sijoittamalla nyt ratkaisut ( - ja (b.35)) yhtélsihin - ja sekd suoritta-

malla kulmaintegroinnit saadaan

((3/2 5 \/ / dve's 2
s

ﬁfﬁf/:g_\/ : / dv 2 (85) e (5.41)
TV w J_

Tekeméilld muuttujanvaihto x = vy — v voidaan nimaé kirjoittaa muodossa

1 0 , o
oz((jz, =—s\/— (C’D)’“/“ iw ”0/ dx x“"/"‘e_w“c, (5.42)
Cor 0
(2) 1 W’ w/k ,—iw'v = w/k jiw'z
B = —1] —(CD)w/re o dx ' e, (5.43)
2r V w 0

& )it (5.40)
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Yhtélon (5.42) integraali ei kuitenkaan suppene itseisesti. Integraalin eksponent-
tiin voidaan kuitenkin asettaa infinitesimaalinen negatiivinen reaaliosa —e, jolloin

integraali suppenee. Kayttien nyt kaavaa
/ dr e = b~ 7°T'(1 + a), (5.44)
0

saadaan Bogoliubovin kertoimiksi

1 /o

aﬁ)}, = ——/ —(CD)™/"e™"0 (ju 4 &)1/ D(1 4 iw/k), (5.45)
2r V w
(2) 1 w’ w/k ,—iw'v oy —1—iw/k .
Bl = =1/ —(CD)*“/Fe™™™(—jw' 4 ¢) I'(1+iw/k). (5.46)
2tV w
Téastd huomataan myos, etta 652, = —iaf()fw/). Kayttamalla vield kaavaa
In(—w' —ie) = —im + Inu’ (5.47)
niahdaan, etté
O%(i)/ = —6”“/“e2iw/”05$3,, (5.48)
jolloin
lal| = e85, (5.49)

Hiukkastuoton laskemiseksi todetaan, ettd yhtalon (5.49) nojalla sirontakerroin I,

voidaan kirjoittaa muodossa

T, = / dw(Jol2) > = 1B 1) = / d (™™ — 1)| B2 2. (5.50)
0 0
Keskimaardinen hiukkasten tuotto aikayksikkod kohti alueella J+ on siis
(N,,) = /OO s BOP = e (5.51)
w 0 ww e2rw/r _ 1

Taméa vastaa mustan kappaleen siteilyd, jonka lampdtila on

K

o
Yhtilossa (5.51)) esiintyvd taajuudesta riippuva sirontakerroin I',, otettiin mukaan
aaltopakettien yhteydessd. Tarkkaan ottaen yhtédlon (5.51) jakauma ei ole t&alloin

Planckin jakauma. Sitd voidaan kuitenkin pitdé termaalisena ajateltaessa sitd seu-

(5.52)

raavalla tavalla. Mikili musta aukko olisi ympéristossé, jonka lampotilan antaa yh-
talo (5.52), niin sama osa 1 — I, sisddnpdin menevésti siteilystd heijastuu takai-

sin kuin mita poistuu ulospidin menevisté siteilystd. Téten musta aukko absorboi
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vain osan ', sisddnpéin tulevasta séteilysta. Tasta seuraa, ettd emissio ja absorptio
moodia kohtaan on riippumaton kertoimesta I',, ja identtinen mustalle kappaleelle.
Hawking késitteli paperissaan myos fermioneja, joille piatee antikommutaatiore-

laatiot. TAalléin sirontakerroin on
T, :/ do' (o 2+ 1822). (5.53)
0

Itse laskut voidaan suorittaa analogiseen tapaan, jolloin massattomien fermionien

kohdalla keskiméaéréiseksi hiukkastuotoksi yksikkotaajuutta kohti saadaan

L'y,
N)=—"“ 5.54
(N) = i (5.54)

Tama tulos on juuri se, mikéd oli odotettavissa hiukkasilta jotka noudattavat Fer-
min statistiikkaa. Mikali luhistuva kappale olisi pyo6rivissa liikkeessd ja varattu,
ei lopullista stationaarista tilaa kuvaisi endd Schwarzchildin ratkaisu, vaan Kerrin-
Newmanin ratkaisu, jota kuvaa massa M, kiertoimpulssi J sekd varaus (). Suoritta-
malla laskut t&lla metriikalla saadaan hiukkastuotoksi [50]

L'y
e2m(w—mQ)/k 4 1’

(Ny) = (5.55)

missé €2 on horisontin kulmanopeus, m on hiukkasten pyorimisméaérin kvanttiluku
ja £ vastaa fermionisia/bosonisia hiukkasia vastaavasti. Tamén seurauksena posi-
tiivisen pyorimismadran m omaavien hiukkasten emissionopeus on suurempi kuin
saman kvanttiluvun ¢ ja taajuuden w omaavien hiukkasten, joilla on negatiivinen
pyorimismadrd —m. Hiukkastuoton seurauksena mustan aukon pyOrimisnopeus siis

vahenee.
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6 Hiukkastuotto varhaisessa maailmankaikkeudessa

Universumimme taydellinen evoluutio on vieldkin suuri mysteeri ja kenties erds kos-
mologian mielenkiintoisimmista aiheista. Standardikosmologian mukaan universu-
mimme sai alkunsa alkuréjihdyksestd noin 13,8 miljardia vuotta sitten. Hyvin no-
peasti tdmaén jilkeen universumi koki todennékgisesti erittdin nopean kiihtyvin vai-
heen nimeltddn inflaatio |54, 55]. Inflaation jalkeen universumi oli jonkin aikaa si-
teilyn dominoima, kunnes siteilyn ja materian energiatiheydet saavuttivat tasapai-
non ja universumi siirtyi materian dominoimaan aikakauteen. Nykyisten havaintojen
perusteella universumimme laajenee talla hetkelld my6s kiihtyvadn tahtiin [56]. Ta-
mé on tavanomainen esitys. On kuitenkin olemassa erés toinen mahdollisuus, jota
ei yleensd tavanomaisessa esityksessa kasitelld, mutta joka on ldhiaikoina saavutta-
nut suurta mielenkiintoa. TAmi mahdollisuus on jiykin materiar |Jdominoima ai-
kakaust, joka asettuu ennen siteilyn dominoimaa aikakautta aivan universumimme
alkuhetkille [57, 58].

Varhaisen maailmankaikkeuden jiykdn materian aikakausi esiintyi ensimmaéista
kertaa Y. Zel'dovichin kosmologisessa mallissa, jossa varhaisen universumin olete-
taan koostuvan kylméstéd baryonikaasusta [59]. Zel’dovichin tavoitteena oli tutkia
mitd kosmologisia implikaatioita oli tilanyhtilolld, jolle &dnen nopeus vastaa valon
nopeutta. Ideaalifluidin tilanyhtilo jaykille materialle on muotoa p = p, missé p on
fluidin paine ja p sen energiatiheys. Taméanlaisen fluidin skaalatekija on verrannol-
linen koordinaattiajan kuutiojuureen a(t) oc t'/? ja Friedmannin yhtlo puolestaan
implikoi, ettd sen energiatiheys p on verrannollinen skaalatekijiéin kuten p oc a(t)~C.

Jaykkd materia esiintyy myos relativististen skalaarikenttien kohdalla silld ska-
laarikentté kayttdytyy kuten jaykkd fluidi, kun sen kineettinen energia dominoi sen
potentiaalienergiaa. Kirjallisuudessa esiintyykin useita ehdotuksia missa kosminen
inflaatio loppuu inflatonikentén siirtyessa jaksoon, jossa sen kineettinen energia do-
minoi [60, 61]. Téssé luvussa tutkitaan hiukkastuottoa jaykin materian dominoi-

massa universumissa.

6.1 Hiukkastuotto jaykin materian dominoimassa universu-

missa

Tarkastellaan neliulotteista FLRW-universumia, jonka viivaelementti on

ds* = O(n)(dn* — da® — dy® — dz?). (6.1)

MEnglanniksi "stiff matter".
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Valitaan konformaaliseksi tekijaksi
Cn) =", 0<n<oo, (6.2)

missd b on positiivinen vakio, joka kontrolloi universumin laajenemisnopeutta. Kun

konformaalinen tekija C'(n) kirjoitetaan muodossa

Cn) = %, (6.3)

missé 7. on mallin karakteristinen aika, saadaan relaatio n, = 1/b%. Konformaalisel-
la tekijalld (6.2) skaalatekija a(t) on verrannollinen koordinaattiajan kuutiojuureen
a(t) oc t'/3) joten malli vastaa jaykin materian dominoimaa universumia. Asymp-

toottisessa tulevaisuudessa 17 — oo avaruusaika on hitaasti muuttuva sillé

(0 =™

— =———0 6.4
dn' dn'n (64)
kaikilla [ > 0. Adiabaattiset approksimaatiot ovat jilleen eksakteja. Sijoittamalla

nyt W,go) = wi(n) = VK% + m2b?n yhtéloon (2.43) ndhdadn, ettd suurilla muuttujan
n arvoilla

(0) -~ 1 —2bm7]3/2
Xi (1) —\/Mnl/‘le 3 . (6.5)

Asymptoottisen tulevaisuuden positiiviset moodit voidaan tunnistaa moodeina, jot-
ka redusoituvat niiksi moodeiksi. Metriikka (6.1]) sijoitettuna skalaarikentén litkeyh-

tdloon konformaalisella tekijélla (6.2) ja konformaalisella kytkenn#lld antaa yhtalon

s + (k* + b*m*n)xs = 0. (6.6)
dn?

Yhtils (6.6) redusoituu Airyn differentiaaliyhtiloksi, jonka ratkaisuna saadaan

—/{32 - b2m2n —k2 . 5277127])

Xk(n) = CIA1<W> + C2B1<W (6.7)

missid O ja Cy ovat vakioita, jotka madritetaan Wronskin determinantin (2.42) avul-
la, ja Airyn funktiot Ai ja Bi méaaritelladn kaavoillaE]

oo 3
Ai(z) = l/ dt cos (% + xt),
0

Bi(z) = %/000 dt [exp ( - g + :L’t) sin (g + xt)} (6.8)

15 Airyn funktioista ja niiden ominaisuuksista 1ytyy enemmin esimerkiksi teoksesta [62].
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Kéyttamalla Airyn funktioiden asymptoottisia kaavoja

2.3/2

. 1 _2,
AI(ZIZ') ~ We 3 , |argx| <, (69)
1
Bi(z) ~ ———e3*"? | Jargz| < 7/3, (6.10)

NLE e

voidaan asymptoottisen tulevaisuuden normalisoitu positiivinen moodi tunnistaa:

iz 12 12,2
¢ ﬁAi( (k bm”). (6.11)

out .
Xk <77> - (bm)1/3 _b2m2)2/3
Tarkastelemalla yhtalon ratkaisuja lahelld pistettd n = 0 saadaan puolestaan
alkuhetken positiivisiksi normalisoiduiksi moodeiksi
o) =
out

Bogoliubovin muunnosten avulla voidaan asymptoottisen tulevaisuuden moodi x3}

ek, (6.12)

ilmaista alkuhetken moodien x* avulla muodossa
XM = apx it + B (6.13)

Pitdmélla kertoimia oy ja [y vakiona ja derivoimalla yhtdlod (6.13) konformaalisen
ajan suhteen, voidaan syntyvista yhtaloparista ratkaista kertoimet «y, ja ;. Talloin

saadaan Bogoliubovin (3 kertoimen itseisarvon nelicksi

N 1V ) M Y e e

8kz2/3 T 24/3 473
_k? _ 2277 2 _k2 _ 227] 2
4/3 | A3/ -
+z [Al <—z4/3 ) +Bi (—24/3 ) ]} (6.14)

missé Ai’ ja Bi’ ovat Airyn funktioiden derivaatat ja missi on merkitty z = bm.

Yhtélo (6.14]) antaa moodissa k syntyneiden hiukkasten todenn#kéisyyden hetkeen

n asti. Hetkellinen hiukkastuotto saadaan puolestaan derivoimalla yhtdls (6.14),

jolloin

= T (P A (P i (P ()
(6.15)

Hiukkastuottoa voidaan tarkastella tutkimalla funktion (6.14) kuvaajaa eri para-

metrien arvoilla ajan kasvaessa. Tamé on tehty kuvassa [6.1
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60000}2) I I I I E 12000f
50000F meq ] 10000F
., 4oooof m=2 1 8000f
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Kuva 6.1. Hiukkastuotto parametrin b ollessa b = 1+/GeV, kun a) massa saa eri
arvoja liikkemé&érdn ollessa k=1GeV ja b) massan ollessa m =1 GeV liikemdira saa
eri arvoja.

Tarkastelemalla kuvaajia a) ja b) huomataan, etti hiukkastuotto kasvaa voimak-
kaasti massan kasvaessa tai liikkemé&éarin k pienentyessi. Tarkastellaan vield paramet-
rin b vaikutusta hiukkastuottoon seki itse hiukkastuottoa, kun samaan kuvaajaan

piirretddn sekd massa ettd litkeméadrd. TAm& on tehty kuvassa [6.2]

120000}2) ] 60000} ©)
100000 F — b=1 ] 50000 — m=1,k=1]
80000} b=5 1 40000f m=5k=1]
o~ o~
= b=10 =
& 60000} { & 30000}
40000} ] 20000
20000} ] 10000f
0'. 1 1 1 1 '- 0-1 1 1 1 1 1
0 2x10°  4x10°  6x10° 8x10° 1x10'0 0 2x10°  4x10°  6x10° 8x10° 1x10'

n [Gev™] n [Gev™]

Kuva 6.2. Hiukkastuotto a) parametrin b saadessa eri arvoja, kun massa ja liikemé&éra
saa arvon yksi ja b) eri massan ja liikeméédridn arvoilla parametrin b saadessa arvon

b=1vGeV.

Kuvan a) mukaan parametrin b kasvaessa my0s hiukkastuotto kasvaa. Kuvan
b) perusteella voidaan puolestaan tehdid havainto, ettid jaykin materian domi-
noimassa universumissa laajenemisen seurauksena hiukkastuotto on voimakkainta
suuren massan omaavalla kentilld lilkem&aran ollessa pieni. Syntyneiden hiukkasten

energiatiheys p., voidaan puolestaan laskea alkuhetkesta ny hetkeen 7 asti kaavalla

I > C 3 d|Be/?
poti) = 525 [ [k (G ) U (6.16)

C (1)

missi wy, (1) = v/k2 + 227 ja tekiji (C(no)/C(7))>/? kuvaa syntyneiden, tissi tapauk-
sessa epéarelativististen, hiukkasten dilutaatiota avaruuden laajenemisen seuraukse-

na. Koska hiukkastuotto on keskittynyt pddasiassa erittdin massiivisille ja pienen
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litkemé#dran omaaville hiukkasille, voidaan approksimoida wy(77) & 2+/7. Témén ap-

proksimaation paikkaansapitdvyyttd voidaan tarkastella katsomalla hiukkastuottoa

Ny = /77 dii (C(W)gdw’fp, (6.17)
o Cn)/  dn
jossa on huomioitu myos dilutaatio. Taméa on tehty alla olevassa kuvassa [6.3}
1.2x10"7 7
1.0x10"7 |
8.0x1016
= 6.0x10"6
4.0x10"6 F
2.0x10"6
T e w0 a0

k [GeV]

Kuva 6.3. HIukkastuotto N, moodia k kohti, kun m = 100GeV, b = 10?¢ vVGeV,
no=10"2GeV ' jan=10"7GeV

Talloin kuvasta [6.3 ndhdddn hiukkastuoton keskittyvin litkeméadrille k, jotka ovat
massaa pienempid. T&lla approksimaatiolla integraali (6.16) voidaan suorittaa si-
joittamalla siihen hetkellinen hiukkastuotto (6.15). Syntyneiden hiukkasten energia-

tiheydeksi saadaan

211/3773/2 . _ .
pep(n) = —35 = [—22/ o Ai(—2"%n0)? + 2*/*nAi(—2*Pn)? — AT (=2*n,)?
+ Ai/(—Z2/377)2 o 22/3770Bi(—22/3770)2 + 22/377Bi(—22/3?7)2 . Bi/(_22/3n0)2
+ Bi’(—z2/3n)2] (6.18)

Ottamalla yhtédlosta (6.18) raja-arvo n — oo ndhdéédn, ettd syntyneiden hiukkas-
ten energiatiheys kasvaa rajatta. Avaruuden laajenemisen seurauksena syntyneiden

hiukkasten syntymisnopeus néin ollen ylittda laajenemisesta seuraavan dilutaation.

6.2 Energiatiheys ja lampotila

Syntyvien hiukkasten energiatiheys siis kasvaa, joten niiden energiatiheys jossain
vaiheessa ylittda taustalla olevan jaykdn materian energiatiheyden, joka puolestaan
vihenee avaruuden laajentuessa. Seuraavaksi tarkastellaan ajanhetked, jolloin né-

mé kaksi energiatiheyttd ovat yhtdsuuria. Universumin kokonaisenergiatiheyden ja
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Einsteinin yht#lén 00-komponentin vililli on yhteyd™|

1
Roo — 53900 = —81G N (pstift + Pep)s (6.19)

missd psig on taustalla olevan jaykdn materian energiatiheys ja p., on syntyneiden
hiukkasten energiatiheys. Aivan alkuhetkilld hiukkastuotto on pienté, jolloin jiy-
kin materian energiatiheyden voidaan olettaa dominoivan. Télléin yhtalosta ((6.19))
voidaan syntyneiden hiukkasten energiatiheys p., unohtaa ja jiykan materian ener-

giatiheys voidaan laskea yhtélosta

1
Rog — §Rgoo = —87TGNpstiﬁf. (620)
Littein FLRW-metriikan kohdalla yht&lo (6.20) johtaa Friedmannin yhtdloon

a(t)2 87TGN

= stif (1), 6.21

s = T pan) (6.21)

joka voidaan ketjusdantos kiayttdmaélla antaa konformaalisen ajan avulla muodossa
a(n)?  8nGy

= sti ) 6.22

a(n)4 3 Pst 3(77) ( )

Sijoittamalla skaalatekija a(n) = b,/n yhtdléon (6.22)), saadaan jaykdin materian

energiatiheydeksi konformaalisen ajan suhteen annettuna
3
327TGN62773

Intuitiivisemman késityksen saamiseksi ilmaistaan energiatiheydet koordinaattiajan

Pstitt (1) = (6.23)

suhteen. Koordinaattiaika saadaan konformaalisen tekijan avulla integraalina

- /0 NGO (6.24)

joten sijoittamalla tihin konformaalinen tekija C'(n) = b?n saadaan koordinaattia-

jan ja konformaalisen ajan vilille yhteys

2. .
= §b773/2. (6.25)
Néin ollen yhtdlot (6.18)) ja (6.23) voidaan lausua koordinaattiajan avulla:
3
stiff (f) = oo~ 3 6.26
pstie () TG (6.26)

wlno

ol = 25 - () W (5 (5 ' C)')
() ) () - () (- () )
() Cg) ) () ) () )

(6.27)
16 T4ssé alaluvussa kirjoitetaan gravitaatiovakio Gy eksplisiittisesti nikyviin.
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Oletetaan seuraavaksi, etta skalaarikenttd kytkeytyy standardimallin hiukkasiin.
Olettaen lisdksi, ettd syntyneet hiukkaset hajoavat ja termalisoituvat erittdin no-
peastiE] saavuttaen termisen tasapainon hetkelld t.,, voidaan energiatiheydet
ja asettaa yhtdsuuriksi ja laskea limpdotila kyseiselld hetkelld. Hiukkaset ha-

joavat relativistisiksi hiukkasiksi, joiden energiatiheys on muotoa [63]

2

T
p=9e35T" (6.28)

missa g, = %gp + gp on efektiivinen vapausaste, joka koostuu bosonien ja fermio-
nien vapausasteista gp ja gp. Tdman avulla saadaan karkeasti arvioitua termisessa

tasapainossa olevien hiukkasten lampétilalle ylaraja, joka on noin
T ~ pt/*. (6.29)

Johtuen syntyneiden hiukkasten energiatiheyden kaavassa esiintyvista Ai-
ryn funktioista, aikaa t ei voida eksplisiittisesti ratkaista asettamalla yht#loiti
ja yhtésuuriksi. Aika t voidaan kuitenkin laskea numeerisesti. Talloin joudu-
taan kiinnittdmadn alkuarvot kolmelle eri parametrille: massalle m, parametrille b,
sekd alkuhetkelle . Alkuhetkeksi on luonnollista valita Planckin aika ¢,;, silld ta-
tad pienempind ajanhetkind gravitaation kvanttivaikutuksia ei voida endé sivuuttaa.

Planckin aika méaéiritelladn kaavana

hG
ty =1/ C5N. (6.30)

Kiinnittadmélld alkuhetki hetkeen ¢ty = t,; ~ 5,39 x 107* s, voidaan energiatiheyksien

leikkauspiste laskea antamalla massalle ja parametrille b eri arvoja. Alla olevassa
kuvassa [6.4) on esitetty energiatiheydet pig(t) ja pep(t).

Pcp
37 | 4
8x10
Pstiff

6x1037 |

4x10%7 //

2X1037 _/
of

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

p [Gev]

t [Gev ")

Kuva 6.4. Energiatiheydet psig ja pep, kun m = 108 GeV ja b = 10" /GeV.

17T#4ssé el oteta huomioon hajoamisnopeuksia.
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Kéyttden Mathematica-ohjelmaa voidaan laskea aika t.,, jolloin energiatiheydet (6.26)

ja (6.27)) ovat yhtasuuret. Taulukoissa ja on laskettu aika t., eri massan

ja parametrin b arvoilla, sekii annettu sitd vastaava karakteristinen aika t.. Liséksi

on taulukoitu télld hetkelld oleva energiatiheyden arvo p(t.,), seké lampdtila T,,.

Taulukko 6.1. Energiatiheys ja lampotila hetkelld t.,, kun b = 1v/GeV ja karakte-
ristinen aika t. = 6,58 x 1072 s.

m [GeV] teg [s] plteg) [GeV] | Toy [GeV]
1,00 x 102 | 9,26 x 107* | 9,98 x 1077 | 3,16 x 1072
1,00 x 10* | 3,45 x 1077 | 7,19 x 10° | 1,64 x 10°
1,00 x 105 | 1,29 x 1071 | 5,17 x 107 | 8,48 x 10!
1,00 x 10® | 4,80 x 10~ | 3,72 x 10" | 4,39 x 10°
1,00 x 10" | 1,79 x 10717 | 2,68 x 10*' | 2,27 x 10°
1,00 x 102 | 6,66 x 1072' | 1,93 x 10%® | 1,18 x 107

Taulukko 6.2. Energiatiheys ja limpdotila hetkelld ¢.,, kun b = 10'° v/GeV ja karak-
teristinen aika t, = 6,58 x 10™%s.

m [GeV] teg [s] plteg) [GeV] | Ty [GeV]
1,00 x 10% | 3,45 x 1071 | 1,03 x 10" | 1,79 x 10*
1,00 x 10* | 1,29 x 10718 | 5,45 x 10%® | 8,48 x 10°
1,00 x 108 | 4,80 x 10722 | 3,72 x 103 | 4,39 x 107
1,00 x 10% | 1,79 x 10725 | 2,68 x 1037 | 2,27 x 10°
1,00 x 10 | 6,67 x 1072 | 1,92 x 10** | 1,18 x 10"
1,00 x 10" | 2,50 x 10732 | 1,37 x 10°' | 6,09 x 10'2

Taulukko 6.3. Energiatiheys ja limpotila hetkelld t.,, kun b = 10?° v/GeV ja karak-
teristinen aika t, = 6,58 x 107" s.

m [GeV] teg [s] plteg) [GeV'] | Ty [GeV]
1,00 x 10% | 1,23 x 10732 | 5,68 x 10°! | 8,68 x 10'2
1,00 x 10* | 6,90 x 10736 | 1,80 x 10°® | 3,66 x 104
1,00 x 10% | 3,88 x 1073 | 5,68 x 105 | 1,54 x 1016
1,00 x 10% | 2,25 x 107%2 | 1,68 x 107" | 6,41 x 10'7
1,00 x 10 | 5,39 x 107% | 2,94 x 10 | 4,14 x 10'®
1,00 x 10" | 5,39 x 107 | 2,94 x 10™ | 4,14 x 10"®
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Néista tuloksista havaitaan, ettd parametria b kontrolloimalla voidaan lAmpdti-
laa ja energiatiheyttd nostaa siirtden samalla aikaa t., lahemmaksi alkupistettd ¢,;.
Malli ei ole kuitenkaan erityisen herkké pienille parametrin b arvojen vaihteluille
silld sen pienet muutokset eivit radikaalisti muuta energiatiheytta. Toisaalta nos-
tamalla tatd parametria tarpeeksi suureksi saavuttavat varsinkin raskaat hiukkaset
tasapainon lihes valittomésti syntyménsa jilkeen. Tamén ilmion huomaa esimer-
kiksi taulukosta [6.3] Lampotilaa tarkasteltaessa huomataan puolestaan, etté pienilld
parametrin b arvoilla kevyemmat hiukkaset eivit saavuta edes sdhkoheikon faasit-
ransition vaatimaa lampdotilaa, joka on noin 100 GeV. Mielellddn lampdtila saisi olla
tatdkin suurempi, vihintddnkin suuruusluokkaa 1TeV. Parametrin b ollessa pieni,
néihin lAmpdotiloihin padsee vain kaikkein massiivisimmat hiukkaset.

N&ama ovat luonnollisia tuloksia, silld avaruuden laajenemisesta johtuva dilutaa-
tio pienentdd energiatiheyttd, ja tdmén myotd lampotilaa, ajan kuluessa. Mitd va-
hemmaén aikaa on kulunut sitd vihemmaille jad tdmé dilutaation merkitys. Koska
hiukkastuotto on erittdin voimakasta massiivisten hiukkasten kohdalla, on myoskin
luonnollista odottaa niiden energiatiheyden olevan huomattavasti suurempi ja néin

ollen saavuttavan tasapainon kevyempid hiukkasia nopeammin.
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7 Loppupaitelmat

Tamén tutkielman padtavoitteena on ollut avaruuden laajenemisesta seuraava hiuk-
kastuotto. Luvussa [1| aloitettiin kenttien kvantisoinnilla Minkowskin avaruudessa,
jonka jilkeen siirryttiin kaarevaan avaruuteen. Hiukkasen ja vakuumin méarittami-
sen problematiikkaan paneuduttiin luvussa 2| ja energiaimpulssitensorin renormali-
sointiin luvussa [3] Itse hiukkastuottoon padstiin luvussa [4] ja Hawkingin siiteilyd ja
mustan aukon hiukkastuottoa tarkasteltiin luvussa [0l Luvussa [6] tutkittiin hiukkas-
tuottoa esittelemélld malli, joka kuvaa jiykdn materian dominoimaa universumia.

Hiukkasen maarittamisen ongelmaan on esitetty vastauksena hiukkasdetektorei-
ta. Hiukkanen on jotain, jonka detektori havaitsee. Yleensé hiukkasdetektoreita tar-
kastellessa kiytetddn lineaarista kytkentdd detektorin ja kentdn valilld. Taméa ei
kuitenkaan ole ainoa mahdollinen vaihtoehto silld myoskin epélineaarisia kytkento-
ji voidaan kiyttad. Talloin saattaa tulla esiin uusia regularisointiongelmia. Ehka
suurimpana kasitteellisend haasteena detektorimalleissa on hiukkanen itse. Kaare-
van avaruuden kvanttikenttiteorian merkittdvin piirre on hiukkastuotto laajenevas-
sa avaruudessa, jossa hiukkanen syntyy muuttuvan gravitaatiokentén seurauksena.
Hiukkasdetektorien kohdalla voidaankin kysyid onko detektorin havaitsema hiukka-
nen samantyyppinen kuin itse gravitaatiokentistd syntyvi hiukkanen? Tahén erit-
tain syvélliseen kysymykseen on hankala 16ytda vastausta.

Kaarevassa avaruudessa positiivisten moodien yksikésitteisyyden puuttuminen
johtaa vakuumin yksikésitteisyyden menettdmiseen. Vakuumin mééarittdmisen koh-
dalla oleellisinta on pystya tunnistamaan positiiviset moodit. Tadméa voidaan hel-
posti tehdé, mikili avaruusaika on jossain vaiheessa tai alueessa staattinen. Tall6in
positiiviset moodit vastaavat Minkowskin moodeja. Muussa tapauksessa voidaan
FLRW-universumien kohdalla esittda ratkaisuna tdhdn ongelmaan adiabaattista va-
kuumia, jossa positiiviset moodit méaritellidin WKB-approksimaation kautta. Va-
kuumin méadrittdminen on hiukkastuoton tutkimisen kannalta oleellista, jotta voi-
daan vertailla vakuumitiloja ennen ja jalkeen avaruuden laajenemisen.

Juuri vakuumitilan hdméryys johtaa kaarevassa avaruudessa hiukkastuottoon
ja vakuumin valinnan vaikeuden takia joudutaan usein hiukkastuottoa tutkittaessa
kiyttdmadn erittdin idealisoituja malleja, ehké jopa hieman epifysikaalisiakin. Kun
vakuumin valinnassa kiytetdin WKB-approksimaatiota, vaaditaan avaruusajan ole-
van hitaasti muuttuva. Taman vuoksi joudutaan usein tdydentdméin avaruus sen
‘peiliavaruudella’ ldpi singulariteetin. Oman lisénsa tuo vield positiivisen moodin ai-
kakomponentin differentiaaliyhtélon ratkaisu, jolle ei vilttadmaéatta 16ydy montaakaan

eksaktia ratkaisua. Téasta syystd hiukkastuoton mallit ovat harvassa.
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Oman tutkimuksen osiossa tutkittiin hiukkastuottoa jaykdn materian dominoi-
massa universumissa. Havaittiin, ettd tilléin avaruuden laajenemisen seurauksena
hiukkastuotto on voimakkainta suuren massan omaavalla kent&lla liikeméaran olles-
sa pieni. Laskemalla jaykan materian ja syntyneiden hiukkasten energiatiheydet seka
asettamalla ne yhtdsuuriksi, pystyttiin myos laskemaan aika jolloin ndmé energiati-
heydet olivat yhtisuuria, sekd ldmpotila kyseiselld hetkelld. Lampdtilan laskemisessa
ei otettu huomioon hiukkasten hajoamisnopeutta, joten saatu lampotila antaa vain
ylarajan. Tama asia huomioon ottaen todellinen lampdotila saattaa olla hieman tai
jopa paljon alhaisempi, kuin laskettu lampdotila. Annetut suureet on laskettu numee-
risesti, jolloin tavallisesti esiintyy virheitd annetuissa arvoissa. Namé virheet kohdis-
tuvat kuitenkin suureiden suuruusluokkien kertoimiin, eivitka néin ollen oleellisesti
muuta annettujen arvojen suuruusluokkia.

Parametrin b vaikutus energiatiheyteen ja lampotilaan on huomattava, vaikka
malli ei kuitenkaan ole erityisen herkké sen pienille vaihteluille. Tulosten perusteel-
la voidaankin todeta, etti liian pieni parametrin b arvo ei tuota tarpeeksi korkeita
esimerkiksi siahkoheikon faasitransition vaatimia limpdotiloja. Varsinkaan, kun pu-
hutaan kevyemmistd hiukkasista. Parametrin b avulla saadaan myo6s laskettua sys-
teemin karakteristinen aika t., joka kuvaa jossain mielessd aikavilid, jossa voidaan
havaita systeemin kokemia muutoksia. Tulosten mukaan arvoa b = 10° v/GeV vas-
taava karakteristinen aika ¢, vastaisi noin Planckin aikaa ¢,;. Tamén perusteella voisi
tulla mieleen antaa parametrille b arvolle jonkinlainen yldraja. Fysiikkaa Planckin
aikaan tai sitd pienemmilld ajanhetkilld ei kuitenkaan tunneta. Erilaisia teorioita,
kuten sidieteoria, on esitetty kuvaamaan tatéd erittdin pienen skaalan fysiikkaa. Ka-
rakteristinen aika voi ndin ollen olla my6s huomattavasti pienempi kuin Planckin
aika.

Uskoisin luvussa [0] esitetyn mallin soveltuvan my6s inflaation jélkeiseen univer-
sumin uudelleenldmpedmisen tutkimiseen, missa inflatonikentdn kineettinen ener-
gia dominoi ja materia syntyy gravitaatiokentin muutoksesta. Télloin tulee ottaa
huomioon my6s hiukkasten hajoamisnopeudet 1lampdétilaa laskettaessa. Ongelman
mallin soveltamisesta tdhdn tilanteeseen luo energiatiheyden alkupisteen kiinnitta-
minen, joka tulisi asettaa inflaation loppumishetkeen. Téatd hetked ei toistaiseksi

kuitenkaan tarkkaan tiedeti.
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A TETRADIFORMALISMI A-1

A Tetradiformalismi

Tetradiformalismia tarvitaan spinorikenttien kvantisoinnissa kaarevassa avaruudes-
sa. Téssa liitteessd kiydaan lapi formalismin perusteet, seké johdetaan muutamia
tuloksia. Perusteellisempi katsaus 16ytyy esimerkiksi teoksesta [64]. Seuraavassa ra-
joitutaan neljaan dimensioon.

Ekvivalenssiperiaatteen mukaan jokaiseen moniston (M, g) pisteeseen X voidaan
konstruoida lokaalinen inertiaalikoordinaatisto £§. Metrisen tensorin muuntumis-

saannon mukaan yleinen metriikka g, on

€% HE?
gur(2) = aif %W
= Vau(x)Vﬁy(x)naﬂ, (A1)
missa
o (9 ()
V(X)) = ( O >x:X~ (A.2)

Tassd indeksi « viittaa lokaaliseen inertiaalikoordinaatistoon ja indeksi p puoles-
taan yleisiin koordinaatteihin x#. Jatkossa kreikkalaisten aakkosten alkupainkirjai-
met viittaavat ensimmaéiseen ja loppupadn puolestaan jalkimmaiseen. Inertiaalikoor-
dinaatiston ollessa kiinnitetty voidaan vaihtaa mielivaltaisesta koordinaatistosta x*
koordinaatistoon x'#. T&ll6in osittaisderivaatat V', muuntuvat kuten kovariantti
vektori

ox”
ox'

Ve, s Ve =y, (A.3)

Osittaisderivaatat V<, muuntuvat siis kuten nelji kovarianttia vektorikenttdé. Nai-
td neljaad vektoria kutsutaan tetradeiks: tai vierbeineiksi. Tetradin avulla voidaan
annetun kontravariantin vektorin A*(x) komponentit esittdd koordinaatistossa 2,

joka on inertiaalinen kyseisessi pisteessd. Tamé saadaan kontraktiolla
A=V AR (A.4)

Kontraktio muuttaa tyypin (k,[)-tensorin tyypin (k — 1,1 — 1)-tensoriksi, joten yl-
ldoleva tyypin (1,0)-tensori muuttuu tyypin (0, 0)-tensoriksi, eli skalaariksi. Sama
voidaan tehdd my6s yleisilla tensorikentilld. Esimerkiksi tyypin (1, 1)-tensorikentté

voidaan kontraktoida skalaariksi:

B®s =V, V" B",. (A.5)
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Téssa tetradi V3" saadaan laskemalla indeksi 5 Minkowskin tensorilla ja nostamalla

indeksi v metriselld tensorilla
V5" = Napg"" Ve, (A.6)
Yhtélon (A.1) mukaan tdmé on vain tetradin kiiéinteistetradi, nimittéin
V' VP, = napg ™V V,P = gtg., = o (A7)
ja vastaavasti myos
Ve, Vet = 0%s. (A.8)
Metrisen tensorin skalaarikomponentit ovat talloin
Gop = Vo' V5" g = Vo' V5" V1,V 05 = 6706 81145 = Tap- (A.9)

Tetradiformalismin avulla voidaan siis jokainen tensorikenttd muuttaa joukoksi
skalaareita ja Lagrangen tiheys voidaan muodostaa kiayttdmalld nditd skalaareita.
Néin my6s spinorikenttdd voidaan kaarevassa avaruudessa kisitelld ilman ongelmia.

Jokainen fysikaalisesti jarkeva vaikutus sisdltda fysikaalisten suureiden derivaat-
toja [64]. Taten tetrad-kenttdd tarvitaan vaikutuksessa pitdméén se sekd koordi-
naatti ettd Lorentz-skalaarina. Jotta vaikutus olisi koordinaattiskalaari, tulee siithen

lisité tetrad-kentté ja derivaatat muodossa
Vo0 (A.10)

Vaikutuksen pitdé olla my6s Lorentz-invariantti, joten operoimalla geneeriseen kent-
tadan ¢ paikasta riippuvalla Lorentzin muunnoksella, koordinaattiskalaari (A.10]) de-

rivaatta muuntuu kuten
Vo (2)0,0(2) = Ao () Ve ()9, [D(A(2)) ()] (A.11)
= Ao’ (2) V" (2)[D(A(2)) 0,0 (2) + 0, D(A(x))(@)],  (A12)
missd A(x) on Lorentzin matriisi ja D(A) Lorentzin ryhmén matriisiesitys. Huoma-
taan siis, ettei derivaatta ((A.10]) ole Lorentz-skalaari silld yhtélossd on ylimédridinen

termi. Jotta vaikutus pysyisi Lorentz-invarianttina, pitdisi derivaatan muuntua pai-

kasta riippuvassa Lorentz muunnoksessa seuraavanlaisesti:

Vab(z) — Aaﬂ(x)D(A(x))Vaw(x). (A.13)
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Tarkastelemalla yhtdloa (A.11) ndhdain, ettd koordinaatti- ja Lorentz-skalaari de-

rivaatta voidaan konstruoida muodossa
Vo =Vo"0,+ T, (A.14)
missd matriisi I', muuntuu Lorentzin muunnoksissa
Lu(x) = DA@)Tu(2) D™ (A(z)) = [0,D(A(x))] D~ (A(w)). (A.15)

Jalkimmaéinen termi kumoaa yhtélon (A.11)) ylimd4rdisen termin. Tall6in derivaatta
V. on koordinaatti- ja Lorentz-skalaari. Kun ajatellaan infinitesimaalisia Lorentzin

muunnoksia, on esityksen matriisi

D(A(x)) =1+ %waﬂ(x)aaﬁ. (A.16)

Talloin yhtalon (A.15) mukaan matriisi I',(2) muuntuu infinitesimaalisessa muun-

noksessa

1 « 1 (07
[u() = Tpl) + 56 (£)o0s (@) = Ty() 0™ (@)
1 1 1 1 1
- §Waﬁ($)0aﬁru(x)§Waﬁ<x)0a6 - §auwaﬂ($)0a,3 + Eauwaﬁ(x)aaﬁ§waﬁ($)aaﬁ
1 « 1 «
S Do) + 20 (@) 005, ()] — 20,07 (@) (A1)

pitden mukana vain lineaariset termit. Tetradi V'*, muuttuu puolestaan kuten
Ve, (x) = VO, (x) + ws(x) VP, (). (A.18)
Talloin
Vi (200, Vi () = (Vi (@) + 0 (2) Vi 10,V (&) + 0™ (@) V5,
= V5" (2)0,Vou (7) + V5" Ou(wary (2) Vo (2)) + wy" (2) V5" 0, Ve ()
+ w0y Ou(wa () Vyw (7))
= Vi"(2)0uVaw (x) + Opwap () + V5" (2)w] (2) 0, Vs ()
T @)V (20, Vo (@), (A.19)
missd on kdytetty yhtalod (A.8]) ja pitdméalli taas mukana vain lineaariset termit.

Kertomalla tdma generaattorilla 0,4 ja kdyttamalld generaattorien kommutaatiore-

laatioita

[0aps Tr] = 143005 — Thva08s + N550va — Noal~s (A.20)
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saadaan lopulta ehdon (A.17) toteuttava matriisi I, niin sanottu spin-konnektio

1
Lu(z) = EaaﬁVa”(x)(?Mng. (A.21)

Kaarevan avaruuden vaikutus joka on invariantti yleisessi koordinaattimuunnokses-

sa saadaan siis korvaamalla osittaisderivaatat d,, kovariantilla derivaatalla

1
Vo =V,"0, + 5aﬁ%”vcﬂauvw. (A.22)
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B Schwingerin-DeWittin kehitelma

Téassa liitteessd johdetaan Schwingerin-DeWittin kehitelmé, jonka johti alunperin
B. DeWitt [8 27] kdyttden menetelmid, joka pohjautui J. Schwingerin [65] kehitté-
méin formalismiin. Téssd seurataan kuitenkin T. Bunchin ja L. Parkerin artikkelia
[66], jossa he johtivat adiabaattisen kehitelmén Feynmanin propagaattorille kéyt-
tden lokaalia impulssiavaruusesitysta. TAma esitys johtaa ekvivalentisti Schwingerin-
DeWittin kehitelmé&in.

Lokaali impulssiavaruusesitys kiayttaa hyvikseen Riemannin normaalikoordinaat-
teja, joten on hyvé kiyda niiden konstruktio 1dpi lyhyesti. Olkoon origo pisteessi ¢,
jolloin tdmén pisteen suhteen Riemannin normaalikoordinaatit konstruoidaan seu-
raavasti [36]. Oletetaan, etté pisteelld ¢ on ympéristé B siten, etti on olemassa yksi-
késitteinen geodeesi joka yhdistdd minké tahansa ympériston B pisteen pisteeseen q.
Tamanlaista ympéaristod sanotaan pisteen q normaalikst ympdaristoksi. Pisteen p € B

Riemannin koordinaatit y* ovat
Y = AEM, (B.1)

missd A on pisteiden p ja ¢ vilisen geodeesin affiini parametri valittuna siten, etté

origossa A(q) = 0. Lisédksi &# on pisteessé ¢ geodeesin tangenttivektori

B dzt

= (B.2)

Mille tahansa pisteen ¢ kautta kulkevalle geodeesille tangenttivektori £# on vakio.
Talloin normaalikoordinaateissa
d2ya
d\?

— 0. (B.3)

Yhdesséd geodeesiyhtalon

A% dzP dx
e, = 22— B.4
D2 BT (B-4)

my6td, missé [, on toisen lajin Christoffelin symboli, timé implikoi ettd Rieman-

nin normaalikoordinaateissa

B du?
I, () T = T, ()€ ()€ () = 0 (8.5

Kertomalla tidmé termilld \? saadaan

[, (y)yy" = 0. (B.6)
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Pisteessd ¢ puolestaan 1“%%,((])5557 = 0 mille tahansa pisteen ¢ ldpi kulkevan geo-

deesin tangenttivektorille £#, joten ndissd koordinaateissa
I“5,(¢) = 0. (B.7)
Metriikka voidaan skaalata ja diagonalisoida pisteessd ¢, joten

g,uu(‘]) = Nuv- (Bg)

Niin konstruoituja koordinaatteja sanotaan Riemannin normaalikoordinaateiksi.
Feynmanin propagaattori n-ulotteisessa kaarevassa avaruudessa toteuttaa yhta-

16n
(O +m? + ER)Gp(x, ') = —[—g] 20"z, ). (B.9)

Lokaali impulssiavaruusesitys pohjautuu pisteeseen x konstruoituihin Riemannin
normaalikoordinaatteihin y”. Kiinnitetiifin origo pisteeseen¥ 2/, jolloin metriikka

9w voidaan laajentaa muodossa

1 « 1 «
g;w(y) = 77#1/ + gRuazxﬁ(O)y yﬁ - év'yR,uou/,8<O)y yﬁy’Y
1 2
2—OV7V5RWV5(0) + 5

n Ra,LﬂARAW(;(O)]y“y T (B.10)

missa ngﬂ on Riemannin tensori. Maaritelladn seuraavaksi funktio

Gr(z,2) = [—g|Y4(2)Gp(z, 2 (B.11)

ja sen Fourier’'n muunnos

— 1 R
Gr(z,7") = —— /d”k: e MG p(k), B.12
P = G P (B.12)
missi ky = n°k,ys. Tilloin voidaan tydskennelld erééinlaisessa lokaalissa impulssia-
varuudessa. Laajentamalla nyt yhtdlon (B.9) metriikka normaalikoordinaateissa ja
siirtymélld k-avaruuteen voidaan G (k) ratkaista iteroimalla. T#ll6in ratkaisu, joka
siséltda nelja derivaattaa metriikasta on

Gr(k) ~ (K = m*) ™ — (% — )Rk —m?) 7 + 3(% — €)VaRO" (1 —m?)

2
1 1 2 2
1 anB(r2 _ o 2\—2 L 2 2 (2,23
3aa@88(/€ m*) +[(6 f)R +3a )\}(k m*)"°, (B.13)

8Qrigo voidaan tietysi kiinnit## minne tahansa pisteet x ja 2’ sisiltiviin normaaliin ympéris-

t60n, mutta talloin laskut pitaisi tehdé pisteiden z ja 2’ erotuksen suhteen.
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missd 0, = 0/0k* ja

1 1 1 1 1
= —(e-= — R - _—_R?
Qo 2(5 6)vavﬂR+ S-VaViR = 5ORas — =R Rag
1 1
— R sRo + —RME Ry s B.14
+ 60 5 A + 60 >\;Uf /B ( )

Kaikki kertoimet on laskettu origossa eli téissd tapauksessa pisteessd x’. Sijoittamalla
kehitelmd (B.13]) yhtéloon (B.12)) saadaan

)~ e | Bt ) () i)

(B.15)
missa
ap(z,z') =1
AN 1 ! L1 N, « 1 a, B
arfw, ') = (5 =€) R — 5 (G — &) VaR)y" — Saam™y (B.16)
az(z,2') = %(é — §>2R2(w’) %a)‘,\

Yhtilostd (B.12]) saadaan Feynmanin propagaattori korvauksella m? — m? — ie.

Kayttamalla nyt integraalikaavaa

1 & o o
s is(k*—m?+ig)
e l/o dse <, (B.17)

voidaan yhtélo (B.15)) kirjoittaa muodossa

— < d'k [ ~
G(z,2") = —’i/ (2%)"/0 dse W=+ =iy (g ol ig), (B.18)

missd on maaritelty funktio F'(x,2’;is), jolla on asymptoottinen kehitelma

F(x,2';is) ~ ag(z,2) + ai (v, 2')is + az(w, 2')(is)* + . .. (B.19)
Vaihtamalla yhtdlossd (B.18]) integroimisjirjestysté viéliin jid Gaussinen integraali,
joka voidaan laskea eksplisiittisesti. T4lloin saadaan (pudottamalla termi ic)

G(r,2) = —M;W /000 ids (is) "2 exp[—im®s + o /(2is)|F (x,2';is),  (B.20)

missa funktio o méaritellaan kaavalla

1
o:=o(z,2') = Eyaya. (B.21)
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Sijoittamalla yhtélo (B.20) Greenin funktion méérittelevddn yhtdloon (B.11) saa-

daan lopulta

G3P(x,2') = —iAY?(x, x’)W/O ids (is) ™% exp[—im®s + o /(2is)|F (x,2';is),
(B.22)

missd A on Van Vleckin determinantti
Afe, ') = — det[9,0,0(z, ) [g(@)g ()] 2. (B.23)

Feynmanin propagaattorin integraaliesitysta (B.22)) sanotaan Schwingerin-DeWittin
kehitelmdksi. Vaihtamalla summaus ja integroimisjarjestystd, voidaan integraali suo-

rittaa toisen lajin Hankelin funktion avulla. T&ll6in saadaan

GSP(z,2) ~ —imAY?(z, 2") i% (2.2 ( 0 )j

(47ri)n/2

X [(Qﬁ>( ) )/41{(3’_2)/2( 2m20)]. (B.24)

—0



C ADIABAATTISEN REGULARISOINNIN TERMEJA C-1

C Adiabaattisen regularisoinnin termeja

Tassa liitteessd annetaan kappaleessa |3.2.2] esiintyvid adiabaattisen regularisoinnin

termejd. Nami on ensimmaéisend johtanut T. Bunch artikkelissaan [34]

_1
£ (6D +3D* + 12K) —

4w
cm? ... . "9 2 4
(D+4DD +3D* +6DD* 4 D*)

325

C?*m?
12847
1105C*m®D* £ —5 ..o - -
_ — DD +3D?
2048wt Qw3 (8D +3 +307)
1. Om? . . . .
+ (€ - 6)32—7’;5(301)1) +12D* + 57DD? + 9D* + 36 DK + 36D*K)
1.75C?*m*
— €5 Togr

_ 1y2 . . .
<£32 63) (36D 4+ 36DD? + 9D* + 144DK + 72D*K + 144K?).  (C.1)
w

Cm? . 5C?*m*D?
D+ D? B
w3 (D+ D7)+ 32wb

Wk ~w+

+
221C3mS
2569

(28DD +19D? + 122D? 4 47D*) + (DD?* + D%

D=

(2DD? + D* + 4D*K)

Odotusarvossa (1),  esiintyvd neljdnnen kertaluvun adiabaattinen termi on

6100 (DD +D )

Cm?, . . C?m? . 105C3mS D*
DD +dDD?) — =™ (120D D? + 105D" —>

Swb (6 + ) 64w (120 +10507) + 64w?

Cm?

Swb

C?*m?
64w

Hie-2)(
re-2r(-

Odotusarvossa (T)) |

ol = (2DD — D? +4DD? + D*) +

1

o7 (T3DD — 36D = 27D") +
W

(54DD? + 27D4)>. (C.2)
neljannen kertaluvun termi on puolestaan

C3mS
128w?

C?*m?
3207
+49D%) —

oW = (D +4DD +3D*+6DD? + DY) +
231C*m8
256011

DD+ =D? +3DD?) —
+6 + 5 +3 ) oG
C3mS

=~ " (1680DD? + 1365D%) —
+128w9(680 + 1365D%)

1o/ 1 . -
— 22 (=187 — 27DD
+ (6= 2)*(— 5 (18D —27DD?) +
C?*m?
27D*) —
+2707) 16w7

(28DD + 21D* 4 126 DD?
1155C5m!9D* 1./Cm? ..
—_— — = 3

2048w13 +( 6)< 4® (8D
(120DD + 90D + 390D D? 4 105D*)
945C4m8D4>

128wt
C'm?
32w5

(270DD? + 135D4)>} . (C.3)

(DD?* + D*) +

2,4

(432D D + 324D + 648D D?
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