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1 Johdanto

Jo antiikin kreikkalaiset matemaatikot olivat suuresti kiinnostuneita geomet-
risista konstruktio-ongelmista, kuten, voidaanko annettu kulma jakaa kol-
meen yvhtdsuureen osaan kiyttiden klassisia apuvilineitd, harppia ja viivain-
ta. Antiikin kreikkalaisten harmiksi tdmé ongelma ei ratkennut antiikin ai-
kana, vaan piti odottaa aina 1800-luvulle asti, ennen kuin kulman kolmi-
jakoon saatiin vastaus. Antiikin kreikkalaisten matemaatikkojen ansioksi on
toki luettava Eukleidisen geometrian vahvojen perustusten luominen. He osa-
sivat mm. konstruoida kolmion ja nelion sekd nididen muunnelmat, joissa si-
vujen madra kerrotaan parillisella luvulla. Kreikkalaisten kyvyille mahdotto-
mat monikulmiot olivat seitsen- ja yhdeksdnkulmiot. Antiikin matemaatikot
eivit myoskddn ottaneet kantaa siithen, olivatko he 16ytaneet jo kaikki mah-
dolliset konstruoituvat monikulmiot ja millainen monikulmio on ylipddnsa
konstruoituva.

Vasta vuosisatojen kuluttua tihankin ongelmaan saatiin vastaus. Vuonna
1796 vasta 19-vuotias saksalainen uraauurtava matemaatikko Carl Friedrich
Gauss tuli puolivahingossa osoittaneeksi,ettd tavanomaisten monikulmioiden
lisdksi on olemassa erikoisempi joukko monikulmioita, jotka ovat konstruoi-
tavissa harpilla ja viivaimella. Niistd tyyppiesimerkkind Gauss kdytti nimen-
omaan seitsentoistakulmiota. Vaikka tulos oli silloisessakin matematiikan yh-
teistssa merkittava, silld ei ollut juuri kidytdnnon sovelluksia. Gauss saat-
toi pitdd enemmaén konstruoituvuuden todistuksen eksaktista luonteesta, ei-
ka han niin valittdnyt varsinaisesta konstruktiosta, joten uskalsikin vaittaa
konstruktion olevan olemassa perustuen vain laskelmiinsa. Ensimmaéisia kon-
struktioita seitsentoistakulmiolle pitikin odottaa 1800-luvun loppumetreille
saakka.

Téassé tutkielmassa perehdytédian tarkemmin Gaussin todistukseen kon-
struktion olemassaolosta ja kidydadn lapi todistuksen perusrakenne. Lopuksi
esitetdén kolme tunnetuinta konstruktiota seitsentoistakulmiolle havainnol-
listavien kuvien avulla.

2 Antiikin Kreikan konstruointiongelmat

Geometria oli antiikin kreikkalaisille tdrked matematiikan osa-alue. Antiikin
kreikkalaiset hallitsivat paljon tdrkeitd geometrian ja aritmetiikan perustei-
den paidtuloksia. Eukleideen kirjoittamaa Flementa-teosta kiytettiin geomet-
rian oppikirjana vield 1930-luvulle asti. Kreikkalaiset pitivit suoraa ja ympy-
rad puhtaimpina ja tarkeimpind abstrakteina geometrisina kuvioina ja niiden



avulla suoritettavat konstruktiot katsottiin mielelle tyydyttaviksi.
Tunnetuimmat antiikin Kreikan konstruktio-ongelmat kulkevat nimella
Kolme kuuluisaa konstruktioprobleemaa:

e Kulman kolmijako eli kulman jakaminen kolmeen yhté suureen kul-
maan

e Ympyran nelidinti eli sellaisen nelién konstruoiminen jolla on sama
pinta-ala kuin annetulla ympyralla

e Kuution kahdentaminen eli sellaisen kuution konstruoiminen, jolla
on kaksinkertainen tilavuus kuin annetulla kuutiolla

Kuuluisiksi ongelmat tekee ehké vain niiden haastavuus. Antiikin kreik-
kalaiset matemaatikot eivit kyenneet ratkaisemaan ko. ongelmia, vaan niiden
ratkeamattomuus todistettiin vasta 1800-luvulla, ks. esim. [1].

2.1 Monikulmioiden konstruoinnista

Saannollisiin monikulmioihin ja niiden konstruointiin liittyvat ongelmat ovat
vaivanneet jo antiikin kreikkalaisia matemaatikoita. Kiinnostaviksi ongelmik-
si nousivat mm. se, mitd sddnndllisid monikulmioita voidaan konstruoida
kiyttamalld pelkistddn harppia ja viivainta? Aluksi on tarpeen méaritelld,
mitd tasokonstruoinnilla tarkoitetaan.

Madritelmi 2.1. (Tasokonstruktio) Oletetaan, etté tasolla T' on kaksi pis-
tettd P ja Q. Nyt kiyttamalla harppia voidaan piirtda piste P keskipisteené
ympyri jonka sdteend on jana PQ. Myo6s kiyttamalla viivainta voidaan piir-
tda pisteiden P ja @) kautta suora s. Talloin harppi-vitvain konstruktio on

adrellinen méaara ndiden kahden operaatioiden toistoja.

Antiikin Kreikan matemaatikot osasivat kdyttdmélla annettuja pituuksia
a ja b muodostaa niiden summan a+b, erotuksen a—b (kun a > b), tulon a-b,
osamééran §, nelion a? ja nelijuuren /a. Lisiksi kreikkalaiset matemaatikot
pystyivat esimerkiksi puolittamaan annetun kulman ja kaksinkertaistamaan
annetun nelion pinta-alan, ks. [2].

Kirjassaan FElementa, Eukleides késittelee neljinnessi osassa sddnnolli-
sen kolmion, nelion, kuusikulmion, kahdeksankulmion seké viisitoistakulmion



konstruoimista. Lisdksi tunnettiin kaikkien edellimainittujen monikulmioi-
den kahden monikertojen konstruointi, silli monikulmion sivu on aina help-
po jakaa kahteen yhtéd suureen osaa ja kaksinkertaistaa monikulmion kulmien
maara.

Eukleides ei kuitenkaan ottanut kantaa siihen, minkilaiset n—kulmiot
yleisesti ovat konstruoitavissa ja olivatko ndmé hdnen mainitsemansa ainoat
mahdolliset harpilla ja viivaimella konstruoituvat monikulmiot? Néihin kysy-
myksiin ei saatu vastausta vuosisatoihin ja jotkut paétyivit jopa uskomaan,
ettd Eukleides oli 16ytanyt jo kaikki mahdolliset konstruoitavat monikulmiot
noin vuonna 300 eaa |3].

2.2 Viisikulmion konstruointi

Kolmion ja nelion konstruointi ovat helpoimmat kuviteltavissa olevat kon-
struointitehtévit, mutta viisikulmion konstruointi harpilla ja viivaimella on
hieman hankalampaa. Tassa esimerkissé esitetdin H. W. Richmondin vuonna
1893 esittaméa yksinkertainen viisikulmion konstruointi, ks. [4].
Konstruoidaksesi sddnnollisen viisikulmion ympyran sisalle:

1. Piirrd ympyrélle kohtisuorat siteet keskipisteen O kehén pisteiden B
ja C kautta.

2. Olkoon piste D suoran OB keskipiste. Piirrd suora DC'.

3. Etsi piste E, joka on kulman C'DO kulmanpuolittajan ja suoran OC
leikkauspiste.

4. Piirré suoralle pisteeseen E suoran OC' kanssa kohtisuora suora ja piste
F sen leikkauspiste ympyran kehén kanssa.

5. Nyt jana C'F on yksi halutun viisikulmion sivuista, kuten kuvassa 1.

6. Sama konstruktio voidaan toistaa kaikille viisikulmion sivuille jolloin
saadaan viisikulmio konstruoitua, kuten kuvassa 2.



Kuva 1: Konstruktion vaiheet.
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Kuva 2: Valmis viisikulmio.




3 Seitsentoistakulmio

Miéaritelma 3.1. |Seitsentoistakulmio|
Seitsentoistakulmio (Schldflin symboli {17}) eli 17-kulmio on s&&nnéllinen
monikulmio, jonka sivujen véliset kulmat ovat 158 14/17 ° ja jokaista seitse-

méétoista sivua vastaava keskuskulma on 21 3/7 ° .

3.1 Konstruktion olemassaolo

Ei ole lainkaan intuitiivisesti selvid, mitkd sddnnolliset monikulmiot ovat kon-
struoitavia ja mitka eivat. Fukleides ei ottanut kantaa seitsentoistakulmion
osalta vaan jatti sen avoimeksi. Olikin yllattavad, ettd vuonna 1796 vasta
18-vuotias Carl Friedrich Gauss paatyi tutkimuksissaan sivutulokseen, jon-
ka mukaan on olemassa joukko uusia sdinnollisid monikulmoita, joiden kon-
struoiminen harpilla ja viivaimella on mahdollista. Yksi tallainen monikulmio
oli juuri seitsentoistakulmio. Gauss oli pdatynyt tdhdn tulokseen seuraukse-
na ns. Gaussin jaksothin liittyvissad tutkimuksessaan. Gauss julkaisi myos
17-kulmiota koskevan tuloksensa kirjassaan Disquisitiones Arithmeticae tut-
kimuksen valmistuttua 1801, ks. [3] ja [5].

3.2 Gaussin todistus

Alkuperédinen Gaussin itsenséd teoksessaan Disquisitiones Arithmeticae jul-
kaisema todistus 17—kulmion konstruoituvuudelle liittyi mahdollisiin kon-
struoituviin pituuksiin. Gauss nimittdin kiinnitti huomiota siithen, etté sie-
ventyméttomien nelidjuurilukujen (muotoa /x olevien lukujen, joissa x ei
ole neliéluku, mutta = on kokonaisluku) pituiset suorat voidaan konstruoida
harpilla ja viivaimella. Esitys perustuu ldhteeseen [3].

Esimerkki 3.2. [Suora jonka pituus on /5|

Piirretdan suora AC, jonka pituus on 6 ja sille keskipiste O ja piste B niin,
ettd AB = 5 ja BC = 1. Piirretdan ympyra jonka sdde on OA ja keskipiste
O sekd ympyran kehélle piste D, joka on pisteeseen B piirretyn suoran AC
kanssa kohtisuoran leikkauspiste, kuten kuvassa 3. Nyt yhdenmuotoisuuden

perusteella:



AB BD . 2
z§zj—— Eii.ﬂmen (Bl)) ——fLB X.BC?——5 x 1=2>.

Tistd seuraa luonnollisesti, ettéd jana BD on pituudeltaan v/5, joka on

konstruoitu kiayttamalld pelkdstddn harppia ja viivainta.

3
O B

-

Kuva 3: Neliojuuri 5.

Gauss otti huomioon myds, ettd kun on saatu konstruoitua jokin pituus,
vaikka edellisen esimerkin /5, voidaan my6s konstruoida sen mikéi tahansa
summan, tulon, osamairin ja neliGjuuren yhdistelma.

Toinen asia johon Gauss kiinnitti huomiota, liittyi siithen mitd n—moni-
kulmion konstruoinnissa oikeasti halutaan tehda. Oletetaan, ettd halutaan
konstruoida sddnnollinen n—monikulmio. Téall6in jokaista sivua vastaava kes-
kuskulma 6 = %’T Esimerkiksi jos halutaan konstruoida n—monikulmio, yk-
sikkOympyran sisédlle, halutaan oikeasti konstruoida pituus a = OC, kuten
kuvassa 4.

Koska n—monikulmion sivua vastaava keskuskulma on 6 = 27”, janan
a = OC pituus on tlldin cos(2*), silld

2r.  O0C  a
COS(?)_O_B_I_G

Jos tdmén pituuden a konstruointi on mahdollista, on myds n—monikulmion
konstruointi mahdollista, silld pisteeseen C' voidaan piirtdd kohtisuora suora,
jonka leikkauspiste B ympyréin kehédn kanssa ja piste A on halutun monikul-
mion yksi sivu, kuten kuvassa 4.



Kuva 4: Yksikkdympyra ja keskuskulma 6.

Otettuaan myos tdman huomioon, Gauss pédtyi siithen, ettd mikali COS(?—?)
on mahdollista kirjoittaa kokonaislukujen ja niiden neliojuurien avulla sum-
mana, tulona tai osamédriné (tai niiden yhdistelméané) olisi my6s sdannolli-
nen seitsentoistakulmio mahdollista konstruoida harpin ja viivaimen avulla.
On yllattavas, etti cos(2Z) todellakin on mahdollista esittéi edelld mainitulla

tavalla. Gauss nimittdin osoitti, etté:

2 1 1 1
Y 4 V1T /34— 2V1
COS<17> 16 16 ! 16 k ’

1
+§\/17+3\/1_— \/34 — 2v/17 — 24/34 + 2V/17.

Néin Gauss onnistui 16ytdméan todistuksen sddnnéllisen 17—kulmion kon-
struoituvuudelle rakentamalla riittdvin ehdon, joka takaa kuvion konstruoi-
tuvuuden. Hin otaksui my0s ilman todistusta, ettd hidnen muotoileman-
sa ehto oli myo6s vilttamattomyys. Téaydellisen todistuksen muotoili Pierre
Wantzel vasta vuosia my6hemmin vuonna 1837, ks. [6].

Lause 3.3. [Gaussin — Wantzelin lause|

Sadnndllinen n-kulmio voidaan konstruoida geometrisesti jos ja vain jos
n=2"tain=2"-p; - p,

7



missa py, ..., pr ovat erisuuria Fermat’n alkulukuja eli lukuja jotka ovat muo-
toa Fj, = 22" +1 ja alkulukuja. Nykyisin tunnettuja Fermat’n alkulukuja ovat
vain Fy =3, Fy =5, F, = 17, F3 = 257 ja Fy = 65537, ks. [6].

T#lléin lauseen mukaan n = 2° - F, = 17 on konstruoituva, minki Gauss
oli todistanut, vaikka ei ollut kehitellyt konstruktiota. Voidaan olettaa, etta

Gauss oli enemmén kiinnostunut tuloksen luonteesta konstruktion olemas-
saolon osoittamisessa, kuin itse konstruktiosta.



4 Konstruktiot

Téassé tutkielmassa esitetyissi konstruktioissa yliméaériiset vélivaiheet on tii-
vistetty pois, jotta konstruktiot olisivat mahdollisimman selkeitd. Esimerkik-
si pois on jitetty janan puolittaminen, sellaiset vilivaiheet joissa annetulle
suoralle piirretdan normaali haluttuun pisteeseen tai suoraan nihden yhden-
suuntaisen suoran piirtdminen. Nédiden konstruointia ei kisitelld téssi tut-
kielmassa vaan ne oletetaan tunnetuiksi, mutta nekin kaikki on mahdollista
konstruoida kiyttamalla vain harppia ja viivainta.

4.1 H. W. Richmondin menetelma

H. W. Richmondin kehittelem&in konstruktiota mukaillen julkaisusta [7].

. Piirretdan ympyra keskipisteelld O ja sille toisiinsa nihden kohtisuorat séteet

OA ja OB ja jatketaan jana OA ympyran halkaisijaksi, kuten kuvassa 5.

@

Kuva 5: Ympyra ja sen sateet.



2. Merkitdan janalle OB piste I jolle jana Ol on i janan OB pituudesta. Piir-

retdin jana Al, kuten kuvassa 6.

(P

Kuva 6: Jana Al.

3. Merkitdén janalle OA piste E niin, ettd kulma OIFE on i kulman OIA suu-

ruudesta, kuten kuvassa 7.

e

Kuva 7: L OIF = % Z OIA.
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4. Merkitdén piste F' suoralle AO (vastakkaiselle puolelle pistettd O pisteeseen
E nahden) niin, ettd kulma FIE on 45°, kuten kuvassa 8.

\U“

FO

Kuva 8 £ FIE = 45°.

5. Piirretddn ympyrd niin, ettd sen halkaisija on jana F'A, kuten kuvassa 9.

Merkitasn lisdksi piste K ympyréan ja janan OB leikkauspisteeseen.

=
1 [}
>

FO E

Kuva 9: Ympyré, jonka halkaisija on jana F'A ja leikkauspiste K.



6. Piirretdan ympyré pisteeseen E jonka sidde on jana EK. Merkitdan suoralle

OA ympyrin leikkauspisteet N3 ja Nj, kuten kuvassa 10.
B
K
|
D Nsﬁ Ny A
FO E

Kuva 10: Ympyra pisteeseen E ja leikkauspisteet N3 ja Ns.

7. Piirretdéin pisteisiin N3 ja N5 suoran OA kanssa kohtisuorat ja merkitdin

suorien ja alkuperdisen ympyrin leikkauspisteet P; ja Ps5, kuten kuvassa 11.

Kuva 11: Kohtisuorien ja ympyréin leikkauspisteet P; ja Ps.

12



8. Nyt kehd PsP; on 1% ympyran kehdsta, kuten kuvassa 12.

Kuva 12: Jana P;P;3.

9. Merkitdén ympyrén kehélle muut seitsentoistakulmion kulmapisteet (Pr, Py,

..., Pig) kilyttden avuksi janaa P5Ps, kuten kuvissa 13 ja 14.

Kuva 13: Pisteiden P; ja Py merkitseminen ympyran kehalle.

13



Kuva 14: Kaikki seitsentoistakulmion kulmapisteet.

10. Yhdistamalld pisteet saadaan lopputulokseksi sddnnollinen seitsentoistakul-

mio, kuten kuvassa 15.

Kuva 15: Valmis seitsentoistakulmio.
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4.2 T.P. Stowellin konstruktio

T. P. Stowellin esittdmaa konstruktiota mukaillen J. E. Hendricksin julkai-
susta [8].

. Piirretdan ympyra keskipisteeseen O ja sille halkaisia pisteiden A, O ja B
kautta. Piirretdan halkaisijalle AOB kohtisuora sidde pisteeseen O ja mer-

kitddn piste C' sidteen ja ympyran kehéin leikkauspisteeseen, kuten kuvassa

16.

Kuva 16: Ympyra, halkaisija ja side.

15



2. Merkitdan janalle OC piste @ jolle janan OQ) pituus on % janasta OC' ja
janalle OB piste D jolle janan OD pituus on é janan OB pituudesta, kuten

kuvassa 17.

Kuva 17: Pisteet @ ja D.

3. Merkitdén janalle AOB pisteet E ja F' joiden etiisyys pisteestd D on yhtéa

suuri kuin janan D@ pituus, kuten kuvassa 18.

Kuva 18: Pisteiden F ja F' merkitseminen.

16



4. Merkitdan janalle OB piste I joka on yhtd kaukana pisteestd O kuin @) pis-

teestd O, kuten kuvassa 19.

Kuva 19: Piste 1.

5. Merkitdan janalle AOB piste G jolle pituus EG on sama kuin pituus EQ ja
piste H jolle etdisyys F'H on sama kuin pituus F'Q), kuten kuvassa 20.

Kuva 20: Pisteiden H ja () merkitseminen.

17



6. Merkitdédn piste J janalle AOB niin, ettd piste on pisteiden H ja I puoli-
vélissd. Piirretdan pisteeseen J ympyrd pisteiden H ja [ kautta. Merkitdin

piste K tdmén ympyréan ja siteen OC' leikkauspisteeseen, kuten kuvassa 21.

Kuva 21: Leikkauspiste K.

7. Merkitdan janalle AOB piste L pisteiden G ja O puoliviliin. Piirretdén pis-
teeseen L ympyra pisteiden G ja O kautta, kuten kuvassa 22.

Kuva 22: Ympyra pisteiden G ja O kautta.

18



8. Piirretdén pisteeseen K janan AOB kanssa yhdensuuntainen suora ja mer-
kitddn suoran ja edellisen kohdan ympyréin leikkauspiste M, kuten kuvassa

23.

Kuva 23: Leikkauspiste M.

9. Piirretdan pisteeseen M janan OC' kanssa yhdensuuntainen suora ja merki-

tdan suoran ja alkuperdisen ympyran leikkauspiste NV, kuten kuvassa 24.

Kuva 24: Kehén piste V.

19



10. Merkitddn piste A pisteeksi Py7. Nyt kaari Pz N on ﬁ koko ympyran kehésté

ja jana P;;N yksi seitsentoistakulmion sivu.

11. Merkitaén pisteet Py, Py, Ps, ..., Pig, kuten kuvassa 25.

Kuva 25: Seitsentoisakulmion kulmapisteet.

12. Nyt yhdistamalld pisteet saadaan kuvan 26 mukainen seitsentoistakulmio.

Kuva 26: Valmis seitsentoistakulmio.

20



4.3 DeTemplen konstruktio

Vuonna 1991 Duane W. DeTemple julkaisi oman konstruktionsa seitsentois-
takulmiolla. Konstruktio perustuu Carlylen ympyroihin, joita on pidasiassa
kaytetty toisen asteen yhtéloiden tarkasteluun ja sovellettu muiden monikul-
mioiden konstruktioissa.

Maiéritelmi 4.1. [Carlylen ympyri]
Olkoon z? — sz + p = 0 toisen asteen yhtilo, jossa s ja p ovat kokonaislu-
kuja. Talléin ympyréé, jonka halkaisijan pisteet A(0, 1) ja B(s,p) muodosta-
vat, kuten kuvassa 27, kutsutaan Carlylen ympyriksi Cs,. Talloin Carlylen
ympyri Cs, leikkaa x—akselin pisteissd Hy(z1,0) ja Ha(xg,0).

Talloin ympyran kehdn ja x—akselin leikkauspisteet ovat ympyraan liite-

tyn toisen asteen yhtélon ratkaisut z; ja xs.

y

-
-

A(0,1)

Hl(wlao) HQ(:EQ,O)

Kuva 27: Carlylen ympyra.
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Konstruktio

Duane W.Templen 1991 esittdmaéd todistusta [5] mukaillen.

. Piirretddn yksikkéympyréa koordinaatiston pisteeseen O ja merkitdén pisteet
Py ja QQ kehén ja x—akselin leikkauspisteisiin sekd piste A ympyran kehén
ja y—akselin leikkauspisteeseen. Nyt piste A on Carlylen ympyrin vaatima

piste (0, 1), kuten kuvassa 28.

Kuva 28: Yksikkdympyré ja pisteet Q,A ja F.
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2. Merkitdan piste Q" janan QO Kkeskipisteeseen ja piirretdén sille normaali suo-
ralle QO. Piirretadn pisteeseen Q' ympyréi, jonka sidde on jana Q' FP,. Merki-
tadn piste My pisteeseen ()’ piirretyn normaalin ja edellisen piirretyn ympy-

rin leikkauspisteeseen, kuten kuvassa 29.

Kuva 29: Pisteeseen Q' piirretty normaali ja Q' Py siteisen ympyran leikkaus-

piste M.
3. Piirretdén pisteeseen M, ympyré, joka kulkee pisteen A kautta. Merkitdin
pisteet H o ja Hyo v—akselin ja ympyran leikkauskohtiin.

4. Merkitaédn piste M, o janan H; O keskipisteeseen ja piste Mo janan OH o

keskipisteeseen, kuten kuvassa 30.

Kuva 30: Pisteeseen M, piirretty ympyré ja sen leikkauspisteet z—akselin

kanssa.
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5. Piirretddn pisteeseen M, o ympyré joka kulkee pisteen A kautta. Merkitddn
piste ;4 edellisen ympyrdn ja z—akselin leikkauspisteeseen, kuten kuvassa

31.

Kuva 31: Pisteeseen M 5 pisteen A kautta piirretyn ympyréan ja x—akselin

leikkauspiste H 4.
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6. Piirretdédn pisteeseen M, ympyrd, joka kulkee pisteen A kautta. Merkitddn
piste Hy 4 edellisen ympyran ja z—akselin leikkauspisteeseen, kuten kuvassa

32.

Kuva 32: Pisteeseen M, pisteen A kautta kulkeva ympyré ja sen leikkaus-

piste xr—akselin kanssa.

7. Merkitddn y—akselille piste Y niin, ettd jana (QH; 4 on yhtd pitkd janan OY

kanssa, kuten kuvassa 33.

Kuva 33: Piste Y y—akselilla.
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8. Merkitaédn piste My 4 janan Y Hj 4 keskipisteeseen, kuten kuvassa 34.

Kuva 34: Jana Y H, 4 ja sen keskipiste M 4.

9. Piirretdén pisteeseen My, ympyrd pisteen A kautta. Merkitdén piste Hog

edelld piirretyn ympyrin ja x—akselin leikkauspisteeseen, kuten kuvassa 35.

Kuva 35: Pisteeseen M 4 pisteen A kautta kulkeva ympyréd ja sen leikkaus-

piste Hjg x-akselin kanssa.
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10. Piirretdan pisteeseen Hjg yksikkoympyra, joka leikkaa alkuperdisen ympy-

rin, kuten kuvassa 36.

Kuva 36: Pisteeseen Hj g piirretyn yksikkoympyran kaari.

11. Merkitdan pisteet P, ja Pig edellisessé kohdassa piirretyn yksikkdympyran ja

alkuperdisen ympyran leikkauspisteisiin, kuten kuvassa 37.

Kuva 37: Yksikkéympyran leikkauspisteet P, ja Pjg alkuperdisen ympyrian
kehalla.
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12. Nyt jana PyP; on seitsentoistakulmion yks sivu.

13. Kopioidaan janan Py P; pituus ympyrin kehéé pitkin, jotta saadaan merkit-

tyd pisteet Ps, Ps, ..., Pi5, kuten kuvassa 38.

Kuva 38: Pisteiden P2, P3, ..., P;5 merkitseminen.

14. Yhdistdmalld pisteet saadaan valmis seitsentositakulmio, kuten kuvassa 39.

Kuva 39: Valmis seitsentoistakulmio.
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5 Lopuksi

Tassa tyossd on esitetty kolme eri konstruktiota seitsentoistakulmiolle. Rich-
mondin ja Stowellin konstruktiot ja niiden toimivuuden todistaminen perus-
tuvat suurimmaksi osaksi trigonometriaan, kun taas DeTemplen konstruktio
perustuu Carlylen ympyréihin ja niiden avulla muodostettavien yhtéléiden
ratkaisuihin piirrettyihin yksikkéympyroihin.

H. W. Richmondin konstruktion patevyys perustuu yhtaléryhmén

2cos3a + 2cosba = 2cos a-2cosda =tanC

2cos a+2cosda =2cosba - 2cosTa = tan(C + 45°)
2 cos 6 + 2 cos Ta = 2 cos 2 - 2 cos 8 = tan(C' + 90°)
2 cos2a + 2 cos 8aw = 2 cos 3 - 2 cos ha = tan(C' — 45°)

jossa a = ?—g ja C = ZOIA, johtamiseen trigonometrian avulla ja sen kiytté-
miseen konstruktiosta saataviin kulmiin P30A ja PsOA. Sieventamisen avul-
la saadaan tuloksiksi PsOA = 3« ja PsOA = 5a, jotka osoittavat konstruk-
tion tuottavan matemaattisesti tarkan seitsentoistakulmion. Edelld mainit-
tu yhtalé mahdollistaa my6s monenlaiset muut konstruktiot samaa ajatusta
kiayttden, mutta tissid tyossd esitetty versio tuottaa ehkd kaikkein lyhyim-
mén konstruktion. Mielestdni Richmonindin konstruktio on néistd kolmesta
helpoin ja selkein johtuen sen yksinkertaisuudesta toteuttaa.

T. P. Stowellin konstruktio perustuu myos trigonometrialle, mutta sen
matemaattisesta perustasta tai konstruktion synnysté ei 10ydy selkeitd 1ah-
teitd, vaikka itse konstruktio onkin sdilynyt 1800-luvun alkupuolelta.

D. W. DeTemplen Carlylen ympyroihin perustuva konstruktio on mieles-
téni tdssd tyOssa esitetyistd esteettisin ja elegantein. Konstruktio perustuu
yhtalon

A0 425 o4 2 1 =0 juurien €', €2, ..., !0, missd e = i/
manipuloimiseen ja niistd muodostettavien yhtéléiden ratkaisemiseen Car-
lylen ympyréilla, jotka lopulta tuottavat origoon piirretyn yksikkGympyran
kanssa pisteissd P ja Pjg ristedavan toisen yksikkoympyran. Konstruktio pe-
rustuu pohjimmiltaan matemaattiseen oivaltamiseen ja asioiden yhdistami-
seen, minka vuoksi se kiehtoo itsedni. Samaa konstruktiossa kaytettya Carly-
len ympyrdiden perustekniikkaa voidaan soveltaa myos sdannollisten 257 —kul-
mion ja 65537—kulmion konstruoinnissa.
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