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1 Johdanto

Euklidinen geometria perustuu perusolettamuksiin eli aksioomiin. Ensim-
maisen aksioomasysteemin Euklidiselle geometrialle esitteli Eukleides Alek-
sandrialainen. Eukleideen aksioomista viides, paralleelipostulaatti, on ollut
historiallisesti suuri matematiikan tutkimuskohde. Historian saatossa monet
matemaatikot ovat yrittineet todistaa, ettd paralleelipostulaatti ei ole ak-
siooma, vaan johdettavissa muista aksioomista. Paralleelipostulaatti kuiten-
kin saatiin todistettua riippumattomaksi muista aksioomista ja lisdksi paral-
leeliaksioomalle on 16ydetty useita ekvivalentteja muotoja.

Nykyéddn geometrian tutkimuksessa kiytetddn uudempia aksioomasysteeme-
ja. Tama tutkielma tarkastelee paralleeliaksiooman ekvivalentteja muotoja
kiyttden David Hilbertin aksioomasysteemii. Tutkielman aluksi esitelliédn
Eukleideen ja Hilbertin aksioomasysteemit. Tamén jilkeen esitellddn Hil-
bertin aksioomasysteemin kdyton kannalta olennaiset maaritelmat ja lukui-
sa madra tarvittavia apulauseita paralleeliaksiooman tarkastelua varten. Pa-
ralleeliaksiooman tarkastelu aloitetaan todistamalla Eukleideen ja Hilbertin
muodot paralleeliaksioomasta ekvivalenteiksi, silld ndin kaikki Hilbertin pa-
ralleeliaksiooman kanssa ekvivalenteiksi todistetut muodot paralleeliaksioo-
masta ovat myoOs todistetusti ekvivalentteja Eukleideen paralleeliaksiooman
kanssa, joka on ensimméinen tunnettu versio paralleeliaksioomasta. Tdmén
todistuksen jilkeen siirrytddn tarkastelemaan eri muotoja paralleeliaksioo-
masta ja todistetaan ne ekvivalenteiksi Hilbertin paralleeliaksiooman kanssa.

Padtoskappaleessa luodaan yhteenveto paralleeliaksiooman tarkastelusta.



2 Eukleideen aksioomat

Kirjassaan Alkeet|1] Eukleides esitteli viisi aksioomaa, jotka loivat Euklidi-
sen geometrian perustan. Kayttamalla Eukleideen aksioomia voidaan luoda

geometrisia konstruktioita ja todistaa geometrisia ominaisuuksia.

Aksiooma 2.1. Jokaiselle kahdelle eri pisteelle P ja ) on olemassa suora [,

joka kulkee pisteiden P ja @) kautta.

/5/9./

Kuva 2.1: Pisteiden P ja () kautta piirretty suora.

Aksiooma 2.2. Jokainen jana voidaan jatkaa suoraksi.

Aksiooma 2.3. Jokaiselle kahdelle eri pisteelle O ja A on olemassa ympyra

jonka keskipiste on O ja side OA.

Kuva 2.2: Pisteiden O ja A avulla piirretty ympyra.

Aksiooma 2.4. Kaikki suorat kulmat ovat yhtédsuuria.

Eukleideen neljas aksiooma méarittelee suoran kulman erddnlaiseksi mit-
tayksikoksi, kirjassaan Alkeet|1| hdn vertailee kulmia yhden tai useamman
suoran kulman avulla. Téassi tutkielmassa kiytetdan yhtaloissa kahdelle suo-

ralle kulmalle merkintad 180 astetta.



Maaritelma 2.1. Suorat tasossa ovat yhdensuuntaiset, jos niilla ei ole yh-

teisia pisteita.

Viidennelle aksioomalle, eli paralleeliaksioomalle on monta loogisesti
yhtapitavad muotoilua. Eukleides muotoili paralleeliaksiooman kirjassaan

Alkeet[1] seuraavasti:

Aksiooma 2.5. Jos kahta suoraa leikkaa kolmas ja muodostuvien leikkaajan
samalla puolella olevien sisikulmien summa on suuruudeltaan vihemmén

kuin kaksi suoraa kulmaa, leikkaavat suorat silld puolella leikkaajaa toisensa.

Kuva 2.3: Eukleideen paralleeliaksiooma.



3 Hilbertin aksioomat

Hilbertin aksioomasysteemi vuodelta 1899 on Eukleideen aksioomasysteemia
laajempi ja tasmaéllinen. Monet Eukleideen aksioomasysteemissd konstruk-
tioita ja todistuksia vaativista seikoista saadaan Hilbertin aksioomasystee-
missi tehokkaammin suoraan aksioomista. Tamé kappale perustuu kirjan [2]
lukuun kolme. Hilbertin aksioomajirjestelmé sisiltdsd 21 aksioomaa ja voi-

daan jakaa seuraaviin osiin.

3.1 Insidenssin aksioomat

Ensimméisessd osassa oletetaan tunnetuksi vain peruskisitteet piste ja suora,
sekd niiden véilinen relaatio piste sijaitsee suoralla tai suora kulkee pisteen
kautta.

Aksiooma 3.1. Jokaiselle kahdelle eri pisteelle P ja () on olemassa suora [,
joka kulkee pisteiden P ja @ kautta.

/5/9./

Kuva 3.1: Pisteiden P ja @ kautta piirretty suora.

Aksiooma 3.2. Jokaisella suoralla on vahintddn kaksi eri pistetta.

Aksiooma 3.3. On olemassa kolme eri pistettd A, B ja C| joilla on seuraava

ominaisuus: Yksikddn suora ei kulje jokaisen pisteen A, B ja C kautta.

3.2 Valissaolon aksioomat

Toisessa osassa otetaan mukaan uusi kisite, vdlissdolo. Vilissdoloa merkitaan

A x B x C jaluetaan "piste B on pisteiden A ja C vdilissd".

Aksiooma 3.4. Jos Ax B« (C, niin A, B ja C ovat kolme eri pistettd, jotka

sijaitsevat samalla suoralla ja lisdksi C' * B x A.



Aksiooma 3.5. Jos B ja D ovat eri pisteité, on olemassa pisteet A, C ja E,
jotka sijaitsevat suoralla ﬁ siten, ettd Ax Bx D, BxCxD jaBxD x FE.

Kuva 3.2: Aksiooma 3.5

Aksiooma 3.6. Jos A, B ja C ovat kolme eri pistetti, jotka kaikki sijaitsevat

samalla suoralla, vain yksi pisteistd on kahden muun vilissa.

Maaritelmd 3.1. Pisteet A ja B luokitellaan samalla puolella suoraa [ ole-
viksi, jos jana AB ei leikkaa suoraa [. Vastaavasti pisteet A ja B luokitellaan

eri puolilla suoraa [ oleviksi, jos jana AB leikkaa suoran [.

Aksiooma 3.7. Jokaiselle suoralle [ ja pisteille A, B ja C, jotka eivit sijaitse
suoralla [, pitee seuraavat ehdot:

(i) Jos pisteet A ja B ovat samalla puolella suoraa [ ja pisteet B ja C' ovat
samalla puolella suoraa [, niin pisteet A ja C' ovat samalla puolella suoraa .
(i) Jos pisteet A ja B ovat eri puolilla suoraa [ ja pisteet B ja C ovat eri

puolilla suoraa [, niin pisteet A ja C' ovat samalla puolella suoraa [.

B

/\C

Kuva 3.3: Tapaus i



Kuva 3.4: Tapaus ii

3.3 Yhtenevyyden aksioomat

Kolmannessa osassa otetaan kiayttoon yhienevyyden kisite. Janojen tapauk-
sessa merkitdin AB = CD ja luetaan jana AB on kongruentti eli yhté pitka
janan C'D kanssa. Kulmien tapauksessa merkitdin ZABC = ZDFEF ja lue-
taan kulma ZABC on kongruentti eli yhtd suuri kulman ZDFEF kanssa.

Aksiooma 3.8. Jos A ja B ovat madrittyja pisteitd ja A’ mielivaltainen
piste, jokaiselle puolisuoralle r, jotka ldhtevit pisteesti A’ on olemassa yksi-
kdsitteinen piste B’ puolisuoralla r siten, ettd B’ # A’ ja AB = A’B’ (kuva
3.5).

B

/ :

B/

A/

Kuva 3.5: Aksiooma 3.8



Aksiooma 3.9. Jos AB = CD ja AB = EF, niin CD = EF. Lisiksi

jokainen segmentti on itsensd kanssa kongruentti.

Aksiooma 3.10. Jos AxBxC, A/« B'x(C", AB = A'B’ ja BC = B'C’, niin
AC = A'C’ (kuva 3.6).

A’ B’ c’

Kuva 3.6: Aksiooma 3.10

T
Aksiooma 3.11. Olkoon Z/BAC mikd tahansa annettu kulma ja A'B’
mikd tahansa annettu puolisuora, joka lihtee pisteestd A’. On olemassa

vksikésitteinen puolisuora A’C” annetulla puolella janaa A’B’ siten, ettd
LB'A'C" = ZBAC (kuva 3.7).



Kuva 3.7: Aksiooma 3.11

Aksiooma 3.12. Jos LA = /B ja LA = ZC, niin /B = ZC. Lisdksi

jokainen kulma on itsensa kanssa kongruentti.

Aksiooma 3.13 (SKS). Jos kolmion kaksi sivua ja niiden vélinen kulma ovat
kongruentteja toisen kolmion kahden sivun ja niiden véalisen kulman kanssa,

ovat kolmiot kongruentit.

3.4 Hilbertin Euklidinen paralleeliaksiooma

Aksiooma 3.14. Jokaiselle suoralle [ ja pistelle P, joka ei sijaitse suoralla,
on olemassa enintddn yksi suora m, joka sisiltda pisteen P ja on yhdensuun-

tainen suoran [ kanssa (kuva 3.8).



Kuva 3.8: Aksiooma 3.14
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4 Maaritelméit ja apulauseet

Paralleeliaksiooman tarkastelun kannalta olennaisia méaaritelmié ovat suoran
kulman, yhdensuuntaisuuden ja kohtisuoruuden maaritelméat. Lisdksi tarkas-
telussa tarvitaan monia geometrian apulauseita, jotka esitellién ja todiste-
taan tissi kappaleessa. Tamé& kappale perustuu kirjan [2] lukuihin kolme,
nelji ja viisi.

Maiaritelmi 4.1. Kulmaa kutsutaan suoraksi kulmaksi, jos kulma ja sen

vieruskulma ovat kongruentteja.

m
C
)
A D B
i i k

Kuva 4.1: Suorat kulmat ZADC' ja ZC'DB ja kohtisuorat k ja m.

Kuvan 4.1 merkinnéin: Jos kulmat /BDA ja ZCDA ovat yhtésuuret,
ovat ne suoria kulmia. Lisdksi, kulmaa joka sisiltyy suoraan kulmaan eli on
pienempi kuin suora kulma, kutsutaan terdviaksi kulmaksi. Vastaavasti kul-
maa, johon siséltyy suora kulma eli on suurempi kuin suora kulma, kutsutaan

tvlpéksi kulmaksi.

Maaritelma 4.2. Suoria kutsutaan toisiaan kohtaan kohtisuoriksi, mikéli ne
leikkaavat pisteessi ja niiden viiliin muodostuva kulma on suorakulma (kuva
4.1).

Lause 4.1. Jokaiselle suoralle [ ja pisteelle P on olemassa kohtisuora pisteen

P kautta suoralle [.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd piste P ei sijaitse suoralla [. Olkoon A

ja B mitkd tahansa pisteet suoralla [ (insidenssin aksiooma 3.2). Pistetti
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P vastakkaisella puolella suoraa [ on olemassa puolisuora B siten, etté
LXAB = ZPAB (kongruenssin aksiooma 3.11). Lisdksi on olemassa pis-
te P’ puolisuoralla AX siten, ettd AP’ = AP (kongruenssin aksiooma 3.8).

——
Merkitédén suora PP’ ja tdmén leikkauspiste ) suoran [ kanssa (kuva 4.2).

P

P/

Kuva 4.2: Lauseen 4.1 todistus

Jos ) = A, on suora W kohtisuorassa suoran [ kanssa kohtisuoruuden
madritelmén 4.2 perusteella. Jos taas Q # A, on APAQ = AP'AQ SKS-
aksiooman 3.13 perusteella ja ZPQA = ZP'QA eli PP’ on kohtisuorassa
suoraa [ kohtaan kohtisuoruuden méaritelmén 4.2 perusteella.

Oletetaan seuraavaksi, ettd piste P sijaitsee suoralla [. Voidaan valita mie-
livaltainen piste, joka ei sijaitse suoralla [, ja toistaa aikaisempi konstruk-
tio, muodostaen kohtisuoran suoralle [. Tdmén jilkeen voidaan kongruenssin

aksiooman 3.11 perusteella luoda toinen suorakulma suoralle [, pisteeseen
P. -
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Lause 4.2 (Vieruskulmalause). Vieruskulmien summa on suuruudeltaan

kaksi suoraa kulmaa. Kuvan 4.3 merkinnéin a + [ = 180°.

Kuva 4.3: Vieruskulmat.

Todistus. Olkoon k suora, jolla sijaitsee jana AB. Konstruoidaan janalle AB
kohtisuora m pisteeseen D. Merkitidan piste C suoralle m ja piste E, joka ei

sijaitse kummallakaan suoralla. Piirretddn jana DE. Tarkastellaan nyt kuvan

4.4 tilannetta.

Kuva 4.4: Suora k, kohtisuora m ja jana DE.

Nyt ZADC ja ZCDB ovat suoria kulmia, silli C' sijaitsee kohtisuoral-
la m. Lisdksi kulma ZCDB siséltad kulmat ZCDFE ja ZEDB sekid kulma
LADEFE siséltad kulmat ZADC ja ZCDE. Yhtdlomuodossa kulmalle ZCDB

saadaan:

£LCDB = LCDE + ZEDB.

Lisatdan molemmille puolille ZADC:"

13



/ADC + £CDB = ZADC + ZCDE + ZEDB.
Koska ZADE = ZADC + ZCDE, saadaan
/ADC+ /CDB = /ZADE + ZEDB.

Nain ollen vieruskulmat ZADFE ja ZEDB ovat yhteensd yhtasuuret kuin
kaksi suoraa kulmaa.

Tapauksessa, jossa E sijaitsisi kohtisuoralla k, olisivat vieruskulmat ZADE
ja ZEDB yhtiasuuret eli kumpikin suoria kulmia ja yhdessi kaksi suoraa

kulmaa. O

Lause 4.3 (SKK). Kolmiot, joiden kaksi kulmaa ja yksi sivu ovat yhtésuuret,

ovat kongruentteja.
Todistus. Todistus ohitetaan.

Lause 4.4 (Ristikulmalause). Kahden suoran leikkauspisteeseen muodostu-

vat vastakkaiset kulmat, eli ristikulmat, ovat yhtasuuret.

Kuva 4.5: Ristikulmat.

Todistus. Olkoot AB ja DC toisiaan leikkaavat janat, jotka sijaitsevat suo-

rilla £ ja m kuvan 4.6 mukaisesti.

14



Kuva 4.6: Leikkaavat janat AB ja DC.

Nyt kulmat ZAEC ja ZCEB seki ZCEB ja ZBED ovat vieruskulmia.

Yhtalomuodossa saadaan vieruskulmalauseen 4.2 nojalla:
JAEC + ZCEB = 180°
LCEB+ ZBED = 180°
Joten
AEC+ Z/CEB=/CEB+ ZBED
/JAEC = ZBED.

Vastaavasti ZDEA ja ZAEC sekd ZAEC ja ZCEB ovat vieruskulmia.

Yhtalomuodossa saadaan vieruskulmalauseen 4.2 nojalla:
/DEA+ ZAEC = 180°
/AEC + ZCEB = 180°
Joten
/DEA+ /AEC = ZAEC + /CEB

/DFEA = /ZCEB.

15



]

Konstruktio 4.1 (Janan keskipiste). Olkoon AB annettu jana. Tehtéving
on midrittdd janan keskipiste M. Valitaan mielivaltainen piste C' janan ulko-
puolelta. Muodostuu kulma ZC AB. Kongruenssin aksiooman 3.11 nojalla on
olemassa kulman /C AB kanssa kongruentti kulma pisteessi B ja kongruens-
sin aksiooman 3.8 nojalla on olemassa myds piste D tdmén kulman sivulla
siten, ettd AC' = BD. Merkitddn jana C'D ja leikkauspiste M (kuva 4.7).
Nyt ristikulmalauseen 4.4 ja SKK lauseen 4.2 perusteella kolmiot AAMC' ja
ABM D ovat kongruentteja, eli AM = MB.

Kuva 4.7: Janan keskipisteen konstruktio.

Lause 4.5 (Ulkokulmalause). Kolmion miké tahansa ulkokulma on suurempi

kuin kumpikaan kahdesta muusta sisdkulmasta.

16



Todistus. Olkoon AABC' annettu kolmio. Osoitetaan, ettd kulman ZB ul-
kokulma on suurempi kuin kulma ZA ja ZC. Jatketaan kolmion sivut AB
ja OB suoriksi ¢ ja s, ja merkitddn kolmion kulman /B ulkokulma ~ (kat-
so kuva 4.8). Merkitdén kolmion sivun C'B keskipiste M (konstruktio 4.1).
Piirretddn jana AM ja jatketaan janaa AM pisteeseen D asti siten, ettd

AM = MD (kongruenssin aksiooma 3.8). Lopuksi piirretdéin jana BD.

Kuva 4.8: Ulkokulmalauseen todistus.

Nyt kolmiot AAMC ja ADMB ovat SKS-aksiooman (Aksiooma 3.13)
nojalla kongruentteja, koska AM = M D, CM = MB ja ristikulmat ZAMC
ja ZDM B yhtésuuret (Lause 4.4.). Erityisesti kulmat ZMCA ja ZMBD
ovat yhtasuuret. Koska kulma ZM BD on osa ulkokulmaa -, on se pienempi
kuin kulma .

Tehdaan vastaava konstruktio sivulle AB kuvan 4.9 merkinndéin:

17



Kuva 4.9: Ulkokulmalauseen todistus.

Nyt kolmiot AAEC ja ABFEF ovat kongruentteja SKS-aksiooman 3.13
nojalla ja kulmat ZC'AE ja ZFBE ovat yhtiasuuret. Kulma ZFBFE on osa

kulmaa ~ ja siten pienempi kuin kulma ~. O]

Lause 4.6 (Vuorokulmalause). Jos jana leikkaa kahta suoraa ja muodostu-
vat vuorokulmat ovat yhtdsuuret, ovat suorat yhdensuuntaiset. Kuvan 4.10

merkinnéilli o = 8 = k|| m.

18



Kuva 4.10: Vuorokulmat.

Todistus. Tehddian vastaoletus. Oletetaan, ettd suorat eivit ole yhdensuun-
taiset. Nyt yhdensuuntaisuuden méaritelmén 2.1 nojalla niilld on leikkauspis-
te. Piirretdén leikkaavat suorat k ja m ja niitd molempia leikkaava jana AB.
Merkitdan janan AB ja suorien k ja m leikkauspisteet C' ja D sekd muodos-
tuvat vuorokulmat « ja 3. Merkitidin suorien k& ja m leikkauspiste E. Katso
kuva 4.11.

Kuva 4.11: Leikkaavat suorat k ja m, sekd niité leikkaava jana AB.

Tarkastellaan muodostunutta kolmiota ADFEC. Jos nyt a = 3, syntyy

ristiriita ulkokulmalauseen 4.5 kanssa, silld ulkokulmalauseen mukaan on ul-
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kokulman « oltava suurempi kuin sisikulman S. Néin ollen suorien k ja m

on oltava yhdensuuntaiset. O]

Lause 4.7 (Vuorokulmalauseen seuraus 1.). Mikili kaksi suoraa m ja [ ovat
kohtisuorassa kolmatta suoraa t kohtaan, ovat suorat m ja [ yhdensuuntaiset.
Téten pisteen P, joka ei sijaitse suoralla [, kautta kulkeva kohtisuora suoralle

[ on yksikasitteinen.

Todistus. Jos m ja [ ovat kohtisuorassa suoraa ¢t kohtaan, ovat molemmat

vuorokulmat suoria kulmia ja siten kongruentteja. O

Lause 4.8 (Vuorokulmalauseen seuraus 2.). Olkoon [ suora ja P piste joka
ei sijaitse suoralla [. On olemassa vihintdan yksi suora m, joka kulkee pisteen

P kautta ja on yhdensuuntainen suoran [ kanssa (kuva 4.12).

Todistus. Lauseen 4.1 nojalla on olemassa suora t, joka kulkee pisteen P
kautta ja on kohtisuorassa suoraa [ kohtaan. Vastaavasti on olemassa suora
m, joka kulkee pisteen P kautta ja on kohtisuorassa suoraa t vastaan. Koska
[ ja m ovat molemmat kohtisuorassa suoraa t kohtaan, Vuorokulmalauseen

seurauksen 4.7 mukaan suorat [ ja m ovat yhdensuuntaisia.

Kuva 4.12: Suorat m ja [, sekd niité leikkaava suora t.
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Maaritelma 4.3. Nelikulmiota OABCD (kuva 4.13), jossa vierekkéiset kul-
mat ZA ja /B ovat suoria kulmia, kutsutaan puolisuoraksi nelikulmioksi. Si-
vua AB kutsutaan kannaksi ja sivua C'D huipuksi. Vastaavasti nelikulmion

kulmia kutsutaan kanta- tai huippukulmiksi.

Kuva 4.13: Nelikulmio OABCD

Liséksi nelikulmiota, jonka kantakulmat ovat suoria kulmia ja viereiset
sivut (kuvassa 4.13 C'A ja DB) ovat kongruentteja, kutsutaan Saccherin
nelikulmioksi. Saccherin nelikulmio voidaan konstruoida annetulle janalle
konstruoimalla kahteen pisteeseen kohtisuora ja kongruenssin aksiooman 3.8

avulla voidaan valita sivut kongruenteiksi.

Lause 4.9 (SSS). Kolmiot, joiden kolme vastinsivua ovat yhtiasuuret, ovat

yhtenevit.
Todistus. Todistus ohitetaan.

Lause 4.10 (Saccheri I). Huippukulmat Saccherin nelikulmiossa ovat
kongruentteja keskenddn (kuvassa 4.13 ZC' = £D).

Todistus. Tarkastellaan Saccherin nelikulmiota (kuva 4.14).
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Kuva 4.14: Saccherin nelikulmio.

Hypoteesin ja SKS-aksiooman 3.13 perusteella ADBA = ACAB. Liséksi
SSS-lauseen perusteella ADCB = ACDA. Niin ollen kulmien summauksen
perusteella ZC = ZD. O

Lause 4.11. Puolisuorassa nelikulmiossa pidempi sivu on suurempaa huip-

pukulmaa vastapaata.

Todistus. Olkoon JABDC puolisuora nelikulmio (kuva 4.15).

A—| |_B

Kuva 4.15: Puolisuora nelikulmio.

Oletetaan ensin, ettd BD > AC. Nyt on olemassa piste F pisteiden B
ja D vilissa siten, ettd AC' = BE ja muodostuva (JABEC on Saccherin
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nelikulmio. Lauseen 4.10 mukaan ZACE = ZBEC'". Ulkokulmalauseen mu-
kaan Z/BEC > /D, eli myos ZACFE > ZD. Lisdksi ZACFE sisdltyy kulmaan
ZACD, eli /D < LZACE < ZACD, kuten pitikin olla. Oletetaan seuraa-
vaksi, ettd C' > D. Tehdddn vastaoletus, ettd BD ei ole pidempi kuin AC),
eli BD < AC tai BD = AC'. Ensimmaéinen tapaus on ristiriidassa ylldolevan
todistuksen kanssa ja kongruenssin tapauksessa JABDC' on Saccherin neli-
kulmio, eli C' ja D ovat kongruentteja miki on ristiriidassa oletuksen kanssa,
eli BD > AC. O

Lause 4.12 (Lauseen 4.11 seuraus). Olkoon ZV annettu terdvé kulma, piste
Y mielivaltaisesti kulman £V sivulla ja piste Y’ samalla sivulla siten, ettd
VY xY’. Olkoon lisiksi kohtisuorat pisteistd Y ja Y’ kulman toiselle sivulle

ja merkitdéin kohtisuorien kannoiksi X ja X’. Nyt kuvassa 4.16 havainnollis-

tetussa tilanteessa pétee Y/ X' > Y X.
/

Kuva 4.16: Kulma £V ja konstruoitu puolisuora nelikulmio X XYY’

Todistus. Ulkokulmalauseen nojalla kulmat ZVY X ja ZVY’'X’ ovat tera-
via kulmia. Liséksi kulma ZY'Y X on kulman ZVY X vieruskulmana tylppé
kulma, ja siten my6s suurempi kuin ZVY’X’. Nyt kdiyttadmalld lausetta 4.11
puolisuoraan nelikulmioon OX XYY’ saadaan Y'X' > Y X. m
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Maaritelma 4.4. Nelikulmiota, jonka kulmista vihintdén kolme ovat suoria
kulmia, kutsutaan Lambertin nelikulmioksi. Jaljelle jadvaa kulmaa kutsutaan

neljanneksi kulmaksi.

Lause 4.13. Lambertin nelikulmion neljinnen kulman viereiselle sivulle pé-
tee:

i) Jos neljds kulma on terdvi kulma, sen sivu on pidempi, kuin vastakkainen
sivu.

ii) Jos neljis kulma on suora kulma, sen sivu on kongruentti vastakkaiseen
sivuun.

iii) Jos neljis kulma on tylppéd kulma, sen sivu on lyhyempi, kuin vastakkai-

nen sivu.
c D
[ |’
A _| |_B
Kuva 4.17: Lambertin nelikulmio.
Todistus. Seuraa lauseesta 4.11. O
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5 Paralleeliaksiooma

5.1 Historia

Eukleides Aleksandrialainen esitteli paralleeliaksiooman ensimmaéista kertaa
kirjassaan Alkeet|1] noin 300 eaa. Téstd ldhtien noin kaksi tuhatta vuotta
paralleeliaksiooma oli kiistelty aksiooma, silli monet matemaatikot nakivit
paralleeliaksiooman tarpeettomana. Aksiooman kriteerind on riippumatto-
muus muista valituista aksioomista, joten monet matemaatikot pyrkivit joh-
tamaan paralleeliaksiooman neljésta ensimmaisestd Eukleideen aksioomasta.
Yksi tunnettu geometrian lause ja ekvivalentti paralleeliaksiooman muoto on,
ettd tasossa sijaitsevan kolmion kulmien summa on 180 astetta. Ndin ollen
matemaatikot Saccheri ja Legendre yrittivit osoittaa paralleeliaksiooman tar-
peettomaksi todistamalla, ettd kolmion kulmien summa on 180 astetta kiyt-
tamatta paralleeliaksioomaa. Téssa he eivit kuitenkaan onnistuneet, silla he
pystyivit todistamaan vain, ettd kolmion kulmien summa on enintddn 180
astetta, kun paralleeliaksiooma ei ole voimassa. Nikolai Lobachevskyn julkai-
sut imaginaérisestd geometriasta vuosina 1835, 1836 ja 1856 sisélsivit todis-
tuksen paralleeliaksiooman riippumattomuudelle ja 1800-luvun lopulla paral-
leeliaksiooma hyviksyttiin yleisesti aksioomaksi. Pitkin paralleeliaksiooman
tutkimuksen myota alettiin tarkastelemaan myo6s epi-Euklidisia geometrioi-

ta, joissa paralleeliaksiooma ei ole voimassa.

5.2 Eukleideen paralleeliaksiooma ja Hilbertin parallee-

liaksiooma

My6éhemmin Euklidisen geometrian tutkimuksessa yleistyi David Hilbertin
aksioomasysteemi, jossa yksi aksioomista on Hilbertin paralleeliaksiooma.
Ennen paralleeliaksiooman ekvivalenttien muotojen tarkastelua on mielekés-

td todistaa Eukleideen ja Hilbertin paralleeliaksioomat ekvivalenteiksi.

Lause 5.1. Eukleideen paralleeliaksiooma on ekvivalentti Hilbertin parallee-

liaksiooman kanssa.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd Hilbertin paralleeliaksiooma on voimassa ja
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tarkastellaan Eukleideen paralleeliaksiooman tilannetta: Konstruoidaan kol-
me suoraa [, m ja t siten, ettd suora t leikkaa suoria [ ja m. Muodostetaan
konstruktio siten, ettd sisikulmien summa on alle 180°. Kdytetddn kuvan 5.1

merkint6ja.

Kuva 5.1: Eukleideen paralleeliaksiooma.

Olkoon siis:
a+ [ < 180°.
Lisdksi vieruskulmalauseen 4.2 nojalla
o+ = 180°.
Niista kahdesta yhtdlostd saadaan
B < 180° —a = 1.

Konstruoidaan seuraavaksi pisteen B’ kautta kulkeva suora ja sille piste
C' siten, ettd kulma ~ ja kulma ZC’'B’B ovat kongruentteja vieruskulmia

(kongruenssin aksiooma 3.11) (Kuva 5.2).
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Kuva 5.2: Eukleideen paralleeliaksiooma.

Vuorokulmalauseen 4.6 nojalla jana B’C’ on yhdensuuntainen suoran [
kanssa. Nyt Hilbertin paralleeliaksiooman 3.14 mukaan suorat m ja [ leik-
kaavat toisensa, koska m ei ole yhdensuuntainen suoran [ kanssa.
Todistetaan vield, ettd m leikkaa suoran [ pisteen C' puolella suoraa t. Teh-
déddn vastaoletus: suorat [ ja m leikkaavat pisteessd A, joka sijaitsee vastak-

kaisella puolella suoraa ¢ kuin piste C" (Kuva 5.3).
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Kuva 5.3: Vastaoletus.

Talld oletuksella kulma S on kolmion AABB’ ulkokulma. Kuitenkin
kulma (8 on pienempi kuin kolmion AABB’ sisikulma ~ ja timé& on ristirii-
dassa ulkokulmalauseen 4.5 kanssa. Joten suorat [ ja m leikkaavat toisensa
silld puolella suoraa ¢ missd kulmat « ja [ sijaitsevat ja lisiksi f < . Néin
ollen Fukleideen paralleeliaksiooma 2.5 seuraa oletuksesta, ettd Hilbertin

paralleeliaksiooma 3.14 on voimassa.

Oletetaan seuraavaksi, ettd Eukleideen paralleeliaksiooma on voimassa ja

tarkastellaan Hilbertin paralleeliaksiooman tilannetta (Kuva 5.4).
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t
P m
«
n
R 1
Q

Kuva 5.4: Hilbertin paralleeliaksiooma.

Olkoon suora t, joka kulkee pisteen P kautta ja suora [, joka on suoraa t
kohtaan kohtisuorassa, merkitdén suorien leikkauspisteeksi (). Olkoon liséiksi
suora m, joka kulkee pisteen P kautta ja on kohtisuorassa suoraa t kohtaan.
Vuorokulmalauseen seurauksen 4.7 mukaan suorat m ja [ ovat yhdensuun-
taisia. Olkoon n # m suora, joka kulkee my6s pisteen P kautta. Todistetaan
seuraavaksi, ettd n kohtaa suoran [: Olkoon « suorien n ja t viliin muodos-
tuva terdivd kulma (koska m # m, ei suoraa kulmaa voi muodostua, joten

vieruskulmalauseen 4.2 nojalla on olemassa kulma a < 90°). Nyt
a+ ZPQR < 90° + 90° = 180°.

Néin ollen Eukleideen paralleeliaksiooman mukaan suora n kohtaa suoran [

ja Hilbertin paralleeliaksiooma seuraa tasta. O]
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6 Ekvivalentit muodot paralleeliaksioomalle

Ajan saatossa on 16ydetty monta ekvivalenttia muotoa paralleeliaksioomalle.
Tassé kappaleessa todistetaan viisi aksioomaa ekvivalentiksi paralleeliaksioo-

man kanssa.

6.1 Kaanteinen vuorokulmalause

Lause 6.1. Hilbertin paralleelipostulaatti on ekvivalentti kiinteisen vuo-
rokulmalauseen kanssa (Ké##nteinen vuorokulmalause: Mikéli kaksi suoraa
ovat yhdensuuntaiset ja niitd leikkaa kolmas suora, muodostuvat vuorokul-

mat ovat kongruentteja).

Todistus. Oletetaan ensin, ettd kiddnteinen vuorokulmalause on voimassa ja
pyritdan todistamaan Hilbertin paralleeliaksiooma. Olkoon suora [ ja piste
P, joka ei sijaitse suoralla. Todistettavana on, ettd enintddn yksi suoran [
kanssa yhdensuuntainen suora sisdltdd pisteen P. Jatketaan konstruktiota
kohtisuoralla ¢ suoraa [ kohtaan siten, ettd ¢ sisdltdd pisteen P (Lause 4.1).
Konstruoidaan myds kohtisuora m suoraa t kohtaan pisteeseen P (Lause
4.1). Olkoon piste A suorien [ ja t leikkauspiste, piste B suoralla [ ja piste C'

suoralla m (kuva 6.1).
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Kuva 6.1: Konstruktio.

Tehdadn seuraavaksi vastaoletus Hilbertin paralleeliaksioomalle, eli olete-
taan, ettd on olemassa suora n joka sisiltai pisteen P ja on yhdensuuntainen

suoran [ kanssa. Olkoon D piste suoralla n (kuva 6.2).

Kuva 6.2: Konstruktio.

Nyt kddnteisen vuorokulmalauseen mukaan, koska n ja [ ovat yhden-
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suuntaisia ja kulmat ZBAP ja ZAPD ovat vuorokulmia, tulisi kulmien olla
kongruentteja. Mutta tdmé johtaa ristiriitaan Hilbertin paralleeliaksiooman
kanssa, silld kongruenssin aksiooman 3.11 mukaan m = n téssi tapauksessa.

Oletetaan seuraavaksi, ettd Hilbertin paralleeliaksiooma on voimassa ja
todistetaan, ettd kiddnteinen vuorokulmalause on voimassa. Olkoon suora [
ja sita leikkaava suora t. Olkoon lisdksi suora n joka on yhdensuuntainen
suoran [ kanssa (olemassa vuorokulmalauseen seurauksen 4.8 nojalla). Teh-
dédédn vastaoletus, ettd muodostuvat vuorokulmat ZBAP ja ZAPD eivit ole
kongruentteja. Nyt voidaan kongruenssin aksiooman 3.11 perusteella muo-
dostaa suora m siten, ettd kulmat Z/BAP ja ZAPC ovat kongruentteja.
Kéyttdmalld vuorokulmalausetta 4.6 ndhdéin ettd [ ja m ovat yhdensuun-
taisia, mutta tdméa johtaa ristiriitaan Hilbertin paralleeliaksiooman kanssa,
koska nyt on kaksi suoraa sisdltiden pisteen P ja yhdensuuntaisia suoraa [
kohtaan. O]
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6.2 Yhdensuuntaisia suoria leikkaava suora

Lause 6.2. Hilbertin paralleeliaksiooma on ekvivalentti seuraavan ehdon
kanssa: Jos suora leikkaa yhden kahdesta yhdensuuntaisesta suorasta, se leik-

kaa my0s toisen.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd Hilbertin paralleeliaksiooma on voimassa. Ol-
koon [ ja m yhdensuuntaisia suoria, ja ¢ suora, joka leikkaa suoran [ pisteessi
P (kuva 6.3).

Kuva 6.3: Konstruktio

Todistettavana on, ettd on my0s olemassa piste (), jossa suorat t ja m
leikkaavat. Tehdadn vastaoletus ja oletetaan, ettd tillaista pistettd ei ole,
joten t ja m ovat yhdensuuntaisia. Kuitenkin oletetun Hilbertin paralleeliak-
siooman mukaan on olemassa vain yksi suora, joka sisidltdd pisteen P ja on
yhdensuuntainen suoran m kanssa. Ristiriidan johdosta piste ) on oltava
olemassa, eli t leikkaa molemmat suorat [ ja m.

Oletetaan seuraavaksi: Jos suora leikkaa yhden kahdesta yhdensuuntaisesta
suorasta, se leikkaa myos toisen. Todistettavana on, etté oletuksen perusteel-
la Hilbertin paralleeliaksiooma on voimassa. Olkoon [ suora ja piste () joka
ei sijaitse suoralla [. Tehddan vastaoletus: on olemassa kaksi suoraa m ja n,

jotka sisiltavit pisteen @ ja ovat yhdensuuntaisia suoran [ kanssa (kuva 6.4).
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Kuva 6.4: Konstruktio.

Talloin m ja [ ovat yhdensuuntaisia ja suora n leikkaa suoraa m pisteessa
Q. Oletuksen mukaan suoran n taytyy myos leikata suora [, mutta tdmé on
ristiriidassa vastaoletuksen kanssa, jonka mukaan [ ja n ovat yhdensuuntaisia.

Néin ollen Hilbertin paralleeliaksiooma on voimassa. O]
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6.3 Yhdensuuntaiset suorat ja kohtisuora

Lause 6.3. Hilbertin paralleeliaksiooma on ekvivalentti seuraavan ehdon
kanssa: Jos suora leikkaa kahta yhdensuuntaista suoraa ja on kohtisuoras-

sa toista suoraa kohtaan, se on kohtisuorassa molempia suoria kohtaan.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd Hilbertin paralleeliaksiooma on voimassa. Ol-
koon t, [ ja m suoria siten, ettd t leikkaa yhdensuuntaisia suoria [ ja m. Li-
siksi ¢ on kohtisuorassa suoraa | kohtaan (kuva 6.5). Merkitddn suorien ¢ ja

m leikkauspiste Q).

Kuva 6.5: Konstruktio.

Vuorokulmalauseen seurauksen 4.8 perusteella on olemassa suora, joka
kulkee pisteen () kautta, on yhdensuuntainen suoran [ kanssa ja on kohti-
suorassa suoraa t kohtaan. Lisdksi Hilbertin paralleeliaksiooman perusteella
tdma suora on yksikdsitteinen, joten suora m on kohtisuorassa suoraa t koh-
taan.

Oletetaan seuraavaksi: Jos suora leikkaa kahta yhdensuuntaista suoraa ja on
kohtisuorassa toista suoraa kohtaan, se on kohtisuorassa molempia suoria
kohtaan. Tarkastellaan kuvan 6.5 tilannetta uudelleen ja oletetaan, ettd on
olemassa my0s suora n, joka kulkee pisteen () kautta ja on yhdensuuntainen

suoran [ kanssa (kuva 6.6).
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Kuva 6.6: Konstruktio.

Oletuksen mukaan ¢ on kohtisuorassa myos suoraa n kohtaan, mutta té-
mé on ristiriidassa kongruenssin aksiooman 3.11 kanssa, jonka mukaan suora,
joka kulkee pisteen () kautta ja on kohtisuorassa suoraa t kohtaan on yksi-

késitteinen. Taten m = n ja Hilbertin paralleeliaksiooma on voimassa. [
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6.4 Yhdensuuntaiset suorat ja kohtisuorat

Lause 6.4. Hilbertin paralleeliaksiooma on ekvivalentti seuraavan ehdon
kanssa: Jos k ja | ovat yhdensuuntaisia suoria ja suora m on kohtisuoras-
sa suoraa k kohtaan ja suora n on kohtisuorassa suoraa [ kohtaan, ovat m ja

n yhdensuuntaisia tai sama suora.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd Hilbertin paralleeliaksiooma on voimassa. Ol-
koon suorat k ja [ yhdensuuntaisia, suora m kohtisuorassa suoraa k kohtaan

ja n kohtisuorassa [ kohtaan. Oletetaan liséksi, ettd m # n (kuva 6.7).

Kuva 6.7: Konstruktio.

Aikaisemman lauseen 6.3 perusteella nyt m ja [ ovat kohtisuorassa toisi-
aan vastaan, joten m ja n ovat molemmat kohtisuorassa suoraa [ kohtaan.
Vuorokulmalauseen seurauksen 4.7 mukaan m ja n ovat yhdensuuntaisia.

Oletetaan seuraavaksi: Jos k ja [ ovat yhdensuuntaisia suoria ja suora m
on kohtisuorassa suoraa k kohtaan ja suora n on kohtisuorassa suoraa [ koh-
taan, ovat m ja n yhdensuuntaisia tai sama suora. Oletetaan, ettd [ on suora
ja P on piste, joka ei sijaitse suoralla [. Nyt todistettavana on, ettd enintdan
yksi suora m pisteen P kautta, on yhdensuuntainen suoran [ kanssa. Lisdksi
vuorokulmalauseen seurauksen 4.8 nojalla on olemassa vihintddn yksi suora
pisteen P kautta, joka on yhdensuuntainen suoran [ kanssa. Olkoon n suora

pisteen P kautta, joka on yhdensuuntainen suoran [ kanssa. Tehtdviana on to-
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distaa m = n. Olkoon t suora pisteen P kautta joka on kohtisuorassa suoraa

[ kohtaan. Olkoon ) suorien ¢ ja [ leikkauspiste (kuva 6.8).

Kuva 6.8: Konstruktio.

Olkoon nyt s pisteen P kautta kulkeva suora, joka on kohtisuorassa suo-
raa n kohtaan. Koska ¢ on kohtisuorassa [ kohtaan, s on kohtisuorassa n
kohtaan, ja [ ja n ovat yhdensuuntaisia, on oltava joko s =t tai s ja t ovat
yhdensuuntaisia. Mutta P on suorilla ¢ ja s, joten ne eivit voi olla yhden-
suuntaisia, joten s = t. Mutta kongruenssin aksiooman 3.11 takia suora joka
kulkee pisteen P kautta ja on kohtisuorassa suoraa t kohtaan on yksikésit-
teinen ja molemmat m ja n kulkevat pisteen P kautta ja ovat kohtisuorassa

suoraa t kohtaan, joten m = n. O]
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6.5 Kolmion kulmien summa

Lause 6.5. Jos Hilbertin paralleeliaksiooma on voimassa, jokaisen kolmion

kulmien summa on 180°.

Todistus. Tarkastellaan mielivaltaista kolmiota AABC. Vuorokulmalauseen
seurauksen 4.8 nojalla on olemassa suora [ joka kulkee pisteen B kautta ja
on sivun AC kanssa yhdensuuntainen. Merkitdin muodostuneet kulmat «,
B, v jad (Kuva 6.9).

Kuva 6.9: Kolmio ABC' ja suora .

Aikaisemmin todistettiin, ettd kidnteinen vuorokulmalause on ekvivalent-
ti Hilbertin paralleelipostulaatin kanssa (Lause 6.1). Nyt kidanteisen vuoro-
kulmalauseen nojalla o« = B ja v = . Pisteessd B olevat kolme kulmaa
muodostavat yhdessd oikokulman, eli 180°. Koska kulmat a ja ~ ovat kol-
mion kahden kulman kanssa kongruentteja ja kulma ZABC on yksi kolmion

kulmista, on kolmion kulmien summa 180°. O

Jotta edeltidva lause voidaan todistaa toiseen suuntaan, on otettava kayt-

toon Aristoteleen kulman rajoittamattomuuden aksiooma.

Aksiooma 6.1 (Aristoteleen kulman rajoittamattomuuden aksiooma). An-
netun terdvin kulman sivun ja minka tahansa janan AB tapauksessa on ai-

na valittavissa piste Y sivulta seuraavasti: Jos toiselle sivulle konstruoidaan
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kohtisuora, joka kulkee pisteen Y kautta ja kantana on piste X, on jana XY

pidempi kuin AB.

Lause 6.6. Eukleideen paralleeliaksiooman ollessa voimassa on Aristoteleen

kulman rajoittamattomuuden aksiooma voimassa.

Todistus. Oletetaan, ettd Eukleideen paralleeliaksiooma on voimassa. Olkoon
a annettu terdvd kulma ja AB mielivaltainen jana. Olkoon lisdksi o kul-
man « komplementtikulma, eli o + o/ = 90°. Valitaan puoli janasta AB
ja konstruoidaan télle puolelle pisteeseen A kulma o' ja pisteeseen B suo-
rakulma (kongruenssin aksiooma 3.11). Nyt Eukleideen paralleeliaksiooman
mukaan konstruoitujen kulmien sivut kohtaavat valitulla puolella pisteessi
C ja lauseen 6.5 nojalla a = ZC. Olkoon seuraavaksi piste Y siten, ettd
C x A xY ja konstruoidaan pisteestd Y puolisuoralle C@ kohtisuora (kuva
6.10). Lauseen 4.12 nojalla Y X > AB.

Kuva 6.10: Konstruktio janalle AB.

O

Lause 6.7. Jos kolmion kulmien summa on 180° ja Aristoteleen kulman
rajoittamattomuuden aksiooma on voimassa, on Hilbertin paralleeliaksiooma

voimassa.
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Todistus. Oletetaan, ettd kolmion kulmien summa on 180 astetta. Palataan
kuvan 6.1 konstruktioon. Olkoon piste Y pisteestd P ldahtevilla puolisuoralla
n. Kyseessé oleva puolisuora n on pisteesti, P lihtevin puolisuoran m ja pis-
teestd P ldhtevin puolisuoran ]@ vilissd. Konstruoidaan kohtisuorat (Lause
4.1) pisteestd Y suorille m ja ¢ ja merkitdéin kohtisuorien kannoiksi X ja S

kuvan 6.11 mukaisesti.

t
P X m
S Y
n
Q 1

Kuva 6.11: Konstruktio.

Koska kohtisuora Y3 on yhdensuuntainen suoran m kanssa (Vuorokulma-
lauseen seuralauslause 4.7), on piste S samalla puolella suoraa m, kuin piste
Y. Liséksi, koska kolmion kulmien summa on 180 astetta, on muodostunut
nelikulmio CJX PSY suorakulmio, koska se voidaan ndhdé kahtena kolmiona
ASPY ja AYPX ja kolme nelikulmion kulmista ovat suoria kulmia, joten
jaljelle jaava kulma /Y on oltava suuruudeltaan 90 astetta. Téstd johtuen
sivut PS ja XY ovat kongruentteja lauseen 4.13 nojalla. Kéytetdin seu-
raavaksi Aristoteleen aksioomaa: On olemassa piste Y suoralla n siten, ettd
XY > PQ, eli Px(@Q xS. Koska pisteet Y ja S ovat samalla puolella suoraa

[, on suora n kohdannut suoran [ (Hilbertin paralleeliaksiooma). O
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