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Tutkielmassa keskitytddn kolmioiden geometriaan. Tutkielma on kirjoitettu aiheesta kiin-
nostuneneille, joilla on kuitenkin hyvit pohjatiedot geometrian perusteista. Tamén esityk-
sen ldhestymistapa on intuitiivinen eli koulugeometrinen. Teoriaa ei siis ldhdetd raken-
tamaan aksioomien pohjalta, vaan joitakin kisitteitd ja niitd koskevia tuloksia oletetaan
tunnetuiksi, kuten esimerkiksi pisteet, suorat, pituus, suunta, verrannollisuus sekd kol-
mioiden ominaisuudet.

Peruskisitteiden ja tulosten jdlkeen kisitellidn Menelauksen lausetta, jolle esitetddn kaksi
todistusta. Tamén jilkeen esitetddn Cevan lause, jonka todistamiseen on kiytetty Mene-
lauksen lausetta seki toisena tapana yhdenmuotoisia kolmioita. Tamaén lisdksi kisitelldin
van Aubelin lausetta, joka tdydentdad Cevan lausetta.

Tamaén jilkeen esitellddn kolmion merkilliset pisteet ja niihin liittyvid tuloksia. Sitd seu-
raavassa luvussa annetaan sitten merkillisid pisteitd koskevat lauseet ja niiden tarkat to-
distukset. Lisdksi kiyddin aiheeseen liittyvid esimerkkeji lipi.

Jokaiseen tulokseen on lisitty linkki, josta paédsee tutkimaan ja havainnollistamaan tuloksia
interaktiivisten kuvien avulla. Kyseiset interaktiiviset kuvat on tehty GeoGebralla.

Asiasanat: Yhtenevyys, yhdenmuotoisuus, Menelaus, Ceva, kolmion merkilliset pisteet.
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1 Johdanto

Geometria (kreikaksi yew et pLa; geo = *maa’ ja metrein="mitata’) on matematiikan ala,
joka tutkii kuvioita ja kappaleita ja niiden ominaisuuksia. Geometria on vanhin matema-
tiikan ala, jota on pyritty esittiméédn aksiomaattisesti. Aksiomaattinen geometria koostuu
madrittelemattomista peruskasitteista (piste, suora, jne.), sekd perusoletuksista (aksioomat
eli postulaatit).

Ensimmadinen, joka ldhestyi geometriaa aksiomaattisesti, oli Eukleides Aleksandrialainen
(325-265 eaa.). Hénen kirjoittama kirja Stoikheia (Alkeet), joka julkaistiin noin 300 eaa.,
oli ensimmaisid teoksia, jossa geometriaa on pyritty todistamaan loogisella péittelylla
tietyistd perusolettamuksista ldhtien, eikd kuvien ja oletuksien avulla. Myohemmin on
kuitenkin osoittatunut, ettd Eukleideen postulaatit eivit olleet tdysin ristiriidattomia eivét-
ki tulokset tdysin patevid. Nditd on kuitenkin myohemmin kehitetty ja korjattu.

Tdma tutkielma perustuu pitkélti Tero Harjun luentomonisteeseen Geometria [2] sekd
Matti Lehtisen luentomonisteeseen Geometrian perusteita [4]. Tutkielma on suunnattu ai-
heesta kiinnostuneille, jotka haluavat perehtyi kolmioiden geometriaan.

Tutkielmassa on kuvioiden piirtimiseen kaytetty ilmaista selainohjelmaa GeoGebraa [1].
Tamaén lisdksi on jokaiseen todistukseen liitetty sitd vastaava "interaktiivinen kuva", joka
10ytyy linkistad (kuvatekstissd). Linkin takaa 10ytyy siis kuva, jossa voi liikuttaa kuvioiden
pisteitd ja suoria. Pisteitd ja suoria liikuttamalla, voidaan huomata, ettd lauseet tosiaan
pitdvit paikkansa, oli kolmio millainen tahansa. Seuraavasta linkistd 10ytyvit kuitenkin
kaikki sdhkoiset materiaalit: https://www.geogebra.org/u/vjendite.



2 Peruskasitteita

Téssd osiossa kerrataan Euklidisen geometrian peruskisitteitd seki niiden vilisid yhteyk-
sid. Euklidinen geometria on geometrian osa-alue, joka tutkii tasoa ja kolmiulotteista
avaruutta. Esitellddn seuraavaksi mééritelmid ja tuloksia, joita tullaan tarvitsemaan jat-
kossa. Paasaintoisesti tuloksien todistuksia ei ole esitetty, muttta kiinnostunut lukija voi
tarkastella niitd lahemmin lahteissi [2] ja [4].

2.1 Pisteet ja suorat

Pisteitd, jotka sijaitsevat Euklidisella tasolla [E merkitdén tassd tutkielmassa isoilla kirjai-
milla A, B, C' ... Merkitidin suorat pienilld kirjaimilla kuten esimerkiksi ¢, a, b... Jos piste
P on suoralla ¢, merkitddn se P € (. Jos P ¢ {, on télloin piste P suoran ¢ ulkopuolella.

Pisteet ovat kollineaariset, jos pisteet Py, P, ..., P,,n > 2, ovat samalla suoralla a. Tél-
16in merkitddn a = ((Py, P, ..., Py,).

Jos suorilla on yhteinen piste, sanotaan etti suorat leikkaavat. Vastaavasti, jos esimerkiksi
suorilla @ ja b ei ole yhteisid pisteitd, ovat suorat yhdensuuntaisia. Kdytetddn suorien
yhdensuuntaisuudesta merkintdé a||b. Talloin joko a = b tai a N b = (). Toisin sanoen
suorat a ja b ovat joko indenttiset tai ne eivit leikkaa koskaan. Vastaavasti, jos suorat a ja
b eivit ole yhdensuuntaisia, merkitdén a J b. Tamén liséksi tietystd pisteestd alkavaa, vain
toiseen suuntaan rajattomasti jatkuvaa, suoraa viivaa kutsutaan puolisuoraksi.

Mairitelma 2.1. Jokaista kahta eri pistettd P ja ) kohden on olemassa tarkalleen yksi
sellainen suora ¢( P, @), ettd P € (ja@Q € (. Suorasta {( P, )) kéytetdin jatkossa merkintid

PQ.

Miaritelma 2.2. Jokaisella suoralla ¢ on ainakin kaksi pistettd. Lisdksi tasossa on ainakin
kolme pistettd, jotka eivit ole saman suoran pisteitd.

Janalla on alku- ja loppupiste, jotka ovat suoralla. Janaan kuuluvat kaikki pditepisteiden
vilissd olevat pisteet seki itse padtepisteet. Janaa merkitddn sen padtepisteiden avulla,
kuten esimerkiksi jana A B. Vaikka suoraa ja janaa merkitdan samalla tavalla, myohemmin
ndistd puhuttaessa kerrotaan, kummasta on kyse.

2.1.1 Paralleelipostulaatti

Euklidisessa geometriassa on eris keskeinen oletus. Tété oletusta sanotaan paraleellipos-
tulaatiksi. Paralleelipostulaatin esittimiseksi annetaan ensin neljd Eukleideen geometrian
postulaattia. Postulaatilla tarkoitetaan todeksi uskottua oletusta, jonka pohjalta teoriaa
voidaan ldhted rakentamaan.

Postulaatti 2.3. Kaksi pistettd voidaan yhdistdd yhdelld janalla.
Postulaatti 2.4. Jokainen jana voidaan jatkaa suoraksi.
Postulaatti 2.5. Jos kaksi pistettd on annettu, voidaan piirtdd ympyré, jonka keskipiste on

toinen pisteistd ja kehipiste on toinen pisteista.
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Postulaatti 2.6. Kaikki suorakulmat ovat yhtéisuuria.
Esitellddn seuraavaksi paraleellipostulaatti.

Postulaatti 2.7. Olkoon piste P suoran ¢ ulkopuolella. Talloin pisteen P kautta kulkee
tasmilleen yksi suora, joka on suoran ¢ suuntainen suora. Jos P on suoralla ¢, eli P € /,
niin kysytty suora on suora / itse.

Seuraavat ehdot ovat paralleelipostulaatin kanssa yhtipitavid [3]. Ehtoja ei todisteta, mutta
niiden todistukset 10ytyvit Lehtisen luentomonisteestaa [4].

Ehto 2.8. Olkoon suorat a ja b yhdensuuntaisia suoria. Jos suora ¢ leikkaa suoraa a,
leikkaa se my0s suoraa b.

Ehto 2.9. Olkoon suorat a ja b yhdensuuntaisia suoria. Jos suora ¢ leikkaa suoraa a
kohtisuoraan, leikkaa se myos suoraa b kohtisuoraan.

2.2 Pituus ja suunta

Koska suora on molempiin suuntiin rajattomasti jatkuva suora viiva, on suoralla aina kaksi
suuntaa. Suunta voidaan tilanteen mukaan valita, ja jos niin tehddin on suora suunnattu.
Silloin kun valitaan suunnaksi esimerkiksi A — B, eli menniin pisteestd A pisteeseen B,
voidaan suora merkitd seuraavasti: 7(14, B). Vastaavasti, jos suunnatun suoran ¢ (A, B)
jana AB on suunnattu, niin voidaan se merkiti seuraavasti: AB.

Miaritelma 2.10. Jokaisella suunnatulla janalla on myos pituus, josta kdytetdan merkintdd
| AB|. Janan pituus riippuu valitusta suunnasta seuraavasti:

AB| — —|BA|.

Suunnatut janat AB ja B A ovat siis toistensa vastajanoja, joten ndiden pituudet ovat tois-
tensa vastalukuja. Suunnatun janan pituus voi siis olla negatiivinen.

Jatkossa kuitenkin, yksinkertaisuuden vuoksi, kédytetddn janalle AB ja sen pituudelle sa-
maa merkintii.

Kerrataan seuraavaksi janojen pituuksien ominaisuuksia, silloin kun jana ei ole suun-
nattu. Silloin, kun ajatellaan, ettid janalla ei ole suuntaa, niin janan pituus tulkitaan aina
positiiviseksi.

Lause 2.11. Kaikille tason E pisteille A,B,C pditee seuraavat ehdot:

(1) AB >0
(2)AB=0= A=8
(3) AB = BA

(4) AB< AC +CB
(5) AB=AC+CB < C € AB.



2.3 Verrannollisuus

Verrannollisuudella tarkoitetaan tidssd janojen vilistd rijppuvuutta, jota ilmaistaan yhté-
16114.

Seuraavan esimerkin tulos on hyvin luonnollinen ja intuition mukainen.

Esimerkki 2.12. Jos pisteet A ja B jakavat suunnatun janan P() samassa suhteessa, eli

PA PB
AQ  BQ’
niin A = B (kuva 1).
Q Q

Kuva 1: Pisteet A ja B, jotka jakavat suunnatun janan P(Q)

Lause 2.13. Olkoot suorat p, q ja r yhdensuuntaisia, p || q || r. Leikatkoon suora { suorat
D, q ja r pisteissid P,(Q ja R ja suora m samat suorat pisteissi P', Q" ja R’ kuvan 2
mukaisesti. Tdlloin

PQ B P/Q/

@ - QR

Kuva 2: Suorien verrannollisuus
https://www.geogebra.org/m/ftpn3pyz

Kiydiin seuraavaksi esimerkki ldpi, jossa kuvan 1 suorat ¢ ja m leikkaavat pisteessid P,
jolloin P = P'.
Esimerkki 2.14. Olkoon suorat ¢ = ¢(Q, Q') jar = ¢(R, R’) yhdensuuntaiset, eli ¢ || r.
Leikatkoon suorat ¢ ja m pisteessd P, jonka suora (suora p) on yhdensuuntainen suorien
¢ ja r kanssa. Jitetddn suora p kuitenkin merkkaamatta, koska P = P’, kuten kuvassa 3
ndhdién. Tilloin lauseen 2.13 mukaan

PR _ PQ+ QR :1+% :1+Q’R’ _ PQ '+ QR _ PR

PQ PQ PQ PQy PQy PQ"




Kuva 3: Suorien verrannollisuus

2.4 Kulmat

Kulma on kahden samasta pisteeestd (kdrki) alkavan puolisuoran (kyljet) rajoittama ta-
son osa. Kylkien vilistd aluetta kutsutaan aukeamaksi. Puolisuorat jakavat tason kahteen
osaan, joiden erottamiseksi kulmia merkitddn eri tavalla. Kulman merkinté aloitetaan il-
moittamalla jirjestyksessi ensin se piste, joka on oikealla kyljelld, karkipiste ja lopuksi
piste, joka on vasemmalla kyljelld. Kuvassa 4 huomataan merkinnédn vaikutus. Kulmaa
ABC merkitdin ZABC.

s )

(a) ZCBA (b) LABC

Kuva 4: Kulmien merkinnéan vaikutus
Jatkossa voidaan kulma ZABC' lyhentdd muotoon /B tai sitd voidaan merkitd my0s pie-

nelld kreikkalaisella kirjaimella, « (alfa), 8 (beeta), v (gamma) ja ¢ (delta), mikdli ndma
ovat asiayhteydessi selvia.

Kulman suuruutta mitataan monella eri tavalla, mutta tdssi tutkielmassa suuruus ilmoi-
tetaan asteina. Tamén lisdksi kdytetddn jatkossa kulmalle ja kulman suuruudelle sama
merkintédtapa.

Mairitelma 2.15. Kun kaksi kulmaa ovat vierekkiin siten, ettd niiden kirjet ja erinimiset
kyljet (eli vasen ja oikea kylki) yhtyvit ja toiset erinimiset kyljet ovat samalla suoralla,
ovat kulmat toistensa vieruskulmia. Tamén lisdksi on vieruskulmien summa 180°.

Kuvassa 5 on kulmien « ja 5 summa 180°.

Mairitelmi 2.16. Kun kaksi erisuuntaista suoraa leikkaavat, muodostuu nelja kulmaa.
Naistd vastakkaiset ovat ristikulmia. Ristikulmat ovat aina yhta suuret.
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Kuvassa 6 ovat kulmat « ja 3 sekd vy ja ¢ ristikulmia.

Y s
a
B a t
o} @ 5]

Kuva 5: Vieruskulmat Kuva 6: Ristikulmat

Kun suora r leikkaa suorat s ja ¢, muodostuu molempien leikkaupisteiden ympiérille neljdan
kulman joukko, kuten kuvassa 7 nahdéén.

Kuva 7: Samankohtaiset kulmat, missi s }f ¢

Kulmilla «, (3, v ja § on suora r oikeana kylkena. Téllaisia kulmia, joilla on sama suora
samannimisend kylkend, kutsutaan siis samankohtaisiksi kulmiksi.

Lause 2.17. Olkoot r, s ja t sellaisia suoria, ettd suora r leikkaa suorat s ja t, kuten
kuvassa 7 ja 8. Muodostuvat samankohtaiset kulmat ovat yhtdsuuret, jos ja vain jos suorat
s ja t ovat yhdensuuntaiset.

Kuva 8: Samankohtaiset kulmat, missi s || t jaaw =



Mairitelma 2.18. Suorat s ja t ovat kohtisuoria, jos niiden leikkaukseen muodostuvat
nelja kulmaa ovat kaikki yhtdsuuria eli 90°. Kohtisuorat suorat merkitdan s | ¢. Lisdksi
jos s L tja P €t,ontnormaali pisteestd P suoralle s.

Siirrytddn seuraavaksi ympyrian kehdkulmiin ja keskuskulmiin.

Olkoon ~ ympyrd, jonka keskipiste on O ja sdde r. Talldin merkitddn v = ~(O,r).
Olkoon tdmén lisdksi pisteet A, B ja C' sen kehélld. Télloin kulma ZBAC on kehdkulma.
Vastaavasti kulma Z BOC!, on sita vastaava keskuskulma (kuva 9).

Kuva 9: Kehikulma ZBAC on puolet vastaavasta keskuskulmasta ZBOC
https://www.geogebra.org/m/aaqv2vpj

Lause 2.19. Ympyrin kehdikulma on puolet vastaavasta keskuskulmasta (kuva 9).

Lause 2.20. Samaa kaarta vastaavat kehdkulmat ovat yhtdasuuret. Kuvassa 10 ovat kulmat
« ja [ yhtdsuuret.

Kuva 10: Samaa kaarta vastaavat
kehdkulmat ZC'AB ja ZCDB
https://www.geogebra.org/m/gjmeh6tv

Kuva 11: Thaleen lause
https://www.geogebra.org/m/uyt9mcj9

Lause 2.21. (THALEEN LAUSE) Olkoon AB ympyrdn v halkaisija ja C jokin muu ympyrdn
~ piste kuin A ja B, kuten kuvassa 11. Silloin Z AC'B on suora kulma.

Esitelldidn seuraavaksi Thaleen lauseen kaddnteinen tulos.

Lause 2.22. Olkoon kulma £ AC B suora. Tiélléin piste C' on ympyrdlld v, jonka halkaisija
on AB.



2.5 Kolmioiden ominaisuudet

Esitellddn seuraavaksi joitakin kolmioihin liittyvid méaritelmii ja tuloksia.

Mairitelmi 2.23. Kolmiossa AABC kulman £ BAC vastainen sivu on se sivu, joka ei
ole kyseisen kulman kyljilld. Toisin sanoen sivu BC' on kulman ZBAC' vastainen sivu.

Mairitelmi 2.24. Olkoon kolmion AABC sivujen AB, BC ja C A keskipisteet M¢, M 4
ja Mp, kuten kuvassa 12. Télloin janat AMs, BMpg ja C M ovat kolmion keskijanat eli
mediaanit. Toisin sanoen mediaani kulkee kérjestd vastaisen sivun keskipisteeseen.

Mairitelma 2.25. Kolmion AABC keskinormaalit, ovat kolmion sivujen keskipisteiden
My, Mp ja Mq kautta kulkevat normaalit (kuva 13).

Kuva 12: Mediaanit Kuva 13: Keskinormaalit

Mairitelmi 2.26. Kolmion AABC' korkeusjanat ovat kolmion kirjistd A, B ja C' vastai-
sille sivuille BC, C'A ja AB tai niiden jatkeille piirretyt kohtisuorat suorat eli normaalit.
(Kuva 14)

Mairitelma 2.27. Kulman puolittaja on puolisuora, joka jakaa kulman kahdeksi yhtdsuu-
reksi osaksi. Kuvassa 15 kulmat a« = 3,y = d jae = (.

Lause 2.28. Leikatkoon kulman /B AC puolittaja sivua BC pisteessd L. Tdlloin kolmion
kulmanpuolittaja (( A, L) jakaa vastakkaisen sivun viereisten sivujen suhteessa:

BL _ BA
LC CA’

B
L

Kuva 14: Korkeusjanat Kuva 15: Kulmanpuolittajat



2.5.1 Yhtenevyys ja yhdenmuotoisuus

Jos kolmioiden AABC' ja ADFEF vastinsivut ovat yhtipitkid seké vastinkulmat yhtésuu-
ria, ovat kolmiot yhtenevii, ANABC = ADFEF . Toisin sanoen kolmioita, jotka voidaan
asettaa paillekkiin niin, ettd yhtyvit tdysin, sanotaan yhteneviksi.

Esitellddn seuraavaksi yhtenevyyden toteavia sddntojd. Kédytetddn seuraavaksi lyhenteitd,
jossa S tarkoittaa sivua ja K tarkoittaa kulmaa.

Lause 2.29. (SKS) Jos kolmion A\ ABC kaksi sivua ja niiden vélinen kulma ovat yhtdsuuret
kuin vastinosat kolmiossa N\D E'F, ovat kolmiot yhteneviit.

Lause 2.30. (SSS) Jos kolmioissa NABC ja ADFEF kaikki toisiaan vastaavat sivut ovat
vhtdsuuret, ovat kolmiot yhteneviit.

Lause 2.31. (KSK) Jos kolmioissa ANABC ja ANDFEF kaksi kulmaa ja niiden vdlinen sivu
ovat yhtd suuret, ovat kolmiot yhtenevdit.

Lause 2.32. (SKK) Jos kolmioissa NABC' ja ADFEF ovat kaksi kulmaa ja toisen kulman
vastainen sivu yhtd suuret, ovat kolmiot yhteneviit.

Jos kolmioilla AABC ja ADFEF kaikki vastinkulmat ovat yhtisuuret ja vastinsivujen
suhteet ovat yhtisuuria, eli

AB AC BC

DE DF EF’
ovat kolmiot yhdenmuotoisia. Yhdenmuotoisia kolmioita merkitdin AABC ~ ADEF.
Kolmioiden yhdenmuotoisuus voidaan todeta myos vain kahden kulmaparin avulla, silla
jos kolmioilla on kaksi yhtd suurta kulmaa, ovat kolmannet kulmat my6s yhtdsuuret, tima
johtuu siité, ettd kolmas kulma voidaan laskea kahden muun kulman avulla.

Lause 2.33. Kolmioille NABC' ja ADFEF ovat seuraavat ehdot ekvivalentit.

(1) AABC ~ ADEF

(2) Kolmioiden ANABC ja ANDFEF kaksi vastinkulmaa ovat yhtdsuuret (KK).

(3) Kolmioiden ANABC ja A\DEF vastinsivujen pituuksien suhde on vakio (SSS~).

Esitellddn seuraavaksi kolmioiden muut yhdenmuotoisuuslauseet. Seuraavassa, kuten ai-
kaisemmin, tarkoittaa S sivua ja K kulmaa.

Lause 2.34. (SKS~) Kolmiot NABC ~ ADEF, jos kolmioissa on kahdet vastinsivut,
Jjoiden pituuksien suhde on vakio, ja lisdksi ndiden sivujen vdliset kulmat ovat yhtdsuuret.

Lause 2.35. (SSK~) Kolmiot NABC ~ ADEF, jos kolmioissa on kahdet vastinsivut,
Jjoiden pituuksien suhde on vakio, ja jos sivujen vastaisista kulmista toiset ovat yhtdsuuret.

Esimerkki 2.36. Olkoon kolmion AABC sivujen AB ja C' A keskipisteet pisteet M ja
Mp. Osoita, ettd jana Mo Mp on yhdensuuntainen janan BC' kanssa ja ettd jana Mo Mp

1
on puolet janasta BC, eli Mo Mp = §BC’.

Piirretddn janan A B kanssa yhdensuuntainen suora, joka kulkee pisteen C', kautta. Timén
lisdksi jatketaan janaa Mo Mp siten, ettd se leikkaa piirrettyd suoraa kuvan 16 mukaisesti
pisteessa D.



Kuva 16: Kolmio AABC ja sivun AB yhdensuuntainen suora.
https://www.geogebra.org/m/rkajrmpq

Koska Mpg on sivun C'A keskipiste on AMp = C'Mp. Taman lisdksi ZAMgMes =
ZCMpgD, koska kyseiset kulmat ovat toistensa ristikulmia. Koska AB||C'D, ovat kulmat
I McAMp ja ZDC Mp samankohtaisia, jolloin ZMcAMpg = ZDC Mpg. Tastéd johtuen
ovat kolmiot AAM-Mp = ANC'DMp (KSK-kriteeri). Téstéd seuraa, ettda Mo Mp = MpgD
ja AMqo = CD. Lisdksi tiedetédn, ettda AMo = BM¢. Ndin ollen BMqo = CD.

Huomataan vield, ettd kolmiot AAMcMp ~ AABC (SKS-kriteeri). Jolloin samankoh-
taiset kulmat ZMpMcA ja ZCBA ovat yhtd suuret ja siten BC||MqMp ja BC||MoD.

Koska kolmiot AM~Mp ja ABC' ovat yhdenmuotoiset, niin niiden vastinsivujen suhteet
N . McMp  AMe 1, 1
t yht t, jot = = —jaMcMp = -BC.
ovat yhtdsuuret, joten — = 1B 5 Ja McMp =3

10



3 Menelaus

Menelaus, joka tunnetaan myos nimelld Menelaus Aleksandrialainen (Meneleaus of
Alexandria), oli kreikkalainen matemaatikko ja téhtitieteilijd, joka eli noin vuosina 70-
130. Menelaus tunnetaan parhaiten Menelauksen lauseesta. [6]

Oletetaan seuraavaksi, ettd suorat tulkitaan suunnatuiksi ja janojen pituudet varustetaan
suunnan mukaisilla etumerkeilla.

Lause 3.1. Olkoon kolmion ANABC janoilla AB, BC ja AC, tai niiden jatkeilla, pisteet
X, Y ja Z, jotka eiviit kuitenkaan ole janojen pdidtepisteet (ks. kuva 17). Tilloin pisteet
X,Y ja Z ovat kollineaariset jos ja vain jos

AX BZ CY

XB 70 va_ & M

Téssd tapauksessa kolmio AABC kierretdédn seuraavasti: A - X - B — Z — C —
Y — A

Kuva 17: Menelauksen lause
https://www.geogebra.org/m/j6nk3xjr

Todistus. Aloitetaan nayttdmalla lauseen tulos suuntaan =-. Annetaan ensin tdhdn suun-
taan ensimmadinen todistus vaihtoehto.

Oletetaan, ettd pisteet X, Y ja Z ovat kollineaariset, ja piirretddn suora a, joka on yhden-
suuntainen suoran ¢(X,Y, Z) kanssa, eli a || /(X,Y, Z), ja C € a. Olkoon tdmén liséksi
P =/((A, B) N a, kuten kuvassa 18.

Lauseesta 2.13 seuraa, etta

BZ BX

7C ~ XP @)
ja

CcY PX

YA~ XA 3)
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Kuva 18: Lauseen todistus

Kerrotaan yhtilot (2) ja (3) puolittain ja kerrotaan tamén lisdksi molemmat puolet vakiolla

4X, jolloin saadaan

BZ CY AX BX PX AX
ZC YA XB XP XA XB

—1.

Todistuksen suunta = voidaan ndyttdd myo0s toisella tavalla. Oletetaan taas, ettd pisteet
X,Y ja Z ovat kollineaariset, ja piirretddn suora a, joka on yhdensuuntainen janan BA
kanssa,elia || £(B, A),jaC € a.Olkoon timin lisiksi P = ¢(X, Y, Z)Na, kuten kuvassa
19.

Kuva 19: Lauseen toinen todistus

Niin ollen kolmiot AC'Z P ja ABZ X ovat yhdenmuotoisia (KK-kriteeri). Saadaan

czZ BZ

—_— = —. 4

CP BX @)
Myo6s kolmiot AC'PY ja AAXY ovat yhdenmuotoisia (KK-kriteeri). Vastaavasti saadaan

cy Ay

- =, 5

CP AX )
Eliminoimalla C'P edellisistd verranoista, eli ratkaisemalla esimerkiksi C'P verrannosta
(4) ja sijoittamalla se verrantoon (5), saadaan

CY-BZ AY _CY-BZ-AX _

BX CZ AX " BX.CZ AY -
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Jos janat oletetaan suunnatuiksi, niin silloin nimittdjdssd olevien janojen suunta voidaan
vaihtaa ja madritelmén 2.10 mukaan vaihtuu silloin my0s pituuksien merkit, eli
AX-BZ-CY
XB-ZC-YA

Siirrytidn seuraavaksi suuntaan <.

Oletetaan, ettd Menelauksen kaava toteutuu pisteille X,Y ja Z. Asetetaan nyt suora b
pisteiden X ja Y kautta, eli b = ¢(X,Y). Suora b leikkaa suoran BC' pisteessd 7', eli
Z' = bN{(B,C). Nyt pisteet X,Y ja Z' ovat kollineaariset, joten edelld todistetun
perusteella

AX-BZ'-CY

= 1.
XB-Z'C-YA

Tastd ja oletuksesta (yhtilo (1)) seuraa, ettd

BZ BZ'
zCc  Z'C

Niin ollen esimerkin 2.12 mukaan Z = Z’'. Pisteet X, Y ja Z ovat suoralla b, joten viite
on todistettu. 0

Menelauksen lauseesssa kaikki kolme kollineaarista pistettd X, Y ja Z voivat olla kolmion
ulkopuolella, kuten kuvassa 20. Kuitenkin vihintiin yksi kollineaarisista pisteistd on oltava
kolmion ulkopuolella.

Kuva 20: Pisteet X, Y ja Z ovat kolmion ulkopuolella
https://www.geogebra.org/m/jonk3xjr
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4 Ceva ja van Aubel

4.1 Ceva

Giovanni Ceva, joka syntyi vuonna 1647 ja kuoli 1734, oli italialainen matemaatikko,
fyysikko ja hydrauliikkainsinoori. Ceva tunnetaan parhaiten Cevan lauseesta, joka kertoo
kolmion kérkien kautta kulkevien suorien leikkaamisesta yhdessi pisteessad. Ceva onnistui
Menelauksen lauseen avulla todistamaan seuraavan tuloksen. [8]

Lause 4.1. Olkoot pisteet X,Y ja Z vastaavasti kolmion NABC' sivuilla BC, AC ja
AB (tai niiden jatkeilla), kuten kuvassa 21. Tdlloin suorat (A, X), ((B,Y) ja ((C, Z)
leikkaavat yhteisessd pisteessd, jos ja vain jos

AZ BX CY
ZB XC YA~

1. (6)

Kuva 21: Cevan lause
https://www.geogebra.org/m/tebda3y6

Todistus. Todistetaan lauseen suunta =. Oletetaan lisdksi, ettd suorat tulkitaan suunna-
tuiksi.

Olkoon P suorien /(A, X), {(B,Y) ja £(C, Z) yhteinen leikkauspiste. Soveltamalla Me-
nelauksen lausetta kolmioon ABC'Z ja suoraan ¢(X, P, A) saadaan

BX CP ZA

XC PZ AB
Vastaavasti soveltamalla Menelauksen lausetta kolmioon AC'AZ ja suoraan ((Y, P, B)
saadaan

—1.

cYy AB ZP

YA BZ PC - ¢

Nyt kun kerrotaan edelliset yhtdlot keskenédédn saadaan

BX OV Az
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Lauseen suunta = voidaan myos todistaa kiyttimattd Menelauksen lausetta seuraavasti.
Oletetaan seuraavaksi, ettd janojen pituuksilla ei ole merkkeja.

Piirretddn pisteen A kautta janan BC' suuntainen suora. Leikatkoon suora BY sen pisteessd
R ja suora C'Z sen pisteessi (), kuten kuvassa 22.

Kuva 22: Cevan lauseen toinen todistus.

Nyt kolmiot ABCY ja ARAY ovat yhdenmuotoisia (KK-kriteeri), joten saadaan

Y

My®és kolmiot ABCZ ja AAQZ ovat yhdenmuotoisia (KK-kriteeri). Siis

AZ A
Kolmiot ABX P ja ARAP ovat yhdenmuotoisia (KK-kriteeri), jolloin saadaan
Edelleen kolmiot AXCP ja AAQ P ovat yhdenmuotoisia (KK-kriteeri). Siis

ii—g = % (10)
Nyt yhtéloistd (9) ja (10) saadaan

)B;—)é = ﬁ—g (11)

Nyt kun kerrotaan puolittain yhtilot (7), (8) ja (11), saadaan

BX CY AZ AR BC AQ
XC YA ZB AQ AR BC
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Todistetaan seuraavaksi suuntaa <. Oletetaan, etti Cevan kaava (6) on voimassa, ja
merkitddn P = (A, X)N{(C, Z)jaY' = {(B, P)N{(C, A). Nyt Cevan lauseen mukaan

AZ BX CY' ]
ZB XC Y'A 7
Oletuksen nojalla
cy’ Y
Y'A YA
Niin ollen esimerkisti 1 seuraa viite, eli Y’ =Y. O

Kuten Menelauksen lauseen tapauksessa, voivat pisteet X, Y, ja Z olla kolmion sivujen
madrddmilld suorilla, mutta kolmion ulkopuolella. Kuten kuvassa 23 ndhdédédn. Voit ha-
vainnollistaa tilannetta myos interaktiivisella kuvalla, jonka linkki on annettu kuvan 21
yhteydessa.

Kuva 23: Pisteet X ja Y ovat kolmion ulkopuolella.

Siirrytddn seuraavaksi Van Aubelin lauseeseen, joka taydentdd Cevan lausetta.

4.2 Van Aubel

Matemaatikko Henricus Hubertus Van Aubel, lyhyemmin Henri Van Aubel, syntyi Alan-
komaissa vuonna 1830 ja kuoli vuonna 1906. Van Aubel todisti ja tdydensi Cevan lausetta
vuonna 1878 seuraavasti. [10]

Lause 4.2. Olkoon X, Y ja Z sellaiset kolmion NABC sivuilla BC, C'A ja AB (tai
niiden jatkeilla), etti ((A, X),0(B,Y) ja {(C, Z) leikkaavat pisteessi P, kuten kuvassa
24. Tidlloin

cP CX+CY
PZ XB YA
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Kuva 24: Van Aubelin lause
https://www.geogebra.org/m/d57ax5ux

Todistus. Soveltamalla Menelauksen lausetta kahteen kertaan, kuten lauseen 4.1 todistuk-
sessa, saadaan

BX CP ZA__Z

XC PZ AB
ja

CY AB ZP__Z

YA BZ PC @

Naistd yhtiloistd seuraa

CP ZA CX  CP BZ CY
PZ BA XB " PZ BA YA

Laskemalla yhtilot yhteen saadaan

CP (BZ+ZA) CX CY

PZ BA _XB+YA

eli

CP_CX+CY
PZ XB YA
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My®os Van Aubelin lauseen tapauksessa, voivat pisteet X, Y ja Z olla kolmion ulkopuolella,
kuten kuvassa 25 ndhdéén.

Kuva 25: Van Aubelin lause seké pisteet X ja Y, jotka ovat kolmion ulkopuolella.
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S Kolmion merkilliset pisteet

Kolmioilla on monia yleisid ominaisuuksia, joita hydodynnetiin jatkuvasti geometriassa.
Erityisen hyodyllisid ovat niin sanotut kolmion merkilliset pisteet. Tassé osiossa kidydiin
lapi nelja kolmion merkillistd pistetta.

Kolmion merkilliselld pisteelld tarkoitetaan leikkauspistettd, jossa kolmioon liittyvat kol-
me samalla tavalla muodostettua suoraa tai janaa leikkaavat toisensa. Téllainen piste on
esimerkiksi painopiste.

5.1 Merkillisten pisteiden esittely

Esitellddn ensin tdssd luvussa kolmion merkilliset pisteet ja niihin liittyvid tuloksia. Lauseet
ja niiden tarkat todistukset annetaan seuraavassa luvussa 5.2.

Piirretdédn aluksi kolmio A ABC, ja niihin keskijanat eli mediaanit. Huomataan, ettd janat
leikkaavat yhdessa pisteessa (kuva 26). Olkoon tdmai piste G. Pistettd GG kutsutaan kolmion
painopisteeksi.

Piirretddn samaan kolmioon nyt keskinormaalit. Keskinormaalit ovat normaalit sivujen
keskipisteesta.

Kuva 26: Mediaanit Kuva 27: Keskinormaalit
https://www.geogebra.org/m/cuxbq84u https://www.geogebra.org/m/gz75rxhr

Huomataan téssédkin (kuva 27), ettid keskinormaalit leikkaavat yhdessi pisteessd. Olkoon
tama piste N.

Piirretddn nyt edelleen samaan kolmioon korkeusjanat (kuva 28). Merkitidin korkeusja-
nojen leikkauspistettd kirjaimella /. Piirretddn lopuksi kolmion kulmanpuolittajat (kuva
29). Merkitédan niiden leikkauspistettd kirjaimella P.
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Kuva 28: Korkeusjanat Kuva 29: Kulmanpuolittajat
https://www.geogebra.org/m/epkcpzq4 https://www.geogebra.org/m/mn7jrhte

Edelld mainitut pisteet G, N, H ja P ovat kolmion merkilliset pisteet. Lisdksi suoraa, joka
kulkee pisteiden H, G ja N Kautta, eli ¢(H, G, N), kutsutaan Eulerin suoraksi.

Muuttamalla kolmion muotoa huomataan, ettd kaikki nelja merkillisté pistettd yhtyvit sil-
loin, kun kolmio on tasasivuinen (kuva 30a). Kun kolmio on tasakylkinen ovat pisteet
samalla suoralla (kuva 30b). Téssé esityksessd nditd tuloksia ei todisteta kokonaisuudes-
saan, mutta kuvien perusteella ndin todella ndyttdd kdyvin. Lisédksi esimerkissd 5.4 on
tarkasteltu tasasivuisen kolmion tapausta ldhemmin.

(a) Tasasivuinen kolmio (b) Tasakylkinen kolmio

Kuva 30: https://www.geogebra.org/m/nrjqxr7f

5.2 Lauseet ja todistukset

Téssd osiossa kdydadn yksitellen edellisen osion todistukset. Tamin lisdksi kdyddidn mui-
takin lauseita ja todistuksia lépi liittyen samaan aiheeseen.

5.2.1 Keskijanat eli mediaanit

Lause 5.1. Kolmion NABC' keskijanat, eli mediaanit, leikkaavat pisteessd G. Tdmd
painopiste toteuttaa seuraavan ehdon

AG =2 - GMjy.

20



Huomataan, ettd painopiste toteuttaa myos seuraavat ehdot BG = 2 - GMp ja CG =
2 -G M. Toisin sanoen mediaanit jakavat toisensa suhteessa 2: 1 kolmion kdirjestd lukien.

Todistus. Keskijanat leikkaavat Cevan lauseen mukaan yhdessé pisteessi, silld

CMB AMC BMA

. . =1.
MpA McB MaC
Edelleen Van Aubelin lauseen perusteella saadaan
BG BMy ~ BMcg 5

GMp  MAC T MoA

Toinen tapa todistaa suhde BG/GMp = 2 ilman Van Aubelin lausetta on seuraava.
Piirretdén kolmiolle kaksi mediaania, BMp ja CMc. Olkoon nididen leikkauspiste G.
kuten kuvassa 31.

Kuva 31: Mediaanit niiden laikkauspiste.

Piirretddn pisteiden M¢ ja Mp vilinen jana, jolloin esimerkin 2.36 mukaan, janat M- Mp
ja BC' ovat yhdensuuntaisia ja MgMqo = %BC. Kulmat ZGMcMp ja ZGCB sekd
ZLGMpM¢ ja ZGBC ovat yhtdsuuret, koska kyseiset kulmat ovat toistensa ristikulmia
(samankohtaisten kulmien my6td). Néin ollen ovat kolmiot AGC'B ja AGM¢ Mg yhden-
muotoisia (KK-kriteeri). Jolloin saadaan seuraava verranto

BC  BG
MsMc — GMy

Tiedetéddn, ettd BC' = 2 - MM, joten sijoitetaan se verrantoon, jolloin saadaan

2-MpMc  BG
MgMqs  GMpg

N BG 2

GMp 1
ja viite todistui. Tama pétee jokaiselle sivulle, joten myos yhtdlot GMp = %BG ja
GMqo = %GC’ ovat paikkansapitavia. ]
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5.2.2 Keskinormaalit

Lause 5.2. Kolmion sivujen keskinormaalit leikkaavat yhdessd pisteessi N. Lisciksi piste
N on kolmion ympdiri piirretyn ympyrdn keskipiste.

Todistus. Olkoon sivujen BC' ja C' A keskinormaalien leikkauspiste /V, kuten kuvassa 32.

Kuva 32: Kolmion ympiri piirretty ympyra
https://www.geogebra.org/m/asgsSefv

Koska keskinormaali jakaa kolmion sivun BC' kahtia, niin BM 4 = M,C ja ZCMsN =
/ZNMaB = 90°, joten kolmiot AM4NC ja AM 4N B ovat yhtenevit SKS-kriteerin mu-
kaan. Tastd seuraa, ettda NB = NC.

Samalla periatteella ovat kolmiot ANCMp ja AN AMpg yhtenevit, jolloin piste N on
yhtd etéddlld pisteistd C' ja A, eli NC' = N A. Yhdistamilld ndami saadaan NA = N B,
joten N on myos sivun AB keskinormaalilla (SSS-kriteeri). Ndin ollen viite seuraa, eli
keskinormaalit leikkaavat yhdessa pisteessa.

Nyt koska piste N on yhti etddlld jokaisesta kolmion kérjestd, eli pisteistd A, B ja C, on
esimerkiksi jana N B ympyrin sdde. Nyt kun piirretdéin ympyrd, jonka keskipiste on /V ja
siade on N B, saadaan ympyr4i, jonka kehilla ovat pisteet A, B ja C. ]

5.2.3 Korkeusjanat

Lause 5.3. Korkeusjanat leikkaavat yhdessd pisteessd. Kyseistd pistettd H kutsutaan
ortosentriksi.

Todistus. Piirretidn kolmio A ABC ja merkitéddn sithen sen korkeusjanat, jotka leikkaavat
kolmion sivuja BC, AC' ja AB (tai niiden jatkeilla) vastaavasti pisteissda H4, Hp ja He

sekd niiden leikkauspiste H, kuten kuvassa 33.

Kolmioiden yhdenmuotoisuuden (KK-kriteeri) mukaan saadaan

ABCHqc ~ ABAH,, ACBHp~ ACAH, ja AACHo ~ AABHp.
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Kuva 33: Kolmion AABC' korkeusjanat AH 4, BHg ja CH¢

Naiin ollen saadaan seuraavat verrannot.
BH4 B BA (CHgpg B CB AHc B AC
HoB CB’' H,C AC’ HpA AB’

Kertomalla verrannot keskendin saadaan,

BHy, CHz AH. BA CB AC

. : — . . - 1.
HeB H,C HpA (CB AC AB

Cevan lauseen ehto on siis voimassa ja sen perusteella korkeusjanat AH 4, BHg ja C'H¢
leikkaavat yhdessa pisteessd H. [

Huomataan vielé etti, jos kolmio onkin tylppdkulmainen, niin on sen ortosentri kolmion
ulkopuolella, kuten kuvassa 34 nihdéén.

Kuva 34: Ortosentri ja ortokolmio
https://www.geogebra.org/m/f8cwmref

Tamaén lisdksi muodostavat pisteet H 4, H¢ ja H kolmion, jota nimetdédn ortokolmioksi.

Seuraavassa esimerkissid annetaan vaihtoehtoinen todistus korkeusjanojen leikkaamiselle
samassa pisteessa.
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Esimerkki 5.4. Osoita ettd, kolmion A ABC korkeusjanat leikkaavat yhdessa pisteessa.
Tdmin lisdksi ortosentri H, painopiste G ja keskinormaalien laikkauspiste N ovat kolline-
aariset (ks. kuva 35) ja

HG =2-GN.

Kuva 35: Kolmio AABC ja pisteet H, G, N ja M.

Oletetaan aluksi, ettd kolmio A ABC' on tasasivuinen, jolloin kaikki sivut ovat yhtépitkét
ja kaikki kulmat yhtéasuuret. Olkoon liséksi sivujen AB, BC' ja C A keskipisteet M, M 4
ja Mp. Nyt koska sivut ovat yhtépitkit ja kaikki kulmat yhtisuuret, ovat mediaanien
AM 4, BMp ja C M muodostamat kulmat ZAM 4B, Z/BMgC ja ZC'MgA suoria. Ta-
min liséksi leikkaavat ne samassa pisteessid (&, kuten kuvassa 36.

Kuva 36: Tasasivuinen kolmio

Tésti johtuen ovat mediaanit AM 4, BMpg ja C' M samalla myos kolmion korkeusjanat ja
keskinormaalit. Ndin ollen ovat kolmion merkilliset pisteet N, G ja H samassa paikassa,
eliN=G=H.

Oletetaan seuraavaksi, ettd kolmio AABC ei ole tasasivuinen, jolloin AB # AC ja

G # N. Merkitddn timén lisdksi lyhyesti M4 = M. Olkoon V' piste suoralla (N, G)
niin, ettd VG = 2 - G N, kuten kuvassa 37 nahdédan.

24



Kuva 37: Kolmio AABC ja pisteet H, G,V ja M.

Osoittamalla, ettd H = V/, saadaan viite todistettua. Lauseen 5.1 mukaan G € AM ja
AG = 2 - GM. Oletuksen mukaan VG = 2 - GN. Ndin ollen AAGV ~ AMGN (SKS-
kriteeri), jolloin ZAVG = ZM NG. Siten suorat /(N, M) ja £(A, V') ovat yhdensuuntai-
sia. Nyt koska ¢(N, M) L¢(BC'), on myos £(A, V) L{(B, C'). Néin ollen suora /(A, V') on
kolmion A ABC' korkeusjana. Samalla periaatteella kulkevat muut korkeusjanat pisteen
V kautta, jolloin V' = H kuten vaadittu.

5.2.4 Kulmanpuolittajat

Lause 5.5. Kolmion kulmien puolittajat leikkaavat pisteessd P, joka on kolmion sisddn
piirretyn ympyrdn keskipiste (ks. kuva 38).

o
Kuva 38: Kolmion sisdén piirretty ympyra
https://www.geogebra.org/m/hknv2dar

Todistus. Lauseen 2.28 mukaan saadaan seuraava yhtalo

CPy APy BPy CB AC BA _

PBA'PCB'PAC_AB'BC'CA_l'
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Niin ollen Cevan lauseen perusteella kulmanpuolittajat leikkaavat yhdessi pisteessd P.

Piirretdédn sivuista AB ja AC normaalit, jotka kulkevat pisteen X € ((A, P4) kautta,
kuten kuvassa 39.

Kuva 39: Etidisyys pisteestd X sivuille AB ja AC.

Nyt ovat kolmiot AADX ja AAFE X yhtenevid (SKK-kriteeri). Joten piste X on yhtd kau-
kana sivuista AB ja AC, silla XD = X E. Soveltamalla samaa tarkastelua saadaan, etti
piste Y € {(B, Pg) on yhtd kaukana sivuista AB ja BC'. Vastaavasti piste Z € ((C, P¢)
on yhtd kaukana sivuista C'B ja C'A.

Koska kulmanpuolittajat leikkaavat yhdessi pisteessd P, niin valitsemalla X =Y = 7 =
P voidaan todeta, ettd P on yhti etdilld kaikista kolmion sivuista. Voidaan siis piirtdd
kolmion sivuja sivuava ympyré, jonka keskipiste on P. Huomioidaan, ettd sisdympyrdita
on vain yksi, silld vain kolmion kulmanpuolittajan leikkauspiste on yhtd etdilld sivuista,
joten vain se kily ympyrin keskipisteeksi. [

Esimerkki 5.6. Todista, ettd terdvakulmaisen kolmion korkeusjanat ovat ortokolmion
kulmien puolittaja. Timaén lisdksi ortosentri on sen ortokolmion sisdén piirretyn ympyran
keskipiste.

Olkoon kolmion A ABC ortokolmio kolmio A H 4 Hg H. Viite saadaan todistetuksi, kun
osoitetaan, ettd jana AH 4 puolittaa kulman ZHgH,He.

Piirretdin seuraavaksi kolmioon ympyrit v, , v ja 73, joiden halkaisijat ovat sivut AB, BC'
ja AC'. Tarkastellaan ympyrad ;. Nyt koska kulmat ZAH 4 B ja Z/AHg B ovat suoria kul-
mia ja jana AB on molempien kolmioiden hypotenuusa, ovat lauseen 2.22 mukaan pisteet
H 4 ja Hp tamén ympyrén kehalla.

Samalla tavalla, ovat pisteet H g ja Hc ympyrén 7, kehilld, ja pisteet H 4 ja Ho ympyrédn
v3 kehilld, kuten kuvassa 40 ndhdain.
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Kuva 40: Ortokolmio ja sivujen ympyroita
https://www.geogebra.org/m/fktgdern

Tarkastellaan ympyrdd 3. Lauseen 2.20 nojalla ZAH\He = LZACHe = ZHgCHe.
Ympyrissd v, taas /HgBHs = /HgBA = /HgCHg. Vastaavasti ympyrassd 7,
/HpH, A = ZHpBA. Saatiin siis

AAHAHC = AACHC = ZHBBA = AHBHAA jCL ZAHAHC = ZHBHAA
Niin ollen korkeusjana AH 4 jakaa kulman ZHgH 4 Hc.

Kayttimélld samaa menettelyd saadaan todistettua, ettd korkeusjana B Hp puolittaa kul-
man /HsHpgH 4 ja korkeusjana C' H puolittaa kulman /H HoHp.

Nyt siis piste I on ortokolmion kulmienpuolittajien leikkauspiste, jolloin piste H on
jokaisesta ortokolmion sivuista yhtd kaukana. Talloin lauseen 5.5 mukaan, voidaan orto-
kolmion sisddn piirtdd ympyrd, jonka keskipiste on piste /, kuten kuvassa 41 nidhdién.

Kuva 41: Ortokolmio ja ympyra
https://www.geogebra.org/m/pd9pd4wz
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5.2.5 Yhdeksin pisteen ympyri - Feuerbach

Saksalainen matemaatikko Karl Wilhelm von Feuerbach syntyi vuonna 1800 ja kuoli
1834. Feuerbach tunnetaan siitd, kun hin 16ysi kolmion yhdeksén pisteen ympyran. Timén
tuloksen hin julkaisi vuonna 1822. [5]

Lause 5.7. Kolmion NABC sivujen AB, BC' ja C' A keskipisteet, korkeusjanojen kanta-
pisteet ja kolmion kdrkien ja korkeusjanojen leikkauspisteen viilisten janojen keskipisteet
ovat samalla ympyrilld.

Todistus. Olkoon sivujen BC, AC ja AB keskipisteet pisteet M 4, Mg, M ja korkeusja-
nojen kantapisteet pisteet H 4, Hp, Hc. Olkoon timén liséksi korkeusjanojen leikkauspis-
teen H ja kolmion kérkipisteiden vilisten janojen AH, BH ja C'H keskipisteet R, S ja T’
(ks. kuva 42).

Kuva 42: Yhdeksén pisteen ympyri
https://www.geogebra.org/m/wr8cb3gj

Kolmiot AAH B ja AARM_ ovat yhdenmuotoisia (SKS~ -kriteeri), kuten myos kolmiot
ACHB ja ACTM 4. Ndin ollen RM¢||HB||T M 4. My6s kolmiot ABC' A ja ABM M
seki AHCA ja AHT R ovat yhdenmuotoisia (SKS~ -kriteeri). Siis

MaMc||AC||T R. Yhdistamalld pisteet Mo, M 4, T ja R saadaan nelikulmio O M4 Mo RT,
kuten kuvassa 43.

Myos kolmiot AARMp ja AAHC sekd kolmiot ABSMy ja ABHC ovat yhden-
muotoisia (SKS~ -kriteeri). Talloin RMp||HC'||SM 4. Vastaavasti ovat kolmiot AABC
ja AMpMAC seki AABH ja ARSH yhdenmuotoisia (SKS~ -kriteeri). Ndin ollen
ABJ|RS||MaMp. Vastaavasti yhdistamalld pisteet R, Mp, M4 ja S saadaan nelikulmio
ORMpM 45, kuten kuvassa 43 nahddan.
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Kuva 43: Nelikulmiot O Mo MqcRT ja QRMpM4S.

Askeisen tarkastelun mukaan BH | C'A,jakoska McR||BH jaTR||C' A, on myds McR1LTR.
Téstd johtuen on kulma Z M RT suora. Samalla pééttelylld ovat nelikulmion My Mo RT
muut kulmat ZRTM s, ZTMaM¢ ja ZM4Me R suoria.

Vastaavasti koska CH L AB ja SR||AB sekd RMp||/C H, ovat nelikulmion Q RMpM 4S5
kulmat Z/SRMpg, ZRMgM, Z/ MgM4S ja ZM4SR suoria. Huomataan myos, ettd kul-
ma LAH M4 on suora.

Nelikulmioilla QMo MATR ja O RSM4Mp on yhteinen ldvistdja RM 4. Ndin ollen nuo
kaksi pistettd kuuluvat ympyrin v kehille, jonka halkaisija on RM 4. Lauseen 2.22 mu-
kaan ovat pisteet M4, Mp, Mc, R, S jaT ympyrin v kehilla.

Koska nelikulmion ¢ M4 MeRT kaikki kulmat ovat suoria, ovat niiden vastinsivut yh-
tapitkit, eli Mo R = MAT ja McM, = RT. Niin ollen lavistidjit RM4 ja M1 ovat
yhtipitkit, jotka leikkaavat keskeltd. Myos nelikulmion O RM M 4.5 kulmat ovat suoria,
jolloin M4S = RMp ja SR = MM, sekda RM, = MpgS. Kuten edelld, puolittavat
lavistdjat RM 4 ja MpS toisensa.

Nyt RM 4 = McT ja RM a4 = MgS, joten McT = MpgS. Tamén lisdksi kaikki leikkaa-
vat samassa pisteessd, silld jokainen leikkaa toisensa puoliksi. Téstd johtuen koska RM 4
on ympyrin - halkaisija, ovat myos lavistdjiat McT ja MgS ympyrin ~ halkaisijoita.

Nyt koska ZSHpMp on suora, on lauseen 2.22 mukaan my0s piste Hp ympyrilld .

Vastaavasti ovat kulmat Z/McHoT ja ZRHAM4 suoria, jolloin pistet Ho ja H4 ovat
ympyrélld . Saatiin siis todistettua, ettd kaikki yhdeksén pistettd ovat ympyrin - kehalla.
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Tulos pitee myos tylppdkulmaisille kolmioille, kuten kuvassa 44 ndhdéan.

Kuva 44: Yhdeksén pisteen ympyra tylppdkulmaisessa kolmiossa
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