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Téassé tyossa tutkitaan siirtoverkkoja sekéd suuntaamattomien graafien k-virtauksia.
Tutustutaan erityisesti Mengerin lauseeseen siirtoverkkojen yhtenaisyydesta seka
Tutten avoimeen ongelmaan, jonka mukaan jokaisella sillattomalla graafilla on
nowhere-zero -5-virtaus. Ty6 alkaa graafien perusméaritelmien esittdmiselld. Taman
jalkeen todistetaan siirtoverkoille maksimivirtaus-minimi-irrotus -lause seké johde-
taan samasta todistuksesta vielda Ford-Fulkerson-algoritmi. Liséksi esitetdadan Men-
gerin tulos todistuksineen. Viimeinen luku aloitetaan osoittamalla, ettd jokaisella
suuntaamattomalla graafilla on k-virtaus, jos ja vain jos silld on Zg-virtaus. Sen jal-
keen tutustutaan Nash-Williamsin lauseeseen, joka yhdistdé graafin yhtendisyyden
seka, virittdavien puiden lukuméaran. Esitetddan vield Tutten avoin ongelma, joitain
samansuuntaisia tuloksia sekd lopuksi todistetaan Seymourin lause, jonka mukaan
jokaisella sillattomalla graafilla on nowhere-zero -6-virtaus. Pdatulokseen johtavan
lemman 4.0.3 olen muokannut ja todistanut itsenéisesti.

Asiasanat: graafit, verkkoteoria.
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Luku 1

Johdanto

Graafit ovat matemaattisia rakenteita, joita kiytetddn esineiden tai asioi-
den parittaisten relaatioiden mallintamiseen. Graafeja tutkivaa matematiikan
alaa kutsutaan graafiteoriaksi tai verkkoteoriaksi ja sen ajatellaan saaneen
alkunsa, kun Leonhard Euler vuonna 1736 esitti Konigsbergin siltaongelman.
Téassa tyossa keskitytddn graafien kahden tyyppisiin virtauksiin: siirtoverk-
kojen virtauksiin sekd suuntaamattomien graafien k-virtauksiin.

Siirtoverkot ovat suunnattuja graafeja, joille méaritellaan virtaus maéra-
tystd lahteestd méaarattyyn nieluun. Niitd voidaan kdyttdd mallintamaan esi-
merkiksi jonkin aineen tai vaikka tiedon kulkua kahden pisteen vililla. Tyon
kolmannessa luvussa esitettyd maksimivirtaus-minimi-irrotus -lausetta voi-
daan kayttad, kun halutaan tietda kuinka suuren virtauksen jokin siirtoverk-
ko sallii. Saman lauseen todistuksesta johdetaan Ford-Fulkerson-algoritmi,
jota voidaan soveltaa téllaisen maksimaalisen virtauksen loytdmiseen. Ta-
mén luvun lopussa esitetddn ja todistetaan viela Karl Mengerin lause vuo-
delta 1927, jonka mukaan graafilla G on k kappaletta kaariltaan erillista s-r-
polkua, jos ja vain jos solmut s ja r ovat yhdistetyt sen jalkeen, kun graafista
on poistettu mitka tahansa £ — 1 kaarta.

Vuonna 1954 William Tutte esitti vditteen, jonka mukaan jokaisella sillat-
tomalla graafilla on nowhere-zero -5-virtaus. Tutten viite on vield toistaiseksi
todistamatta. Paul Seymour onnistui kuitenkin 70-luvulla osoittamaan, etta
jokaisella sillattomalla graafilla on nowhere-zero -6-virtaus. Neljannessa lu-
vussa esitetaén todistus Seymourin lauseelle. Liséksi osoitetaan, etté jokaisel-
la suuntaamattomalla graafilla on k-virtaus, jos ja vain jos silla on Z,-virtaus,
seké esitetddn Jaegerin kaksi lausetta nowhere-zero -virtauksille. Samassa lu-
vussa todistetaan myos Nash-Williamsin tulos graafin kaariltaan erillisten
virittdvien puiden lukuméarélle, joka on tarpeellinen Jaegerin lauseiden to-
distuksissa. Neljannesséd luvussa esitettavian paatulokseen johtavan lemman
4.0.3 olen muokannut ja todistanut itsenaisesti.



Luku 2

Perusteita

Ennen kuin siirrytdan kasitteleméan virtauksia, esitetdan joitain tarvittavia
maéadritelmié ja perustuloksia. Téméan luvun ldhteinéd on kiytetty Harjun mo-
nistetta [5] ja Ruohosen monistetta [8]. Liséksi kappaleen 2.4 ldhteend on
kiytetty Catlinin, Lain ja Shaon artikkelia [2] ja kappaleen 2.5 ldhteind Kop-
pisen monistetta [6], Ylisen monistetta [10] sekd Bjornin ja Bjornin kirjaa

[1].

2.1 Graalfit

Maaritelma 2.1.1. Olkoot V jokin &érellinen joukko ja
B(V) = {u,v}u,v € V,u £ v}.

Paria G = (V, E), missi £ C E(V), kutsutaan graafiksi. Joukon V' alkioita
kutsutaan graafin solmuiksi ja joukon E alkioita graafin kaariksi. Graafin G
solmujen joukosta kiytetdan merkintdd Vi ja kaarien joukosta Eg.

Parista {u,v} kiytetddn téssi tyossd yksinkertaistettua merkintdd wv.
Kaarelle e = uwv € Eg solmut u ja v ovat kaaren e pddtepisteet. Kun graafin
kaaret maaritelladn kahden alkion joukkona kutsutaan graafia suuntaamat-
tomaksi. Talloin uwv = vu. Solmut u ja v ovat wvierekkdiset, jos uv € G. Jos
kaarilla ey = uv € Eg ja e; = vw € Eg on yhteinen paatepiste v, sanotaan,
ettd kaaret ovet vierekkdiset.

Maaritelma 2.1.2. Olkoon G graafi. Merkitdan
Vg = |Vg‘ ja Eq = |Egl

Solmujen lukumaéraé vg kutsutaan graafin G' kertaluvuksi ja kaarien maaraé
eq graafin G kooksi. Graafia jonka kertaluku on 1 kutsutaan triviaalikss.
Triviaalilla graafilla ei ole kaaria.



Maaritelma 2.1.3. Solmun v aste maaritellidn niiden kaarien maarana,
joiden toinen padtepiste on v. Eli

d(v) = |{e € Egle = uv}|.

Sellaisia solmuja joiden aste on 1 kutsutaan lehdiksi. Jos kaikkien graa-
fin GG solmujen asteet ovat yhtasuuret kutsutaan graafia sddannélliseksi. Eri-
tyisesti sellaista graafia, jossa kaikkien solmujen aste on kolme kutsutaan
kuutiolliseksz.

Lemma 2.1.4. Kaikille graafeille G pétee
> ) =2-eq
veVG
Todistus. Jokaisella kaarella on kaksi paatepistetta. O
Graafit esitetdén tasokuvioina, missé solmut piirretdén pisteiné ja kaaret
niitd yhdistavina janoina.

Esimerkki 2.1.5. Oheisen graafin G kertaluku on 6 ja koko 8.

Kuva 2.1: Esimerkki suuntaamattomasta graafista G.

Graafin maaritelméa voidaan laajentaa sallimalla kaaret muotoa wu, eli
sellaiset kaaret, jotka alkavat samasta solmusta kuin mihin ne paattyvét.
Téllaisia kaaria kutsutaan silmukoiksi. Liséksi voidaan sallia kahden solmun
vélille useampi kuin yksi kaari, eli rinnakkaiset kaaret.

Maaritelma 2.1.6. Olkoon G = (V, E,), missia E = {ej,ey,...,€,} on
joukko symboleja ja ¥ : E — E(V) U {uu|u € V} on funktio, joka liittaa
kahden solmun parin jokaiseen joukon E alkioon

ee€ E:y(e) =uv.

Téllaista graafia kutsutaan multigraafiksi.



Maaritelma 2.1.7. Graafit G ja H ovat isomorfiset, jos on olemassa sellai-
nen bijektio 8 : Vg — Vg, etté

w € BEg <= p(u)B(v) € Ey

kaikille u,v € V5. Merkitdan G = H. Tama tarkoittaa, ettd graafit ovat sol-
mujen nimedmistd vaille samanlaiset. Isomorfisilla graafeilla on samat graa-
fiteoreettiset ominaisuudet.

Maaritelma 2.1.8. Graafi H on graafin G aligraafi, jos Vg C Vg, missi
Ey C E(Vy). Tasta kdytetddn merkintad H C G.

Maaritelma 2.1.9. Aligraafi H C G on indusoitu aligraafi, jos Eg = Eg N
EVy. Sanotaan, ettd talloin joukko Vg indusoi aligraafin H C G.

Madritelma 2.1.10. Aligraafi H C G on wirittivd aligraafi, jos Vg = V.
Sanotaan, ettd graafi H wvirittdd graafin G.

2.2 Polut ja puut

Maaritelma 2.2.1. Olkoot e; = w;u; ;1 graafin G kaaria, missi i € [1, k] ja
kaaret e; ja e; 1 ovat vierekkéiset kaikilla ¢ € [1,k—1]. Jonoa W = ejey. .. ¢
kutsutaan pituutta k olevaksi tieksi solmusta u; solmuun .

Graafin teistéd saatetaan myos kiyttada merkintoja
: k
Woiug — us — oo up = upyr tal Woeug — ugy.

. 0o oo * . . csee o . . . . .
Merkintaa v — v voidaan kayttaa ilmaisemaan, ettd on olemassa jokin tie
solmusta u solmuun v.

Maaritelma 2.2.2. Olkoon W = ejes. .. e, tie, missd e; = w;u;yq. Tietéd
jossa u; = ug4 sanotaan suljetuksi. Jos taas w; # u; kaikilla ¢ # j sanotaan,
ettd W on polku. Suljettu polku on sykli.

Maaritelma 2.2.3. Jos W : v = uy — --+ — ugy1 = v on tie, niin myos
W=t v = upy — -+ — u; = u on tie. Tietd W1 kutsutaan tien W
kaanteiseksi tieksi.

Maaritelma 2.2.4. Jos kahdella polulla P ja @) ei ole yhteisid kaaria kut-
sutaan polkuja kaariltaan erillisiksz.

Maaritelma 2.2.5. Jos kahdella polulla P ja @) ei ole muita yhteisid solmu-
ja kuin mahdollisesti paatesolmut kutsutaan polkuja solmuiltaan erillisiksi.
Huomaa, ettd kaikki solmuiltaan erilliset polut ovat myos kaariltaan erillisia.
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Maaritelma 2.2.6. Olkoot G graafi ja u ja v jotkin sen kaksi solmua. Jos
solmusta u solmuun v on olemassa polku sanotaan, etta solmut ovat yhdistetyt
ja madaritellddn niiden vélinen etdisyys

de(u,v) = min{k|u LA v}.

Jos téllaista polkua ei ole, niin dg(u,v) = oo. Sanotaan, ettd graafi G on
yhtenéinen, jos dg(u,v) < oo kaikille pareille u,v € V. Muuten graafia
kutsutaan epdayhtendiseksz.

Maaritelma 2.2.7. Syklitontd graafia kutsutaan metsdksi. Jos metséd on
yhtendinen sitd kutsutaan puuksi.

Maaritelma 2.2.8. Olkoon GG yhtendinen graafi. Tietd W kutsutaan Eulerin
poluksi, jos se kulkee graafin jokaisen kaaren kautta tarkalleen kerran. Jos
Eulerin polku on suljettu kutsutaan sitd Eulerin kierrokseksi. Graafia jossa
on Eulerin kierros kutsutaan Fulerin graafiksi.

Maaritelma 2.2.9. Olkoon G yhtendinen graafi. Polkua P kutsutaan Ha-
maltonin poluksi, jos se kulkee graafin jokaisen solmun kautta tarkalleen ker-
ran. Jos Hamiltonin polku on sykli kutsutaan sitd Hamaltonin kierroksekst.
Graafia jossa on Hamiltonin kierros kutsutaan Hamiltonin graafiks.

Maaritelma 2.2.10. Olkoot G graafi ja K jokin joukko. Funktiota v : Vg —
K kutsutaan solmujen vdritykseksi ja funktiota v : Eg — K kaarien vari-
tykseksi. Jos K C R kutsutaan funktiota painotukseksi.

Maaritelma 2.2.11. Olkoon G graafi, v : E¢ — R sen kaarien painotus ja
H jokin graafin G aligraafi. Sanotaan, etta

WH) =3 A(e)

eeH

on graafin H paino. Erityisen kiinnostavia ovat sellaiset aligraafit, jotka ovat
polkuja. Jos P = ejey...e; on jokin polku, niin sen paino on ~(P) =

Zf:1 7(61‘)'

Maaritelma 2.2.12. Olkoon G graafi, funktio 7 sen kaarien painotus ja u ja
v graafin jotkin kaksi solmua. Méaritelladn solmujen u ja v pienin painotettu
etaisyys siten, etta

dZ,(u,v) = min{y(P)|P : u = v}.

Kaytannossa on usein tarve loytda kahden pisteen vilille lyhin, nopein
tai halvin reitti. Ndméa ongelmat voidaan ratkaista etsiméllé graafista pienin
painotettu etéisyys. Téllaisia voivat ovat esimerkiksi:



e Etsi nopein reitti henkil6autolla Turusta Ouluun.
e Etsi halvin reitti lentdd Helsingistd Washingtoniin.

e Rubikin kuution optimaalinen ratkaiseminen (esitetéén jokainen Rubi-
kin kuution tila solmuna ja kdénnos kaarena, etsi lyhin reitti).

Ongelma 2.2.13 (Lyhimmén reitin ongelma). Olkoon G yhtenéinen graafi,
v : Eg¢ — N kaarien painotus ja u ja v jotkin graafin kaksi solmua. Etsi
d(u,v).

2.3 Yhtenaisyys

Maaritelma 2.3.1. Graafin G yhtendiset komponentit ovat sen suurimmat
yhtendiset aligraafit. Graafin G yhtendisten komponenttien lukuméarasta
kiytetddn merkintdd ¢(G). Yhtendiselle graafille ¢(G) = 1.

Maaritelma 2.3.2. Olkoot G graafi, S jokin sen solmujoukko ja F' sen
kaarijoukko. Graafi G — S on solmujoukon Vi — S indusoima aligraafi ja

G—F = (Vg Eq — F).

Maaritelma 2.3.3. Olkoot G graafi ja v jokin sen solmu. Solmua v kutsu-
taan rrotussolmuksi, jos ¢(G —v) > ¢(G).
Graafia, joka on epédyhtendinen tai jolla on irrotussolmu kutsutaan separoi-
tuvaksi. Muuten graafi on separoitumaton.

Maaritelma 2.3.4. Olkoot G graafi ja e jokin sen kaari. Kaarta e kutsutaan
sillakst, jos ¢(G — e) > ¢(Q).

Maaritelma 2.3.5. Solmujen joukkoa S C Vi kutsutaan separoivakst jou-
koksi, jos G — S on epayhtendinen. Jos solmut u ja v kuuluvat graafin G — 5
eri yhtenéisiin komponentteihin sanotaan, ettd S separoi solmut u ja v.

Maaritelma 2.3.6. Kaarien joukkoa F' C FEg kutsutaan irrotusjoukoksi, jos
G — F on epéyhtendinen.

Maaritelma 2.3.7. Olkoon G graafi. Jos G ei ole taydellinen, niin maéri-
telladn luku

k(G) = min{|S||G — S on epédyhtenéinen, S C Vi}

ja kutsutaan sitd graafin G yhtendisyysasteeksi. Jos k(G) > k sanotaan,
ettd G on k-yhtendinen. Taydelliselle graafille maaritellddn yhtenéisyysaste
H(G) = Vg — 1.



Maaritelma 2.3.8. Olkoot G graafi ja
k' (G) = min{|F||G — F on epéayhteniinen, FF C Eg}.
Jos K'(G) > k sanotaan, ettd G on k-kaariyhtendinen.

Maaritelma 2.3.9. Olkoon G graafi. Kahden solmun u ja v yhdistdmiselld
tarkoitetaan operaatiota, jossa ndmaé solmut korvataan uudella solmulla w ja
saadaan graafi G, missa

Ver = (Vo —{u, v}) U{w}
ja
Eq = (Eg — {uz,vx|z € Vg}) U{wzx|ur € Eq tai vx € Eg}
U {ww|uu € Eg tai vv € Eg}.

Maaritelma 2.3.10. Kaaren e = uv kutistamisella tarkoitetaan operaatio-
ta, jossa kaari e ensin poistetaan ja sitten solmut u ja v yhdistetaéan.

Maaritelma 2.3.11. Graafin G alijaotus H on sellainen graafi, joka saadaan
korvaamalla kaari e = uv € G solmulla w ja kaarilla uw ja wwv, eli polulla
U — w — 0.

2.4 Suunnatut graafit

Graafin kaarille voidaan myo6s méardata suunta. Téllaista graafia kutsutaan
suunnatuksi graafiksi tai digraafiksi. On tirkedd huomata, ettd suunnatussa
graafissa uv # vu.

Esimerkki 2.4.1. Oheisen suunnatun graafin D kaariin kuuluu muun muas-
sa v9v3 mutta ei vavs.

()
&)

Kuva 2.2: Esimerkki suunnatusta graafista D.



Maaritelma 2.4.2. Suunnatun graafin D solmuille méaaritellddn tuloaste ja
lahtoaste

6 (v) =|{e € Eple = uv}| ja 6t (v) = |{e € Eple = vu}|.

Joukon §7(v) alkioita kutsutaan tulokaariksi ja joukon §(v) alkioita ldhto-
kaariksi.

Maéritelma 2.4.3. Suunnatun graafin D allaoleva graafi U(D) muodostuu
solmujoukosta Fp ja suuntaamattomista kaarista, joiden paatepisteet ovat
samat kuin joukon Ep kaarien.

Samoin kuin suuntaamattomille graafeille voidaan my6s suunnatuille graa-
feille méaritella tie.

Maéritelma 2.4.4. Olkoon D suunnattu graafi. Graafin U(D) tietd W =
ei1es ... e, kutsutaan graafin D suunnatuksi tieksi, jos e; € Ep kaikilla i €
1, k].

Samalla tavalla voidaan suunnatulle graafille méaritella suunnattu polku ja
suunnattu sykli.

Maaritelma 2.4.5. Suunnattu graafi D on graafin G suuntaus, jos sen alla
oleva graafi on G, eli G = U(D). Téassi e € Ep = e ' ¢ D.

Maaritelma 2.4.6. Suunnattu graafi D on puurakenne, jos D muodostuu
puusta T' suuntaamalla kaaret niin, ettd kaikilla solmuilla paitsi yhdella on
tasan yksi tulokaari.

Maaritelma 2.4.7. Suunnattu graafi D on wvahvasti yhtendinen, jos jokai-
sesta solmusta on olemassa suunnattu polku kaikkiin muihin solmuihin.

Maaritelma 2.4.8. Suunnattu graafi D on k-polkuyhtendinen, jos se edel-
leen on vahvasti yhtenéinen sen jalkeen, kun on poistettu mitké tahansa k—1
kaarta.

2.5 Muita maaritelmia

Téassé kappaleessa esitetddn muutamia tarvittavia joukko-opin ja algebran
perusteita.

Maaritelméa 2.5.1. Joukon X partitio on sellainen alijoukkojen X; C X
joukko { X7, Xo, ..., Xi}, etté

X=|J XijaXinX; =0 Vi#j

1€[1,k]



Seuraavat kolme méaéritelmaé koskevat ryhméteoriaa.

Maaritelma 2.5.2. Olkoon I epityhja joukko ja * siind méadaritelty bin&da-
rioperaatio. Pari (I, %) on ryhmd, jos

Va,b,c €T : ax(bxc)=(axb)x*c,
deel :Vael: axe=exa=a ,
VaeTl :3a el axa t=alxa=e.

Maaritelma 2.5.3. Olkoon (T',*) ryhmé. Jos bindédrioperaatio * on kom-
mutatiivinen, eli
Va,beTl :axb=bxa

kutsutaan ryhméa Abelin ryhmdksi.

Madéritelmé 2.5.4. Olkoot I' ja I ryhmia, a,b € I sekd ', b’ € I". Kahden
ryhmén karteesinen tulo T' x TV maaritellddn seuraavasti

(a,a’)(b,b") = (ab,a'd)
ja se on ryhmé bindérioperaation suhteen.

Maaritelma 2.5.5. Olkoot A ja B joukkoja, f : A — B jokin kuvaus ja
X C A. Kuvauksen f rajoittuma joukkoon X on sellainen kuvaus f|y : X —
B, ettd (f|x)(x) = f(x) kaikilla z € X.

Lisdksi téssd tyossi kiytetaan Bjornin ja Bjornin kirjasta [1] 16ytyvaa
funktion kantajan méaritelmaas:

Maaritelma 2.5.6. Reaaliarvoisen funktion f kantaja suppf on komple-
menttijoukko suurimmalle avoimelle joukolle, jossa f saa arvon 0.

Graafien painotukselle tdméa tarkoittaa, etté

suppf = {z € X|f(x) # 0}.



Luku 3

Virtaukset

Témén luvun ldhteend on kiytetty Korten ja Vygenin kirjaa [7] ellei toisin
mainita.

3.1 Sirtoverkot

Maaritelma 3.1.1. Olkoon D = (V, F) jokin suunnattu graafi jolla on kaksi
madrittyéd solmua; lihde s ja nielu r. Olkoon funktio a: V x V — R, siten,

ettéd ae) = 0, jos e ¢ Dp. Sanotaan, ettd (D, «, s,7) muodostaa siirtoverkon
N ja merkitdan Vy =V ja Ey = F.

Maaritelma 3.1.2. Olkoot A C Vy jokin solmujen joukko ja f : Vy x Vy —
R miké tahansa sellainen funktio, ettd f(e) = 0 jos e ¢ Ey. Kéytetdan
seuraavia merkintoja:

In=[A,Al={e € Dle=uv,u € A,v ¢ A}

frA)y =Y flejaf (=Y fl.
e€[A,A] e€[4,A]
Téssd partitio 14 on irrotus, f*(A) on irrotuksen A vuo ja f~(A) on irro-
tuksen A wvastavuo.

Maaritelma 3.1.3. Virtaus siirtoverkossa N on sellainen funktio f : Viy x
Vv — R, ettd 0 < f(e) < afe) kaikilla e € Ex ja fT(e) = f~(e) kaikilla

v ¢ {s,r} missid e = uv tai e = vu.

Ehtoa f*(e) = f~(e) kutsutaan myos nimilla virtauksen sdilymisehto tai
Kirchoffin virtauslaki. Se sanoo siis, ettd jokaiseen solmuun tulevan virtauk-
sen on oltava yhta suuri kuin siitd lahtevéd virtaus. On helppoa nahdé, etta
jokaisella siirtoverkolla N on nollavirtaus, jolle f(e) = 0 kaikilla e € Ey.
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Maaritelma 3.1.4. Jokaiselle osajoukolle A C Vi méaaritellaan resultantti-
virtaus |fa| = fT(A) — f~(A).

Virtauksen f arvo on |f| = |fs| = fT(s) — f~(s) = fT(s) missi s on siirto-
verkon ldhde.

Maéritelma 3.1.5. Virtaus [’ on maksimivirtaus, jos |f'| > |f| kaikille
mahdollisille virtauksille f.

Ongelma 3.1.6 (Maksimivirtausongelma). Olkoon (D, s, r, «) siirtoverkko.
Etsi s-r-virtaus, jonka arvo on maksimaalinen.

Maaritelméd 3.1.7. Olkoon N jokin siirtoverkko. Sanotaan, ettd irrotus
Iy = [A A] on s-r-irrotus, jos s € A jar € A. Tallaisen irrotuksen ka-
pasiteetti on

a(ls)= ) afe).

e€[A,A]

Lause 3.1.8. Olkoot f siirtoverkon N virtaus ja I sen s-r-irrotus. Silloin

|fl = fT(1a) = f~(L1a).
Todistus. Selvésti virtauksen sdilymisehdosta seuraa, ettéa

Zf(e)—Zf(e):{UL josv=s

= = 0, jos v # s.

Merkitidn 14 = [A, A]. Kdymélld lipi kaikki joukon A solmut v saadaan
DD fe =) > fle)=Ifl
vEA e=vu vEA e=uv

Kaikille niille kaarille e, joiden molemmat péaétepisteet ovat joukossa A, f(e)
ja —f(e) esiintyvit yhtélon vasemmalla puolella kumpikin tarkalleen kerran.
Néama supistuvat pois ja yhtalo saadaan muotoon

Y fe =) fle)=1fl

e=uv e=uv
ucA ueA
vEA VvEA

eli

[fl = f"TLa) = f(La):
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Lause 3.1.9. Olkoot f siirtoverkon N virtaus ja [ sen s-r-irrotus. Silloin

] < a(la).
Todistus. |f| = fT(I1a) — [~ (1a) < fT(1a) < a(la). O

Maéritelma 3.1.10. Siirtoverkon N sellaista s-r-irrotusta I’y kutsutaan
minimi-irrotukseksi, jos a(I'y) < a(14) kaikille muille s-r-irrotuksille 4.

Seuraus 3.1.11. Olkoot f siirtoverkon N virtaus ja I sen s-r-irrotus, joille
|f| = a(l4). Téll6in f on maksimivirtaus ja /4 minimi-irrotus.

Todistus. Tehdéén vastaoletus, ettd f’ on maksimivirtaus ja I’y minimi-irrotus.
Télloin lauseen 3.1.9 nojalla | f'| < «(I') ja siten

Ifl < 1] < a(l)) < afla).

Viite seuraa nyt suoraan oletuksesta |f| = a(14). O

3.2 Maksimivirtaus-minimi-irrotus -lause

Maaritelma 3.2.1. Olkoot N siirtoverkko ja e jokin sen kaari. Jos f(e) =
a(e) sanotaan, ettéd e on kyllistetty, muuten sanotaan, etté e on ei-kylldstetty.

Maaritelma 3.2.2. Olkoot f jokin siirtoverkon N virtaus ja P = ejes ... €,
siirtoverkon suuntaamaton polku. Sanotaan, ettd kaari e; on etenevd, jos
e; = Vvl € By ja takeneva, jos e; = v 1v; € Ey.

Maaritelma 3.2.3. Madritelladn luku «(P) sekéd polun kaarille painot ¢(e),
niin, etta

a(e) — f(e), jos e on eteneva polulla P

€

P — mi - _
t(P) = min ¢(e) missé ¢(e) {f(e), jos e on takeneva polulla P.

Polkua P sanotaan ei-kylldstetyksi, jos t(P) > 0.

Maaritelma 3.2.4. Olkoot f jokin siirtoverkon N virtaus ja s-r-polku P :
s 5 r ei-kylléstetty. Téllaista polkua P kutsutaan virtauksen f lisdyspoluksi.

Lause 3.2.5. Olkoon N siirtoverkko. Virtaus f on maksimivirtaus jos ja
vain jos virtauksella ei ole lisdyspolkuja.
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Todistus. Méaaritellaan uusi virtaus f’ siten, etta

f(e) +¢(P), jos e on etenevi polulla P
f'(e) = ¢ f(e) —u(P), jos e on takeneva polulla P
fle), jos e ei ole polulla P.

Selvésti f' on virtaus, silld kapasitettiehdon ja sdilymisehdon toteutumiset
seuraavat suoraan virtauksen f’ ja luvun +(P) maéritelmistd. Koska

1 =1f] + u(P)

niin f ei ole maksimivirtaus niin kauan kun ¢(P) > 0. Eli maksimivirtauksella
ei voi olla lisdyspolkuja.

Oletetaan sitten, ettd virtauksella f ei ole lisdyspolkuja. Olkoon A nii-
den solmujen joukko, joihin paésee solmusta s pitkin ei-kyllastettyja polkuja.
Koska oletettiin ettei virtauksella ole lisdyspolkuja niin r € A. Téten irrotus
Ia = [A, A] on s-r-irrotus. Seurauksen 3.1.11 nojalla riittiii eniid osoittaa,
etta ’f| = Ct(IA>.

Tarkastellaan seuraavaksi eteneviis kaarta e = uv missi u € A ja v € A.
Télloin on olemassa ei-kyllastetty s-u-polku P. Kaari e on kyllastetty, silla
muuten olisi olemassa ei-kyllastetty s-v-polku. Toisaalta, jos kaari e olisi
takeneva, eli e = uv missi u € A ja v € A ja f(e) > 0 niin silloin olisi my6s
olemassa ei-kyllastetty s-v-polku. Téasté seuraa, etta takenevalle kaarelle e =
wv f(e) = 0. Nyt vuo f+(I4) = a(l4) ja vastavuo f~(I4) = 0. Siispa lauseen
3.1.8 nojalla |f| = a(la). O

Samalla tuli todistettua seuraava siirtoverkoille térkeé ja tunnettu tulos:
maksimivirtaus-minimi-irrotus -lause.

Lause 3.2.6 (MaxMin-lause). Siirtoverkossa maksimivirtauksen arvo ja minimi-
irrotuksen kapasitetti ovat yhta suuret.

Fordin ja Fulkersonin vuonna 1957 kehittamé algoritmi maksimivirtauk-
sen loytdmiseen seuraa lauseen 3.2.5 todistuksen kehitelmaé. Tarkastellaan
seuraavaksi hieman sité.

Ford—Fulkerson-algoritmi

Sydte: Siirtoverkko (D, s,r, o) missid o : £ — Z,..
Tuloste: Maksimivirtaus f.

1. Aseta f(e) := 0 kaikille e € E.

2. Etsi lisdyspolku P. Jos téllaista ei 16ydy lopeta.
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3. Laske ¢(P) := min,, ¢(e) missi

(e) ale) — f(e), jos e on etenevi polulla P
e) =
f(e), jos e on takeneva polulla P.

4. Aseta kaikille e € E¥ uudet arvot

f(e) +¢(P), jos e on etenevi polulla P
f(e) := 1< f(e) —«(P), jos e on takeneva polulla P
f(e), jos e ei ole polulla P.

5. Palaa kohtaan 2.

Koska algoritmi pysahtyy vasta sitten kun lisdyspolkuja ei enaé ole, niin
lauseen 3.2.5 nojalla Ford-Fulkerson-algoritmi todella palauttaa maksimivir-
tauksen. Analysoidaan sitten Ford—Fulkerson-algoritmia hieman tarkemmin.
Jokaiselle siirtoverkon kaarelle e annettu kapasiteetti a(e) on kokonaislukuar-
voinen ja ndin on myos kohdassa 1. alkuvirtaukseksi f(e) asetettu nollavir-
taus. Huomataan, etté jos f(e) on mikd tahansa kokonaisluku, niin kohdassa
3. lasketut luvut ¢(e) myds ovat kokonaislukuja riippumatta siitd onko kaa-
ri e etenevd vai takeneva polulla P. Téstéd selvisti seuraa, ettd myos ¢(P)
on kokonaisluku. Kohdassa 4. laskettavat uudet virtaukset séilyttavit taméan
ominaisuuden, silld kaaren vanha virtaus on kokonaisluku ja kuten edella
mainittiin, niin on myos +(P). Induktiolla algoritmin palauttama maksimi-
virtaus on siis kokonaislukuarvoinen. Tamé pééttely todistaa seuraavan téar-
kedn seurauksen:

Seuraus 3.2.7 (Integral Flow Theorem, Dantzig ja Fulkerson (1956)). Siir-
toverkolle on olemassa kokonaislukuarvoinen maksimivirtaus, jos sen kaarien
kapasiteetit ovat kokonaislukuarvoisia.

Esitetaéan vield yksi keskeinen lause virtauksen osittamiselle. Lauseen to-
distuksessa on yhdistetty materiaalissa [9] esitetty algoritmikehitelmé seka
Korten ja Vygenin kirjan [7] todistus samalle lauseelle.

Lause 3.2.8 (Flow Decomposition Theorem, Gallai (1958), Ford ja Fulker-
son (1962)). Olkoot N = (D, s,r, ) siirtoverkko ja f sen s-r-virtaus. On
olemassa sellainen joukko s-r-polkuja P ja sellainen joukko sykleja C seké
niiden painotus w : PUC — R, etta kaikille e € £

fe) = 3 w(P), S w(P)=|fljalPl+]c| < en.

pPePuC preP
€EEP
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Todistus. Esitetddn ensin metodi s-r-polun tai syklin loytéamiselle.

Olkoon e = wywy jokin siirtoverkon N kaari, jolle f(e) > 0. Joko wy =
r tal sitten on olemassa sellainen kaari ¢/ = wow;, ettd myds f(e') > 0.
Asetetaan ¢ := 1. Jos w; € {r,vg, wp,...,w;_1} niin pysdytetdan. Muuten
on taas olemassa sellainen kaari ¢’ = w;w;1, ettd myos f(e”) > 0. Nyt
1 = 1+ 1 ja jatketaan samalla tavalla kunnes pysdytysehto tayttyy. Jos
pyséytys tapahtuu solmussa r tehdéén vield sama toiseen suuntaan. Nyt on
loydetty joko s-r-polku tai sykli ja kiytetaédn siitd merkintaa P;.

Seurauksen todistamiseksi kdytetdan seuraavaa algoritmia:

1. Asetetaan i :=1ja r :=|f].
2. Jos r > 0 etsitadn s-r-polku tai sykli. Muuten lopeta.

3. Asetetaan w(F;) := min.cp, f(e) ja

o) e fle) —w(P;), josec P
fle): {f(e)), jos e ¢ P,

r—w(F;), jos P; on polku
T jos P; on syKkli.

5. 1:=1¢+ 1.
6. Palaa kohtaan 2.

Kuten edelld padteltiin on jokaisen virtaukseltaan positiivisen kaaren ol-
tava osa viahintdan yhta joko s-r-polkua tai syklid. Niin kauan kun virtaus py-
syy positiivisena algoritmin iteraation jéilkeen, voidaan aina 16ytaa s-r-polku
tai sykli johon tama kaari kuuluu. Eli

fle)< Y w(P).
e
Toisaalta, painotus w(P) ei voi ylittdd minkdén sen s-r-polkuun tai sykliin
kuuluvan kaaren virtausta f(e), silld muuten tdmé olisi ristriidassa paino-
tuksen w(P) asetusehdon w(P;) := min.cp, f(e) kanssa. Siis



Samasta todistuksen alussa olevasta paéttelystd saadaan myos toinen yhtalo
todistettua. Virtauksen arvon médritelmé |f| = f*(s) sanoo, ettd virtauk-
sen arvo on yhté kuin ldhteen vuo. Koska jokainen siirtoverkon s-r-polun
ensimmainen kaari kuuluu tdhén vuohon, saadaan

> w(P) > |f]

pep

ja siitéd edelld olevan padttelyn avulla seuraa

> w(P)=|f].

PeP

Jokaisessa algoritmin iteraatiossa asetetaan w(P;) := min.cp, f(e) ja ndiden
kaikkien kaarien e € P; virtauksesta f(e) poistetaan w(F;). Eli uusi virtaus
f(e) :== f(e) — w(P;) ja se tarkoittaa, ettd vihintdan yhden kaaren virtaus
nollautuu. Siispa kun iterointeja on tehty ¢ kappaletta on kaaria, joiden vir-
taus on positiivinen jaljelld endd maksimissaan ey — . Ja koska algoritmia
iteroidaan vain niin kauan kun niitd virtaukseltaan positiivisia kaaria on
jaljella tapahtuu iterointeja korkeintaan ey kappaletta. Toisaalta jokaisella
iterointikerralla 10ytyy joko s-r-polku tai sykli, eli saadaan

|P| +|C| < en.

3.3 Mengerin lause

Edeltavien tulosten avulla todistetaan nyt Mengerin lause.

Lause 3.3.1 (Menger (1927)). Olkoot G graafi, s ja r sen jotkin kaksi solmua
ja k € N. Silloin graafilla G' on k kappaletta kaariltaan erillistd s-r-polkua,
jos ja vain jos solmut s ja r ovat yhdistetyt sen jdlkeen kun graafista on
poistettu mitkéd tahansa k — 1 kaarta.

Todistus. Jos graafilla G on k kappaletta kaariltaan erillistd s-r-polkua, niin
selvasti solmut s ja r ovat yhdistetyt sen jéilkeen kun graafista on poistettu
mitka tahansa k — 1 kaarta.

Olkoon graafi G sellainen, ettd solmut s ja r ovat yhdistetyt sen jalkeen
kun graafista on poistettu mitkéd tahansa k — 1 kaarta. Kasitellaan tapaukset
missd G on suunnattu ja suuntaamaton erikseen.

Jos G on suunnattu muodostetaan sellainen siirtoverkko N = (G, s, 7, a),
ettd a(e) = 1 kaikille kaarille e. Koska solmut s ja r ovat yhdistetyt sen
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Kuva 3.1: Suuntaamattoman kaaren uv korvaavat solmut ja suunnatut kaa-
ret.

jilkeen kun graafista on poistettu mitkéd tahansa k — 1 kaarta, niin minimi-
irrotuksen kapasitetti on vihintddn k. Yhdistamalla lauseet 3.2.6 ja 3.2.7
tiedetadn siis, ettd on olemassa kokonaislukuarvoinen maksimivirtaus, jonka
arvo on vahintdan k. Lauseesta 3.2.8 seuraa, ettd tdmé maksimivirtaus voi-
daan osittaa s-r-polkujen virtauksiksi ja mahdollisesti joiksikin syklien vir-
tauksiksi ja koska kaikki kapasiteetit «(e) ovat arvoa 1 seuraa, etté kaariltaan
erillisia s-r-polkuja on oltava vahintdan k kappaletta.

Jos taas GG on suuntaamaton graafi, korvataan jokainen kaari e = wv
viidelld suunnatulla kaarella uzx., vx,, Teye, yeu ja yev (katso kuva 3.1). Kéay-
tetddn tdstd uudesta suunnatusta graafista merkintdad G’. Edelleen solmu
solmut s ja r ovat yhdistetyt sen kun graafista G’ poistetaan mitkd tahansa
k — 1 kaarta. Kayttamaélla samaa paéttelyd suunnatulle graafille kuin edella
saadaan, ettd kaariltaan erillisid s-r-polkuja on oltava vahintaén k& kappalet-
ta. Lopulta kaaret voidaan muuttaa takaisin suuntaamattomiksi ja saadaan
viite todistetuksi myos suuntaamattomille graafeille.

O

Lause 3.3.2 (Menger (1927)). Olkoot G graafi, s ja r sen jotkin kaksi ei-
vierekkaistéd solmua ja k € N. Silloin graafilla G' on k kappaletta solmuiltaan
erillistd s-r-polkua, jos ja vain jos solmut s ja r ovat yhdistetyt sen jalkeen
kun graafista on poistettu mitkéd tahansa & — 1 muuta solmua.

Todistus. Jos graafilla G on k kappaletta solmuiltaan erillistd s-r-polkua, niin
selvésti solmut s ja r ovat yhdistetyt sen jalkeen kun graafista on poistettu
mitkd tahansa k£ — 1 muuta solmua.

Olkoon graafi GG sellainen, ettd solmu solmut s ja r ovat yhdistetyt sen
jalkeen kun graafista on poistettu mitkéd tahansa k£ — 1 muuta solmua. Kési-
telladn tapaukset missd G on suunnattu ja suuntaamaton taas erikseen.

Jos G on suunnattu korvataan jokainen solmu v solmuilla v’ ja v” se-
k& niiden valisella kaarella v'v” ja korvataan jokainen kaari uv kaarella u”v’.
Kéaytetadn tasta uudesta graafista merkintda G’. Jos poistamalla jotkin k& — 1
kaarta graafista G’ solmut s” ja 1’ eivit ole yhdistetyt tarkoittaa se sité,
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ettéd graafissa G solmut s ja r eivit ole yhdistetyt poistamalla jotkin korkein-
taan k — 1 solmua. Jokainen graafin G’ kaariltaan erillinen s”-t-polku vastaa
siis solmuiltaan erillistd s-r-polkua graafissa G. Kayttamalla lausetta 3.3.1
saadaan viite todistetuksi suunnatulle graafille G. Jos G on suuntaamaton
muutetaan se ensin suunnatuksi graafiksi samoin kuin lauseen 3.3.1 todis-
tuksessa (katso kuva 3.1). Témén jalkeen voidaan kiyttaé edelld esitettyé
todistusta suunnatuille graafeille ja vielda muuntaa graafi takaisin suuntaa-
mattomaksi. O]

Seuraus 3.3.3 (Whitney (1932)). Suuntaamaton graafi G, jossa on vihin-
taan kaksi solmua, on k-kaariyhtendinen, jos ja vain jos jokaiselle parille
s,r € V(s # r) on k kappaletta kaariltaan erillistd s-r-polkua.

Suuntaamaton graafi GG, jossa on viahintédan £+ 1 solmua on k-yhtenéinen,
jos ja vain jos jokaiselle parille s, € V(s # r) on k kappaletta solmuiltaan
erillistd s-r-polkua.

Todistus. Ensimméinen véite seuraa suoraan lauseesta 3.3.1.

Jos graafista GG tulee ei-yhtendinen poistamalla vihemman kuin k& kappa-
letta solmua, niin selvasti graafilla ei silloin voi olla k kappaletta solmuiltaan
erillistd s-r-polkua jokaiselle parille s, € V.

Olkoon graafi GG sellainen, etté silla ei ole k£ kappaletta solmuiltaan eril-
listd s-r-polkua jokaiselle parille s, € V ja s ja r eiviat ole vierekkiiset.
Silloin lauseen 3.3.2 mukaan graafilla GG on sellaiset k£ — 1 solmua, ettéd niiden
poistamisen jdlkeen solmut s ja r eivit ole yhdistetyt.

Olkoon graafi G sellainen, etta silld ei ole k kappaletta solmuiltaan erillista
s-r-polkua jokaiselle parille s,7 € V ja s ja r ovat vierekkiiset. Merkitdan
solmuja s ja r yhdistdvid rinnakkaisia kaaria joukolla F' (|F| > 1). Selvésti
graafilla G—F ei ole k—| F| kappaletta solmuiltaan erillistd s-r-polkua. Tasta
seuraa lauseen 3.3.2 mukaan, ettd on olemassa sellainen solmujen joukko X,
jolle | X| = k — |F| — 1, etté solmujen poistamisen jialkeen solmut s ja r eivét
ole yhdistetyt graafissa G — F. Olkoon v € V\(X U {s,7}). Solmu v ei voi
olla yhdistetty sekd solmuun s ettd solmuun r graafissa (G — F) — X. Eli
solmut s ja v eivit ole yhdistetyt graafissa G — (X U {r}) tai solmut v ja r
eivit ole yhdistetyt graafissa G — (X U {s}). O
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Luku 4

k-virtaukset

Téama kappale perustuu Harjun monisteeseen [5] sekéd Goemansin luentomuis-
tiinpanoihin [4]. Lemman 4.0.3 olen muokannut ja todistanut itsenéisesti.

Maaritelma 4.0.1. Olkoot GG suuntaamaton graafi, H sen jokin suuntaus
ja a: Eg — [0,k — 1] sellainen kaarien véritys, ettd kaikille v € Vg

e=vueH f=uveH

Paria (H, o) kutsutaan graafin G k-virtaukseksi. Sanotaan, etté k-virtaus on
nowhere-zero -virtaus, jos a(e) # 0 kaikilla e € H.

Maaritelma 4.0.2. Olkoot GG suuntaamaton graafi, H sen jokin suuntaus ja
I’ jokin Abelin ryhmé. Nowhere-zero -I'-virtaus on sellainen kaarien véritys
a: Eg — T'\{0}, ettd kaikille v € Vy

e=vucH f=uveH

Lemma 4.0.3. Jos o on graafin G I'-virtaus, niin kaaren e € FEg suuntaus
voidaan kddntad ja a(e) korvata sen additiivisella vastaluvulla ryhméssa I ja
néin saada uusi virtaus o/ graafille G. Lisdksi, jos a on nowhere-zero -virtaus,
niin on myo6s o'

Todistus. Olkoot « graafin G ['-virtaus ja e* = wwv jokin graafin G kaari.
Olkoon G’ se graafi, joka saadaan poistamalla kaari e* ja korvaamalla se
vastakkaisella kaarella ¢/ = vu. Méaéritellaén graafille G’ virtaus o siten, etta

o/(e) = {a(e), jos e # €

] —ale), jose=¢.
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Virtauksen sdilyminen solmussa u voidaan tarkistaa laskemalla

IRICEID IRICED DRUCEY (D DERKCRRIT)

e€dt(u) e€éd— (u) e€dt(u) ecd™ (u)\e/
= > dle)- Y dle)-d()
e€dt(u) ecd (u)\e’

ja virtauksen o/ méaritelméastd tdmaé saadaan muotoon

Z ale) — Z ale) + ale’) = Z ale) — Z ale) =0

ecédt(u) e€d— (u) ecodt (u)U{e*} e€d™ (u)

Samalla tavalla voidaan tarkistaa virtauksen siilyminen solmussa v. Eli koska
a on graafin G virtaus, niin on myos o/ graafille G'.

Jalkimmaéinen véite seuraa suoraan tiedosta, ettd a(e*) # 0 ja silloin myos
—a(e*) # 0, misté tietysti seuraa, ettd o/(e’) # 0. O

Lause 4.0.4. Suuntaamattomalla graafilla G on nowhere-zero -k-virtaus jos
ja vain jos silla on nowhere-zero -Z;-virtaus.

Todistus. Selvésti nowhere-zero -k-virtaus on myos nowhere-zero -Z-virtaus.
Riittéda siis osoittaa, ettd jos suuntaamattomalla graafilla G on nowhere-zero
-Zj-virtaus niin silla on silloin my6s nowhere-zero -k-virtaus.

Olkoot G suuntaamaton graafi, H sen jokin suuntaus ja a nowhere-zero
-Zy-virtaus. Madritelldan jokaiselle solmulle v € Vi ryhmén Z operaation

suhteen luku
c(v) = Z ale) — Z afe).

e€dt(v) ecd—(v)

On térkedd huomata, etté kaikki luvut ¢(v) ovat luvun k& monikertoja. Liséksi
voidaan vield olettaa, ettd a on se nowhere-zero -Zy-virtaus, jolle ) .y, [c(v)]
on pieni mahdollinen. Jos lc(v)] = 0 on ldydetty nowhere-zero -k-
virtaus.

Oletetaan, ettd > .y |c(v)| # 0. Olkoot S niiden solmujen joukko, joille
c¢(v) > 0 ja T niiden solmujen joukko, joille c(v) < 0. Koska .. |c(v)| > 0
jad ey, ¢(v) = 0niin S ja T eivit voi olla tyhjid joukkoja. Olkoon U niiden
solmujen joukko, jotka ovat saavutettavissa joukosta S. Jos U N'T # () niin

O<Zc(v): Z ale) — Z afle).

velU ecét(U) ecd—(U)

veVgG

Mutta koska 6*(U) = 0 ja siitd seuraa, ettd D> s ) (e) = D ocs- o le) <
0 ja saadaan ristiriita. Tasta seuraa, ettd U NT # () ja se tarkoittaa, ettd on
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olemassa suunnattu polku P jostain solmusta s € S johonkin solmuun t € 7.
Téamaén jalkeen kddnnetddn polun P virtaus vastakkaiseen suuntaan. Eli jo-
kaiselle kaarelle e € P maéritellaan vastakkaiseen suuntaan virtaava kaari €'
ja lisdksi méaritelldan virtaus o siten, etté

Vee P:d' () =k — ale)
Ve ¢ P:d/(e) = ale).

Lemman 4.0.3 nojalla tdmé on sallittua ja my6s o/ on nowhere-zero -Zj-
virtaus. Olkoot kaikille v € Vg

ecét(v) e€d—(v)

Nyt kaikille v € Vg\{s,t} saadaan ¢(v) = c(v) ja lisidksi (s) = ¢(s) —
k seki c'(t) = c(t) + k. Siitd seuraa, ettd > . |c'(v)] < Do ey c(v)]
mutta tdmd on ristiriidassa sen oletuksen kanssa, ettd > i, |c(v)| on pienin
mahdollinen. Siispd » . [c(v)| = 0 ja graafille G on olemassa nowhere-zero
-k-virtaus. O

4.1 Nash-Williamsin lause

Téasséa kappaleessa esitetdan todistuksineen Nash-Williamsin lause, joka yh-
distdd graafin kaariyhtendisyyden ja virittdvien puiden lukuméaran. Kyseis-
ta lausetta tarvitaan myohemmin tassa luvussa esitettyjen lauseiden todista-
miseen. Kappale perustuu Catlinin, Lain ja Shaon artikkeliin [2]. Esitetdéan
ensin ilman todistusta Edmondsin lause:

Lause 4.1.1 (Edmonds (1972)). Epétriviaalilla suunnatulla graafilla D on k
kaariltaan erillistd virittavad puurakennetta jos ja vain jos kaikille solmujen
epatyhjille osajoukkojen X7, X5, ..., X; C Vp joukolle péatee, etté

t
Y]
S > k(t— 1 S B
; (Xi) z k(t=1) & min Zp—55—7 2 F

missé Y C Ep on sellainen, ettd ¢(Fp —Y) > 2.

Lause 4.1.2. Suunnattu graafi D on k-polkuyhtendinen jos ja vain jos kaikil-
leY C Ep, missé |Y| < k, graafilla D — Y on k kaariltaan erillisté virittavaa
puurakennetta.
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Todistus. Olkoon G suunnatun graafin D allaoleva graafi eli G = U(D).
Maéritellaan c(D) = ¢(G).

Oletetaan ensin, ettd X C Fp on sellainen, ettd ¢(D — X) > 2. Olkoot
Wi, Wy, ..., Wyp-x) graafin D — X komponentit. Olkoon & pienin minka ta-
hansa komponentin ldhtokaarien mééra. Selvésti ainakin 67 (W;) > k kaarella
joukossa X on paatepiste komponentissa W; graafissa D — X. Saadaan

(D-X)
X[= > 6T (W) = k-c(D-X).
=1

Koska tdmé patee myos kaikille sellaisille kaarijoukoille, jotka saadaan kahden
muun kaarijoukon unionina X = YUY’ missa Y C Ep, |Y| < kjaYNY’' =0,
niin

Y| +k> YUY |=|X|>k-¢(D-X)=k-¢((D-Y) =Y

ja silloin tietysti
v > k<c((D Yy -y - 1>

mistd saadaan
Y]
> k.
c((D -Y) - Y’) -1
Koska X C Ep on mielivaltainen ja Y C X, niin Y’ kiy ldpi kaikki kaarien
osajoukot graafissa D—Y kaikille Y C Ep ja|Y| < k, missi c¢((D-Y)—-Y") >
2. Ja kun kaikki vaihtoehdot on kéyty lapi voidaan todeta, ettd myos

: Y|
min >k
Y'CEp_y C((D — Y) — YI) -1

kaikille Y C Ep ja |Y| < k. Korvaamalla graafi D—Y graafilla D ja osajoukko
Y’ osajoukolla Y saadaan

min L >k

vcEp¢(D—-Y)—1"

ja Edmondsin lauseesta 4.1.1 seuraa, etté graafilla D on k kaariltaan erillista
virittavaa puurakennetta.

Oletetaan vield, etté kaikille kaarien osajoukoille Y C Ep, missé |Y| < k,

graafilla D — Y on k kaariltaan erillistd virittdvad puurakennetta. Tehdaan

kuitenkin my0s sellainen vastaoletus, ettd on olemassa sellainen epéatyhja
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joukko Vi C Vp, jolle 6% (V) < k. Olkoon Y = [V, Vp—V4]. Nyt ¢(D-Y) > 2,
Y =5"(Vo)Ud(Vp) ja (Vo) Nd (V) = 0. Koska ¢(D —Y) > 2 saadaan
0% (Vo)
c(D = 5= (Vo) = 6+(V0))

- < 07 (Vo)| < &,

mika on ristiriidassa Edmondsin lauseen 4.1.1 ehdon miny g, % >k
kanssa.

Eli suunnattuu graafi D on k-polkuyhtendinen jos ja vain jos kaikille
Y C Ep, missd |Y| < k, graafilla D — Y on k kaariltaan erillistd virittavaa
puurakennetta. O

Lemma 4.1.3 (Nash-Williams (1961)). Graafilla G on k-polkuyhtendinen
suuntaus jos ja vain jos se on 2k-kaariyhtenéinen.

Lemma 4.1.4. Olkoot G graafi ja k € Z.,. Silloin G on 2k-kaariyhtenéinen
jos ja vain jos graafilla G— X on k kaariltaan erillista virittdavaa puuta kaikille
X € Eg, missé | X| < k.

Todistus. Oletetaan, ettd G on 2k-kaariyhtenéinen. Silloin lemmasta 4.1.3
seuraa, ettd graafilla G on k-polkuyhtenéinen suuntaus D. Lauseesta 4.1.2
saadaan, ettd suunnattu graafi D on sellainen, ettd, graafilla D — X on k
kaariltaan erillistd virittdvad puurakennetta kaikilla X C Ep, missa | X| < k.

Tehdaén sitten vastaoletus, ettd graafilla G on irrotusjoukko W | jolle
|W| < 2k. Olkoon Y C W sellainen kaarien joukko, ettéd |Y'| = min{k, |W|} <
k. Selvasti W — Y on graafin G — Y irrotusjoukko. Mutta koska |X| < k ja
|(W| < 2k, niin [W — X| < k — 1 eikd graafilla G — X voi olla k kaariltaan
erillisté virittdvaa puuta.

Eli, jos kaikille X € Eg, missi | X| < k, graafilla G — X on k kaariltaan
erillistd virittdvaa puuta niin graafilla G' on sellainen suuntaus D, ettd graafil-
la D — X on k kaariltaan erillistd virittavaa puurakennetta kaikilla X C Ep,
missé | X| < k. Ja koska jokainen virittava puurakenne suunnatussa graafissa
D on virittdva puu graafissa G saadaan vaite todistetuksi. n

Tasta saadaan hieman yksinkertaistettu seuraus, jota tarvitaan myohem-
missa todistuksista.

Seuraus 4.1.5 (Nash-Williams). Jos suuntaamaton graafi on 2k-kaariyhtendinen
niin silla on £ kaariltaan erillistd virittavaa puuta.

4.2 Tutten nowhere-zero -ongelma

Téamén kappaleen lahteeni on kiytetty Goemansin luentomuistiinpanoja [4]
ellei toisin mainita.
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Kuva 4.1: Petersenin graafi.

Viite 4.2.1 (Tutte (1954)). Jokaisella sillattomalla graafilla on nowhere-zero
-d-virtaus.

Koska Petersenin graafilla (katso kuva 4.1) ei ole nowhere-zero -4-virtausta,
on nowhere-zero -5-virtaus paras mahdollinen nowhere-zero -virtaus, joka
mahdollisesti voitaisiin 16ytaa kaikille sillattomille graafeille.

Seuraavaksi esitetddn muutamia tuloksia, jotka yhdistavit kaariyhtenai-
syyden ja nowhere-zero -k-virtaukset.

Lause 4.2.2 (Jaeger (1979)). Jos suuntaamaton graafi on 4-kaariyhtenéinen,
niin silld on nowhere-zero -4-virtaus.

Lause 4.2.3 (Jaeger). Suuntaamattomalla sillattomalla graafilla on nowhere-
zero -8-virtaus.

Ennen kun todistetaan Jaegerin lauseet, esitetdén viela yksi hyddyllinen
lemma.

Lemma 4.2.4. Suuntaamattomalla graafilla G on nowhere-zero -2P-virtaus
jos ja vain jos on olemassa sellainen kaarien partitio Fy, Fy, ..., F, C Eg,
ettd Eg = UP_| F; ja kaikille ¢ € [1, p] kaikki graafin F; solmut ovat parillista
astetta.

Todistus. Oletetaan ensin, etta Fi, ..., F}, on jokin graafin G kaarien partitio.
Maéaritelladn Zo X Zg X - -+ X Zo-virtaus « siten, etté

1, josee€F;
[a(e)]i = .
0, jose¢F,.

Koska jokainen graafin G kaari on osa jotain osajoukkoa F; niin az on nowhere-
7€r0 -Zig X Lig X - -+ X Lo-virtaus.
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Oletetaan seuraavaksi, ettd a on graafin G nowhere-zero -Zg X Zio X - + - X Zio-
virtaus. Néin voidaan olettaa, silld graafilla G on nowhere-zero -2P-virtaus.
Maéritellaan sitten kaikille ¢ € [1, p]

F;, ={ele € Eg ja [a(e)]; = 1}.

Virtauksen sdilymisehdosta seuraa, etta kaikki graafin F; solmut ovat parillis-
ta astetta ja koska a on nowhere-zero -Zy X Ziy X - - - X Zop-virtaus, niin jokaisen
kaaren on oltava osa ainakin yhtd osajoukkoa F;, eli E = U!_| F;. O

Todistetaan seuraavaksi lause 4.2.2.

Todistus. Aloitetaan toteamalla, ettd Nashin ja Williamsin tuloksesta (seu-
raus 4.1.5) seuraa suoraan, ettd graafilla G on kaksi kaariltaan erillistd virit-
tavid puuta. Kaytetdan néistd merkintéja Ty ja Ts. Osoitetaan seuraavaksi,
ettd on olemassa jokin sellainen virittdvan puun 77 aligraafi A, ettd kaikki
graafin (Fg\T1) U Ay solmut ovat parillista astetta.

Todistetaan viite kayttamalla algoritmikehitelméaa.

1. Asetetaan U := (Eg\T1), A1 :=0ja T :=T.

2. Etsi sellainen solmu v, etté se on lehti puussa 7T'. Jos solmuja on jéljella
vain yksi lopeta.

3. Jos solmun v aste graafissa U on pariton asetetaan U := U + e ja
Ay = A; + e, missd e on se kaari puussa T jonka padtepiste v on.
Muuten ei tehdd mitaan.

4. T =T — .

5. Palaa kohtaan 2.

Nyt kaikkien graafin U solmujen aste on selvésti parillinen algoritmin
viimeistd solmua luukuun ottamatta. Mutta koska lemman 2.1.4 mukaan
kaikkien graafin solmujen asteiden summan on oltava parillinen, niin myos
viimeisen solmun asteen on oltava parillinen. Joten saadaan U = (E¢\T1)UA;
missd graafin U kaikkien solmujen aste on parillinen.

Vastaavalla tavalla voidaan 10ytda sellainen virittdvan puun 75 aligraafi
A,, etté kaikki graafin (Eg\T,)U Az solmut ovat parillista astetta. Merkitdan
Fy = (BEc\T1) U Ay ja Fy = (Eg\Ty) U Ay. Koska Er, N Ep, = () saadaan
Fy U Fy, = Eg ja lemmasta 4.2.4 seuraa, ettd graafilla G on nowhere-zero
-4-virtaus.

O
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Todistetaan viela lause 4.2.3.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd G on 3-kaariyhtendinen. Muodostetaan graafi

G’ kahdentamalla jokainen kaari graafissa G. G’ on nyt selvésti 6-kaariyhtenéinen.
Seurauksesta 4.1.5 saadaan, ettd on olemassa kolme kaariltaan erillista virit-
tavad puuta 17, T3 ja T3, joille 77 U T35 U Ty = E¢/. Madritellddn uudet puut

T; siten, etta

T; = {e|kaari e on puussa T/ tai kaaren e kopio on puussa 7} }.

Nyt T7, T3 ja T3 ovat sellaiset joukon Eg alijoukot, etté jokaista kaarta e kohti
on olemassa puu 7; johon kaari e ei kuulu. Kayttamalld samaa paéttelya kuin
edellisessé todistuksessa todetaan, ettd on olemassa sellaiset joukot A;, A,
ja As joille pétee, ettd graafissa F; = (E\T;) U A; jokaisen solmun aste on
parillinen. Koska jokaista kaarta e kohti on olemassa puu 7; johon kaari e
ei kuulu, niin jokainen kaari e kuuluu ainakin yhteen graafiin F; ja saadaan
U F,U Fy = E. Kayttamalla vield lemmaa 4.2.4 saadaan vaite todistettua
3-kaariyhtendiselle graafille.

Oletetaan sitten, ettd graafi G on sillaton, mutta ei 3-kaariyhtenéinen.
Télloin on olemassa irrotusjoukko {e;,es}. Lemman 4.0.3 mukaan voidaan
olettaa, ettd kaarien e; ja e, suuntaukset ovat vastakkaiset. Oletetaan vie-
14, ettd graafin G\{e;,es} kummallakin komponentilla on nowhere-zero -8-
virtaus. Nyt myos graafilla G’ = G'\e; on nowhere-zero -8-virtaus o’. M&éri-
telladn virtaus « siten, etta

[a(e)] = {O/(e)’ jose7 e

a'(ez), jose=ey.

Irrotusjoukon virran séilymisehdosta seuraa, ettd a on graafin G nowhere-
zero -8-virtaus. Induktiolla saadaan viite todistettua. O

4.3 Seymourin 6-virtaukset

Edellisesséa kappaleessa nahtiin, etté jokaisella sillattomalla graafilla on nowhere-
zero -8-virtaus. Seymour osoitti kuitenkin 70-luvulla, ettd téata tulosta voi-
daan parantaa ja jokaisella sillattomalla graafilla on nowhere-zero -6-virtaus.
Tutten avoin ongelma 4.2.1 on vield ratkaisematta. Lahimmaksi ratkaisua on
toistaiseksi péadssyt Seymour tuloksellaan.

Tassa kappaleessa esitetadn Seymourin lauseelle DeVosin, Rollovan ja Sé-
malin todistus, joka poikkeaa Seymourin alkuperaisestéa todistuksesta. Todis-
tus perustuu sille huomiolle, etté Zg ~ Zy X Zs3 ja, jos ao on Zs-virtaus ja as
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on Zs-virtaus, niin ndiden yhdiste muodostaa Zg-virtauksen, kun supp(ag)U

supp(az) = Eg- 5
Tamén kappaleen ldhteena on kaytetty DeVosin, Rollovan ja Sdmalin ar-

tikkelia [3].

Maaritelma 4.3.1. Olkoon G 2-kaariyhtendinen graafi. Méaritelladn kaa-
rille e ja f ekvivalenssirelaatio ~ siten, ettd e ~ f, jos e = f tai {e, f}
on 2-irrotusjoukko. Kutsutaan relaation ~ ekvivalenssiluokkia yleistetyiksi
sarjaluokiksi.

Lemma 4.3.2. Olkoon G suunnattu graafi ja u sen jokin maaratty juurisol-
mu. Olkoon joukko S C d(u) sellainen, ettd |S| = 2. Mééaritelldén funktiot
g 1 S — Zs ja bz : §(u) — Zs. Oletetaan, ettd

1. 6(v) = 3 kaikille v € Vg\{u},
2. G on 3-kaariyhtenéinen,

3. G — u on 2-kaariyhtendinen,
4. Zeéé*(u) 1/)3(6) - Zeéé*(u) ¢3(6) = 0.

Silloin on olemassa sellaiset virtaukset oy : Fg — Zs ja ag : Eqg — Zs,
ettd aolg = 12, aslsw) = V3 ja (as(e),as(e)) # (0,0) kaikille e € Eg\o(u).

Todistus. Todistetaan lemma induktiolla graafin G kertaluvun vg suhteen.
Aloitetaan tapauksesta, jossa vg = 2, eli graafista, jossa on kaksi solmua
ja kolme rinnakkaista solmut yhdistavda kaarta. Olkoon silloin a3 = 13 ja
valitaan ag : Eg — Zs siten, ettd as|s = 19 ja |supp(az)| on parillinen.
Koska ehdosta (2) seuraa, ettd solmun u aste on vahintédén 3, niin §(u)\S #
0 ja téllainen valinta on aina mahdollinen. Nyt as ja as tayttavat kaikki
virtauksien ehdot, ja myos ehto (as(e), as(e)) # (0,0) tayttyy kaikille e €

Seuraavaksi valitaan sellainen kaari e, ettd e = uv € 6(u)\S. Ehdoista (1)
ja (2) seuraa, ettd voidaan médritelld sellainen yleistetty sarjaluokka F', etté
se siséltdd ne molemmat kaaret joiden péétepiste on solmu v graafissa G — u.
Olkoot Gy, ..., G graafin (G—u)—F komponentit ja oletetaan, ettd ne ovat
jarjestetyt siten, ettd F' siséltdéd kaaren fj komponenttien Gy ja Gy valilla.
Téssd k € [0,1 — 1] mod [. Kaari f, médrittyy aina yksikésitteisesti kaikissa
muissa tapauksiassa paitsi, jos [ = 2. Tuolloin kaaria komponenttien vélilla
on 2, joten vaaditaan liséksi, ettd fo # f1. Solmusta u menee jokaiseen kom-
ponenttin Gy vahintddn yksi kaari koska graafi G on 3-kaariyhtenéinen, silla
muuten kaaret fr_; ja fr muodostaisivat 2-irrotusjoukon. Paitetdan viela,
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ettd komponentti Gy on se komponentti, joka kostuu ainoastaan solmusta v.
Lisdksi joukon S kaaret menevat komponentteihin G; ja G;, missd 0 <1 < j
(katso kuva 4.2).

Muodostetaan seuraavaksi graafi G* yhdistdmalla jokaisen komponentin
G solmut yhdeksi solmuksi kaikille ¢ € [0,[—1] (katso kuva 4.3). Nyt funktion
13 madrittelyjoukkoa voidaan laajentaa joukolla F' niin, ettd i3 on graafin
G* Zs-virtaus. Graafilla G* on liséksi sellainen Zs-virtaus, ettd sen kantaja
on joukko [ ja lisdamalld taméan virtauksen sopiva monikerta virtaukseen 13
saadaan, ettd 3(fi—1) # 0 # ¢¥3(f;). Laajennetaan vield funktion ¢, méérit-
telyjoukkoa niin, ettd ¢o(f) = 1 kaikilla f € F\{fi_1, f;}. Arvot ¢»(fi_1) ja
Yo(f;) mééritelldéin myShemmin.

Muodostetaan sitten jokaiselle k € [0,1—1] graafi G} yhdistamélld solmut
joukossa Vi \ Vi, yhdeksi juurisolmuksi u), (katso kuva 4.4). Yhdistamalla sol-
mut graafin G} komponentissa Gy ja kiyttamélld funktion 3 rajoittumana
niitéd kaaria, joiden péétepiste on u}, saadaan sama tilanne kuin todistuksen
alussa esitetylld kahden solmun graafilla. Liséksi tdmé graafi voidaan myos
solmuja yhdistamélla muodostaa graafista G*, jossa 13 on virtaus. Siksi voi-
daan todeta, ettd graafin G} uusi juurisolmu téyttda virtauksen siilymiseh-
don funktiolle 3.

Jos i = 7, niin molemmilla joukon S kaarilla on péadtepiste komponen-
tissa G;. Graafi G, joukko S seké funktiot ¥s|s ja V35 téyttavit nyt
edellisen pédttelyn nojalla lemman oletukset. Miéritelliéin graafille G vir-
taukset Oéé : EG:' — ZQ ja Oég : EG:' — Z3 siten, etta ¢2(f2'_1) = Oé%(fz‘_l)
ja Yo f;) = ab(f;). Nyt voidaan soveltaa induktiota yksitellen kaikille muille
graafeille G} niin, ettd korvataan kaaret joukkossa S kaarilla f,_1 ja fy, eli
muutetaan funktioiden )y ja 13 rajoittumiksi { fr_1, fx } funktiolle 19 ja §(u},)
funktiolle 3. Médritellidn vield jokaiselle G virtaukset af : Egr — Ly
ja of Eqr — Zs. Yhdistamilld kaikki virtaukset of ja of virtauksiin
alb Eg+ — Iy ja ol Eg+ — Zy saadaan virtaukset as ja az. Nyt eh-
dot asls = 2, aslswy = s ja (aa(e),as(e)) # (0,0) téayttyvit kaikille
e € Eg\0(u). Koska ne myds téyttavét virtauksen séilymisehdon jokaises-
sa solmussa graafeissa G} niin silloin ne myds téyttivit sen kaikille solmuille
Ve\{u}. Koska virtaus séilyy kaikissa solmuissa paitsi mahdollisesti yhdes-
sd, niin sen on sailyttavd myos téssd yhdessd solmussa. Virtaukset as ja as
muodostavat nyt ratkaisun alkuperéiseen ongelmaan.

Jos taas ¢ < j muodostetaan samoin kuin edellisessd tapauksessa ensin
virtaukset af : Eo+ — Zg ja of : Eg+ — 73 graafille G, kaarelle f; seki
joukon S kaarelle jénka padtepiste on Eomponentissa G;. Tehdéan vield sama
graafille Gj, kaarelle f;_; ja joukon S kaarelle jonka padtepiste on kompo-

nentissa Gj. Olkoon virtaukset Oé% ; EG; — 7o ja ag : EGj — Z3. Koska i < j
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ovat fi_1 ja f; erilliset kaaret ja voidaan mééritelld ¢o(f;—1) = ab(fi—1) seké
Ua(f;) = ad(f;). Lopuksi kiytetiisn vield induktiota kaikille muille graafeil-
le G} sekd kaarille fi_1, fr. Muodostuneet Z,- ja Zs-virtaukset ratkaisevat
alkuperéisen ongelman. ]

Kuva 4.2: Lemman 4.3.2 todistuksessa esitetty graafi G, missd [ = 6, i = 1
ja j = 3. Joukon S kaaret ovat piirretty lihavoituna.

Ja fi

s Jo

[ f2
Kuva 4.3: Lauseen 4.3.2 todistuksessa muodostettu graafi G* kuvan 4.2 graa-
fista.
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Kuva 4.4: Lauseen 4.3.2 todistuksessa muodostettu graafi G kuvan 4.2 graa-
fista.

Lemma 4.3.3 (Seymour). Jokaisella 3-kaariyhtenéisella kuutiollisella graa-
filla on nowhere-zero -Zg-virtaus.

Todistus. Olkoon G 3-kaariyhtendinen kuutiollinen graafi. Valitaan mielival-
tainen juurisolmu u ja sellaiset funktiot v ja 13, ettd supp(1s) Usupp(¢3) =
d(u). Koska 0(u) = 3, on graafi G — u 2-kaariyhtenéinen. Lemman 4.3.2
mukaan on olemassa sellaiset virtaukset oy : Eg — Zs ja ag : Eq — Zs,
ettd aolg = o, aslsw) = 3 ja (aa(e), as(e)) # (0,0) kaikille e € Eg\o(u).
Isomorfismista Zg ~ Zy X Zs3 seuraa, etta ollaan loydetty nowhere-zero -Zg-
virtaus. 0

Lause 4.3.4 (Seymour). Jokaisella sillattomalla graafilla on nowhere-zero
-6-virtaus.

Todistus. Lauseen 4.0.4 nojalla riittda todistaa, ettéd jokaisella sillattomalla
graafilla on nowhere-zero -Zg-virtaus. Merkitédén Vs, (G) = {v € Vg|o(v) >
3}.

Tehd&an vastaoletus, ettd on olemassa sellainen sillaton graafi G, jolla ei
ole nowhere-zero -Zg-virtausta. Valitaan graafi G siten, ettd ensin minimoi-
daan 2-irrotusjoukkoihin kuuluvien kaarien maara ja sitten
> vevs. (¢)(0(v) — 3). Voidaan olettaa, ettéd vg > 3, silli muuten todistus on
triviaali.

Jos graafilla G on irrotussolmu v niin on olemaassa kaksi kaariltaan eril-
liista aligraafia G, ja G, joille G1 U Gy = G ja Vg, N Vg, = {v}. Koska seké
G ettd Gy ovat sillattomia seuraa minimaalisuusvaatimuksesta, ettd nailla
molemmilla on nowhere-zero -Zg-virtaus, silld muuten valittu graafi olisi jom-
pikumpi naistd. Mutta tésta seuraa, ettd myos graafilla G on nowhere-zero
-Zg-virtaus, eli saadaan ristiriita.

Jos taas graafilla G on 2-irrotusjoukko {ej, es} saadaan minimaalisuus-
vaatimuksesta, ettéd graafilla G'\e; on nowhere-zero -Zg-virtaus a. Virtauksen
sailymisehdosta irrotukselle, seuraa kuitenkin, ettd a(e;) = ta(es) ja koska
a on nowhere-zero -Zg-virtaus graafilla G'\e; niin a(ey) # 0. Tésté saadaan,
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ettd myos a(e;) # 0 ja a on nowhere-zero -Zg-virtaus. Eli saadaan taas ris-
tiriita.

Oletetaan vield, ettd graafilla G on solmu v, jolle §(v) > 3. Olkoot
€1,€3,...,€ ne kaaret, joiden pédtepiste on v. Olkoon Cj erillinen sykli,
jolla on solmut vy, vs,...,v,. Muodostetaan uusi graafi G' vaihtamalla jo-
kaisen kaaren e; paatepiste v solmuksi v; kaikilla i € [1,k]. Témén jélkeen
poistetaan solmu v. Jos téalla uudella graafilla G’ nyt on silta, 2-irrotusjoukko
tai irrotussolmu, niin sellainen on myos helposti 16ydettéavissa alkuperaisesta
graafista GG. Eli graafin G’ on oltava 3-kaariyhtendinen, mutta minimalisuus-
vaatimuksesta seuraa, etta silla on oltava nowhere-zero -Zg-virtaus. Yhdista-
malla syklin C} solmut yhdeksi, saadaan alkuperéinen graafi G, mutta nyt
sille on 16ydetty nowhere-zero -Zg-virtaus ja saadaan taas ristiriita.

Tastd seuraa, ettd graafi G on 3-kaariyhtendinen ja kuutiollinen, joten
lemman 4.3.3 mukaan silla on nowhere-zero -6-virtaus. O
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