M'/ TURUN
?’/a \\\\ YLIOPISTO

ALGEBRALLINEN NAKOKULMA PEITTOKOODEIHIN

Elias Heikkila

Pro gradu -tutkielma
Toukokuu 2020

MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS



Turun yliopiston laatujarjestelmén mukaisesti tamén julkaisun alkuperaisyys

on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck-jarjestelmalla.



TURUN YLIOPISTO

Matematiikan ja tilastotieteen laitos

HEIKKILA, ELIAS: Algebrallinen nikokulma peittokoodeihin
Pro gradu -tutkielma, 48 s.

Matematiikka

Toukokuu 2020

Tassa tutkielmassa késitelldan algebrallista symbolidynamiikkaa ja sovel-
letaan sita peittokoodien tutkimiseen. Algebrallisessa symbolidynamiikassa
kombinatoriset ja topologiset ongelmat muutetaan polynomeja koskeviksi ky-
symyksiksi, jolloin ongelmaan saadaan algebrallinen nakokulma. Algebralli-
sella lahestymistavalla saadaan helppoja todistuksia nelichilan ja kuningas-

graafin peittokoodituloksille.

Tutkielma alkaa symbolidynamiikan perinteisten kasitteiden maarittelylla ja
perustulosten esittelylla. Taman jalkeen maédritellidan kommutatiivisen al-
gebran ja algebrallisen geometrian peruskasitteet, joilla saadaan uusi néko-
kulman symbolidynamiikan tutkimukseen. Néin saadaan perinteisen topolo-
gisen rakenteen lisdksi myos algebrallista rakennetta kayttoon. Perustietojen
jalkeen esitelldan tyokaluiksi erilaisia polynomihajotelmia ja todistetaan tut-
kielman kannalta olennaisten ihanteiden rakennetuloksia. Tutkielmassa py-
ritdan rakentamaan tarvittava teoria mahdollisimman suppeilla esitietovaa-

timuksilla.

Kun teoriapohja on rakennettu, sovelletaan polynomihajotelmia peittokoo-
ditulosten todistamiseen. Lopuksi annetaan viela algoritmi peittokoodien et-

simiseen tietyssa erikoistapauksessa.
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tatiivinen algebra, polynomi, ihanne, symbolidynamiikka.
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1 Johdanto

Olkoon w: Z — X kahteen suuntaan &ireton sana ja merkitdan siind
esiintyvien m-pituisten yhtenéisten osasanojen lukuméaérdd p,(w). Morsen-
Hedlundin lause kertoo, ettd w on jaksollinen jos ja vain jos on olemassa
sellainen n € N, etté p,(w) < n. Tama tunnettu sanojen kombinatoriikan tu-
los luokittelee ddrettomét sanat jaksollisiin ja ei-jaksollisiin paikallisen omi-
naisuuden, kuviokompleksisuuden, avulla. Kutsutaan niitd sanoja, joilla on
sellainen n € N; ettd p,(w) < n, matalan kompleksisuuden sanoiksi.

Kun tunnetaan tamé tulos, on luontevaa tarkastella matalan komplek-
sisuuden sanoja useampiulotteisessa tapauksessa. Maaritellian tata varten
d-ulotteinen konfiguraatio c: Z% — X. Olkoot ny,...,ng € N ja méiéritelliin
E = X! {1,...,n;}. Tekijikompleksisuus joukon E suhteen pg(c) on nii-
den d-ulotteisten sanojen lukumaéra, jotka saadaan siirtelemélla joukon E
méaaraamad ikkunaa konfiguraation ¢ ylla. Kutsutaan konfiguraatiota ¢ sa-
malla tavalla matalan kompleksisuuden konfiguraatioksi, jos voidaan valita
sellaiset luvut ny, ..., ng, etta pe(c) < |E|.

On olemassa helppoja vastaesimerkkeja ei-jaksollisisista matalan
kompleksisuuden konfiguraatioista aina, kun d > 3. [3] Rajatapaus d = 2
on yhé avoin, mutta sen uskotaan pitdavan paikkansa. Tama vaite on nimetty
ranskalaisen Maurice Nivat'n mukaan Nivat'n konjektuuriksi vuonna 1997.
[17]

Algebrallinen lahestymistapa symbolidynamiikan tutkimukseen sai al-
kunsa artikkelissa [14], jossa esiteltiin moniulotteisten sanojen tulkinta po-
lynomeina ja todistettiin algebrallisen geometrian avulla uusia tuloksia ma-
talan kompleksisuuden konfiguraatioista. Talla lahestymistavalla edistyttiin
my6s Nivat'n konjektuurissa huomattavasti. Artikkelit [14, 15, 13] ovat osa
viitoskirjaa [18], jossa on lisiksi laajennettu tavanomaista polynomien késit-
telya Laurentin polynomeille.

Alunperin Nivat'n konjektuuria varten rakennettua algebrallista koneis-
toa on myohemmin yhdistelty perinteiseen symbolidynamiikan topologiseen
kasitteistoon ja rakennettu teoriaa uudesta nakokulmasta. [11, 12] Eri nako-

kulmista on koottu artikkeli [9], jossa mainitaan my6s mahdollinen yhteys



peittokoodeihin.

Tassa tutkielmassa todistetaan peittokoodien jaksollisuustuloksia viiva-
polynomihajotelmilla, jotka avaavat jalleen uuden kehityssuunnan vanhan
teorian pohjalle. Naiden hajotelmien avulla saadaan yksinkertaisia todistuk-
sia peittokoodien jaksollisuusominaisuuksille, joita on kasitelty esimerkiksi
artikkelissa [2]. Lopuksi esitetddn myos yksinkertainen algoritmi, jolle voi-
daan syottaa kuvio ja tietyssd tapauksessa osataan sanoa, voidaanko silla

peittda taso annettujen ehtojen mukaisesti.



2 Konfiguraatioavaruus

Yleisesti ottaen dynaaminen systeemi on pari (X, f), jossa X on kompakti
metrinen avaruus ja f on monoidin M toiminta joukossa X. Lisaksi f™ tu-
lee olla jatkuva kaikilla m € M. Monoidin M voidaan ajatella olevan ajan
kasitteen yleistys, jonka paikalle voidaan asettaa esimerkiksi jatkuvassa ja
kaantyvassa systeemissd ryhma R tai diskreettiaikaisessa kdantymattomassa
systeemissa monoidi N. Ei ole kuitenkaan mitdan syyta rajoittua yksiulot-
teiseen tapaukseen.

Tassa tutkielmassa kéasitellaan moniulotteista symbolidynamiikkaa, jossa
X on d-ulotteisten direttomien sanojen joukko, f on siirto ja M = Z?. Mai-
ritelldan nyt kasitteitd hieman tasmallisemmin. Téssa kappaleessa lahteina

on kaytetty luentomonisteita [10, 8] ja topologian kirjaa [20].

Miiritelma 2.1. (aakkosto, konfiguraatio) Aérellistd epityhjai joukkoa
T kutsutaan aakkostoksi. Mielivaltaista kuvausta c: Z? — T kutsutaan
kon figuraatioksi tai ddrettomdaksi d-ulotteiseksi sanaksi. Merkitdan sanojen

kombinatoriikasta tutulla tavalla ¢, = ¢(v), kun v € Z<.

Maéaritelma 2.2. (konfiguraatioavaruus) Konfiguraatioavaruus on kaikkien
konfiguraatioiden joukko, jolle kaytetaan tyypillista joukko-opin merkintéata-
paa T2

Maisritelmi 2.3. (kuvio) Olkoon D < Z< direllinen ja p: D — T. Adrellinen
kuvio, tai yksinkertaisesti kuvio, aakkoston 7' yli on pari (p, D). Kuvio on

luonteva yleistys darellisen sanan kasittelle.

Maaritelma 2.4. (sylinteri, alikuvio) Olkoon (p, D) aarellinen kuvio. Maéa-

ritellddn kuvion (p, D) maardaméa sylinteri joukkona
Cyl(p, D) = {ce T | dlp = p}.

Sanotaan, ettd kuvio (p, D) on konfiguraation ¢ alikuvio, jos ¢ € Cyl(p, D).



Annetaan tiilijoukolle T" diskreetti metriikka. Tall6in avaruus 7' on kompak-
ti metrinen avaruus ja T' 2? yoidaan ajatella tuloavaruutena, jonne saadaan

luonnollisesti tulotopologia, jolla on sylinterikanta

B = {Cyl(p, D) | (p, D) on ééarellinen kuvio }.

Konfiguraatioavaruus on metristyvé, koska se on metristen avaruuksien nu-
meroituva tulo. Lisaksi konfiguraatioavaruus on kompaktien avaruuksien tu-
lona kompakti. [20]

Midritelmé 2.5. (siirto) Olkoot ¢ € T2 ja u € Z?. Vektorin u maariama
siirto on kuvaus 7o: T2 — TZ' jossa ¢ — e ja e(v) = ¢(v — u) kaikilla

v e 74

Maaritelma 2.6. (jaksollisuus, k-jaksollisuus, taysin jaksollinen) Ajatellaan
kokonaislukuhilaa Z? vektoriavaruuden Q7 alihilana. Konfiguraatio ¢ € T2
on jaksollinen vektorin u suuntaan, jos 74(c) = c jollekin u € Z4\ {0 }. Kon-
figuraatio ¢ on k-jaksollinen, jos k on suurin sellainen luku, ettd ¢ on jaksol-
linen lineaarisesti riippumattomiin suuntiin uy, ..., u;. Yleensa 1-jaksollista
konfiguraatiota kutsutaan yhteen suuntaan jaksolliseksi. Lisdksi d-jaksollista

konfiguraatiota kutsutaan tdysin jaksolliseksi.

Lause 2.7. Merkitiin e; = (1,0,...,0),e3 = (0,1,...,0),....,e4 = (0,0, ..., 1).
Konfiguraatio ¢ on tdysin jaksollinen jos ja vain jos on olemassa sellaiset

luvut n; € Z\{ 0}, etta c jaksollinen kaikkiin suuntiin n;e;, missa i = 1, ..., d.

Todistus.

<= Oletetaan, ettd ¢ on jaksollinen kaikkiin suuntiin n;e;. Koska vekto-
rit n;e; ovat lineaarisesti riippumattomia yli kunnan @Q, ¢ on téysin

jaksollinen.

= Oletetaan nyt, ettd ¢ on taysin jaksollinen. Otetaan ne lineaarises-
ti riippumattomat vektorit v;, i = 1,...,d, joille 7y,(c) = ¢. Olkoon

j € {1,..,d} mielivaltainen. Nyt joukko {v; | i =1,..,d} U {e;} on



lineaarisesti riippuva yli kunnan Q, joten on olemassa rationaaliluvut

Q1 -y Qd+1, MiSSA gg1 # 0 ja
G1V1+ - qavq + qqp1€ej = 0.

Otetaan sellainen luku k € Z\ {0}, ettéd kq; € Z kaikillai = 1,...,d + 1.
Nyt siis —kqq1€; = kqivi + - - - + kqqvq ja edelleen

T—kqai1€j (C) = Tkqivi+-+kqgvq (C) = Tkqivi " Thqqvg (C) = C.

O

Lause 2.8. Olkoon ¢ € T% taysin jaksollinen konfiguraatio. On olemassa

sellainen luku n € Z\ {0}, etti T,y(c) = ¢ kaikilla v € 72,

Todistus. Olkoon luvut ng,...,ng lauseesta 2.7 ja merkitdéin n = [ [n;. Ol-
koon v € Z% mielivaltainen. Nyt nv = (nvy, ..., nvy), misséa n; | nv;. Merkitain

k; = 2% Saadaan siis
1

d
nv = Z k:znzez
i=1

ja téten T,y (€) = Thynge, = * Thyngey (€) = C-

Lause 2.9. Siirtokuvaus 7, on jatkuva kaikilla v € Z°.

Todistus. Seuraa luonnollisesti, kun tarkastellaan konfiguraatioavaruuden to-

pologian sylinterikantaa. Yksityiskohtainen todistus lahteessé [8]. O]

2.1 Siirtoaliavaruus

Joukko A = T% on translaatioinvariantti jos To(A) = A kaikilla u e Z4.

Maaritelma 2.10. (siirtoaliavaruus) Translaatioinvarianttia ja topologisesti
suljettua joukkoa A kutsutaan siirtoaliavaruudeksi (subshift). Erikoistapaus-
ta A = T% voidaan kutsua yksinkertaisesti siirtoavaruudeksi (full shift).
Siirtoavaruus on siis konfiguraatioavaruuden synonyymi hieman eri vivah-

teella.



Maaritelma 2.11. (kuvion esiintyminen konfiguraatiossa) Kuvio (p, D)
esiintyy konfiguraatiossa c, jos on olemassa vektori v € Z<, jolle 7 (u)|p = p.

Merkitdan kaikkien konfiguraatiossa c esiintyvien kuvioiden joukkoa
Patt(c) = { (p, D) | kuvio (p, D) esiintyy konfiguraatiossa c}.

Kuviojoukossa on kaikki konfiguraation alikuviot ja niiden siirretyt ver-
siot. Konfiguraation ¢ alikuvioiden avulla saadaan kaikki sylinterit, joihin ¢
kuuluu ja kuviojoukon avulla saadaan sellaiset sylinterit, joihin konfiguraa-
tio voidaan siirtad. Tamé on tarked asetelma symbolidynamiikan kannalta,
koska sylinterit muodostavat topologian kannan ja ryhmén (Z4, +) toiminta
konfiguraatioavaruudessa maéritellaan siirtojen avulla.

Kuviojoukon méaritelmad voidaan laajentaa konfiguraatiojoukoille A <

T2 luonnollisella tavalla:

Patt(A) = | ] Patt(c).

Maaritelma 2.12. (kuvioita vdlttdvat konfiguraatiot) Maaritellian kuvio-
joukolle P < Patt(TZd) konfiguraatiojoukko, jossa ei esiinny kuvioita joukos-
ta P:

S(P) = {ce T | Patt(c) n P = &5 }.

Sanotaan, ettd joukon 3 (P) konfiguraatiot vdlttdvdit joukon P kuviot.

Siirtoavaruudessa esiintyy kaikki mahdolliset kuviot ja siksi onkin luonte-
vaa ajatella, etta siirtoaliavaruudessa esiintyy vain jokin osajoukko kaikista

kuvioista. Seuraava tulos muotoilee tdsméllisesti taméan ajatuksen.

Lause 2.13. Joukko ¥ on siirtoaliavaruus jos ja vain jos ¥ = X(P) jollekin
P < Patt(T™).

Todistus. Luentomonisteessa [8]. O

Maaritelma 2.14. ( Wang-laatta, Wang-laatoitus) Wang-laatta on yksikko-
nelio, jonka reunat on varjatty. Téssa yhteydessa laatoitus on sellainen kon-
figuraatio Wang-laattoja, ettd kaikki toisiaan koskevat reunat ovat samaa

varia.



Siirtoaliavaruus ¥ on ddrellista tyyppia tai SFT (subshift of finite ty-
pe), jos on olemassa dérellinen P, jolle ¥ = ¥(P). Kun rajoitutaan kahteen
ulottuvuuteen, saadaan aarellisen tyypin siirtoaliavaruuksien ja tiilitysten
vélille luonteva yhteys. Kaikki Wang-tiilitykset voidaan ajatella darellisen
tyypin siirtoaliavaruuksina ja toisaalta darellisen tyypin siirtoaliavaruuksista
voidaan algoritmisesti rakentaa samoilla ominaisuuksilla varustettu Wang-
tiilijoukko. [10] Wang-laatoituksille esiteltyjé algoritmeja voidaan soveltaa
siis adrellisen tyypin siirtoavaruuksille. Esitellaén viela kaksi tutkielman myo-

hemmaéssa vaiheessa tarvittavaa tulosta.

Lause 2.15. Jos Wang-tiilijoukolla T voidaan tiilittad taso yhteen suuntaan

jaksollisesti, on samalla tiilijoukolla olemassa myds 2-jaksollinen tiilitys.
Todistus. Luentomonisteessa [10]. O

Lause 2.16. Olkoon siirtoaliavaruus ¥ < T% ddrellisti tyyppid. Jos tiede-
tadan, ettd X sisdltad jaksollisen alkion tai ¥ = &, kysymys joukon ¥ tyhjyy-

destd on algoritmisesti ratkeava.

Todistus. Rakennetaan algoritmisesti tiilijoukko 7T, joka tiilittda tason jak-
sollisesti jos ja vain jos X # ¢F. Téhan on esitelty algoritmi luentomonisteessa

[10]. Ajetaan kahta puolialgoritmia samaan aikaan:

1) Arvataan sellainen k € N, jolle aluetta {0, 1, ..., k }? ei pystyta tiilittimaan
ilman virhettd. Talloin ¥ = ¢F.

2) Lauseen 2.15 nojalla riittaa etsid 2-jaksollisia tiilityksid. Arvataan sellai-
nen k € N, etté alue {0, 1, ..., k }? pystytdén tiilittiméaén ilman virhetta
ja kuvion alarivin varit sopivat ylarivin vareihin sekéd vasemman reunan
varit sopivat oikean reunan vareihin. Nyt ollaan 16ydetty jaksollinen tii-
litys. Téalloin ¥ # .



3 Kommutatiivista algebraa

Maaritelladn kommutatiivisen algebran tyokaluja, jotta voidaan kasitelld d
muuttujan Laurentin polynomeja, jotka avaavat yhteyden polynomialgebran
ja symbolidynamiikan vélille. Kéaytetaan lahteina kirjoja [1, 4] ja luentomo-
nistetta [16]. Algebrallisen geometrian osuudessa kéytetddn kirjaa [5] ja véi-
toskirjaa [18].

Maaritelma 3.1. (rengas) Kolmikkoa (R, +, =) kutsutaan renkaaksi, jos bi-

néarioperaatioille +: R x R— R ja = : R x R — R pétee seuraavat ehdot:
1. (R,+) on Abelin ryhmé

2. (R, ) on monoidi
3.ax(b+c)=axb+axcja(a+b)*c=axc+0bxckaikilla a,b,ce R.

Kommutatiiviselle renkaalle patee liséksi a * b = b = a kaikilla a,b € R.
Tasta eteenpéin renkaasta kaytetdédn lyhennemerkintda R, koska binadrio-
peraatiot voidaan paatelld asiayhteydesta. Lyhennetadén myos kertolaskun
merkintaa tyypilliseen tapaan a = b = ab. Téssa koko tutkielmassa oletetaan,

ettd R on kommutatiivinen rengas.

Maaritelma 3.2. (yksikko, jaoton alkio) Alkio a € R on yksikko, jos sil-
14 on olemassa kertolaskun suhteen kianteisalkio. Alkiota a # 0 sanotaan

jaottomakst jos a ei ole yksikko ja

a = bc = b on yksikko tai ¢ on yksikko.

Esimerkki 3.3. Kokonaislukujen renkaassa 7Z yksikoita ovat 1 ja —1. Téaten

kokonaislukurenkaan jaottomat alkiot ovat alkuluvut ja niiden vastaluvut.

Esimerkki 3.4. Kunnassa ei ole jaottomia alkioita, koska kaikki nollasta

poikkeavat alkiot ovat yksikoité.



3.1 Polynomirenkaat ja muodolliset potenssisarjat

Olkoon R kommutatiivinen rengas ja x1, ..., 4 muuttujia. Kaytetdan muuttu-
jien monikolle merkintédd X = (x1, ..., z4) ja maaritellddn XV = o' z5? - - x)*

vektorille v € Z<.

Maaritelma 3.5. (Laurentin polynomi) Laurentin polynomi renkaan R yli
on summa Y, _,a, X", missié D < Z% on aarellinen ja ay € R. Merkitédin

Laurentin polynomien joukkoa
Rz, ... x5 tai R[XT].

Maaritelma 3.6. (muodollinen potenssisarja) Kun sallitaan Laurentin po-
lynomille dareton maara nollasta poikkeavia kertoimia, saadaan muodollinen
potenssisarja yli renkaan R. Merkitadn muodollisten potenssisarjojen jouk-

koa
R[[zi, ... a5 = R[[X*']] = { D] avX¥ | ay € R}.
vezd
Joukko R[X*!] on kommutatiivinen rengas tavanomaisen polynomiker-
tolaskun suhteen ja lisédksi voidaan maéritellda Laurentin polynomin ja muo-
dollisen potenssisarjan kertolasku paikallisena polynomikertolaskuna. Talloin
muodollisten potenssisarjojen joukko muodostaa modulin Laurentin polyno-

mien renkaan yli.

Maaritelmé 3.7. (kantaja) Olkoon f = > a, XV Laurentin polynomi tai

muodollinen potenssisarja. Maaritellian kantaja:
supp(f) ={veZ|a, #0}.

Tassa tutkielmassa kasitellian Laurentin polynomeja ja muodollisia po-
tenssisarjoja lahinnd kunnan C yli, koska se on algebrallisesti suljettu. Toinen
kiinnostava vaihtoehto olisi tarkastella polynomeja yli dérellisen kunnan F,,
missa g = p" jollekin alkuluvulle p. [11] Tété ajatusta sivutaan peittokoodien

sovelluksissa, koska siella rajoitutaan bindariaakkostoon.



Esimerkki 3.8. Olkoon f = > _,a,XV Laurentin polynomi ja ¢ =
D vezd 6w XY muodollinen potenssisarja. Lasketaan tulo fc ensin kahdella ta-

valla.

fe= Z feo XV = Z Z Ay XV = Z Z AuCy_uX".

veZd veZd ueD vezd ueD

Tama antaa kaksi visuaalista ajattelutapaa. Joko Laurentin polynomi
f asetetaan kaikkiin potenssisarjan ¢ osoittamiin kohtiin tai tarkastellaan
ikkunassa —D havaittavia potenssisarjan ¢ merkkeja. Havainnollistetaan nyt
konfiguraation ¢ = >, _,4 XV ja polynomin f =1+ x + y + 2y kertolaskua
kuvalla.

Kuva 1: Polynomin f ja potenssisarjan c¢ kertolasku.

10



3.2 Konfiguraatio, tiili ja tiilittaja

Maaritelladn nyt symbolidynamiikan késitteita algebrallisessa kontekstissa

vaitoskirjan [18] kanssa yhteensopivasti.

Maaritelméa 3.9. (algebrallinen konfiguraatio) Mika tahansa muodollinen

potenssisarja ¢ € C[[X*!]] on algebrallinen konfiguraatio.

Maaritelma 3.10. (ddarellisen aakkoston konfiguraatio, ddrellisen
kokonaisaakkoston konfiguraatio, konfiguraatio aakkoston T yli)
Olkoon ¢ = } ;4 cy XV algebrallinen konfiguraatio. Médaritellaan symboli-

dynamiikan kannalta olennaisia alakésitetteita.

e c on ddrellisen aakkoston konfiguraatio, jos on olemassa &dérel-
linen 7' < C, jolle ¢, € T kaikilla v € Z¢.

e Konfiguraatio on ddrellisen kokonaisaakkoston konfiguraatio,
jos lisaksi T' < Z.

e Joskus halutaan myos kiinnittaa aakkosto T valmiiksi. Jos kon-
figuraatiolle ¢ pétee ¢y € T kaikilla v € Z?, sanotaan, etté c on
konfiguraatio aakkoston T yli. Samoin voidaan puhua Laurentin

polynomeista aakkoston T yli.

Potenssisarjaméaaritelma konfiguraatiolle on yleisempi kuin perinteinen
symbolidynamiikan versio, koska tassa tapauksessa sallitaan aareton aakkos-
to. Jonkin aarellisen aakkoston konfiguraatiot samaistuvat kuitenkin symbo-
lidynamiikan kéasitteistoon luontevasti. Tulkitaan aluksi, etta aakkoston kir-
jaimet ovat kompleksilukuja ja taman jalkeen tehdééan injektiivinen kuvaus
T — C[[zi, ..., 23], missé ¢ — D vezd 6w X V. Koska virhepéételmien vaa-
raa ei ole, tistd eteenpain puhutaan algebrallisista konfiguraatioista yksin-
kertaisesti konfiguraatioina. Tama vastaavuus avaa algebrallisen nédkokulman
symbolidynamiikan tutkimukseen.

Voidaan siis maaritella vastaavia symbolidynamiikan kasitteita algebral-
lisella lahestymistavalla. Siirto vektorilla v saa muodon 7 (c) = XVe. Lisédksi
c on jaksollinen jos XVe¢ = celi (XV—1)c = 0 jollakin v # 0. Vastaavasti ¢ on
taysin jaksollinen jos ¢ on jaksollinen lineaarisesti riippumattomiin suuntiin

Vi, ..., V4.
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Lause 3.11. Olkoot ¢ ja e tdysin jaksollisia konfiguraatioita ja f polynomi.

Konfiguraatiot ¢ + e ja fc ovat tdysin jaksollisia.
Todistus. Olkoon i € {1,...,d}.

(c +e) Lauseen 2.7 mukaan konfiguraatiot e ja ¢ ovat jaksollisia suuntiin
n;e; ja mye; joillekin n;, m; € Z\{ 0}. Nyt siis konfiguraatioilla ¢ ja e on

yhteinen jakso n;m;e;, joten myos c+ e on jaksollinen suuntaan n;m;e;.

(fc) Tarkastellaan nyt kertolaskua fc. Konfiguraation ¢ jaksollisuudesta seu-
raa, ettd ¢y = Cyym,e, kaikille v e 7. Laskemalla saadaan

XM fe = XMi® Z Z AuCyiuX’ = Z Z AyCyyn X VT4 =

veZd uesupp(f) veZd uesupp(f)

Z Z aucv+miei+uXv+miei = fC.
(f)

veZ4a uesupp

]

Téten siis taysin jaksolliset konfiguraatiot muodostavat alimodulin muo-
dollisten potenssisarjojen modulille. Jos sallitaan mukaan my6s yhteen suun-

taan jaksollisia konfiguraatioita, vastaavaa alimodulirakennetta ei synny.

Esimerkki 3.12. Kahden 1-jaksollisen konfiguraation summa ei valttaméatta

ole jaksollinen.

Madritellién konfiguraatiot ¢y, ca € C[[z*!, yT!]]| seuraavalla tavalla:

1 y=0
Cl(zy) =
Y 0 muutoin
1 =0
C2(zy) =

0 muutoin.

Nama konfiguraatiot ovat selvésti yhteen suuntaan jaksollisia, mutta niiden

summa ¢ = ¢1 + ¢ on konfiguraatio
2 (z,y)=0
Clay) =41 xy=0ja(v,y) #0
0 muutoin.

Havainnollistetaan tilannetta kuvalla.
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(c) 1+ c2

Kuva 2: Konfiguraatiot ¢; ja ¢y sekd niiden summa c¢; + ¢

Tassé tutkielmassa pakataan kokonaislukuhila aarellisilli Z¢ kuvioilla
tiettyjen ehtojen toteutuessa. Algebrallisella ldhestymistavalla kuviot samais-
tuvat Laurentin polynomeiksi ja tata kautta saadaan tuloksia siitd, miten
laattoja on aseteltava hilaan annettujen ehtojen toteutumiseksi. Merkitaan
ensin 1 =), . XV.

Maaritelma 3.13. (tili) Miké tahansa nollasta poikkeava Laurentin poly-

nomi f yli kunnan C on tiili.

Miiritelméa 3.14. (n-pakkaaja) Aédrellisen kokonaisaakkoston konfiguraatio
c on n-pakkaaja tiilelle f, jos fc = nl. Kaksiulotteisessa tapauksessa voidaan

puhua myo6s n-tiilittdjdsta.
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Lause 3.15. Olkoon n € N ja T < 7Z ddrellinen. Laattaa f vastaavien n-

pakkaajien joukko yli aakkoston T on SFT.

Todistus. Olkoon nyt f = > ay XV ja merkitddn D = supp(f). Olkoon P =
{(p,—D) | Xouep @uP—u # n}. Nyt P on adrellinen ja 3X(P) on n-pakkaajien
joukko. O]

Tutkielman loppuosassa hyodynnetadn edellista tulosta erityisesti kak-
siulotteisessa tapauksessa, jossa lisaksi tiilen f ja pakkaajan ¢ aakkosto on
{0,1}. Silloin riittaa, ettd kaikilla v € Z? pétee

S een

ue—D+v

Toinen tarkea huomio on, etté téssa tutkielmassa ei olla suljettuja darellisen
aakkoston T sisélle. Vaikka siis laatta f ja sen n-pakkaaja c olisivat aakkoston

T sisallé, ei tulo fc ole véilttaméattd enda aakkoston T yli.

3.3 Thanteista

Maaritelméa 3.16. (IThanne) Joukkoa I < R kutsutaan ihanteeksi, jos se

toteuttaa seuraavat ehdot:

1. 1 #9
2. a+ bel kaikille a,be I
3. rae [ kaikille re Rjaae I.

Maaritelma 3.17. (triviaali ja epdtriviaali thanne) Thanteelle kéytetaan
merkintdd [ < R. Ihanne [ on triviaali jos I = {0}. Muutoin I on epdtriviaa-
li. Maaritellaan kaksi tutkielman kannalta olennasta Laurentin polynomien

renkaan ihannetta konfiguraation ¢ avulla.

Maéritelmé 3.18. (annihilaattori-ihanne) Joukko Ann(c) = { f € C[X*!] |
fe =0} on konfiguraation ¢ annihilaattori-ihanne ja sanotaan, ettd f anni-

hiloi konfiguraation c.
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Maaritelmé 3.19. (jaksollistaja-ihanne) Joukko Per(c) = { f € C[XT!] |

fe on taysin jaksollinen } on konfiguraation c¢ jaksollistaja-ihanne.
Lause 3.20. Joukot Ann(c) ja Per(c) ovat renkaan C[X*'] ihanteita.

Todistus.

Ann(c) Selvésti 0 € Ann(c). Olkoot nyt f,g € Ann(c). Talléin (f + g)c =
fe+ge =0, joten f+g e Ann(c). Olkoon nyt r jokin polynomi. Talloin
(rf)e=r(fc) =0, joten rf € Ann(c). Téten Ann(c) on ihanne.

Per(c) Ensinndkin 0 € Per(c). Valitaan mielivaltaiset f, g € Per(c) ja polyno-
mi 7. Nyt (f+g¢)c = fc+ge on kahden taysin jaksollisen konfiguraation

summana taysin jaksollinen. Liséksi 7 fc on taysin jaksollinen.
O

Maaritelma 3.21. (nollanjakaja, kokonaisalue) Alkio a € R on
nollanjakaja, jos a # 0 ja on olemassa sellainen b # 0, jolle ab = 0. Rengas

R on kokonaisalue, jos R ei sisalla nollanjakajia.

Lause 3.22. Olkoon (I;) mielivaltainen perhe ihanteita renkaassa R. Tdlldin

leikkaus () I; on ihanne.

Todistus. Olkoon a,b € () I;. Valitaan mielivaltainen I;. Koska I; on ihanne,
voidaan péatelld a + b € I; ja ra € I;. Koska ¢ oli mielivaltainen, saadaan
a+brae() 1. O

Maaritelma 3.23. (osajoukon generoima ihanne) Olkoon S < R. Joukon S
generoima ihanne maéritelldan (S) = (g, I Toisin sanoen (S) on pienin

ihanne, joka sisdltda joukon S.
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Lause 3.24. Joukon S generoima ihanne sisdltid tasmdlleen ne alkiot, jotka

ovat muotoa 181 + ... + 1S, missi r; € R ja s; € S.

Todistus. Olkoot s1,...,s, € S ja ri,...,r, € R mielivaltaisia. Nyt selvasti
s; € {S) kaikille i, joten s;7; € (S). Koska ihanne suljettu summien suhteen,
myos $171 + ... + Spry € (S). Téten {s171 + ... + 8,1, | ;€ S, € R} < (5).
Toisaalta joukko { syr; +...+ 8,7, | $; € S,r; € R} on ihanne, koska alkioiden
esitysmuoto sallii summauksen ja renkaan alkiolla kertomisen. Téten { s1r; +
e+ SuTn | si€ S, 1€ R} =(S).

0

Maaritelma 3.25. (Noetherin rengas) Rengas R on Noetherin rengas jos

jokainen ihanne I < R on &arellisen joukon generoima.

Lause 3.26 (Hilbertin kantalause). Jos R on Noetherin rengas, niin R[X]|

on Noetherin rengas.
Todistus. Kirjassa [5]. O

Lemma 3.27. Olkoon R Noetherin rengas ja S < R. On olemassa ddrellinen

F < S, jolle (F) ={S).

Todistus. Merkitdén I = (S). Koska R on Noetherin rengas, on olemassa
darellinen G < I, jolle I = (G). Merkitddn G = {g¢i,..., ¢, } ja otetaan

kaikille g; esitys joukon S alkioiden aérellisend kombinaationa:

m;
g, = Z T’ij.
Jj=1

Olkoon nyt F; = {s1,..., S, }. Kun merkitdan F' = F} U --- U F,, saadaan
(F)=1ja F < S on éarellinen.
]
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Maaritelma 3.28. (ihanteiden summa ja tulo) Kahden ihanteen I,J < R
summaon I +J={a+blaeljabe J}jatuloonIJ={ablaeljabe

J ). Naméa ovat myos ihanteita renkaassa R.

Maaritelma 3.29. (pddihanne, alkuihanne, maksimaalinen thanne, radikaa-

li, pareittain maksimaaliset ihanteet)

e Yhden alkion a € R generoimaa ihannetta (a) kutsutaan pddi-
hanteeksi. Rengas R on padihannealue jos kaikki ihanteet I < R

ovat paaihanteita.
e Thanne I < R on alkuihanne, jos abe I = ael taibe .

e Thanne I < R on maksimaalinen, jos

IcJ<R —=— J=1taiJ=R.

e Thanteet I, J < R ovat pareittain maksimaaliset, jos I +J = R.

e Thanteen I radikaali on joukko /I = {a | a™ € I jollekin n e N'}
ja ihannetta kutsutaan radikaaliksi jos I = /1.

Renkaasta voidaan muodostaa tekijairengas jonkin ihanteen suhteen.
Maaritellaan tekijarengas R/I = {r + I | r € R} sivuluokkien joukkona. Te-
kijarenkaassa on kéytossd renkaan R laskuoperaatiot, mutta kahta samaan

sivuluokkaan kuuluvaa alkiota ei erotella keskendan.

Lause 3.30. Tekijarengas R/I on kunta jos ja vain jos I on maksimaalinen

thanne.

Todistus. Kirjassa [1]. O
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Lause 3.31. Joukko \/I on ihanne.

Todistus. Olkoot a,b € v/I ja r € R. On siis olemassa luvut n,m € N, joille
a”€ [ jab™ e l. Nyt
n-+m .
a -+ b n+m __ ’Lb]
(@+9) 2 ( i >a ’
1,720
i+j=n+m
joten kaikissa summattavissa termeissé péatee i > n tai j = m. Tasta seuraa,
ettd kaikki summattavat termit kuuluvat ihanteesen I ja taten myos (a +

b)"*™ e I ja edelleen a + b € v/I. Tulo saadaan kommutatiivisuuden nojalla

(ra)* = r"a™ e I eli ra € \/I. O
Lause 3.32. Tekijarengas R/I on kokonaisalue jos ja vain jos I on alkui-
hanne.

Todistus.

— Oletetaan, ettd R/I on kokonaisalue. Olkoot a,b € R sellaiset, etté
ab € I. Taten (a + I)(b+ I) = Ogyy, josta seuraa a + I = Op; tai
b+ 1 = 0p/ ja edelleen a € I tai be I.

<= Olkoon nyt [ alkuihanne. Valitaan sellaiset a + I,b+ I € R/I, ettd
(a+1I)(b+1) = 0g. Nyt siis ab € I ja edelleen a € I tai b e I. Nyt siis
CZ+I=OR/[ taib—F[:OR/[.

Lemma 3.33. Maksimaaliset thanteet ovat alkuithanteita

Todistus. Olkoon M < R maksimaalinen. Tekijarengas R/M on kunta ja

taten kokonaisalue. Nyt voidaan soveltaa edellista tulosta ihanteeseen M. [
Lause 3.34. Alkuihanteet ovat radikaaleja

Todistus. Olkoon P alkuihanne. Tietysti P < +/P. Olkoon r € +/P. Va-
litaan sellainen n € N, jolle r» € P. Koska P on alkuihanne, saadaan
rm ="' = 7 e P tai 7! € P. Helpolla induktiolla todetaan, etté
reP. 0
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Korollaari 3.35. Maksimaaliset ihanteet ovat radikaaleja

Todistus. Maksimaalinen ihanne on alkuihanne ja alkuihanne on radikaali.

O]
Lause 3.36. Radikaalien thanteiden mielivaltainen leikkaus on radikaals

Todistus. Olkoon (I;) perhe radikaaleja ihanteita. Olkoon @ € R ja n € N.
Jos a" € () I;, niin a” € I; ja edelleen a € \/TJ = [; kaikilla j. Nyt siis

a € (1 I; ja viite seuraa. O

3.4 Algebrallista geometriaa

Yleensa algebrallisessa geometriassa késitellddn polynomirengasta C[X].
Téassé tutkielmassa ollaan konfiguraation ja laatan méaritelmien takia kiin-
nostuneita ihanteista Laurentin polynomien renkaassa C[X*!]. Olennaiset
tulokset ovat kuitenkin voimassa myos tassa hieman yleisemmassa kon-
tekstissa. [18] Maaritellddn aluksi algebrallisen geometrian olennaisia ké-

sitteitd Laurentin polynomien yhteydessa. Merkitaén tavanomaiseen tapaan

C*=C\{0}.
Maaritelma 3.37. (varisto, polynomijoukon mddriimd ihanne, polynomin
héaviiminen)
e Polynomijoukon K < C[X*!] madrddmi wvaristo on joukko
V(K) ={xe (C*)?| f(x) = 0 kaikilla f € K }.

e Maidritellddn joukolle S < (C*)? ihanne I(S) = { f € C[X*!] |
f(z) = 0 kaikilla € S}. Sanotaan, ettd polynomi f e I(5)

hévidd joukossa S.

Hilbertin nollakohtalause antaa luontevan yhteyden ihanteiden ja varis-

tojen valille. Kiinnitetyssa varistossa héavidva ihanne on radikaali.

Lause 3.38 (Hilbertin nollakohtalause Laurentin polynomeille).
Olkoon I < C[X*']. Tdlloin IV(I) = /1.

Todistus. Kirjat [4] ja [5] sisdltavit klassisen polynomirenkaita koskevan ver-

sion. Laajennus Laurentin polynomeille on todistettu vaitoskirjassa [18]. O
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Lause 3.39 (Hilbertin kantalauseen sovellus Laurentin polynomeille).
C[X*!'] on Noetherin rengas.

Todistus. Véitoskirjassa [18]. O

Lause 3.40. Thanne I < C[X*] on radikaali jos ja vain jos se on alkuihan-
teiden leikkaus I = Py n--- 0 B, missa Py & P;, kun i # j.

Todistus.

= Kirja [4] sisdltda todistuksen polynomirenkaassa ja véitoskirjassa [18]

on laajennus Laurentin polynomeille.

<= Alkuihanteet ovat radikaaleja lauseen 3.34 nojalla ja radikaalien ihan-

teiden leikkaus on radikaali lauseen 3.36 mukaan.
]

Lause 3.41. Epditriviaalille alkuihanteelle P < Clz*, y*!] pitee yksi seu-

raquista:

e P on jaottoman polynomin ¢ generoima padithanne

e P on maksimaalinen ithanne jo P = {x — o,y — ) joillekin
a,feC*

Todistus. Kirjassa [5] on polynomeja koskeva versio. Laajennus Laurentin

polynomeille on esitetty vaitoskirjassa [18]. O

Lause 3.42. Olkoon A < Cla*!,y*] epdtriviaali radikaali ihanne. On ole-
massa jaottomien polynomien generoimat pddihanteet Ry, ..., Rs ja maksi-

maaliset ihanteet My, ..., My, joille M; # M; ja R; & M; ja
A=Ry - R;My--- M,.

Lisdksi ihanteet ovat yksikdsitteisesti mddrdtyt ja thanteet R =

Ry - Ry, My, ..., M; ovat pareittain maksimaalisia.

Todistus. Véitoskirjassa [18]. O
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4 Annihilaattori- ja jaksollistajaihanne

Téssd kappaleessa ollaan pédasiassa kiinnostuneita renkaista C[z*!]

ja
C[z*!, y*!]. Tavoitteena on todistaa, ettd Ann(c) ja Per(c) ovat radikaaleja
renkaassa C[z*!, y™!]. Annihilaattori-ihanteen alkuihannehajotelmasta saa-
daan viivapolynomit kayttoon ja yksittaisen annihilaattorin normaalihajo-
telma antaa koko annihilaattori-ihanteelle rakenteellisia tuloksia. Téta kaut-
ta saadaan itse annihiloitavasta konfiguraatiosta tietoa, erityisesti sen jak-
sollisuudesta. Jotta tutkielma olisi mahdollisimman itsenédinen kokonaisuus,
ihanteiden rakennetodistukset on esitetty yksityiskohtaisesti tassa kappalees-
sa. Lahteend on kéytetty vaitoskirjaa [18] ja joitain todistuksia on muunnettu

asianyhteyteen sopivammaksi.

4.1 Perusominaisuuksia

Lemma 4.1. Olkoon c ddrellisen kokonaisaakkoston konfiguraatio ja f €
Ann(c) kokonaiskertoiminen nollasta poikkeava polynomi. On olemassa sel-

lainen r € N, ettd kaikille ehdon syt(n,r) = 1 toteuttaville luvuille n € N on
voimassa f(X™) € Ann(c).

Todistus. Merkitaan f(X) = >, .payX" ja olkoon m € Z mielivaltainen.
Maéritelladn s = max{|cu| Dyep lav| | u € Z?}. Nyt pétee |(f(X™)c)y| < s
kaikilla v € Z¢.

Olkoon p > s alkuluku. Binomikaavasta seuraa, ettd kaikille g € Z[X*!]
on voimassa g(X)? = g(X?) (mod p). Oletetaan, ettd f(X™) e Ann(c) jolle-
kin m € N. Nyt

0= f(X™)Pe(X) = f(X™)e(X) (mod p),

mista seuraa f(X")c(X) = 0.

Olkoon r = s! ja valitaan sellainen n € N, jolle syt(n,r) = 1. Hajote-
taan n = p1ps - - - pr alkutekijoihin. Nyt jokaiselle alkuteikijalle péatee p; > s.
Helpolla induktiolla saadaan f(X) € Ann(c) = f(XPP2"Pr) = f(X™) €
Ann(c).

]
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Merkitadan kompleksiluvun z = a + b kompleksikonjugaattia z = a — b.

Lemma 4.2. Olkoon c darellisen kokonaisaakkoston konfiguraatio. Tdlloin

on olemassa ddrellinen F < Z[X*], jolle pitee Ann(c) = (F).

Todistus. Etsitadn aluksi mielivaltaiselle annihilaattorille esitys kokonaislu-

kukertoimisten annihilaattorien avulla. Olkoon f € Ann(c) ja merkitdan
f = fu, X", missi f, eC.
i=1

Méaritelliin joukko P = {(Cy_uy, ... Cv_u,) | V € Z%} < Z™. Keritiin siis
joukkoon jokaiselle v € Z¢ se kuvio, joka méirad kertolaskun fc tuloksen
kohdassa v. Tarkastellaan vektorialiavaruutta V' = (P) < C". Olkoon g =
D gu, X", Nyt on voimassa

(Gur - Ju ) EVE <= ge Ann(c).

Joukosta P voidaan valita darellinen osajoukko By, joka on kokonais-
lukukertoimisista vektoreista koostuva kanta aliavaruudelle V. Avaruudel-
le V1 voidaan laskea rationaalikoordinaattinen kanta helposti luonnollisen
C™ kannan ja By avulla. Skaalaamalla saadaan kokonaiskertoiminen kan-
ta Byr = {b®, . b} < 7Z" Merkitisn edelleen b® = (6 .. ) ja
madritellaan polynomit ¢V, ..., g™ seuraavalla tavalla:

g = Z by)X“j, missé ¢ = 1,...,m.
j=1

Koska b@® = b e V! tiedetddn etti ¢ e Ann(c) kaikilla i =
1,...,m. Nyt vektorille @ = (fu,,..., fu,) € V* on olemassa kantaesitys
> ;bW missi ¢; € C. Edelleen a = >, &;b®. Nyt siis polynomille f
patee
f=>ag".
i—1

Jokaiselle Ann(c) alkiolle 16ydetadan vastaava esitys kokonaiskertoimisien an-
nihilaattorien avulla. T&lloin joukolle S = Ann(c) n Z[X*!] pétee (S) =
Ann(c). Lauseen 3.39 mukaan C[X*!] on Noetherin rengas ja lemman 3.27

mukaan on olemassa déarellinen F' < S, jolla on voimassa (F'y = Ann(c). [
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Lemma 4.3. Olkoon c ddrellisen kokonaisaakkoston konfiguraatio ja f =
day XV sen epdtriviaali kokonaisaakkoston annihilaattori. Olkoon r lauseen

4.1 luku ja vo € supp(f). Mddritellddn

gX)= [ (o —).

vesupp(f)
V#VQ

Tdllgin g € IV(Ann(c)).

Todistus. Olkoon Z € V(Ann(c)). Osoitetaan, ettd g(Z) = 0. Maaritelladn
kompleksiluvun a € C avulla joukko S, = { v € supp(f) | Z"V = «a } ja lisdksi

polynomi

faX) = ) a XY,

VvES,
Olkoot ay, ..., ay, ne luvut, joille S,, # . Néitd on vain adrellinen maaré,
koska supp(f) on &érellinen. Huomataan myos, ettd Sy = (¢, koska Z €
(C*)4. Téten joukot Say, ..., S, muodostavat kantajan #drellisen partition.

Todetaan, etta
f(X) = foa(X) +-t fan(X)

Olkoon nyt k£ € N. Nyt on voimassa syt(1 + kr,r) = 1, joten 4.1 perus-
teella f(X'*7) € Ann(c). Nyt siis (f(X*+))(Z) = f(Z'**") = 0. Valitaan

mielivaltainen « € C ja lasketaan
fa(zlJrkr) _ Z av<zv(1+kr)> _ 2 AL E _ fa(Z)Oék
vESq vESa
Taten siis

0= F(Z) = Y £ (2 = Y o (Z)al
=1 =1

Havaitaan, ettd edellinen kaava voidaan tulkita kahden vektorin kohtisuo-

ruutena:

(for(2), oy (Z), ., o, (2)) L (0, 03, ... o)
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Kohtisuoruus patee siis kaikille & € N. Nyt tiedetaan o; # o ja oy, a5 # 0

kaikille 4,j € {1,...,n}, missd ¢ # j. Nyt matriisi

1 1 1
al &2 Y an
A= _
—1 n—1 n—1
Qg Oy ay,

1 1 1
aq (8% (079
= | | (aj az) # 0
1<i<j<n
—1 n—1 n—1
Qg o3 a,

Nyt taytyy siis olla (fo,(Z), fan(Z), ..., fa,(Z)) = 0, joten erityisesti f,,(Z) =
0 sellaiselle 7, jossa v € S,,. Muistetaan, ettd f,, = > g avX" jatodetaan,
etta ayZ™ # 0 kaikilla v € S,,. Taten joukon S,,, tétytyyl sisaltad vahintadn
kaksi eri vektoria v, vo € S,,. Nyt Z'V"V0) —1 = 0 ja téten siis g(Z) = 0. O

4.2 Viivapolynomit

Taman kappaleen lopussa todistetaan, ettd kaksiulotteisen konfiguraation
jaksollistaja-ihanne voidaan muodostaa sellaisten polynomien avulla, joiden
kantajat ovat yhdella suoralla. Jos kiinnitetdédn yksi tietty suora ja tarkas-
tellaan tamén suoran suuntaisia polynomeja, tarvitaan kayttoon vain yksi
muuttuja. Tama motivoi téssa alikappaleessa esitettavat uudet maédritelmat

ja hajotelmat.

Maaritelma 4.4. (viivapolynomi, primititvinen vektori, suunta) Laurentin
polynomia ¢ € C[X*!] kutsutaan viivapolynomiksi, jos |supp(¢)| = 2 ja on
olemassa sellaiset vektorit u € Z%, uy € supp(¢), joille supp(¢) < (u) + u.
Vektorin u koordinaateista voidaan jakaa yhteiset tekijat pois ja saadaan
merkkié vaille yksikésitteinen v = (vy, ..., v4) € Z<, jolle supp(¢) S (v) + ug
ja syt(vy,...,vq) = 1. Téllaista vektoria v kutsutaan primitiiviseksi ja sen

generoimaa alimodulia (v) € Z? kutsutaan polynomin ¢ suunnaksi.
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Maaritelma 4.5. (normaalimuotoinen viivapolynomi) Viivapolynomi ¢,

jonka suunta on (v), voidaan esittdd muodossa
¢ =X"(ap+ar XV + - +a, X™),

missa a; € C, n > 1, ag # 0 ja a, # 0. Kun sijoitetaan ¢ = XV ja unohde-
taan siirtotermi, saadaan polynomista ¢ hyodyllinen yksinkertaistus yhdelle
muuttujalle.

¢ =ag+at+--+a,t".

Viivapolynomi ¢’ on normaalimuodossa, jos se on yhden muuttujan polyno-
mi, jossa on nollasta poikkeava vakiotermi ja lisdksi patee ¢ = X"0¢/(XV).
Normaalimuotoinen viivapolynomi on siis yhden muuttujan yksinkertaistus,
joka sisaltda usean muuttujan viivapolynomin olennaisen tiedon. Viivapoly-

nomin ¢ normaalimuotoista esitystapaa merkataan ¢'.

4.2.1 Viivapolynomihajotelmia

Maaritelma 4.6. (v-sdie) Konfiguraation ¢ = ¢ v XY mardama v-sdaie
VvEZ v

kohdassa u madritelladn fiby (¢, u) = Y, Gurivt".

Saikeen madritelmasd voidaan kayttaa luontevasti myos Laurentin poly-

nomille, kun se samaistetaan vastaavaan aarellisen kantajan konfiguraatioon.

Maéaritelmé 4.7. (sdiehajotelma) Olkoon ¢ € C[[X*!]] konfiguraatio ja v €

74 vektori. Sdiehajotelma on erilaisten siikeiden joukko

Sy(c) = {fiby(c,u) | ueZ}.
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Lause 4.8. Konfiguraatio ¢ on taysin jaksollinen jos ja vain jos Sy(c) on

adrellinen kaikilla v € Z2.

Todistus.

«<= Valitaan mielivaltainen suunta v € Z%. Olkoon n = |S,(c)|. Kiinnite-
tddn jokin kohta u € Z9. Tarkastellaan siikeitd fiby (c, kv + u), missi
k = 0,...,n. Lokeroperiaatteen mukaan on olemassa luvut 0 < k; <
ks < n, joille fiby (¢, k1v + u) = fib,(c, kov 4+ u). Laskemalla saadaan

(t*27M — 1)fiby (c,u) = t*2fib, (¢, u + k;v) — fiby (¢, u) =
t*2fib, (¢, u + kyv) — fiby(c,u) = 0.

Siie fiby(c,u) on siis jaksollinen suuntaan v. Eri vektorien u e Z4
antamien siikeiden jaksoilla on ylaraja n, joten mielivaltaisella saikeella
fiby (¢, u) on jakso n!v. Koska suunta v on mielivaltainen, konfiguraatio

c on taysin jaksollinen.

= Oletetaan nyt, ettd konfiguraatio ¢ on taysin jaksollinen. Lauseen 2.8
mukaan on olemassa n € Z\ {0}, jolle pitee (X™ — 1)c = 0 kaikilla
v € Z4. Tietysti mielivaltaiselle siikeelle pétee siis (#"—1)fiby (c,u) = 0.
Olkoon K = { (u1,ug, ..., uq) € Z% | 0 < u; < n kaikillai = 1,..,d }. Nyt

saadaan

Sv(e) = [ J{fibv(c,0), tfiby(c,u), £ fiby(c,u), ..., 1" fiby(c,u) }.

ueK
]

Maaritelma 4.9. (normaalihajotelma) Olkoon f Laurentin polynomi ja v

primitiivinen vektori. Polynomin f normaalihajotelma suuntaan v mééaritel-
ladn Ny (f) = {fiby(f,u) | fiby(f,u) on normaalimuodossa }.

Seuraavaksi tulos, joka nédyttad ettd normaalihajotelman tekeminen on

hyvinmaéaritelty operaatio.

26



Lause 4.10. Normaalihajotelma on aina olemassa ja se madrdaytyy yksikd-

sitteisesti polynomista f ja suunnasta v

Todistus. Olkoon u € supp(f). Olkoon k£ € N suurin luonnollinen luku, jolle
patee u — kv € supp(f). Nyt polynomi fib,(f,u — kv) on yksikésitteinen

normaalimuotoinen sdie, joka sisaltad vektorin u. O]

Maaritelma 4.11. (siirtovakiot) Mééritellaan — siirtovakiot  joukkona
Ov(f) = {u—kv | uesupp(f),k = max{n € N | u— kv € supp(f)}}.

Néama ovat siis ne kohdat, joista luetaan normaalihajotelman séikeet.

Maaritelma 4.12. (normaaliesitys) Olkoon Oy (f) = {uy,...,u, }. Otetaan
kaikille i = 1, ..., n siirtovakiota vastaava séie ¢; = fiby(c,u;) € Ny(f). Kut-
sutaan Laurentin polynomin esitystd muodossa f = > | X"¢i(X"V) poly-

nomin f normaaliesitykseksi.

Lause 4.13. Polynomin f normaaliesitys on aina olemassa jarjestystd vaille

yksikdsitteisesti.

Todistus. Normaalihajotelman méaritelmésté seuraa, ettd normaaliesitys on
aina olemassa. Siirtovakioiden yksikéasitteisyydesta seuraa normaaliesityksen

yksikasitteisyys. O

Lause 4.14. On olemassa algoritmi polynomin f normaaliesityksen ja nor-

maalihajotelman muodostamiseen.

Todistus. Merkitdan f = > a,X". Olkoon nyt v primitiivinen vektori ja
u € supp(f). Lasketaan suurin & € N jolle u — kv € supp(f). Merkitédan
z = u — kv. Nyt siie kohdassa z voidaan laskea hakemalla suurin n € N,
jolle z + nv € supp(f). Nyt polynomi X?(a, + azev XY 4+ -+ 4 dginy(XV)™)
on haluttu normaaliesityksen termi. Kun jéatetdan siirtovakio huomioimat-
ta ja sijoitetaan ¢t = XV, saadaan tdmén kohdan normaalihajotelman saie
Ay + giyt + -+ Azinyt”. Tallennetaan muistiin saadut polynomit seka siir-
tovakio z ja toistetaan operaatio kaikille polynomin f kantajan vektoreille.
Jos vektoria vastaava siirtovakio 16ytyy tallennettujen siirtovakioiden joukos-

ta, tdma séie on jo kdyty lapi ja siirrytadn seuraavaan. O
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Kaytetaan téta algoritmia esimerkkipolynomin normaalihajotelman ja

normaaliesityksen muodostamiseen.

Esimerkki 4.15. Tarkastellaan polynomin f = 1+ y + 2y + xy* + 293 +

22y3 + 22y* normaalihajotelmaa suuntaan v = (1, 1).

Etsitdan aluksi siirtovakiot kun oletetaan origon olevan vasemmassa alakul-
massa. Suoraviivaisella laskemisella huomataan, etté siirtovakioiden joukko
on {(0,0),(0,1),(1,3)}. Nama kohdat polynomin kantajassa nakyvat ku-
vassa punaisina soluina. Polynomi voidaan sieventaé siirtovakioiden avulla

normaaliesitykseksi:
f=14+zy+y(l+ay+2*°) +29°(1 + 2y),
joten normaalihajotelma on Ny (f) = {1+ 1+t +t*}.

Esimerkki 4.16. Olkoon ¢ viivapolynomi suuntaan v. Téll6in Ny(¢) =
{¢'}.
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Lause 4.17. Tulo ¢1¢o on vitvapolynomsi suuntaan v jos ja vain jos ¢y ja

o ovat vitvapolynomeja suuntaan v tai toinen on monomi.

Todistus.

<= Jos toinen on monomi, viite pitee. Olkoot ¢, ¢ € C[X*!] viivapoly-
nomeja suuntaan (v). Otetaan normaaliesitykset ¢, = X" ¢} (XVY) ja
o = X"2¢L(XV). Kahden normaaliesityksen tulo viivapolynomien ta-
pauksessa on myos normaaliesitys. Taten ¢y = X" 2] (XV)ph(XY)

on viivapolynomi suuntaan (v).

= Oletetaan nyt, ettd ¢ = ¢1¢y on viivapolynomi suuntaan (v). Ote-
taan normaaliesitys ¢ = X"(ag + a1 XV + -+ + a,(XV)"). Hajotetaan

polynomi ¢’ = ag + ait + - - - + a,t" jaottomiin lineaarisiin tekijéihin

/

ap + ayt + -+ apt" = Pyl

missa ) = a(()i) + agi)t. Kun sijoitetaan t = X, saadaan

ap + a1 XV 4+ -+ a, X" = wi(Xv)%(Xv> e 'w;(Xv)a

missa ) (XVY) = a(()i) + agi)X v ovat selvasti jaottomia polynomeja ja ne
ovat viivapolynomeja suuntaan (v) tai monomeja. Naista jaottomista
tekijoista ja monomeista X" voidaan rakentaa kaikki polynomin ¢ te-
kijat. Erityisesti ¢1 ja ¢o ovat viivapolynomeja suuntaan (v) tai toinen

on monomi.
O

Maadritelladn polynomijoukoulle A ja polynomille f kertolasku luonnolli-
seen tapaan fA = { fg| g€ A}. Kahden polynomijoukon A ja B kertolasku
maéaritellaan AB ={ fg| fe A,ge B}.
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Lause 4.18. Olkoon f Laurentin polynomi ja ¢ viivapolynomi suuntaan {v).

Talloin Ny(of) = ¢' Ny(f).

Todistus. Otetaan polynomien f ja ¢ normaaliesitykset
[=>0 X (X)), p = X"¢/(XV). Kerrotaan polynomin f normaaliesitys
puolittain polynomilla ¢. Saadaan normaaliesitys tulolle

Of = 6 ), XUGH(XY) = Y XWHg (X)) (X).
i—1 i=1
Téaten normaalihajotelmalle patee Ny(of) = {¢/'¢; |i=1,...,n} = ¢'Ny(f).
[l

4.2.2 Viivapolynomiannihilaattorit

Lause 4.19. Adrellisen aakkoston konfiguraatio ¢ on jaksollinen jos ja vain

jos silla on vitvapolynomiannihilaattori.

Todistus. Jos ¢ on jaksollinen, niin viivapolynomi XV — 1 € Ann(c) jollekin
v € Z%. Oletetaan nyt, etti ¢ € Ann(c) ja olkoon (v) sen suunta. Olkoon
e € Sy(c) mielivaltainen. Merkitdan ¢’ = ag + ait + - - - a,t™. Olkoon k € Z.

Nyt
(¢'e)r, = Z er—it; = 0,
i=0

mistd saadaan |
€k = _a_o ; Ck—il;
ja
=
€pop = “u ;) €p_il;.

Sana w = €[y, k1] Mmadrittelee yksikésitteisesti kohdan ej arvon ja vas-
taavasti efr_n41,.. ») madrittelee kohdan ej_,. Induktiolla saadaan, etta ko-
ko konfiguraatio mééraytyy yksikésitteisesti sanasta efg_p, . . Huomataan
myos, ettd sanan w pituus riippuu ainoastaan polynomin ¢’ asteesta. Koska
aakkosto on &darellinen, lokeroperiaatteen nojalla on olemassa sellaiset koko-
naisluvut ky < ko, joille efp, .. k1—1] = €[ko—n,...ko—1] €li €x,1q = €rypq Kai-
killa g € Z, joten (t2=%1 — 1)e = 0. Merkitdin p,, = ky — k;. Jaksoa voidaan
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kasvattaa, jotta se saadaan riippumattomaksi sdikeesta e. Maaritellaan siis

p= I_I DPw

weX"

ja todetaan, ettd (¥ — 1)e = 0. Koska e € Sy(c) on mielivaltainen, saadaan
(XPY —1)c=0. O

Korollaari 4.20. Adrellisen aakkoston konfiguraatio c € C[[x*]] on jaksol-

linen jos ja vain jos silld on epdatriviaali annihilaattor:.

Todistus. Kaikki yhden muuttujan polynomit voidaan tulkita viivapolyno-

meiksi. Sovelletaan nyt lausetta 4.19. Il

Todistetaan tulos, jota hyodynnetaan mychemmin kaksiulotteisille kon-
figuraatioille. Yksiulotteisten déarellisen kokonaisaakkoston konfiguraatioiden

annihilaattori-ihanne on radikaali.

Lemma 4.21. Olkoon c € C[[zT!]] ddrellisen kokonaisaakkoston konfiguraa-
tio ja f™ e Ann(c). Tdlloin f e Ann(c).

Todistus. Tapauksessa f = 0 vaite pétee. Oletetaan, ettd f # 0. Nyt ko-
rollaarin 4.20 nojalla ¢ on jaksollinen, joten on olemassa sellainen n € N,
jolle 2™ — 1 € Ann(c). Eukleideen algoritmilla saadaan g = syt(z™ — 1, f™) €
Ann(c). Tiedetddn, ettd polynomilla 2 — 1 on vain yksinkertaisia nollakoh-
tia, joten syt(z"™ — 1, f™) = syt(z" — 1, f) ja téstd saadaan g | f. Nyt siis
f = hg € Ann(c). O

Lemma 4.22. Olkoon c¢ ddrellisen kokonaisaakkoston konfiguraatio,
G, ..., O viivapolynomeja ja luvut ki, ..., ky, joille ¢M @52 - ¢Fn e Ann(c).
Talloin ¢1¢9 -« - ¢, € Ann(c).

Todistus. Olkoon v; viivapolynomin ¢; suunta ja otetaan jokin e €
Sy (52 gfnc). Merkitadn ¢f € Ny(py). Nyt tietysti (¢})* € Ann(e) ja
lemman 4.21 nojalla ¢} € Ann(e). Koska valittu séie oli mielivaltainen, saa-
daan ¢ € Ann(¢52--- ¢fne) eli ¢y¢h? - ¢*» € Ann(c). Helpolla induktiolla
saadaan edelleen ¢ - - - ¢, € Ann(c). ]
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4.3 Radikaalisuus

Lemma 4.23. Olkoon c ddrellisen kokonaisaakkoston konfiguraatio, jolla on
epdatriviaali annihilaattori. Tdlloin on olemassa keskenddn erisuuntaiset vek-

torit vy, ..., vy, € Z4, joille
(X" —1)--- (X" —1) € Ann(c).

Todistus. Olkoon g € IV(Ann(c)) lemman 4.3 mukainen polynomi. Nyt Hil-
bertin nollakohtalauseen nojalla g € \/m(c) . Otetaan nyt sellainen m € N,
jolle g™ € Ann(c). Koska ¢™ on viivapolynomien eksponenttien tulo, voidaan
soveltaa lemmaa 4.22 ja todeta, ettd g € Ann(c).

Jos polynomissa g on kaksi viivapolynomitekijad (X — 1) ja (X — 1)
samaan suuntaan, voidaan tarkastella polynomin X" — 1 kahta tekijoihin-

jakoa:
Xabu_l _ (Xau_l)(l_’_Xau_’_' . +(b—1)au) _ (Xbu_1)<1+Xbu+' . _}_X(a—l)bu)‘

Molemmat tekijit X — 1 ja X® — 1 jakavat siis polynomin X" — 1. Kor-
vataan siis tekija (X —1)(X" —1) polynomilla (X" —1)? ja lemman 4.22
nojalla eksponentti voidaan hévittda. Samansuuntaiset tekijit voidaan siis
korvata yhdelld tekijalld X" — 1. Jatketaan polynomitekijéiden korvaamis-

ta, kunnes kaikki tekijat ovat eri suuntiin. O]

Lause 4.24. Olkoon ¢ € C[[z*,y*!]] ddrellisen kokonaisaakkoston konfi-
guraatio, jolla on epdatriviaali annihilaattori. Tdlldin Ann(c) on radikaali ja

lisiksi Ann(c) alkuihannehajotelman jokainen alkuihanne P on muotoa
P ="y —w)tai P ={x —wy,y—w,)
missd (a,b) € Z* on primitiivinen ja w,w,,w, € C ovat ykkdsenjuuria.

Todistus. Merkitdadn A = 4/Ann(c). Konfiguraatiolla ¢ on epétriviaali an-
nihilaattori, joten A on myo6s epéatriviaali. Koska A on radikaali, voidaan

lauseen 3.40 avulla tehda alkuihannehajotelma
A=P nPn---NnP,.
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Olkoon i € {1,..., n} ja merkitddn P = P;. Muistetaan lauseesta 3.41 ren-
kaan C[[zT!, y*!]] alkuihanteet. Oletetaan ensin, ettd P = (p) jollekin jaot-
tomalle ¢. Lemman 4.23 nojalla on olemassa sellaiset eri suuntaiset vektorit

Vi, ..., Vi, €tta
f=(X""—1)--- (X' —1) e Ann(c).

Tiedetdédn, ettd Ann(c) € A < P, joten f € P. Koska P on péadihanne,

saadaan ¢ | f. Polynomin ¢ jaottomuudesta voidaan péaitella edelleen, etté
o | (X¥—1)

jollekin v € Z2. Olkoon nyt d > 0 se luonnollinen luku, jolle v = dw ja w on

XV—1=X"1=(XY~w) (XY —wy)

ja todetaan, ettd o = XV —w = %" — w jollekin primitiiviselle (a,b) € Z2.

Oletetaan nyt, ettd P = (x — a,y — ). Osoitetaan, ettd a ja [ ovat
i»i(Pj\ P). Todetaan, etta
g(x — a) € A. Taten siis ¢™(z — )™ € Ann(c) jollekin m € N. Koska P

on alkuihanne ja polynomin g kaikki tekijat ovat ihanteen P ulkopuolella,

vkkosenjuuria. Valitaan mielivaltainen g € []

tiedetadn, ettd g ¢ P. Lisdksi helpolla induktiolla saadaan ¢™ ¢ P ja edelleen
g™ ¢ Ann(c). Nyt siis (z — o)™ annihiloi aarellisen aakkoston konfiguraation
¢ = ¢g"c. Lemman 4.22 nojalla my6s (r — «) € Ann(c’). Nyt siis

/
]

—1

o
Cij = Co O

ja jotta konfiguraatio ¢’ pysyy aérellisen aakkoston konfiguraationa, on luvun
a oltava ykkosenjuuri. Sama paattely pystytédan toistamaan kun tarkastel-
laan lukua 3. Voidaan siis merkita o = w, ja 8 = w,,.

Pitéé viela todistaa, ettd Ann(c) on radikaali ihanne. Lauseen 3.42 no-
jalla A = PP, --- P,. Kaikki ihanteet P; ovat viivapolynomien generoimia.
Taten ihanteelle A on olemassa polynomit si, ..., Sg, missa jokainen s; on
viivapolynomien tulo ja

A= {81, ..., Sg)-

33



Jokaiselle s; on olemassa luku m € N, jolle s € Ann(c). Nyt lemman 4.22
nojalla s; € Ann(c). Talloin siis A € Ann(c) ja todetaan, ettd Ann(c) = A.

Ann(c) on siis radikaali. O

Maksimaaliset ihanteet siséltédvat viivapolynomeja kaikkiin suuntiin. Té&-

mé on olennainen tulos jaksollistajaihanteen Per(c) rakenteen kannalta.

Lause 4.25. Olkoon M < Clz*!,y*'] maksimaalinen ihanne ja v primitii-

vinen vektori. Tdlloin M sisdltdda vitvapolynomin suuntaan v.

Todistus. Merkitdan v = (v, v,). Lauseen 3.41 mukaan M = (x — o,y — ).
Nyt selvisti V(M) = {(a,5)} ja edelleen IV(M) = {f | f(a,5) = 0}.
Hilbertin nollakohtalauseen mukaan IV (M) = /M ja koska M on maksi-
maalinen, saadaan VM = M. Merkitddn ¢ = z%y" — o % ja todetaan,
ettd ¢(a, ) = 0. Nyt siis ¢ € IV(M) = M ja se on viivapolynomi suuntaan
V. [l

Yleistetaan edellista tulosta mielivaltaisille maksimaalisten ihanteiden tu-

loille

Lause 4.26. Olkoon H = M, --- M, missi M; < C[z*',y*'] ovat maksi-
maalisia thanteita ja v primitivinen vektori. Tdlloin H sisdltdd viivapolyno-

min suuntaan v.

Todistus. Valitaan edellisen lauseen avulla ¢, ..., ¢,,, missd ¢; on viivapoly-
nomi suuntaan v ja ¢; € M;. Nyt ¢ = ¢1--- ¢, on viivapolynomi suuntaan
vijagpe H. O
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Lause 4.27. Olkoon c¢ € C[[z*',y*!]] ddrellisen kokonaisaakkoston konfi-
guraatio, jolla on epdtriviaali annihilaattori. Talloin Per(c) = {¢), missd
O = Q1 O Ja @; ovat vitvapolynomeja eri suuntiin. Lisdksi ¢ = 1y - - - Yy,

missd ; ovat jaottomia erisuuria vitvapolynomeja.

Todistus. Olkoon Ann(c) = Py --- PyM; --- M, alkuihannnehajotelma. Mer-
kitéan P = P, --- P, ja H = My --- M,,. Tarkastellaan jaottomia viivapoly-
nomeja 1, ..., Yy, joille P; = (1;). Nyt viivapolynomit 1; ovat korkeintaan
m eri suuntaan vy, ..., v,,, jossa m < k. Nyt alkuihannehajotelman 3.40 si-
saltymisehdosta seuraa, ettd v; # 1, aina, kun 7 # j. Olkoon nyt ¢; tulo
kaikista polynomeista 1; suuntaan v;. Nyt polynomit ¢y, ..., ¢,, ovat viiva-
polynomeja eri suuntiin ja lisaksi P = {(¢1 - ) = {1 - - - g ). Merkitdan
¢ = ¢1- - Op. Lauseen 4.26 mukaan voidaan ottaa kaksi erisuuntaista vii-
vapolynomia hy, hy € H. Nyt ¢h; € Ann(c) ja ¢phy € Ann(c). Nyt siis ¢c on
taysin jaksollinen ja taten {(¢) < Per(c).

Oletetaan nyt, ettd f € Per(c). Valitaan primitiivinen vektori v €
Z2\{V1,=V1, ..., Vin, =V, }. Valitaan viivapolynomi ¢ € Ann(fc), joka on
suuntaan v. Téllainen 1 on olemassa, koska fc on taysin jaksollinen. Nyt siis
W f e (pyH. Kaikki polynomin ¢ jaottomat tekijit [ ovat viivapolynomeja jo-
honkin suuntaan v;, missi i € {1, ..., m}, joten [ 1 ¢. Koska kuitenkin ¢ | ¢ f,
saadaan ¢ | f. Téten f € (¢).

Viitteet seuraavat kahdesta esitystavasta ¢ = ¢y ¢, = 01 - Y. O

Lause 4.28. Adrelliselle kokonaisaakkoston konfiguraatiolle ¢ €

C[[z*, y*']] ihanne Per(c) on radikaali.

Todistus. Jatketaan edellisen lauseen merkinnoéilla. Muistetaan, etté
Per(c) = (i1)---{(tx), missé 1; ovat erisuuria jaottomia viivapolynomeja.
Jaottomuudesta ja erisuuruudesta seuraa, ettd (1;) N (;) = () - (). Té-
ten Per(c) = (¢1) n -+ n (Yy). Alkuihanteet ovat radikaaleja ja radikaalien

ihanteiden leikkaus on radikaali. O
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Maadritelladn aérellisen kokonaisaakkoston konfiguraation ¢ kertaluvuksi

ord(c) lauseen 4.27 luku m.
Lause 4.29. Tarkastellaan kertalukua ord(c).

e ord(c) = 0 jos ja vain jos ¢ on taysin jaksollinen.
e ord(c) = 1 jos ja vain jos ¢ on yhteen suuntaan jaksollinen.

e ord(c) = 2 jos ja vain jos c ei ole jaksollinen.

Todistus.

1) Jos ord(¢) = 0 niin Per(c) = (1), joten konfiguraatio 1l¢ = ¢ on kah-
teen suuntaan jaksollinen. Oletetaan nyt, ettd ¢ on taysin jaksolli-
nen ja valitaan kaksi erisuuntaista normaalimuotoista viivapolynomia
¢1, 92 € Ann(c). Nyt siis syt(¢1,¢2) = 1 € Ann(c) < Per(c). Taten
ord(c) = 0.

2 Olkoon nyt ord(c) = 1. Talloin Per(c) = {3 jollekin viivapolynomille
1 suuntaan v. Nyt siis ¢c on taysin jaksollinen ja on olemassa sellai-
nen viivapolynomi v suuuntaan v, jolle ¥»yc = 0. Koska ¢~ on viiva-
polynomiannihilaattori, konfiguraatio ¢ on jaksollinen. Toisaalta koska
Ann(c) < (@) sisaltdd vain yhdensuuntaisia viivapolynomeja, konfi-
guraatio ¢ on tésmalleen yhteen suuntaan jaksollinen. Jos ¢ on yh-
teen suuntaan jaksollinen, on jaksollistaja-ihanteessa viivapolynomeja

ainoastaan yhteen suuntaan. Talloin lauseesta 4.27 saadaan m = 1.

3) Olkoon nyt ord(c) > 2. Télléin mikadn viivapolynomi XV — 1 ei voi an-
nihiloida konfiguraatiota c. Jos oletetaan, etta c ei ole jaksollinen, on
lauseen 4.27 luku m > 2, koska m < 1 takaa viivapolynomiannihilaat-

torin olemassalon.
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4.4 Diskreetin geometrian tyokaluja

Maéaritelladn hieman diskreetin geometrian kasitteita, jotta tuloksista saa
algoritmisesti kéyttokelpoisempia. Olkoon v = (v,,v,) € Z* jokin suunta ja

médritellddn v = (—vy, v,).
Maaritelma 4.30. (suljettu puolitaso, avoin puolitaso, puolitason reuna)

e Suljettu puolitaso on H, = {x e Z? | x-v* > 0}.
o Avoin puolitaso madritelliin H, = {x e Z* | x- vt > 0}.
e Puolitason reuna on 0H, = H\H, = {xe Z? |x-vt =0}.

e Adrelliselld joukolla D < Z? on ulkoreuna suuntaan v € Z2
jos on olemassa sellainen x € Z2, ettd D < H, + x ja joukossa
D n (x + 0H,) on ainakin kaksi pistett.

Lemma 4.31. Olkoot g ja h nollasta poikkeavia Laurentin polynomeja. Ole-
tetaan, ettd joukolla supp(g) on ulkoreuna suuntaan v. Tdlldin myds joukolla

supp(gh) on ulkoreunta suuntaan wv.

Todistus. On olemassa vektori x € Z? viivapolynomi ¢ suuntaan v, jolle
supp(g) € H, + X ja supp(g — ¢) € H, + x. On myds olemassa vektori
y ja ¢ € Clz*!,y*!], joka on viivapolynomi suuntaan v tai monomi, joille
supp(h) € Hy+y jasupp(h—1) € Hy+y. Nyt saadaan supp(gh) € H,+x+y
jasupp(gh—1¢) € Hy+x+Yy, jossa ¢ on viivapolynomi suuntaan v. Téten

polynomilla gh on ulkorena suuntaan v. ]

Lause 4.32. Olkoon g Laurentin polynomi, jolla on viivapolynomitekijd

suuntaan v. Tdlloin joukolla supp(g) on ulkoreuna suuntaan v.

Todistus. Hajotetaan polynomi g = ¢ f, missa ¢ on viivapolynomi suuntaan
v. Nyt joukolla supp(¢) on ulkoreuna suuntaan v, joten edellisen lauseen

nojalla myo6s tulolla ¢ f on ulkoreuna suuntaan v. Il
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Lause 4.33. Olkoon f Laurentin polynomi. On olemassa algoritmi joukon

supp(f) ulkoreunojen etsimiseen.

Todistus. Olkoon x,y € supp(f) mielivaltainen pari vektoreita ja etsitdan
primitiivinen vektori v, jolle kv = x — y jollekin k£ € Z. Tarkastetaan nyt,
onko joukolla supp(f) vektorin v suuntaista ulkoreunaa. Toistetaan tdméa

kaikille pareille x,y € supp(f). O

Lause 4.34. Olkoon f € Clz*! y*'] polynomi ja c € C[[z*!, y*]] sellainen

adrellisen kokonaisaakkoston konfiguraatio, etti f € Per(c).

e Jos normaalihajotelmassa N,(f) ei ole yhteisii tekijoita mil-
lekdin v € Z?, missi v on joukon supp(f) reunan suuntainen

primititvinen vektori, niin ¢ on tdysin jaksollinen.

e Jos normaalihajotelmassa Nyo(f) on yhteisia tekijoitd tasmal-
leen yhdelle joukon supp(f) reunan suuntaiselle primitiiviselle

vektorille v, niin ¢ on jaksollinen suuntaan v

Todistus. Sovelletaan todistuksessa lemmaa 4.31. Ensimmaéisessé tapaukses-
sa ord(c) = 0, joten viite seuraa. Jos normaalihajotelmassa Ny(f) on yh-
teinen tekija etumerkkia lukuunottamatta tésmaélleen yhdelle primitiiviselle

vektorille v, on ord(c) < 1 ja téten ¢ on jaksollinen. O

Yleisesti ottaen jos f € Per(c) ja polynomilla f on viivapolynomitekijoita
vahintdan kahteen suuntaan, ei konfiguraation ¢ jaksollisuutta tai jaksotto-
muutta pysty suoraan paatteleméan nailla tiedoilla. Yhden tietyn jaksollista-

jan f viivapolynomitekijoiden lukumaéra on ainoastaan ylaraja kertaluvulle.
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5 Sovellukset peittokoodeihin

Tassa kappaleessa ajatellaan koodausteoriassa kasiteltéavia peittokoodeja tie-
tyn laatan asetteluina konfiguraation osoittamiin kohtiin. Peittokoodin laa-
tasta saadaan siis pienelld muokkauksella konfiguraation jaksollistaja. Toi-
saalta, kun rajotutaan binaariaakkostoon, kiinnitettya laattaa vastaavat peit-
tokoodit muodostavat airellista tyyppid olevan siirtoaliavaruuden. Kappa-
leessa kaytetdaan koodausteorian késitteiston lahteind luentomonisteita [6, 7].
Annetaan uusi todistus artikkelin [2] nelidhilatulokselle ja todistetaan uutena

tuloksena kuningasgraafia koskeva peittokoodien jaksollisuustulos.

5.1 Peittokoodien peruskasitteita

Maaritelma 5.1. (graafi, pistejoukko, viivajoukko, pallo) Graafi on pari
G = (V,E), missa V # & on pistejoukko ja E < {{u,v} | u,v e Viu # v}
on vitvajoukko. Tassé yhteydessa graafit ovat siis suuntaamattomia. Graafis-
sa kahden pisteen u,v € V etéisyys d(u,v) mééritellddn naitd yhdistavén ly-
himman polun viivojen lukumaéraksi. Maaritelladn graafissa r-sdateinen pallo

B,(u) ={veV|du,v)<r}. [7]

Olkoot a,b,r € N. Epéatyhja joukko C' < V on (r,a,b) — peittokoodi, jos
kaikille ¢ € C' ja x € V\ C patee |B,(c) n C| = a ja |B.(x) n C| = b. Téassa
kappaleessa rajoitutaan kokonaislukugraafeihin, jossa V = Z?*. Neliohila on
graafi, jossa kahden pisteen vélill4 on viiva jos vain jos pisteestd saadaan toi-
nen muuttamalla koordinaattia yhdella. Kuningasgraafissa otetaan mukaan

myo6s diagonaalit ja sen nimi kuvastaa kuninkaan liikkumista shakissa.

Mairitelméa 5.2. (nelidhila, kuningasgraafi) Olkoon pistejoukko V = Z? ja
dp : 7Z* x Z* — R tavanomainen Euklidinen etiisyys. Graafia G = (V, E)

kutsutaan

o neliohilaksi, jos {u,v} € E < dg(u,v) =1 tai

o kuningasgraafiksi, jos {u,v} e B <= dg(u,v) < V2.

Maadritelladn kokonaislukugraafissa myos yleisempi peittokoodien perhe,

joka avaa luontevan yhteyden peittokoodien ja polynomien vélille.
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Mairitelméa 5.3. ( (S,a,b)-peittokoodi) Olkoon S € Z? airellinen joukko ja
C c Z2. Koodi C on (S, a,b) — peittokoodi, jos kaikille c € C' ja x € Z*\ C
pétee [(c+ S)nC|=ajal|(x+S)nC|=0.

Lause 5.4. Kokonaislukugraafissa (r, a,b)-peittokoodi on (S, a, b)-peittokoodi,
missi S = B,(0).

Todistus. Olkoon v € Z?. Selvésti B,.(v) = B,.(0) + v ja viite seuraa, kun
merkitdan S = B,.(0). O

Madritellaan nyt darelliselle joukolle S < Z? polynomi fs = Y .o XV.
Muutetaan (5, a, b)-peittokoodi C' konfiguraatioksi ¢(X) = > ., X". Peitto-
koodin méaaritelmésté seuraa, ettd fsc(X) = (a—b)e(X) +b1. Sieventamalla
saadaan (fg+a—b)c(X) = al, eli toisin sanoen konfiguraatio ¢(X') on poly-
nomin fs+a—>b eras a-laatoittaja. Lisdksi voidaan paatella fs+a—0b € Per(c).
Lause 4.34 antaa polynomin fg + a — b viivapolynomitekijéiden avulla tulok-
sia konfiguraation ¢ jaksollisuudesta. Tama avaa uudenlaisen algebrallisen
niakokulman peittokoodien tutkimukseen.

Koodausteoriassa peittokoodien yhteydessa kéytetaén bindariaakkostoa,
joten myo6s laatat ja konfiguraatiot tdssa kappaleessa ovat aakkoston { 0,1}
yli. Nyt siis kiinnitettya laattaa fg + a — b vastaavien a-laatoittajien joukko
on SFT, missi kiellettyja kuvioita ovat { (—S,p) | Dve_spv # a}. Eli jos
S < 7Z? on aérellinen joukko, niin (.5, a, b)-peittokoodien joukko on SFT.

Tasséa kappaleessa on todistettu nelichilan ja kuningasgraafin peittokoo-
dituloksia yksinkertaisesti viivapolynomien avulla. Lopuksi esitetdan muita
peittokoodiesimerkkejé ja tarkastellaan erikoistapauksia, joissa on viivapoly-

nomitekijoita kahteen suuntaan.
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5.2 Neliohila

Esitellaan artikkelin [2] nelichilan peittokoodituloksille uudet todistukset al-

gebrallisella ndkokulmalla.

(a)r=1
(b) r=2

Kuva 3: Neliohilan laatat séateilla » = 1 ja r = 2.

Lause 5.5. Neliohilassa kaikki (1,a,b)-peittokoodit, missi b — a # 1, ovat

taysin jaksollisia.

Todistus. Olkoon ensin S = { (z,y) € Z* | |z| + |y| < 1}. Jos b — a # 1, niin
joukon S reunojen suuntaiselle vektorille v e { (1,1),(—1,1) } patee Ny(fs +
a—0b) ={1+t,1+a—>b} jataten polynomilla f ei ole viivapolynomitekijoité
minkdadn reunan suuntaisesti. Eli mielivaltainen peittokoodi on jaksollinen.

O

Lause 5.6. Nelidhilassa (r,a,b) koodit, missi r = 2, ovat taysin jaksollisia.

Todistus. Olkoon S = {(x,y) € Z* | |x| + |y| < r}, missda r > 2. Olkoon
v joukon S reunan suuntainen, eli v € {(1,1),(—1,1)}. Kun tarkastellaan
kahta saietta siirtovakioilla u; = (0, —r),us = (0, —r+1), havaitaan fib (fs+
a—b,uy) = 1+t+---+t" € Ny(fs+a—0b) jafiby(fs+a—buy) = 1+t+---+
t"' e Ny(fs+a—b). Koska syt(fiby(fs+a—0b,u;),fiby(fs+a—b,uz)) = 1, ei
normaalihajotelmalla ole yhteisia tekijoité ja taten mielivaltainen peittokoodi

on jaksollinen. O]
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5.3 Kuningasgraafi

Esitelldan jaksollisuustulos peittokoodeille kuningasgraafissa.

(a)r=1

Kuva 4: Kuningasgraafin laatat sateilla » =1 ja r = 2.

Lause 5.7. Kuningasgraafissa kaikki (r, a,b)-koodit, missi a # b, ovat taysin

jaksollisia.

Todistus. Olkoon 7 > 1, a # b ja S = {(z,y) € Z* | max{|z], |y|} < r}.
Olkoon v jalleen joukon S reunan suuntainen, eli v € { (0,1),(1,0) }. Jos v =
(1,0), voidaan valita siirtovakiot u; = (—r,0) ja ug = (—r, 1) ja todetaan,
ettd fiby(fs +a—buy) =1+t+- -+t + (1 +a—b)t" + "+ + ¢
ja fiby(fs + a—buy) = 1+t + -+ + t?". Niilli kahdella siikeelld ei ole
yhteisia tekijoita. Sama péaattely voidaan toistaa myos pystysuunnassa, joten

mielivaltainen peittokoodi C' on jaksollinen. O
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5.4 Muita peittokoodiesimerkkeja

Yleistetaan nyt artikkelin [15] esimerkkié n-pakkaajille. Tulos on alunperin
todistettu artikkelissa [19]. Tamé tulos todistetaan d-ulotteisessa tapaukses-

sa, joten peittokoodeja koskeva erikoistapaus seuraa korollaarina.

Lause 5.8. Olkoon D < 7 joukko, jolle |D| = p jollekin alkuluvulle p ja
mddritelladn laatta f =, X¥. Tdlle laatalle n-pakkaajat ovat jaksollisia

kaikkiin suuntiin p(u — v), missi u # v ja w,v € D.

Todistus. Olkoon ¢(X) € C[[X*!]] jokin laatan f n-pakkaaja. Pakkausehto
antaa f(X)c(X) = > ,anX". Kerrotaan puolittain polynomilla fP~! ja
saadaan

fPX)e(X) = Z np? XY =0 (mod p).

veZd

Lisaksi, koska p on alkuluku, ndhdadn binomikaavasta

fP(X) = f(XP) (mod p).

Olkoon nyt u € Z¢ mielivaltainen. T&lléin

F(XP)e(X)u = Z ¢(X)u—v =0 (mod p).
veD
Nyt siis polynomi f(X?) antaa ainoastaan alkuluvulla p jaollisia kertoimia
kun kerrotaan pakkaajalla ¢(X). Olkoot w € supp(c) ja u € D mielivaltaisia.
Talloin
FXP)e(X ) wipn = D (X )wipu—py = 0 (mod p).

veD
Nyt summassa on ainakin termi ¢(X )wipu—pu = ¢(X)w = 1. Koska summa on
jaollinen luvulla p, tiedetédan etta kaikkien summattavien termien on oltava
1. Talloin w + p(u — v) € supp(c) kaikilla u,v € D, eli ¢(X) on jaksollinen

minké tahansa vektorin p(u — v) suuntaan. O

Korollaari 5.9. Olkoon S = Z? joukko, jolle |S| = p jollekin alkuluvulle p.
Talloin (S, a,a)-koodi on jaksollinen kaikkiin suuntiin p(u— v), missi u # v

ja u,veS.

Todistus. Laatta fg toteuttaa edellisen lauseen ehdot. O
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Tarkastellaan nyt tapausta, jossa on yhteisia viivapolynomitekijoité kah-
teen suuntaan. Annetaan esimerkeiksi kaksi polynomia, joilla on viivapo-
lynomitekijoitd kahteen suuntaan, mutta erilaiset jaksollisuusominaisuudet.

Todistetaan nama tapaukset tavanomaisella kombinatorisella paattelylla.

Lause 5.10. Olkoon S = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1) }. Kaikki (S,a,a)-koodit
ovat jaksollisia.

Todistus. Nyt fg = 1+x+y+ay, missa Ny(f) = { 1+t } vektoreille v; = (0, 1)
jave = (1,0), joten polynomilla on viivapolynomitekij6ité kahteen suuntaan.
Koska |S| = 4, riittda tarkastella tapaukset a = 1,2, 3, 4. Jokaisessa joukossa
S + x, missd x € Z2, esiintyy tdsmilleen a koodisanaa. Tapaukset a = 1 ja

a = 3 ovat varin vaihtoa vaille sama, joten kaydaan kolme eri tapausta lapi.
1) a = 4. Nyt koodi on selvésti konfiguraatio ¢ = > ;. XV.

2) a = 1. Olkoon u = (uj,uy) € Z* mielivaltainen vektori, jolle ¢(X), = 1.
Nyt, jotta kuviot saadaan sopimaan siirtoaliavaruuteen, konfiguraatios-
sa téytyy olla (X )uyk(2,0) = 1 kaikilla k € Z tai c(X )uiro,2) = 1 kaikil-
la k € Z. Tarkastellaan naista toista, koska tapaukset ovat samanlaisia.
Jos ¢(X Jutk(2,0) = 1 kaikilla k£ € Z, niin peiton mahdollistamiseksi ¢

rakentuu pystysuuntaan jaksolliseksi. Taten ¢(X) on jaksollinen.
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3) a = 2. Huomataan, ettd ainakin shakkilautakuvio

1 + v =0 (mod 2
(X), - vy + vy (mod 2)

0 muutoin

kuuluu koodiin. Voidaan myos vaihtaa varit ja saadaan vastakkainen

shakkilautakuvio ¢(X) = 1 — ¢(X), joka my6s kuuluu peittokoodiin.

Oletetaan nyt, ettd konfiguraatiossa ¢(X) on kaksi samaa kerrointa
vierekkéin pysty- tai vaakasuunnassa. Oletetaan, ettd samat bitit xx
esiintyvét vierekkdin vaakasuunnassa, koska toinen tapaus menee sa-
malla tavalla. Olkoon w = fibg gy(c, u) sellainen vaakarivi, joka sisaltaa
bitit xx. Nyt vierekkéisten bittien yla- ja alapuolella lukee ZZ ja tdméan
havainnon avulla ylé- ja alapuolella olevat rivit madraytyvit yksikésit-
teisesti: fib(1 0)(c,u + (£1,0)) = w. Nyt induktiolla koko konfiguraatio

maaraytyy yksikasitteisesti pystysuunnassa jaksolliseksi.

]

Lause 5.11. Olkoon nyt S = {(+1,0),(0,%1)}. On olemassa jaksottomia
(S, a, a)-koodeja.

Todistus. Nyt fs = 7' +y '+ 2 +y ja Ny(fs) = {1+ ¢t} molemmille
v = (1,+1). On siis olemassa viivapolynomitekijoitd kahteen suuntaan. Ol-
koot Hy = { (v1,v9) € Z* | v1 +v2 = 0 mod 2} ja Hy = H; + (1, 0) kaksi koko-
naislukuhilan alihilaa. Nyt, jos C' < Hy jac = Y .- X"V, niin supp(fsc) < Hs.
Vastaavasti, jos C < Hy ja ¢ = Y XV, niin supp(fsc) = H;. Koodi voi-
daan siis hajottaa kahteen erilliseen osaan H; n C' ja Hy n C', jotka peittéivat
eri alihiloihin kuuluvia pisteitd. Nama alihilat voidaan ajatella vastaamaan
lauseen 5.10 tilannetta, joten otetaan kaksi yhteen suuntaan jaksollista koo-
dia ja asetetaan ne eri alihiloille. Jos jaksot ovat eri suuntiin, saatu (5,1, 1)-

peittokoodi on jaksoton. O]
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5.5 Algoritminen niakokulma

Lause 5.12. On olemassa algoritmi Laurentin polynomin f € Clz*! y*!]

vitvapolynomitekijoiden loytamiseksi.

Todistus. Tarkastellaan kantajaa supp(f). Lauseen 4.34 nojalla riittdéd tar-
kastella ainoastaan reunojen suuntaisia vektoreita, joten lasketaan reunojen
suuntavektorit algoritmilla 4.33 ja valitaan niista mielivaltainen v. Lasketaan
polynomin f normaalihajotelma Ny (f) = { f1, ..., f» }- Téhan on olemassa al-
goritmi 4.14 nojalla. Lasketaan Eukleideen algoritmilla syt(fi, ..., f»)-

O

Lause 5.13. Jos polynomilla fs + a — b € Clz*!, y*!]

on vitvapolynomite-
kijoita korkeintaan yhteen suuntaan, kysymys (S, a, b)-peittokoodien olemas-

saolosta on algoritmisesti ratkeava.

Todistus. Lauseen 4.34 nojalla kaikki polynomin fg+ a—b laatoittajat ¢ ovat

jaksollisia. Nyt algoritmi saadaan lauseesta 2.16. O]
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6 Yhteenveto

Tamaéan tutkielman alussa esiteltiin laajasti algebrallisen symbolidynamiikan
peruskésitteitd, jotta tutkielman voisi lukea mahdollisimman suppeilla esi-
tietovaatimukslla. Taman jélkeen rakennettiin jaksollistaja- ja annihilaattori-
ihanteiden teoriaa viivapolynomien avulla. Tutkielman teoriaosuus kulminoi-
tuu lauseeseen 4.29, jossa todistetaan yhteys konfiguraation jaksollisuuden ja
kertaluvun valilld. Toinen tarkea tulos on lause 4.34, joka antaa kaytannol-
lisen ja visuaalisesti hahmotettavan tyokalun konfiguraation kertaluvun ra-
joittamiseksi ylhéaltd. Kappaleessa 5 sovelletaan taté lausetta peittokoodi-
tulosten todistamiseen. Seuraavaksi alikappaleessa 5.4 annetaan sellaisia esi-
merkkeja, joiden yhteytta algebralliseen nakokulmaan ei toistaiseksi tunneta.
Lopuksi annetaan algoritmi, jolla voidaan etsia laatoittajia siina tapauksessa,
kun viivapolynomitekijoitd on korkeintaan yhteen suuntaan. Tulevaisuudes-
sa voisi olla mielekésté etsid tuloksia, jotka antavat tiilen avulla alarajoja
tiilittdjan kertaluvulle. Toinen mielenkiintoinen suunta olisi useampiulottei-
nen tapaus, jonka algebrallinen ndkokulma on avoin, koska annihilaattori-

ihanteen radikaalisuutta ei tunneta téassa tapauksessa.
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