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Selkidreppuongelma on yksi diskreeteistd kombinatorisista optimointiongel-
mista, joissa aika ei riitd tehtdvin laajuudesta riippuen téydelliseen luette-
lointiin. Téllaisten tehtéivien ratkaisemiseksi on kehitelty heuristisia ratkai-
sualgoritmeja. Téssd tutkielmassa perehdytdédn yhden selkdreppuongelman
erikoistapaukseen penetraatioasteen laskemiseksi, sekd sen ratkaisuun kahdel-
la approksimointimenetelmalld: parantavalla haulla seké simuloidulla jadhdy-
tykselld. Lisiiksi tutustutaan simuloitu jadhdytys -algoritmin konvergenssiin
homogeenisessa ja epidhomogeenisessa tapauksessa Markov-ketjujen avulla.

Parantavan haun teoria ja algoritmin sekd simuloitu jadhdytys -algoritmi pe-
rustuvat Ronald Rardin teokseen Optimization in Operations Research. Si-
muloitu jddhdytys -menetelmén tarkastelu Markov-ketjujen avulla pohjautuu
Laarhovenin ja Aartsin teokseen Simulated Annealing: Theory and Applica-
tions. Samaan teokseen perustuu myos simuloidussa jadhdytyksessa kiytet-
tava jadhdytysohjelma. T&ta jadhdytysohjelman optimaalista valintaa tar-
kastellaan kahdella eri aineistolla osin puhtaasti kokeilemalla ja osin teoriaan
perustuen. Samalla tutkitaan simuloitu ja&dhdytys -algoritmin erilaisten ra-
kenteiden, kuten pisteen naapuruston, aloituspisteen sekii Markov-ketjujen
siirtyméatavan valinnan vaikutuksia penetraatioasteeseen.

Simuloitu jadhdytys konvergoi teoriassa kohti globaalia optimiarvoa tietyin
ehdoin, mutta kiytdnnossi tatid konvergenssia voidaan vain approksimoida,
jolloin algoritmin pa#dtymistd globaaliin optimiarvoon ei voida taata, mutta
sopivalla toteutuksella voidaan saada hyvia tuloksia. Algoritmin hyva toteu-
tus voi riippua kiytettavista aineistosta paljonkin. Tutkielmassa kiytettyjen
aineistojen valossa voidaan todeta algoritmissa kdytetyn aloituspisteen tyy-
pin vallitsevan tuloksia. Nakyva vaikutus, mutta selvisti pienempi, oli myds
jadhdytysohjelman valinnalla varsinkin suoritusaikoihin seki naapuruston et-
td Markov-ketjujen siirtymien valinnalla.
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1 Johdanto

Kombinatorisessa optimointiongelmassa etsitdin joko kohdefunktion mini-
mia tai maksimia, missd muuttujat ovat diskreetteja, mutta konfiguraatioiden
joukko on laaja. Konfiguraatioavaruus on niin suuri, ettei sitd ole mahdollista
lapikdydé yksitellen, vaikka ndin vertailemalla jokaisen kombinaation kohde-
funktion arvoja pystyttéisiin etsimédén paras kombinaatio. Tunnettu téllai-
nen ongelma on selkiireppuongelma, jossa reppu tulisi pakata tavaroilla sen
maksimikantokyvyn puitteissa. Jokaisella tavaralla on jokin arvo ja paino.
Tavoitteena on 16ytaa paras tavarakombinaatio, joka maksimoi niiden arvon,
mutta joita reppu vield kestad. Selkdreppuongelman oletetaan olevan vaikea,
eiké sille ole 16ydetty nopeaa ratkaisualgoritmia. Téllaisten ongelmien ratkai-
semiseen on kehitetty heuristisia approksimointimenetelmii, joista simuloitu
jaahdytys on yksi.

Simuloitu jadhdytys -menetelmén nykyversiossaan on kehittdnyt Kirk-
patrick, Gelatt ja Vecchi [9], jotka ymmirsivit kisitteiden ’kohdefunktion
minimoinnin kombinatorisessa optimointiongelmassa’ ja ’hitaasti viilenevin
kiintedn aineen kunnes se saavuttaa matalan energian tason’ yhteyden. He
my0s ymmaérsivat, ettd tdmé optimointiprosessi voidaan toteuttaa sovelta-
malla Metropolis-kriteerid. Korvaamalla energian kustannuksilla ja toteutta-
malla Metropolis-kriteeri hitaasti laskevana lampétila-arvojen sarjana Kirk-
patrick kollegoineen saivat aikaan optimointialgoritmin, jota he kutsuivat
nimelld ’simulated annealing’ (suom. simuloitu jaéhdytys). [1]

Téassd tutkielmassa perehdytddn yhteen selkdreppuongelman erikoista-
paukseen, josta kdytetddn nimed kauppaesimerkki, jonka tarkempi kuvaus on
esitetty kappaleessa 2. Perinteisen selkdreppuongelman tavarat on korvattu
nyt tuoteryhmillé tai tuotteilla, joista tulisi valita 'reppuun’ niistd parhaim-
mat. Repun kantokyky on tarkoittaa tissd tapauksessa mainokseen halut-
tujen tuotteiden lukuméarai. Tuotteiden arvo perustuu siihen, kuinka moni
asiakas on niitd ostanut, jolloin mainokseen halutaan paras tuotekombinaa-
tio joka maksimoi penetraatioasteen eli prosenttiosuuden asiakkaista, jotka
ovat ostaneet vihintdan yhta tuotetta tastd kyseisestid tuotekombinaatiosta.
Kun asiakas on ostanut jonkun tuotteen, oletetaan ettd hin on kiinnostunut
ostamaan saman tuotteen jatkossakin, jolloin maksimipenetraatiolla ja siten
mainokseen valittujen tuotteiden avulla houkutellaan asiakkaita liikkeeseen
mahdollisimman paljon. Ongelmalle esitetdén kaksi heuristista ratkaisualgo-
ritmia; parantava hakuheuristiikka kappaleessa 3 ja simuloitu jadhdytys kap-
paleessa 4. Simuloitu jaddhdytys -menetelmin konvergenssia tutkitaan myos
kappaleessa 4 Markov-ketjujen avulla. Lopussa kiydaan léapi kaksi konkreet-
tista esimerkkid kauppaesimerkin ratkaisemisesta simuloidulla jadhdytyksel-
14, sekd esitetddn tuloksia erilaisilla algoritmin rakenteilla sekd parametreilla,



kuten Markov-ketjujen lukumééra ja niiden pituus. Toinen néistd esimerkeis-
td on aineistoltaan pieni, jotta algoritmin ymmartaminen olisi helpompaa, ja
toinen perustuu taas oikeaan olemassa olevaan aineistoon, joka on huomat-
tavasti laajempi.

2 Kauppaesimerkki

Tarkastellaan esimerkkind kaupan myyntia viimeisen paivan ajalta. Kaupassa
on myynnissd tuotteita kahdestakymmenesti eri tuoteryhmaésti. Viimeisen
péivan aikana kaupassa kivi 100 asiakasta, ja kauppiaalla on tiedot asiakkai-
den ostamista tuoteryhmistd. Kauppias haluaa laatia sen paivin perusteella
mainoksen, joka houkuttelisi mahdollisimman monta asiakasta liikkeeseen.
Mainokseen halutaan tuotteita viidestd eri tuoteryhmaésta.

Ongelma on nyt erdénlainen selkdreppuongelma (knapsack), jossa pitdé
valita v tuoteryhméi maksimoiden penetraatioaste, joka perustuu asiakkaiden
viime paivan ostoksiin. Penetraatioaste on siis prosenttiosuus asiakkaista, jot-
ka ovat ostaneet vahintdan yhdestd tuoteryhmaésta tietystd tuoteryhmakom-
binaatiosta. Muuttuja v on siis mainokseen haluttujen tuoteryhmien luku-
méard. Merkitddn asiakkaita ¢ = 1,2, 3, ...,m ja tuoteryhmid j = 1,2, 3, ..., n.
Joukko N; sisédltad asiakkaan ¢ tuoteryhmét j, joista se on ostanut tuotteita.
Otetaan kiiyttoon seuraavat padtosmuuttujat:

S 1, jos tuoteryhmé j on valittu mainokseen
771 0, muulloin,

~_J 1, jos asiakas ¢ on kiinnostunut
Y=\ 0, muulloin.

Saadaan tehtéville seuraava yleinen kohdefunktio:

m
max E Yi
i=1

st D ien, T 2 Y, 1=1,..,m
Z?:l x] =v
yzz{O,l}, z'zl,...,m
z; = {0, 1}, j=1,..n.

Jos x; = 1, sanotaan tuoteryhméa j valituksi tuoteryhmdaksi. Jos taas x; = 0,
sanotaan tuoteryhméi ei-valituksi tuoteryhmdkss.

Kauppaesimerkin ostoaineisto 16ytyy liitteestd A. Siind rivit kuvastavat
asiakkaita ja sarakkeet tuoteryhmié, jolloin taulukossa arvo 1 tarkoittaa ’asia-
kas i on ostanut tuotteen tuoteryhmista j’ ja arvo 0 ’asiakas i ei ole ostanut



tuotetta tuoteryhmaéstd j’. Liitteestd B 16ytyy aineiston A pohjalta tehty fre-
kvenssitaulukko, jossa tuoteryhmét on jirjestetty niiden ostofrekvenssien pe-
rusteella. Naiden liitteiden mukaista kauppaesimerkin aineistoa tullaan kiyt-
tdmaan parantavassa hakuheuristiikassa sekd simuloidun jddhdytyksen en-
simmaisessé, esimerkissd. Simuloidun jadhdytyksen toisessa esimerkissa kay-
tetddn huomattavasti laajempaa aineistoa.

Esimerkki 2.1. Penetraatioaste

Alla olevassa taulukossa on esitetty penetraatioasteen laskeminen kolmella
tuoteryhmalld ja kymmenelld asiakkaalla. Taulukossa ryhmé tarkoittaa yk-
sittaista tuoteryhméa tai tuoteryhmikombinaatiota ja aste tarkoittaa penet-
raatioastetta.

asiakas/ryhmé 1 2 3 1ja?2 1ja3 2ja 3
1 ostanut ei ostanut ostanut ostanut ostanut ostanut
2 ei ostanut ostanut ei ostanut ostanut ei ostanut ostanut
3 el ostanut ostanut ei ostanut ostanut ei ostanut ostanut
4 ostanut ostanut ei ostanut ostanut ostanut ostanut
5 el ostanut  ostanut ostanut ostanut ostanut ostanut
6 ei ostanut ei ostanut ostanut ei ostanut ostanut ostanut
7 el ostanut ei ostanut ostanut el ostanut ostanut ostanut
8 ostanut ei ostanut ostanut ostanut ostanut ostanut
9 ostanut ei ostanut ei ostanut ostanut ostanut ei ostanut
10 el ostanut ostanut ei ostanut ostanut ei ostanut ostanut
aste % 40 50 a0 80 70 90

Taulukosta ndhdaan, ettd paras penetraatioaste saavutettiin tuoteryh-
mékombinaatiolla 2 ja 3 penetraatioasteella 90%, jos mainokseen halutaan 2
tuoteryhméa. Jos mainokseen halutaan vain yksi tuoteryhmé, on paras valin-
ta tuoteryhma 2 tai 3. Kaiken kaikkiaan paras tulos saadaan tietenkin kom-
binaatiolla 1 ja 2 ja 3, jolloin tavoitetaan kaikki asiakkaat penetraatioasteella
100%, mutta vain jos mainokseen halutaan kaikki kolme tuoteryhméa.

3 Diskreetit optimointimenetelmaét

Edellinen esimerkki on yksi diskreeteistd optimointitehtavistd. Muita hy-
vin tunnettuja diskreettejd optimointitehtavia selkdreppuongelman lisdksi on
kauppamatkustaja- ja reititysongelmat. Nama kokonaislukuoptimointitehté-
vit voitaisiin ratkaista kdymélla kaikki sallitut pisteet lapi ja valitsemalla pa-
ras. Tehtédva osoittautuu kuitenkin haastavaksi, kun erilaisia kombinaatioita
on todella paljon.



Jotta selkdreppuongelman vaativuutta voitaisiin ymmartda paremmin,
tutustutaan kisitteisiin P ja NP, joiden teoria on perdisin Matti Mono-
sen Pro gradu -tutkielmasta 2012 [7]. Joukkoon P kuuluvat paétosongelmat,
joilla on olemassa polynomisessa ajassa toimiva ratkaisumenetelmé. Jos rat-
kaisu vaatii ylipolynomisen ajan, mutta vastaus pystytdin verifioimaan po-
lynomisessa ajassa, padtosongelman sanotaan kuuluvan joukkoon N P. Huo-
mataan, ettd jokainen polynomisessa ajassa ratkeava paatdsongelma kuuluu
myos luokkaan NP eli P C NP. Joukkojen yhtdsuuruutta ei ole pystytty
kumoamaan tai vahvistamaan, ja tdméan tilanteen selvittdminen onkin kuu-
luisa 7P = NP?” -ongelma. Arvellaan kuitenkin ettd P # NP. Néin ollen
joukon P ongelmat mielletdédn yleisesti helpoiksi ja sen ulkopuolelle jadvit
ongelmat, kuten joukon N P, vaikeiksi.

Maaritelma 3.1. Ongelma P on N P-vaikea, jos ratkaisemalla ensin ongel-
ma P voidaan jokainen luokan N P ongelma ratkaista polynomisessa ajassa.

Maaritelmi 3.2. Ongelma P kuuluu joukkoon N P-tdydellinen, jos se on
N P-vaikea ja kuuluu joukkoon NP.

Selkdreppuongelman ja muiden haku- ja optimointiongelmien todistami-
nen vaikeaksi ongelmaksi on usein hyvin haastavaa. Formuloimalla polyno-
miaikainen palautus voitaisiin ongelman P kuitenkin todeta olevan N P-
vaikea suhteellisen helposti. Tésta johtuen selkdreppuongelman oletetaan ole-
van vaikea, vaikkei sité ole tdysin pystytty todistamaan. N P-tdydellisilla on-
gelmilla on merkittavi ominaisuus, ettd ne ovat joko kaikki helppoja tai kaikki
vaikeita. Siksi polynomisen ratkaisumenetelmén 16ytyminen selkdreppuongel-
malle tarkoittaisi, ettd kaikille joukon N P(-tdydellisille) ongelmille 16ytyisi
polynomiaikainen ratkaisualgoritmi. Tata pidetdén kuitenkin epdtodennékoi-
sena.

Olemme siis tilanteessa, jossa emme pysty ratkaisemaan suuria kombina-
torisia vaikeita optimointiongelmia, koska optimin 16ytdminen vaatii kohtuut-
toman paljon laskenta-aikaa. Ongelman ratkaisemiseksi on kehitetty heuristi-
sia menetelmid, jotka eivit anna valttdméatta optimiarvoa vastaukseksi, mut-
ta antavat usein riittdvin hyvid tuloksia laskenta-ajan ollessa polynomiajan
rajoissa.

Téamaén kappaleen teoria pohjautuu suoraan Ronald L. Rardinin teokseen
Optimization in Operation Research |3| ja osin Mékeldn luentomonisteeseen
|4], joka sekin pohjautuu Rardin teokseen.

Kaikkien mahdollisten kombinaatioiden lapikdymista kutsutaan tdydell:-
sekst luetteloinniksi. Jos mallissa on vain muutama diskreetti padtosmuut-
tuja, on tehokkain tapa yleensé kiyttida tiydellistd luettelointia. Menetelmé
kokeilee kaikkia mahdollisia kombinaatioita diskreetin muuttujan arvoille ja
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laskee kohdefunktion arvon. Kombinaatio, joka antaa parhaan ratkaisun koh-
defunktiolle, on optimaalinen. Kauppaesimerkissi oli 20 tuoteryhmaé, joista
piti valita 5 tuoteryhmad mainokseen. Mahdollisia sallittuja kaikki rajoituk-

20!

Esimerkki voitaisiin ratkaista taydelliselld luetteloinnilla, mutta jos katsotaan
todenmukaisempaa esimerkkid, jota kisitellain mychemmin, missa noin 9 000
tuotteesta on valittava 5 tuotetta, on sallittujen kombinaatioiden lukumaéa-
i jo 4.9 x 107, Jos tietokoneella laskiessa yhden kombinaation laskemiseen
kuluisi millisekunti aikaa, menisi kaikkien mahdollisuuksien ldpikiyntiin noin
1.5 x 107 vuotta.

Jos tarkastellaan kauppaesimerkin koko kombinaatioavaruutta, on jokai-
sella tuoteryhmémuuttujalla kaksi mahdollista arvoa 0 (ei valita mainok-
seen) ja 1 (valitaan mainokseen). Kombinaatioiden kokonaislukumé&érd on
siis 229 = 1048576 kappaletta, jos tuoteryhmii on 20. Jos tuoteryhmii on
n kappaletta, on kombinaatioita silloin 2”. Kun tuoteryhmien lukuméarai
nostetaan, lisddntyy kombinaatioiden lukumaéréd eksponentiaalisesti. Ekspo-
nentiaalinen kasvu ei kuitenkaan suoraan tarkoita, ettda ongelma olisi vaikea.
Esimerkiksi pienin virittdvd puu -ongelman aikavaativuus on eksponentiaali-
nen taydelliselld luetteloinnilla, mutta sille on kuitenkin olemassa tehokkaita
tietorakenteita hyviksi kiyttiva algoritmi, jonka aikavaativuus on polynomi-
nen, tarkemmin O(nlogn) |8].

On huomattu, ettd bindirinen selkdreppuongelma olisi heikosti N P-vaikea
olemalla kuitenkin vaikea, mutta N P-vaikeiden helpoimmasta paasti. Ongel-
malle voidaan siis 16ytad pseudo-polynominen ratkaisumenetelmé. Téllaisen
aikavaativuuden ongelma voidaan ratkaista polynomiajassa syotelukujen suu-
ruuteen ndhden, jolloin aikavaativuus suhteessa syotelukujen esityspituuteen
on kuitenkin eksponentiaalinen |[7].

Kun taydellinen luettelointi ei tule kyseeseen, voidaan kokonaislukuop-
timointitehtavissa koittaa kiyttda relaksaatiota. Siind ideana on heikentdd
rajoituksia tai kohdefunktiota. Niin saadaan kasvatettua sallittujen pistei-
den joukkoa. Rajoituksiin keskittyvissa relaksaatiossa saadaan aikaan yksin-
kertaisempi malli lieventdmalld tai suoraan poistamalla rajoituksia. Malli P
on mallin P relaksaatio, jos jokainen mallin P sallittu piste on myos sal-
littu piste mallissa P, ja molemmissa malleissa on sama kohdefunktio. Jos
relaksoidulla mallilla P ei ole yhtéin sallittua pistettd, ei ole myoskiin al-
kuperiiselld mallilla P. Jos relaksaatiomallille 16ydetdin optimiratkaisu, jo-
ka on sallittu my6s alkuperaisessd mallissa, se on my0s alkuperdisen mallin
optimiratkaisu. Relaksaatio antaa maksimoitaessa yldrajan optimiratkaisul-
le alkuperdiseen malliin. Minimoitaessa se taas antaa alarajan alkuperdisen
mallin kohdefunktion optimiarvolle. [4]

set huomioon ottavia kombinaatioita on siis



Monet kombinatoriset optimointitehtdvit ovat liian suuria téydelliseen
luettelointiin eikd relaksaatiomenetelmé approksimoi tarpeeksi hyvin alku-
peraista tehtdvai. Heuristisista menetelmistd 10ytyy kuitenkin vaihtoehtoja,
jotka voivat tuottaa hyvia sallittuja ratkaisuja, vaikka niiden optimaalisuutta
ei voida taata, tai edes kuinka ldhelld ne ovat optimia. Téllaisia menetelmid
on esimerkiksi parantava hakuheuristiikka, tabuhaku, simuloitu jaahdytys ja
geneettiset algoritmit. Tarkastellaan néistd tarkemmin parantavaa hakuheu-
ristiikkaa ja simuloitua jadhdytysté.

3.1 Parantava hakuheuristiikka

Parantava hakuheuristiikka pyrkii 16ytaméiin nykyisen pisteen ' naapurus-
tosta parempia ratkaisuja. Algoritmi tarvitsee jonkin aloituspisteen z°. Mer-
kitddn kaikkien pisteiden joukkoa R. Jokaisella iteraatiokierroksella ¢ méa-
ritellidn pisteen x! naapurusto R, josta koitetaan loytdd uusi sallittu ja
parantava piste. Merkitdan joukolla M siirtymid, jotka maarittelevit pisteen
2! naapuruston. Pisteen 2! naapurustoon kuuluu siis pisteet, jotka ovat saa-
vutettavissa siita yhdelld siirtymalla Az € M, eli naapurusto R, = z' + Ax,
missd Ax € M.

Algoritmi 3.3. Diskreetti parantava haku

Askel 0. Valitaan jokin aloituspiste 2 ja asetetaan indeksilaskuriksi ¢t =
0.

Askel 1. Jos mikéén siirroista Ax € M ei ole sallittu eiké parantava
pisteelle ¢, niin lopetetaan. On 16ydetty lokaali optimi z!.

Askel 2. Valitaan jokin sallittu ja parantava siirto Az € M. Merkitadn
it siirtoa Az't!.

Askel 3. Piivitetddn uudeksi pisteeksi 2!t = 2! + Az,

Askel 4. Piivitetddn indeksilaskuri ¢ = ¢ + 1, ja mennédn askeleeseen 1.

Esimerkki 3.4. Tarkastellaan seuraavaa diskreettid optimointitehtavia:

max —o5xq1 + 15z + Ta3
st. 1+ 229+ 423 <5
X1,x2,T3 = {07 1}

Valitaan aloituspisteeksi 2° = (1,1,0). Tehtévin siirtyméjoukko

1 —1 0 0 0 0
M = 01, o1, 1], —-11],1 0], 0
0 0 0 0 1 -1
Pisteen 2° naapurit ovat niin ollen siirtyméjoukon M nojalla



(1,L,0) + (1,000 = (2,1,0)
(LLO) + (-1,0,0) = (0,1,0)
(1,1,0) + (0,1,0) = (1,2,0)
(1,1,0) + (0-1,0) = (1,0,0)
(1,1,0) + (0,01) — (1,1,1)
(1,1,0) + (0,0-1) = (1,1,-1)

Néista naapureista ainoastaan (0,1,0) ja (1,0,0) ovat sallittuja siirtoja. Pis-
teelld (0,1,0) kohdefunktion arvo on 15 ja pisteelld (1,0,0) se on -5. Nykyisella
pisteelld 2° kohdefunktio saa arvon 10, joten z = (0,1,0) on ainut naapuri,
joka on sallittu ja parantava. Valitaan siis ' = (0,1,0) seuraavaksi pisteeksi
ja todetaan, ettd se on myos lokaali optimi.

Diskreetissi parantavassa haussa siirtyméjoukon valinta on ratkaiseva te-
kija. Jos olisi mahdollista, asetettaisiin kaikki pisteet toistensa naapureiksi.
Silloin paadyttiisiin globaaliin optimiin, koska lopetuskriteerin perusteella
naapurista (joukosta R) ei 10ydettéisi sallittua ja parantavaa pistetta. Kéy-
tdnnossd kuitenkin siirtyméjoukkoa on pakko rajoittaa. Sen on oltava tar-
peeksi suppea, jotta se pystytdan kiyméaén lapi jokaisella iteraatiokierroksella
tehokkaasti. Toisaalta se ei saa olla liian suppea, milloin iteraatiokierroksil-
la kdydadn ldpi vain muutama vaihtoehto. Silloin voidaan padtyd huonoon
lokaaliin optimiin. Laajemmalla siirtymé&joukolla paadytadn todennikdisem-
min parempaan vastaukseen, mutta niin kasvatetaan myds algoritmin suo-
ritusaikaa. Siirtymé&joukon valinnalla on siis merkittéva vaikutus siihen, mil-
laiseen vastaukseen paddytéain, ja kuinka tehokas ja nopea algoritmi on.

Esimerkissa 3.4 kaytettiin siirtyméijoukkona yhden muuttujan arvon li-
sdamistd tai vihentdmista luvulla 1. Kauppaesimerkissid samantyylinen siir-
tyméajoukon valinta ei ole eduksi, silla sallitussa pisteessi tulee olla tdsmél-
leen 5 tuoteryhméié valittuna rajoitusten nojalla, joten yhden muuttujan ar-
von (tuotteen) lisddiminen tai vihentdminen johtaisi ei sallittuihin pisteisiin.
Téalloin parempi vaihtoehto on kiyttad siirtyméajoukkona parittaisia vaihto-
ja (pairwise interchanges) (k,[). Tarkoituksena on vaihtaa indeksin & solun
arvo indeksin [ solun arvon kanssa.

Esimerkki 3.5. Tarkastellaan kauppaesimerkkié (aineistona liittee A), jossa
alkuarvona on valittuna tuotteet {1,2,3,4,5}. Merkitdén siis aloituspisteeksi
% = (1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), kun tuoteryhmi on 20 (n = 20).
Valitaan satunnaisesti siirroksi parittainen vaihto (1,6), jolloin tuotteiden
vaihto saadaan muutoksilla Az; = —1 ja Azg = 1. Uudeksi pisteeksi tulee 2!
= (0,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0). Joukossa M on nyt 75 mahdollista
vaihdettavien suureiden k ja [ kombinaatiota. Jokainen valittu tuote (z; = 1)
voidaan vaihtaa ei-valitun (z; = 0) tuotteen kanssa. Ei-valittujen tuotteiden
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maird on n — v = 20 — 5 = 15, joten jokaisella valitulla tuotteella on 15
mahdollista vaihtoparia. Yhteensé vaihtopareja on siis v % (n —v) = 75. Néin
méarittelemélla kaikki joukon M siirrot ovat sallittuja.

Esimerkki 3.6. Diskreetti parantava haku

Jatketaan kauppaesimerkin kiisittelyd (aineistona liite A). Aloitetaan pis-
teestd 2 = (1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), jolloin kohdefunk-
tio saa arvon 89. Mahdollisia siirtoja on nyt 75. Listataan ndiden kaikkien
siirtojen antama kohdefunktion arvo alla olevaan taulukkoon.

ka6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 18 8 89 8 8 88 87 8 &7 86 88 87 & 90 91
92 88 91 &7 88 90 89 &7 88 88 91 89 91 94 92
8 76 81 77 76 8 77 T5 76 81 79 T7r 80 81 86
88 8 87 83 8 8 8 83 8 8 86 8 86 91 91
88 82 87 81 81 84 82 8 83 83 &8 82 86 &7 93

Tk W

Kéytetddn nopeimman laskeutumisen menetelmdd, jossa valitaan siirto Ax €
M niin, ettd kohdefunktio saa pienimmén arvonsa pisteessi x! + Ax. Nih-
déén, ettd siirrolla (2,19) saadaan paras kohdefunktion arvon parannus Az =
5, joten valitaan z2—(1,0,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0). Saadaan lopulta
seuraava taulukko kiyttden nopeimman laskeutumisen menetelméaa.

t | valitut tuotteet kohdefunktio wvaihto muutos

0 {172,37475} 89 (2719) A[EQ = —]_,AZL'lg =1
1 {1,3,4,5,19} 94 (4,20) Axy=—1,Axypn=1
2| {1,3,5,19,20} 96 - lokaali optimi

Paadyttiin siis lokaaliin optimiarvoon 96, joka on lahtoarvosta 7% parempi.
Yhteensi jouduttiin laskemaan 3*75=225 kombinaatiota.

Jos esimerkissd 3.6 hyviksyttdisiin ensimméinen parantava siirto, olisi
se (1,19), jos vaihdot aloitetaan numerojirjestyksessi. Silloin kohdefunktio
saa arvoksi 90. Seuraava parantava siirto saadaan heti ensimmaiselld paril-
la (2,1), jolloin kohdefunktion arvo on 94. Seuraavalla parittaisella vaihdolla
(4,20) paddytddn jo lokaaliin maximiin 96 vain 60 kombinaation laskulla.
Tuotteiksi valikoitui {1,3,5,19,20}. Péaistiin siis tdsmélleen samaan ratkai-
suun kuin nopeimman laskeutumisen menetelméssi, mutta kombinaatioita
laskettiin 225 sijaan vain 60.

Parittaisten vaihtojen sijasta voitaisiin kiyttaa kolmittaisia tai neljittdi-
std vathtoja. Edellisessd esimerkissd kolmittainen vaihto voitaisiin suorittaa
valitsemalla kolme valittua tuotetta ja kolme ei-valittua tuotetta ja vaihta-
malla niiden arvot keskendan. Tosin sama saadaan aikaan parittaisia vaihtoja
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toistamalla. Kauppamatkustajaongelmassa kolmittaisilla vaihdoilla voitaisiin
saavuttaa enemman etuja.

Hakuheuristiikka voidaan aloittaa yhden aloituspisteen sijasta myos useam-
masta pisteestd (multistart). Nimensd mukaisesti haku aloitetaan useammas-
ta eri aloituspisteestd. Ndin voidaan parantaa algoritmin tuomia ratkaisuja.
Aloituspisteet voidaan valita esimerkiksi satunnaisesti, jolloin liian hyvin
aloituspisteen kiyttaminen, ja siten haun padtyminen liian nopeasti lokaa-
liin optimiin, riski pienentyy. Néin tulokseksi voidaan saada useampi lokaali
optimi.

Esimerkki 3.7. Useamman pisteen aloitus satunnaisista alkupisteisté kaup-
paesimerkissa taulukoituna kiyttden nopeimman laskeutumisen menetelméa.

t wvalitut tuotteet kohdefunktio vaihto muutos
Haku 1
0 {1,2,374,5} 89 (2,19) A.CL’Q = —1, AZL’lg =1
1 {1,3,4,5,19} 94 (4,20)  Axy=—-1,Axyn=1
2 {1,3,5,19,20} 96 - lokaali optimi
Haku 2
0 {3,7,8,16,18} 83 (7,20)  Axy=—1,Axy =1
1 {3,8,16,18,20} 91 (8,4) Axg=—1,Axy=1
2 {3,4,16,18,20} 94 (16,8) Axyg=—1,Azg=1
3 {3,4,8,18,20} 95 - lokaali optimi
Haku 3
0 {6,9,10,13,14} 53 (10,3) Azjp=—-1,Azz3=1
1 {3,6,9,13,14} 81 (9,20)  Axg=—1,Ax9 =1
2 {3,6,13,14,20} 91 (13,19) Az3=—1,Az9=1
3 {3,6,14,19,20} 95 (6,8) Axg=—1,Ax; =1
4 {3,8,14,19,20} 96 - lokaali optimi

Kuten taulukosta huomataan, erilaisilla alkuarvoilla padstdin lihes samaan
kohdefunktion arvoon, mutta iteraatiokierrosten ja siten kombinaatioiden
laskussa on huomattava ero. Useamman pisteen haku ilmoittaisi vastauksek-
si parhaan haun 1 tuotteet {1,3,5,19,20}, koska kohdefunktio sai siind par-
haan arvon ja kombinaatioita laskettiin 225. Huomataan myo0s, ettd haussa
3 pédstddn samaan kohdefunktion arvoon 96 eri tuotteilla {3,8,14,19,20},
mutta kombinaatioita laskettiin peréati 375.

3.2 Parantavan haun laajennukset

Vaikka parantava hakuheuristiikka voi olla tehokas monille optimointimal-
leille sellaisenaan, voi olla hyodyksi sallia my0s ei-parantavia askelia. Téal-
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16in tarkoituksena on padsti eteenpiin lokaalista optimista mahdollisesti pa-
rempaan lokaaliin optimiin. Muutama askel huonompaan suuntaan voi joh-
taa haun suuntaan, jossa voidaan saavuttaa parempia tuloksia, jopa globaali
optimiarvo. Sallimalla huonontavia siirtoja, voidaan kuitenkin paityé algo-
ritmissa ikuiseen silmukkaan. Jotta sellaiselta voidaan valttya, on otettava
kiayttoon ehtoja, jotka estivit saman tuloksen toistoa.

Kolme tunnetuinta tillaista huonontavia askelia sallivaa menetelméa on
tabuhaku, simuloitu jadhdytys ja geneettinen algoritmi. Jokaisella on oma
menetelméinsd estdd toistuvia askelia. Tabuhaussa pidetidin ylla tabulistaa,
jossa on tieto muutamista viimeisistd askeleista. Listassa olevat askeleet ovat
kiellettyjd, kunnes ne ovat poistuneet listalta. Néin estetddn askelien tihed
toistuminen, vaikkakin pidemmalld ajanjaksolla se on mahdollista. Simuloi-
dussa jadhdytyksessa toistuvaa syklid kontrolloidaan hyviksymaélla huonon-
tava askel tietylld todennikoisyydelld, joka pienenee algoritmin edetessi. Ge-
neettinen algoritmi pyrkii jiljittelemadn biologista periytymistd, jolloin eri
ratkaisuiden hyvit ominaisuudet yritetddn periyttda tulevalle sukupolvelle.
Niista kolmesta menetelméstd perehdytddn tarkemmin simuloituun jadhdy-
tykseen.

4 Simuloitu jaahdytys

Kuten aikaisemmin todettiin on simuloitu jadhdytys (Simulated Annealing)
yvksi kombinatorinen diskreetti optimointimenetelmé, joka hyviksyy myds
huonontavia siirtymid vihenevilld todennédkoisyydelld. Se on heuristinen me-
netelmé, joten se ei takaa globaaliin optimiin padtymistd, mutta voi paatya
hyvian lokaaliin optimiarvoon. Kappale pohjautuu vahvasti Laarhovenin ja
Aartsin esitykseen teoksessa Simulated Annealing: Theory and Applications.
Myoéhemmin kappaleessa esitetyt simuloidun jadhdytyksen konvergenssito-
distukset puolestaan viittaavat Mitran, Romeon ja Sangiovanni-Vincentellin
esitykseen [2|.

Simuloitu jadhdytys perustuu yhteyteen kiintedin aineen hehkuttamisen
ja suuren kombinatorisen optimointiongelman ratkaisemisen vililld, minka
mukaan algoritmi on saanut nimensdkin. Hehkutus tarkoittaa fysikaalista
prosessia, jossa lampohauteessa olevaa kiintedd ainetta kuumennetaan lisdé-
malla lampohauteen lampotilaa pisteeseen, jossa kaikki kiintedn aineen hiuk-
kaset jarjestdytyvat satunnaisesti nesteméiiseen muotoon, minka jilkeen ai-
netta jddhdytetddn laskemalla hitaasti lampohauteen lampdtilaa. Nain kaikki
hiukkaset jarjestdytyvit alhaisen energian perustilaan kunkin hilarakenteen
mukaisesti, kunhan lampoétila on riittdvin korkea alussa ja jadhdytys tapah-
tuu tarpeeksi hitaasti. Kussakin lampdotilassa T kiintedn aineen tulee saavut-
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taa limpotasapaino, jota kuvataan todennakoisyydelld, ettd aine on tilassa
energialla E' annetulla Boltzmannin jakaumalla:

1 E

Z(T) ’ ewp(_l’CB_T)7

PE=E)=

missi Z(T') on normalisoiva vakio (tunnettu myos partitiofunktiona) ja kg
E
on Boltzmannin vakio. Tekija exp(—ﬁ) tunnetaan Boltzmannin tekijind.

Kun lampotila laskee, Boltzmannin jfﬁ(&tuma keskittyy kohti matalan ener-
gian tilaa, ja lopulta kun limpdétila ldhestyy nollaa, vain tilalla, jolla on ma-
talin energia, on nollasta poikkeava todennikdisyys esiintya. Jos jaidhtyminen
on lilan nopeaa (aineen ei anneta saavuttaa lampdotasapainoa jokaisessa lam-
potilassa), voi aineeseen jadtyd epéavakauksia, jolloin voidaan saavuttaa me-
tastabiili amorfinen rakenne ennemmin kuin haluttu matalaenerginen kitei-
nen hilarakenne. Lisdksi jos lampotila limpohauteessa lasketaan valittomas-
ti, pdddytdan myds hiukkasten jadtymiseen aineessa ja siten metastabiiliin
amorfiseen rakenteeseen.

Kiintedn aineen lampd&tasapainon kehittymisen simulointiin muuttuvissa
lampdtiloissa T on kdytetty Monte Carlon -menetelmdd. Menetelmi gene-
roi kiintedn aineen eri tiloja. Kun aineen nykyistd tilaa kuvataan hiukkas-
ten sijainneilla, saavutetaan uusi tila aiheuttamalla pieni, satunnaisesti valit-
tu perturbaatio, pienelld siirtymélld satunnaisesti valittuun hiukkaseen. Jos
muutos energiassa AF nykyisen ja kevyesti perturboidun tilan vililld on ne-
gatiivinen (perturbaatio tuottaa aineelle matalamman energian tilan), niin
edetddn uuteen tilaan. Jos AF > 0, niin perturboitu tila hyviksytasan toden-

AFE
nakoisyydella, exp(—k—T). Tama hyviksymissaanto uudelle tilalle tunnetaan
B

Metropolis-kriteerind. Noudattamalla kriteeria paadytadn lopulta lampdotasa-
painoon. Kun on suoritettu suuri maira perturbaatioita hyviaksymissaantoa
noudattaen, tilojen todennikdisyysjakauma lahestyy Boltzmannin jakaumaa.
Tilastollisessa mekaniikassa Monte Carlon -menetelméé (tunnetaan myds ni-
melld Metropolis-algoritmi) kiytetadn keskiarvojen tai integraalien estimoin-
tiin satunnaisten ndytteenottomenetelmien avulla.

Metropolis-algoritmia voidaan kidyttda myos uusien pisteiden generoimi-
seen kombinatorisessa optimointiongelmassa. Nyt pisteet (z1,zo,x3, ..., 2¢)
vastaavat késitystd kiinteén aineen tiloista. Kustannusfunktio C'(z) ja kont-
rolliparametri c vastaavat taas energiaa ja lampotilaa. Simuloitu jadhdytys
-algoritmissa voidaan ndhda Metropolis-algoritmin ilmaisevan laskevia kont-
rolliparametrin arvoja. Alkuarvoksi kontrolliparametri saa suuren arvon ja
askelien edetessi se pienenee. Algoritmin askeleet mééritelldin kuten pa-
rantavassa haussa: pisteesti ' siirtyminen toiseen pisteeseen voidaan teh-
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da valitsemalla satunnainen pisteen z' naapuri, eli valitsemalla jokin siir-
to Az € M. Naapuri edustaa téssid nyt pientd perturbaatiota Metropolis-
algoritmissa. Kun merkitdéin AC; 41 = C(2'h) — C(a'), silloin todennikoi-

NP . . AC,
Syys, ettd siirrytiddn pisteeseen '™ on 1, jos AC; 41 <0, ja exp(——2*),

jos ACit1 > 0 (Metropolis-kriteeri). On siis nollasta poikkeava todenni-
koisyys, ettd jatkettaisiin pisteeseen, joka antaa huonomman kohdefunktion
arvon kuin nykyinen piste. Askelia toistetaan, kunnes saavutetaan tasapaino-
tila, eli kun otettujen askelien todennékéisyysjakauma ldhestyy Boltzmannin
jakaumaa. Se on nyt

L c)
o M

missi Q(c) on kontrolliparametristd ¢ riippuva normalisoitu vakio, joka on
yhtd suuri aikaisemmin mainitun partitiofunktion kanssa, ja C(t) = C(z") on
kohdefunktion arvo pisteessi x!. Kontrolliparametris pienennetéin aina kun
tasapainotila on saavutettu kaavan 1 mukaan. Algoritmin suoritus lopetetaan
jollain pienelld kontrolliparametrin ¢ arvolla, kiytidnnossd kun huonontavia
pisteité ei endd sallita. Viimeiseksi saatu piste on tehtdvin ratkaisu.

Kuten parantavassa haussa, meilld on nyt yleinen sovellettavissa oleva ap-
proksimointialgoritmi. Kun on méiritelty kustannusfunktio, pisteet ja naa-
purustorakenne, kombinatorinen optimointiongelma voidaan ratkaista simu-
loitu jadhdytys -algoritmin mukaisesti [3].

); (1)

P(ollaan pisteessa z;) = ¢(c) =

Algoritmi 4.1. Simuloitu ja&dhdytys

Askel 0. Valitaan jokin sallittu aloituspiste 2, iteraatioiden maksimilu-
kumaara t,,., ja tarpeeksi suuri kontrolliparametrin alkuarvo ¢ > 0. Asete-
taan aloituspiste parhaaksi ratkaisuksi & = 2°, iteraatioindeksiksi ¢ = 0.

Askel 1. Valitaan jokin sallittu siirto Ax € M ja lasketaan uusi kohde-
funktion arvo zf + Az!*!. Jos pisteen x! ympéristosti ei 16ydy yhtdin sallit-
tua siirtoa Ax € M sen naapuriin tai iteraatiokierrokset ovat saavuttaneet
maksimin ¢ = t,,,,, lopetetaan algoritmi, jolloin tehtdvin ratkaisu on z.

Askel 2. Lasketaan kohdefunktion arvon muutos AC, kun siirrytdin
pisteestd, x! pisteeseen 1. Jos muutos AC > 0 (maksimoitaessa), niin ase-
tetaan uudeksi pisteeksi 2ttt = 2t + Azl Jos AC <= 0, hyviksytdin
siirto todennikdisyydelli exp(AC/c) ja asetetaan uudeksi pisteeksi 2zt =
a2t + Az'*l. Jos siirtoa ei hyviksyté, siirrytiin askeleeseen 1.

Askel 3. Verrataan parasta ratkaisua & uuteen ratkaisuun a'™'; jos koh-
defunktio saa paremman arvon pisteessi z'*!, niin asetetaan & = 2!

Askel 4. Jos on suoritettu riittdvd méarad iteraatioita viimeisestd kont-
rolliparametrin laskusta, lasketaan kontrolliparametrin ¢ arvoa.
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Askel 5. Piivitetdin iteraatiolaskuri ¢ = ¢ + 1 ja siirrytdan askeleeseen

Algoritmin kontrolliparametri ¢ viittaa limpotilaan (joissain lahteissé pu-
hutaankin vain lampdétilasta, ja sen muutoksista). Jos parametri ¢ on suuri,
niin eksponenttitermi exp(AC/c) ldhestyy nollaa, jolloin todennékéisyys hy-
viiksyd huonontava askel lihestyy arvoa e® = 1. Siis miti suurempi parametri
c arvo on, sitd suuremmalla todenndkoéisyydelld huonontava askel hyviksy-
tadn. Jos taas parametri ¢ asetetaan nollaksi, vastaa algoritmi silloin ldhes
parantavaa hakua, silld erolla, ettd parantavassa haussa nykyisen pisteen naa-
purin valinta ei ole vilttdmattd satunnaista. Toisin sanoen simuloitu jaih-
dytys on parantavan haun laajennus, joka hyviksyy nollasta poikkeavalla,
vahitellen laskevalla, todennéakoisyydella huonontavat askeleet. Ei ole yksise-
litteistd, kumpi algoritmeista, parantava haku vai simuloitu jadhdytys, antaa
paremman approksimaation esilli olevaan ongelmaan. Sopivalla toteutuksel-
la simuloitu jadhdytys parantavan haun variaationa voi kuitenkin suuresti
parantaa heuristisen vastauksen laatua. Kontrolliparametrin alkuarvo, sen
laskunopeus ja siirtymien lukumééri kussakin parametrin arvossa (I&mpoti-
lassa) ovat kaikki térkeitd parametreja simuloidussa jadhdytyksessd, mitka
vaikuttavat algoritmin nopeuteen sekid vastauksen laatuun. Palataan ndiden
parametrien tarkempaan tarkasteluun myéhemmin.

4.1 Markov-ketjut simuloidussa jadhdytyksessi

Seka parantava haku, ettd simuloitu jadhdytys konvergoivat asymptoottisesti
kohti globaalia optimiarvoa. Parantavassa haussa konvergenssi saavutetaan
kun N — oo, missd N on alkupisteiden z° lukuméiiri. Tarkastellaan simu-
loidun jaddhdytyksen konvergenssia Markov-ketjujen avulla.

Annetulla naapurustorakenteella simuloitu jaghdytys -algoritmi yrittad
periaatteessa jatkuvasti siirtya tietysté pisteestd eli konfiguraatiosta sen naa-
puriin. Matemaattisesti tdma voidaan kuvata Markov-ketjun avulla siirty-
mien jonona, jossa jokainen siirtyma riippuu vain edellisesté siirtymaésta. Toi-
sin sanoen siirtymaé pisteestd z sen naapuriin riippuu ainoastaan edellisen
(eli nykyisen) pisteen z' ja siirtymén vaikutuksesta kohdefunktioon, mutta
ei aikaisemmista pisteistd 2%, 2!, ..., 2t L

Markov-ketju esitetdén ehdollisten todennékdisyyksien joukkoina Pj;(k —
1, k) jokaiselle pisteparille (7, j). Simuloidussa jadhdytyksessd P;;(k—1,k) on
siis todennéakoisyys sille, ettd k:s siirtymé on pisteeseen j, kun k-1:s siirty-
mé on pisteeseen i. Merkitain muuttujalla a;(k) todennékoisyytta, ettd k:s
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siirtymé on pisteeseen i, jolloin a;(k) saadaan ratkaisemalla rekursio

R
=> ak—1)-Pi(k—1k), k=12 .,
=1

missd summa otetaan kaikkien mahdollisten pisteiden yli, siis R on ongel-
man kaikkien konfiguraatioiden joukko. Kun merkitddn satunnaismuuttujal-
la X(k) k:nnen siirtymén tulosta, saadaan

Pk — 1 k) = P(X(k) = jIX(k — 1) = i)
ja
a;(k) =P(X(k) =1).
Nyt voidaan esittda ehto, Markov-ehto, jolloin prosessia voidaan kutsua Markov-
ketjuksi:

P(X(k) = LoX(k — 1) = L1, ..., X(0) = Ip) = P(X(E) = L)X (k — 1) = [_y)

kaikilla £ > 1 jal, € R,k > n > 0. Jos ehdollinen todenn&kéisyys ei riipu
siirtymasta k, kutsutaan Markov-ketjua homogeeniseksi, muulloin epdhomo-
geeniseksi. Todennakoisyytta P;(k — 1, k) kutsutaan siirtymdtodenndkdisyy-
deksi ja R x R-matriisia P(k — 1,k) siirtymdamatriisiksi, missi R on opti-
mointiongelmassa esiintyvien kaikkien mahdollisten konfiguraatioiden (pis-
teiden) joukko. Merkitdin muuttujalla R; pisteiden i naapureiden joukkoa.
Oletetaan nyt, ettd ¢ ¢ R;.

Siirtymatodennakdisyydet riippuvat myos kontrolliparametrin ¢ arvosta,
lampdtilan analogiasta fysikaalisessa jadhdytysprosessissa. Jos parametri c
pidetddn vakiona, on silloin syntyvd Markov-ketju homogeeninen ja siirty-
méamatriisi P = P(c) madritellddn

Gij(c)Aii(c) Vj#i
O~ { "R e 12 )

Jokainen siirtymatodennikdisyys on médritelty kahden ehdollisen todenné-
koisyyden tulona: generointitodennikdisyyden Gi;(c) (todenndkoisyys ettd
pisteestd i generoidaan uusi piste j), ja hyviksymistodenndkoisyyden A;;(c)
(pisteen j hyviksymistodenndkdisyys, kun on se ollaan generoitu pisteesti
i) avulla. Matriiseja G(c) ja A(c) kutsutaan vastaavasti generointi- ja hy-
vaksymismatriiseiksi. Kaavan 2 nojalla matriisi P(c) on stokastinen matriisi,
jolloin Vi : 37 Pj(c) = 1. Médrittelemdlld siirtymématriisin P(c) yhtélon
2 mukaisesti, sivuamme hieman alkuperdistd méaritelméé, jossa matriisille
G(c) annettiin arvoja tasaisesta jakaumasta (nykyisestd pisteestd i valitaan

P

ij
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satunnaisesti jokin sen naapuri j) ja matriisille A(c) arvot saatiin Metropolis-
kriteerin avulla. Téstd eteenpéin, ellei toisin mainittu, viitataan siirtyméto-
dennékoisyyksilla kaavan 2 médrittelemédin muotoon.

Simuloitu jadhdytys -algoritmin sovelluksesta riippuen voidaan generoin-
titodennakoisyyksina kayttad yksinkertaista todennakoisyytta, missa pistees-
té 4 siirrytdéin sen naapuriin todennékoisyydelld 1/|R;|, missd |R;| on joukon
R; alkioiden lukumaééra. Joissain tehtévissd on kuitenkin suotavaa antaa tie-
tyille naapureille suurempi generointitodennikdisyys. Merkitdan téllaista to-
dennékoisyytta

9(1)
missd ¢(7,j) antaa painon jokaiselle pisteen i naapurille, ja ¢g(i) on normali-
soitu funktio, joka toteuttaa yhtalon

ﬁzgu,j) !

JER;

Kuten aiemmin on todettu, kontrolliparametrin ¢ arvo laskee algoritmin
edetessd. Tamén seurauksena algoritmille saadaan kaksi erilaista muotoilua.
Homogeenisessd algoritmissa tapahtumat kuvataan homogeenisina Markov-
ketjujen sarjana. Siind jokainen Markov-ketju on generoitu vakiolla ¢, jol-
loin parametrin ¢ arvoa on laskettu Markov-ketjujen vélissa. Epihomogeeni-
sessa algoritmissa tapahtumat kuvataan yhdelld epdhomogeeniselld Markov-
ketjulla, jossa parametrin ¢ arvoa lasketaan siirtojen vélilla.

Simuloitu jadhdytys saavuttaa globaalin optimiarvon K siirron jalkeen,
kun seuraava yhtilo péatee:

P(X(K) € Ropt) = 1, (4)

missd R,y on pisteiden joukko, jossa kohdefunktio saa globaalin optimiar-
von. Homogeenisessd algoritmissa yhtélo 4, toisin sanoen limg ., P(X(K) €
R.pt) = 1, on voimassa, kun seuraavat ehdot toteutuvat: jokainen Markov-
ketju on ddrettomén pituinen, matriiseilla A(¢;) ja G(¢;) on tietyt ominaisuu-
det ja lim;_.o ¢ = 0, missd ¢; on kontrolliparametrin arvo l:nnessid Markov-
ketjussa. Epdhomogeenisessd algoritmissa tulee toteutua seuraavat ehdot:
matriisit A(cg) ja G(cx) toteuttavat tietyt ehdot, limy_,o. ¢x = 0 ja matriisissa
A(cy) konvergenssiaste sarjassa {cy} ei saa olla nopeampi kuin O([logk]™1).
Tarkastellaan seuraavaksi homogeenisen ja epidhomogeenisen algoritmin kon-
vergensseja minimointitapauksessa.
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4.1.1 konvergenssi homogeenisessa algoritmissa

Jotta konvergenssi saavutetaan homogeenisessi algoritmissa, on homogee-
nisella Markov-ketjulla oltava stationaarinen jakauma ¢. Jakauma ¢ on siis
pisteiden todennidkdisyysjakauma ddrettoman siirtymén jéalkeen. Laskevilla
parametrin ¢ arvoilla jakauman ¢(c) tulee konvergoida kohti globaaleita op-
timiarvoja. Jotta dérelliselle homogeeniselle Markov-ketjulle on olemassa ja-
kauma ¢, pitdd Markov-ketjun olla redusoimaton ja jaksoton.

Maiaritelma 4.2. Markov-ketju on
1. redusoimaton, jos ja vain jos kaikilla pisteilld (i,j) pétee: on olemassa
positiivinen todennékoisyys saavuttaa piste j pisteesté i dédrelliselld maaralla
siirtymia;

Vi, E|n1§n<oo/\(P")”>O,
2. jaksoton, jos ja vain jos kaikilla pisteilli ¢ € R kokonaislukujen n > 1
suurin yhteinen tekijé, siten etté

(Pn)ii > 0,
on yhté suuri kuin 1.

Simuloidussa jadhdytyksessé on riittavid olettaa, ettd Vi, j,c > 0 : A;;(c) >
0, jotta Markov-ketju on redusoimaton:

Vi,jER 3]92 1 Ello,ll,...,lpeR(l(]:i/\lp:j) :

lelkJrl(C) >0, k=0,1,...,p—1. (5)

Redusoimaton Markov-ketju on jaksoton, jos Ve >0 3i. € R: P, ;.(c) > 0.
Jaksottomuuteen riittad olettaa, etta

Ve>0 Fie,je€ R: A (c) <1ANG,,; >0. (6)

Kun hyviksymistodennikoisyydet mééritelladn A;;(c) = min(1, exp(—(C(j)—
C(i))/c)), riittdd jaksottomuus-ominaisuuden takaamiseen asetukset Ve >
0,ic € Ropt, o ¢ Rope Néiden ehtojen téyttyessd matriiseilla A(c) ja G(c) on
homogeenisella Markov-ketjulla stationaarinen jakauma. Stationaarisen ja-
kauman olemassaolon lisiiksi, sen tulee konvergoida kohti globaalia optimaa-
lia. Yhtaloiden 5 ja 6 lisiksi matriisien A(c) ja G(c) tulee toteuttaa globaalin
tasapainon ehto Vj € R:

|R| |R|
> (C(0),0)Gi()Aij(e) = p(C(j).e) > Ghile)Ajile),  (T)
i=1,i#j i=1,i#j
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missd 1) on kahden muuttujan funktio, jonka tulee tayttdd ehdot:

L. limeyo9(y, ) :{ OOO iff 7fy><00
?/1(7170) _ _
P(,0) Yo =0

3. Ve>0:1(0,¢c) =1.

Niin madirittelemalld ja yhtdlot 5, 6 ja 7 toteuttamalla saavutetaan asymp-
toottinen konvergenssi globaaliin minimiin lim. o ¢(c) = 7, missi ¢;(c) voi-

daan kirjoittaa
P(C(i), o)

() = 000, o)

4.1.2 Konvergenssi epihomogeenisessa algoritmissa

Epdhomogeenisessa algoritmissa kontrolliparametrin arvo ¢; muutetaan jo-
kaisen siirron jalkeen. Talloin siirtymématriisi (missa & = 0,1,2,...) on seu-
raavan maaritelman mukainen.

Maaritelmai 4.3.

Py(k—1,k) = { Gij(cr)Aij(cr) Vi i

L= Zyjl,l;éz‘ Gal(er)Auler) J=1.

Nyt néytettiessi konvergenssia globaaliin minimiin saadaan myos rajoi-
tuksia parametrin c; muuttuessa seuraavaan arvoon cp.i. Oletetaan, ettd
jono {cx}, k=0,1,2, ..., toteuttaa ehdot:

1. limkﬁoo Cr = 0 (8)
2. Ck > Ck+1,]€ = 0, 1,

Néin mairittelemalla viltetddn parametrin ¢, pysymistd vakiona siirtymien
vililla, jolloin saataisiin darellisen pituinen homogeeninen Markov-ketju. Kon-
vergenssin osoittaminen perustuu kahteen maaritelmaan.

Maaritelma 4.4. Epdhomogeeninen Markov-ketju on heikosti ergodinen, jos
kaikilla m > 1, 14,7,l € R:

lim (Pil<m7 k) - le<m7 k)) =0, (9)

k—ro0
missi siirtymamatriisi P(m, k) on

Pu(m, k) = P(X(k) = 1| X(m) = 1).
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Maaritelma 4.5. Epdhomogeeninen Markov-ketju on wahvasti ergodinen,
jos on olemassa vektori 7:

IR|
d om=1, Vi:im>0, (10)
i=1

siten ettd kaikilla m > 1,7,5 € R:
I}LIEO P;(m, k) = n;. (11)

Heikossa ergodisuudessa muuttujan X (k) riippuvuus muuttujasta X(0)
katoaa (muistinmenetys). Vahva ergodisuus taas viittaa muuttujan X(k) ja-
kauman konvergenssiin. Konvergenssi osoitetaan siis vahvan ergodisuuden
avulla. Huomioi, ettd homogeenisessa Markov-ketjussa ei ole eroa vahvan ja
heikon ergodisuuden vililla. Esitetddn seuraavat lauseet heikosta ja vahvasta
ergodisuudesta ilman todistusta. Heikon ergodisuuden todistus 16ytyy Sene-
tan esittaménd [6] ja vahvan ergodisuuden Isaacsonin ja Madsenin esittaména

[5].

Lause 4.6. Epidhomogeeninen Markov-ketju on heikosti ergodinen, jos ja
vain jos on olemassa positiivisten numeroiden muodostama kasvava jono {k;},
[ =0,1,2,..., siten ettd

Z(l — 11(P(ky, ki11))) = o0, (12)

=0

missi 71 (P), n X n-matriisin P ergodisuuden kerroin, on
1 n n
P)=— Py — Py =1—mi in(F, P;). 13
71(P) QHzlf}.XlZl\ 1= Pl Il;g.ﬂlzlmlﬂ( b Pin) (13)

Esimerkki 4.7. Ergodisuuden kerroin
Olkoon R = {a,b,c} ja

P(a,a) P(a,b) Pla,c) P(0.2) P(0.5) P(0.3)
P=| P(bja) P(bb) P(bc) | = | P(0.4) P(0.1) P(0.5)
P(c,a) P(e,b) P(cc) P(0.5) P(0.3) P(0.2)

Nyt ergodisuuden kerroin saadaan laskettua kaavasta

1 .
Tl(P):§H%?XZ’le_IDJZ‘7 Z,]ER.
“ leR
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Lasketaan ensin rivien vaihteluetiisyydet:

|P(a,1) — P(b,1)] = 0.2 — 0.4] + 0.5 — 0.1] + 0.3 — 0.5| = 0.8
|P(a,l) — P(c,1)| = [0.2 — 0.5] + 0.5 — 0.3 + 0.3 — 0.2] = 0.6 ,
|P(b,1) — P(c,[)| = 0.4 — 0.5] +]0.1 = 0.3 + [0.5 — 0.2| = 0.6

jolloin kertoimeksi saadaan

Lause 4.8. Epihomogeeninen Markov-ketju on vahvasti ergodinen, jos se on
heikosti ergodinen ja jos kaikilla & on olemassa vektori 7(k), siten ettd m(k)
on P(k — 1, k) ominaisvektori ominaisarvolla 1, ZlR‘l Imi(k)] =1 ja

1=
oo |R|

> imilk) = mik + 1)] < 0. (14)

k=0 i=1

Lisdksi, jos m = limy_, m(k), niin 7 on vektori maaritelméssa 4.5, jolloin siis
patee
kh—>Holo P;(m, k) = m;.

Néytetddn seuraavaksi simuloidu jadhdytys -algoritmin saavuttama heik-
ko ja vahva ergodisuus lauseiden 4.6 ja 4.8 avulla. Seurataan Mitran, Romeon
ja Alberton [2] todistusta, jossa kiytetddn aikaepdhomogeenisia Markov-
ketjuja. Heikon ja vahvan ergodisuuden liséksi he kisittelivit algoritmin kiyt-
taytymistd rajallisessa ajassa ja konvergenssin astetta. Siis poikkeamalle 14h-
tOpisteestd optimipisteeseen annetaan raja addrellisen iteraation jalkeen. Té&-
mé raja ilmaisee miten jddhdytysaikataulu (kontrolliparametrin laskeminen)
tulee tasapainottaa. Médaritellddn ensin raja ergodisuuden kertoimelle ja jadh-
dytysaikataulu, jota kutsutaan tésti eteenpéin jaahdytysfunktioksi, jonka tu-
lee tayttda ehto 12.

Todistuksen pohjana on suunnattu verkko GG, joka oletetaan vahvasti kyt-
ketyksi; mistd tahansa solmusta on polku mihin tahansa toiseen solmuun.
Markov-ketjun Yhden askeleen siirtymé kuvaa verkossa G kaarien painoja.
Siirtymét verkossa G saadaan médritelméstd 4.3 (matriiseille G(c) ja A(c)
annetaan myohemmin tarkempi muoto). Maaritelladn uusi muuttuja r. Ol-
koon R, tuttuun tapaan lokaalien minimipisteiden joukko kohdefunktiolle,

Ruywr ={i € R|Vje R :C(j) <C(i)}.
Nyt saadaan muuttujalle r seuraava esitys:

o Py 5
TS min max (4,7), (15)
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missd d(i,j) on minimilukumééré siirtymid saavuttaa piste j pisteesté i.
Muuttuja r on kokonaisluku siten, ettd on ainakin yksi piste (mistd mini-
mi yhtélostd 15 on saavutettu), joka ei ole lokaali maksimi, joka voidaan
saavuttaa mistd tahansa pisteestd enintdin siirtymien lukumaaralla ». Mer-
kitddn pisteelld [ pistettd, jossa minimi saavutetaan yhtédlossa 15. Annetulla
verkolla G solmua [ sanotaan verkon keskustaksi ja muuttujaa r siteeksi.
Néytetaddn, ettd r edustaa nyt vaadittavaa yldrajaa siirtymien lukumééaralle
Markov-ketjussa, jotta siirtymématriisilla P on vaadittavat elementit aina-
kin yhdells sarakkeella (ainakin pistettii [ vastaava arvo oltava eri kuin 0).
Huomaa, etté generoinnissa kdytettavan yhtalon g(i, 7) on oltava symmetri-
nen:
9(i,4) = g(j,i) Vi,jeR

Tama tarkoittaa, ettd kaikilla naapureilla jokaisessa pisteessd on sama paino,
mikd takaa verkon G vahvan kytkeytymisen. Talloin myds muuttuja r on
hyvin maaritelty.

Oletetaan, ettd siirtyméamatriisin P generointimatriisi ja hyviksymismat-
riisi ovat madritelmasta 4.3 muotoa:

9(i,j) . . { (—(CO’)—C(Z')))]
Gii(cg) = — ja A; ;(cg) = min |1, exp ,
j(ex) = T Jn A -
jos j € R;. Otetaan kiyttoon Lipschitz-vakiota muistuttava vakio rajoitta-
maan hyviaksymistodennakoisyyksia:

L = maxmax |C(j) — C(i)].

i€ER jERi

Maaritelldén generaatiofunktiolle alaraja kiyttden yhtalon 3 maéritelmad hy-
vaksi:

w = min min g(z,'j) > 0.
i€R jeR; ¢(i)

Jos i ja 7 ovat naapureita j € R;, saadaan siirtyméamatriisille raja

Pi(cy) = 96 9) i {1,exp (_(C(j) — C(i))ﬂ > wexp (_—L> . k=0,1,..

g(i)
Nyt matriisin diagonaalialkiot Pj(cy), i € R\ Rpae voivat olla alussa pie-
nid, mutta ne ovat monotonisia, kasvavia kasvavalla aikaparametrilla k. Siir-
tymén todennikoisyys pisteestd ¢ sen naapuriin, joka laskee kohdefunktion
arvoa, on vakio, kun taas todennékoisyys siirtyd suuremman kohdefunktion
arvon pisteeseen on monotonisesti laskeva kasvavalla parametrilla k. Tall6in
on olemassa [y < oo siten, ettd kaikilla i € R\ Rz

Ck Ck

Pii(ck) > w exp (_) ) k > (lo - 1)T7

Ck

20



kun vasen puoli on monotonisesti kasvava ja oikea puoli monotonisesti las-
keva kasvavalla parametrilla k. Nyt saadaan todennékdisyydelle P;(k —r, k)
alaraja kaikilla i € R ja k > [yr:

— L —rL
Pik—rk) > H (wexp( ))Zwrexp< T )
e Cn Cl—1

n s

Ergodisuuden kertoimelle méadritelméastd 13 péatee nyt

(P(lr —r,lr)) =1 —min; ;(3, 1 MIn(Ly, Pyy) + min{ Py, Pj;})

—rL 1
<1 — min; ;(min{ P, ji})gl—w exp< r ), [ >y, (16)
Clr—1

jasilloin méaritelmén 4.4 avulla Markov-ketjulle simuloidussa jédhdytyksessa
saadaan ehto; se on heikosti ergodinen jos

Zexp( ) .

Huomaa, ettd jonon {c} oletetaan olevan monotonisesti laskeva ja limy_,o cx =
0. Kontrolliparametrin ¢ riippuvuutta parametrista £ ei siis ole vield maa-
ritelty. Seuraavaksi méaaritellddn jiadhdytysaikataulu, eli kontrolliparametrin
¢ jaahdytysfunktio, joka takaa Markov-ketjun olevan heikosti ergodinen.

Lause 4.9. jos Simuloidussa jadhdytyksessd Markov-ketjun jadhdytysfunk-
tio on muotoa:

1 k
log(k+ ko + 1)’
missé kg on mikd tahansa parametri 1 < ky < oo, niin se on heikosti ergodi-
nen, jos v > rL.

Cr = =0,1,2, ..., (17)
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Todistus. Sijoitetaan jadhdytysfunktio ¢, yhtaloon 16, jolloin saadaan:

L
T (P(lr —mrlr)) <1—w"exp | — I ]
Cip —
rLIn(lr — 1+ ko + 1))
=1l—w'exp|—
L ! k
=1—w"exp e (ln(r) +1In (l + —0)>)
Y r
rl rL
- ko —7
=l—wexp|ln|lr 7 | +In||l+— (18)
,
—rL —rL
k
=l—wexp|In|r 7 (l—i——o) v
,
=1—- ak 7
()
r
missa
rL
n=—
Y
ja
“= I
Nyt siis pitee mille tahansa m:
Z(l — 7 (lr —rlr)) = oo,
l=m

jos <1 [J

Jos jadhdytysaikataulu ei muuta lampétilaa (kontrolliparametri pysyy va-
kiona), sdilytetddn heikko ergodisuus dérellisen monen askeleen aikana.

Homogeenisessa algoritmissa saatujen matriisien A(c) ja G(c) oletusten
seurauksena, mitkid takaavat stationaarisen jakauman olemassaolon, on ole-
massa yksikkovektori ¢(c,) matriisille P(k — 1,k) jokaiselle £ > 0. Lisik-
si homogeenisen algoritmin konvergenssioletusten voimassa ollessa saadaan
limg_00 q¢(cx) = m, kun limg_,o, ¢ = 0. Simuloidun jadhdytyksen Markov-
ketjun vahva ergodisuus saadaan todistettua nyt lauseesta 4.8. Téaytyy siis
todistaa vain seuraava viite; annetun jadhdytysfunktion, joka toteuttaa yh-
tdlon 17, vastaavat stationaariset todennidkoisyydet toteuttavat:

o |R|

DD imilk) = mi(k + 1] < 2(k + 1) < o0, (19)

k=0 =1
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missi k = MaXig R, l%i, ja l%i, 0< l%z < 00, toteuttaa
7Ti<Ck+1) — 7TZ'<Ck) > 0, 0<k< l%z —1

mi(ee) — miler) <0, k> k;
kaikilla ¢ ¢ R,,;. Merkitddn nyt lyhyemmin 7(c;) = w(k).
Naytetadn, ettd yhtdlo 19 pitdd. Koska
mi(Crp1) — mi(cx) >0, Vk >0, jokaisella i € R,
ja -
mi(Crr1) — mi(cr) <0, Vk >k, k < oo, jokaisella i & R,
(ehdot todistettu lihdemateriaalissa [2] sivulla 755) saadaan

R

S oimik) —mk+ 1) = Y (mlk+1) —m(m) — Y (mi(k+1) — m(k)),

=1 1€ Ropt ¢ Ropt

kun k > k.Kun miiritelmiisti 4.5

doomk)+ > mk) =) m(k)=1, Vm >0,

i€ Ropt i¢ Ropt i€R
saadaan

S (k) — ik + 1)
- ZiEROPt ﬂ-l(k + 1) + ziGRopt Trl(k + 1) - ]' - ZiERopt Trz(k) - ZiERopt ﬂ-l(k‘) + ]-
_5 (DERON k4 1) = Yien, m-(k)) ks

Nyt pétee siis

D milk) —m(k+ 1) <2 O
k=k 1€ER
Merkitseméalld 7(k) = g(cx), vahva ergodisuus voidaan yleisesti osoittaa,
niyttamalld seuraavat kohdat todeksi :
1. Markov-ketju on heikosti ergodinen
2. q(c), k=0,1,2, ..., toteuttaa yhtdlon 14.
Kéyttamalla tietoja limy_,o P(X(k) = j) = m; ja
P { ‘Ropt’_l jOS j € Ropt

) saadaan
J 0 muulloin ’

lim P(X (k) € Rop) = 1.

k—o0
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Kaytdnndssa jadhdytysfunktio 17 ehdolla v > rL antaa vahvasti ergodisen
Markov-ketjun, jossa patee yhtilo 14.

Kuten néytettiin simuloitu jaddhdytys - algoritmi tietynlaisella muotoilulla
konvergoi todenndkoisyydelld 1 globaaliin optimaaliin kahdella mahdollisella
tavalla:

1. Jokaisella kontrolliparametrin arvolla ¢, generoidaan ddreton médra siir-
tymié ja limg_,o ¢x = 0 (homogeeninen algoritmi)

2. jokaisella parametrin ¢, arvolla generoidaan yksi siirtymé ja c¢; ldhenee
nollaa nopeimmillaan O([log k]™!) (epihomogeeninen algoritmi).

Kaikilla algoritmin toteutuksilla asymptoottista konvergenssia voidaan vain
approksimoida. Saadaan siis approksimointialgoritmi. Esimerkiksi siirtymien
lukumédra jokaisella parametrin ¢, arvolla pitaisi olla ddretén homogeeni-
sessd algoritmissa ja limg ., cx = 0, jotka voidaan approksimoida vain &a-
relliselld lukumaééralléd parametrin ¢, arvoja. Approksimaatioalgoritmi ei siis
enad takaa padtymistd globaaliin optimiarvoon.

4.2 Jaidhdytysohjelman valinta

Edellisen luvun konvergenssituloksista ei ole juurikaan hyotyé approksimoin-
nissa. Markov-ketjun pituudelle L homogeenisessa tapauksessa on esitetty
seuraava riittava ehto:

L> K(|R” + 3|R| + 3),

missd K on verrannollinen luvun log e kanssa (€ on pieni luku). Luku |R| on
yleensd eksponentiaalinen ongelman koosta, jonka pituinen Markov-ketjun
tulisi vahintdan olla. Tama on tietysti ei-toivottu ominaisuus. Kontrollipara-
metrin muuttamiselle on myos saatu muoto

r
log(exp (£> L1y

Ck

Ck+1 =

missd tarvittaisiin tieto vakion I' arvosta. Sen médrittaminen on kuitenkin
yleensé hyvin vaikeaa. Pienesséi tehtiviissa sen voi joskus selvittdd taydelli-
sellé luetteloinnilla, mutta isommassa tehtédvissa sekién ei tule kysymykseen.

On mahdollista yhdistdd homogeeninen ja epdhomogeeninen algoritmi;
kontrolliparametri c; pidetddn vakiona siirtymien valilld, ja pidetddn huoli
ettei parametri laske nopeammin kuin O([log k¥]~!). Téllainen lihestymistapa
voisi olla seuraava:

Ck =Y, ki <k <k,
c

ng/{;Z’ ? ? ? ?

Vi
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jollakin vakiolla ¢ ja positiivisten numeroiden jonolla {k;},i =0,1,2,.... T&-
mé johtaa homogeeniseen Markov-ketjuun, jossa i:s ketju koostuu k; siir-
tymaésté, jolloin Markov-ketjun pituus pitdisi kasvaa aina edellisesté, jotta
kontrolliparametrin arvo laskee.

Simuloitu-jadhdytys algoritmin homogeenisten Markov-ketjujen jono ge-
neroidaan yleensé laskevista kontrolliparametrin arvoista. T&ll6in tulisi maé-
rittaa seuraavat parametrit:

1. kontrolliparametrin alkuarvo, cg

2. kontrolliparametrin loppuarvo, ¢; (lopetuskriteeri)

3. Markov-ketjun pituus

4. Saanto6 nykyisen kontrolliparametrin ¢, muuttamisesta seuraavaan cgq.

Niiden parametrien valintaa kutsutaan jadahdytysohjelmaksi.
Kisittelemme jadhdytysohjelmaa aikaisemmin méaérittelemien hyviksymis-
ja generointimatriisien

Aij(¢) = min(1, exp(=(C(j) — (i) /c))

1 o

Gy — 2k if € R;
0, muulloin

pohjalta. On huomattu, etta erilaisten hyviksymismatriisien kiyttd ei muu-
ta merkittiavisti algoritmin l0ytdméa vastausta. Monien jadhdytysohjelmien
perustana on kvasi-tasapaino. Jos L; on k:nnen Markov-ketjun pituus, sil-
loin jadhdytysalgoritmin sanotaan olevan kvasi-tasapainossa parametrilla ¢
(k:nnen kontrolliparametrin arvo), jos a(Lg,cx) on tarpeeksi lihelld jakau-
maa ¢(cy), missa a(L,c) on todenndkoisyysjakauma siirtymien L jélkeen ja
q(c) homogeenisen Markov-ketjun stationaarinen jakauma kontrolliparamet-
rin arvolla c. Tdmén ’'tarpeeksi ldhelld’ -ilmaisun erilaiset tarkat méaritelmét
on yksi merkittiva tapa erotella jidhdytysohjelmia toisistaan. Jadhdytysoh-
jelman todellinen rakenne perustuu usein seuraaviin viitteisiin.
1. Kontrolliparametrilla ¢, — oo stationaarinen jakauma saadaan tasaja-
kaumasta pisteiden joukolla R. Alussa kvasi-tasapaino voidaan saavuttaa va-
litsemalla alkuarvo cg, siten ettd kiytannossa kaikki siirtyméat hyviksytéan.
Siind tapauksessa kaikki pisteet esiintyvit samalla todennékéisyydelld, mikéd
vastaa edelld mainittua tasajakaumaa ja siten g(00).
2. Lopetuskriteeri perustuu yleensa viitteeseen, jossa algoritmin suoritus voi-
daan lopettaa, kun seuraavalla pisteelld kohdefunktion arvon parannus on
pieni
3. Ki:nnen Markov-ketjun pituus L, ja siirtymissddnto parametrista c; seu-
raavaan ciyq on vahvasti sidoksissa kvasi-tasapainon kisitteeseen. L, on maa-
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ritelty médrittelemilld tarkemmin ’a(Ly, ¢ ) on ldhelld ¢(cx)’ -merkitys. Siir-
tymissadannossd (c¢p — cgyq) on intuitiivisesti selvdd, ettd suuri lasku para-
metrin ¢, arvosta tarkoittaa enemmaén siirtymia parametrilla ¢, jotta pa-
lautetaan kvasi-tasapaino. Voidaan siis todeta: mitd suurempi lasku on pa-
rametrilla ¢, sitd suurempi ero on valilla ¢(cx) ja g(cgr1), ja sitd kauemmin
kestdd saavuttaa kvasi-tasapaino parametrissa ci1. Ndin ollen parametrin ci
jyrkdn laskun ja pituuden L pienten arvojen vililld on vaihtokauppa. Voi-
daan valita parametrille ¢, pieni muutos, jolloin viltetddn pitkiad ketjuja, tai
valitaan ketjuille pidempié pituuksia L, jolloin parametria ¢; voidaan laskea
rajummin.
Kontrolliparametrin alkuarvo

Alkuarvo ¢y madritellddn, siten, ettd kaikki siirtymét ovat sallittuja, siis
exp <#) ~ 1 lahes kaikille 7 ja j. On esitetty seuraava empiirinen

0
sadnto: valitse suuri arvo parametrille ¢y ja suorita useita siirtymia. Jos hy-

vaksymissuhde x (hyvéiksyttyjen siirtymien lukumé&éré jaettuna kaikkien ko-
keiltujen siirtymien lukumééralld), on pienempi kuin yo (usein xo = 0.8), niin
kaksinkertaista parametrin nykyinen arvo cy. Jatka niin kauan, kunnes saatu
hyviksymissuhde ylittda arvon yo. Sddntoa on myos tarkennettu seuraavasti:
maaritd alkuarvo ¢y laskemalla kohdefunktion keskiméédriinen nousu A_CH)
usealle satunnaiselle siirrolle ja ratkaise ¢y yhtilosté:

Xo=€Xp| —— |-
Co

(+)

Ratkaisemalla ¢y saadaan
e,

In(xp ")

Kontrolliparametrin loppuarvo
Kontrolliparametrin loppuarvo on mééaritelty joko kiinnittdmalla jokin mak-
similukumé&ira parametrin ¢, arvoille, jolloin algoritmin suoritus lopetetaan,
tai lopettamalla suoritus, kun viimeiset peridkkiiset Markov-ketjut ovat yhté
pitkié.

Markov-ketjun pituus
Yksinkertaisin valinta k:nnen Markov-ketjun pituudelle L, on polynomises-
ti ongelman koosta riippuva arvo. Silloin Ly ei riipu parametrista k. Toi-
nen tarkempi vaihtoehto Markov-ketjun pituudelle perustuu hyviksyttivien
siirtojen minimimaardan 7,,,, jokaisella kontrolliparametrin ¢, arvolla. Siis
Ly > Npmin- Kuitenkin kun ¢ ldhestyy nollaa, siirtymét hyviaksytdan vihe-
nevalld todennékéisyydelld, jolloin lopulta saavutetaan L; — oo. Nain ollen

Co
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pituus L, on kiytinnossi rajoitettava jollakin vakiolla L, jotta viltetdin erit-
tdin pitkdt Markov-ketjut pienilld parametrin ¢, arvoilla. Esimerkiksi L = n,
missi 7 on muuttujien lukuméiird ongelmassa tai L = m - |Ry|, missd m on
jokin kerroin.

Ly voidaan méiritelld rajoittamalla se my0s hylattyjen siirtojen minimi-
maarilla. Nain maarittelemalla Markov-ketjujen pituus vihitellen pienenee
algoritmin edetessi. Ketjujen pituudelle tapahtuu siis pdinvastoin kuin aikai-
semmassa médritelméssé, jossa niiden pituus kasvoi.

Lahimpéané kvasi-tasapainon konseptia on mééritelld ketjun pituus seu-
raavasti: maaritellddn jakso siirtymien lukumaéraksi kiinnitetyllda hyvaksymi-
sien lukuméérilla ja jakson kustannus jakson viimeisen konfiguraation (pis-
teen) kustannuksen(kohdefunktion) arvona. Kun jakson kustannus on tie-
tylld valilla edeltdvin jakson kustannuksesta, Markov-ketju padtetddn. Siis
Markov-ketjun padttadminen ja sen pituus on sidoksissa kohdefunktion arvon
vaihteluihin, jotka on havaittu kyseiseltd ketjulta.

Kontrolliparametrin arvon laskeminen
Kuten aikaisemmin todettiin, parametrin laskeminen pienelld muutoksella
voidaan Markov-ketjujen pituus pitdd lyhyempéana, kuin jos kontrollipara-
metrin muutos olisi iso. Usein kiytetty sdanto on

Cho1=a-c, k=0,1,2,..,

missd « on vakio ldhelld arvoa 1, mutta a < 1. Usein kiytetty arvo vakiolle

c

on 0.5 < a < 0.95. Toinen kiytetty mairitelma taméan suhteen L vakiona
Cl,

pitdmisen lisdksi on pitdd perdkkiisten parametrien arvojen vilinen erotus

vakiona. Esimerkiksi jakamalla véli [0, ¢o] K osaviliin ja ¢, k= 1,..., K, on

valittu
B K-k

Cr = K

Tarkastellaan seuraavaksi yksinkertaisia jadhdytysohjelmia, jotka perus-

tuvat empiirisesti 16ydettyihin sdantoihin eikd niinkdin teoreettiseen tarkas-
teluun.

- Co, k‘ZL,K

4.3 Esimerkki 1: pieni aineisto

Tarkastellaan kauppaesimerkkid kiyttden simuloitua jadhdytystd homogee-
nisilla Markov-ketjuilla. Nyt aineisto voidaan esittdd m X n-bindarimatriisin
K avulla (liite A). Sarakkeet kuvastavat eri tuoteryhmid ja rivit asiakkaita.
Merkitdan

K.— 1, jos asiakas ¢ on ostanut tuotteen j
Y1 0, muulloin.
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Jotta simuloitua jadhdytysta voidaan kiyttad, tulee meidan ensin méaéiritel-
14 naapurustorakenne. Parantavan haun naapurustoa, missa siirtymajoukko-
na M kéytettiin parittaisia vaihtoja (k,1) (k jokin valittu tuoteryhmai ja I
jokin ei-valittu tuoteryhmaé), voitaisiin kiyttdd myos simuloidussa jadhdy-
tyksessi. Jos naapurustoa halutaan pienentdd, voidaan siirtyméjoukkoa M
pienentdd rajoittamalla vaihdettavien tuoteryhmien [ madrdaa. Tamé voi ol-
la tarpeellista, jos tuoteryhmid on paljon (>1000). T#td rajoitusta varten
muodostetaan saadusta ostoaineistosta frekvenssimatriisi, johon merkitiin
kunkin tuoteryhmén ostofrekvenssit. TAma matriisi jérjestetdin suurimmas-
ta tuoteryhmén frekvenssistd pienimpédn. Suurin penetraatioaste saavute-
taan todennakoisimmin tuoteryhmilld, joilla on suuri frekvenssi. Liitteessd
B on kauppaesimerkin jirjestetty frekvenssimatriisi. Nyt aloituspiste 2° saa-
daan tuoteryhmisté, joissa on suurin frekvenssi. Tuoteryhmid haluttiin 5,
joten aloituspiste z° = {0,0,1,1,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1}. Jotta
siirtyméjoukkoa M saadaan supistettua, asetetaan parittaisen vaihdon para-
metrille [ rajoitus: [ on oltava jokin ei-valittu tuoteryhmé (x; = 0), joka on
jollakin maksimietéisyydelld frekvenssimatriisissa valitusta tuoteryhmasta k.
Kéytetaan maksimietdisyytend v « 2 = 10 (haluttu tuoteryhmien lukuméaéra
x 2). Néin ollaan méaéritelty pisteen z naapurusto parittaisten vaihtojen ja
frekvenssimatriisin avulla. Kutsutaan parittaisen vaihdon (k,[) tuoteryhmé&a
[ tuoteryhmaén k naapuriksi. Nyt siis tuoteryhmaé [ voi olla maksimissaan etéi-
syydelld 10 tuoteryhmaéstd k frekvenssitaulussa. Esimerkiksi aiemmin anne-
tulla aloituspisteelld 2° = {0,0,1,1,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1} tuo-
teryhmén 5 sallittuja naapureita ovat tuoteryhmét {18,6,16,19,15,14,17,1}.
Huomaa, ettd jo valitut tuotteet {3,4,8,20} eivit ole tuotteen 5 sallittuja
naapureita, silld téllainen vaihto ei muuttaisi kohdefunktion arvoa. Sallittu
siirto on nyt siirto, jossa jokin valittu tuoteryhmé k vaihdetaan sen sallittuun
naapuriin /. Néin ollen pisteen z naapurusto koostuu pisteisté, joissa on suo-
ritettu parittainen vaihto valitun tuoteryhmén (z; = 1) ja sen naapurituo-
teryhméan vélilld. Aloituspisteen sallittu naapuri voisi olla esimerkiksi piste
{0,0,1,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1} tai {0,0,1,0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1}.
Yhteensd silld on kuitenkin 40 eri sallittua naapuripistettd (huomaa ero pa-
rantavaan hakuun, jossa pisteella oli 75 naapuria).

Ennen algoritmia tulee myos méarittaa kontrolliparametrin alku- ja lop-
puarvo ja sen jadhdytysaikataulu sekd Markov-ketjun pituus. Empiiriselld
sadnnolld kontrolliparametrin alkuarvoksi saadaan ¢y = 8, kun otetaan sata
siirtymayritystd, yo = 0.8 ja alkuarvoksi kokeillaan ensin ¢y = 2. Tarkenne-
tulla sddnnolld saadaan laskettua alkuarvoksi

AC 5.63

“ () In(1/08) © 2
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Kaytetadn néistd kahdesta vaihtoehdosta ensimmaistd ¢y = 8. Padtetddn, et-
td kontrolliparametrilla voi olla maksimissaan 20 eri arvoa. Pddtetdin myos,
ettd Markov-ketjun pituus on maksimissaan L = 200, koska asiakkaita on
nyt 100 kappaletta, ja hyviksyttdvien siirtojen minimima&ra 7,,;,, = 10. Nyt
siis 10 = Npin < L, < L = 200. Kéytetidn yleistd jaahdytystd ¢ = a - cp,
missd o = 0.8.

Edelld esitettyjen parametrien valinnoilla simuloitu jadhdytys algoritmi
padtyy lokaaliin optimiin kohdefunktion arvolla 96. Hyvéiksyttyjd siirtoja oli
182 kappaletta ja hylattyja 1469 kappaletta. Yhteensd kohdefunktio lasket-
tiin siis 1651. Koska algoritmissa on satunnaisuutta, vaihtelee luvut hie-
man eri ajokerroilla. Kymmenen ajokerran jdlkeen saadaan seuraavat tu-
lokset: hyviksyttyjen siirtojen lukuméérén vaihteluvili on [177,195] keskiar-
volla 187,7 ja hyldttyjen siirtymien lukuméérén vaihteluvéli on [1246,1600]
keskiarvolla 1475,5. Kaikilla kerroilla pdadyttiin lokaaliin optimiin kohde-
funktion arvolla 96. Taydelliselld luetteloinnilla ndhd&én, ettd se on myos
globaali optimi. Tehtavilla on 4 globaalia optimia tuoteryhmien valinnoilla
{1,3,5,19,20},{1,3,4,19,20},{3,8,14,19,20} tai {1,3,14,19,20}.

Jos naapurustorakennetta muutetaan siten, ettd suuremmalla todenné-
koisyydelld 0,7 valitaan parittaisessa vaihdossa tuotteen naapuri pienemmél-
ta etdisyydeltd v = 5 ja pienemmaélla todenndkdisyydelld 0,3 naapuri valitaan
etdisyydeltd v x 2 = 10, saadaan hyviksyttyjen siirtymien lukuméaérille kes-
kiarvo 176,7 ja hylattyjen 1526,1. Kaikilla ajokerroilla paddyttiin optimiar-
voon 96. Nyt siis hyviksyttyjen siirtojen suhde kokonaisyritysten madrain
pieneni arvosta 0,1128 arvoon 0,1028.

Jos naapurustoa pienennetddn alkuperdiseen, jolloin paddytddn suoraan
parantavaan hakuun, joka my6s sallii huonontavat siirtymét simuloitu jadh-
dytys -algoritmin tapaan, ja aloituspisteeseen valitaan satunnaisesti mitka
tahansa 5 tuotetta saadaan keskiarvoille arvot 177 ja 1617,7. Optimiarvoon
96 paddyttiin taas kaikilla kerroilla. Kuten néhtiin, keskiarvoluvut eiké vas-
tauksen laatu juurikaan muutu téssi esimerkissi, vaikka tehdddn muutoksia
naapurustorakenteessa ja aloituspisteessi.

Kun muutetaan parametrien arvoja (kontrolliparametrin alku-, loppu- ja
laskuarvoja sekd Markov-ketjun pituutta) saadaan aikaan suuria muutoksia
tuloksiin. Taulukoidaan eri parametreilla, naapurustorakenteella ja alkuar-
voilla saatuja tuloksia. Ensimmaéisessd taulukossa on esitelty algoritmin ra-
kenteista erilaisia vaihtoehtoja. Markov-ketjun siirtymé vaihtoehto ’paras’
tarkoittaa Markov-ketjun paattyessa algoritmin jatkamista seuraavaan ket-
juun parhaasta edellisen Markov-ketjun alkiosta, missi saavutetaan paras
kohdefunktion arvo. Eli algoritmia jatketaan kontrolliparametrin laskemisen
jilkeen niilld valituilla tuoteryhmilld, missd se sai parhaan kohdefunktion
arvon. Vaihtoehto ’'viimeinen’, tarkoittaa algoritmin jatkamista seuraavaan
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Markov-ketjuun edellisen ketjun viimeisesta alkiosta (eli jatkamista valituil-
la tuoteryhmilld, mihin viimeksi jadtiin). Naapuruston valinnassa on kolme
vaihtoehtoa, joista vaihtoehto 'mormaali’ mééarittelee pisteen x naapuruston
parittaisilla vaihdoilla, jossa valitun tuoteryhmén &k naapurituote [ on mak-
simissaan etdisyydelld 2 - v = 10 frekvenssitaulusta. Puolestaan vaihtoehto
‘jaettu todennikoisyys’ tarkoittaa, ettd todennikoisyydelld 0,7 parittaisen
vaihdon valittu tuote k saa olla ei-valitusta tuotteesta [ maksimietéisyydel-
la v = 5 frekvenssitaulusta ja todenndkdisyydelld 0,3 maksimietéisyydelld
2 -v = 10. Valinta ’laaja’ tarkoittaa, ettd parittainen vaihto voidaan teh-
dd minka tahansa valitun ja ei-valitun tuotteen valilla. Aloituspisteen valitut
tuoteryhmét voidaan valita joko tdysin satunnaisesti 'satunnainen’ tai suu-
rimpien frekvenssien mukaan ’frekvenssi’.

alg-asetus naapurusto aloituspiste  Markov-ketjun siirtyma
1 jaettu todennédkoisyys  frekvenssi paras
2 normaali frekvenssi paras
3 laaja frekvenssi paras
4 laaja satunnainen paras
5 laaja satunnainen viimeinen
6 normaali satunnainen paras
7 normaali satunnainen viimeinen

Esitelldfin seuraavassa taulukossa eri parametrien arvot, joilla algorit-
mia ajettiin. Parametri ’ketjujen lkm’ tarkoittaa Markov-ketjujen lukumaé-
rad eli toisin sanoen kuinka monta eri kontrolliparametrin arvoa voidaan
kiyttdaa (vastaa algoritmin lopetuskriteerid). Parametri "Markov-max’ kertoo
Markov-ketjun maksimipituuden, eli kuinka monta siirtymayritystd voidaan
maksimissaan tehda samalla kontrolliparametrin arvolla (sisdltda myos hylé-
tyt siirtymét). "Hyv-min’ puolestaan on haluttujen hyviksyttévien siirtymien
lukuméaara tietylld kontrolliparametrin arvolla. Nimesta huolimatta Markov-
ketjulla voi olla maksimissaan parametrin "Hyv-min’ mukainen lukuméaéra
hyviksyttyja siirtymié, silla parametrit "Markov-max’ ja "Hyv-min’ yhdessa
rajoittavat yksittdisen Markov-ketjun pituutta. Kontrolliparametrin alkuar-
vo on parametri 'cy’ ja ’jddh.kerroin’ vastaa kontrolliparametrin jadhdytys-
kerrointa a.
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param-id | ketjujen lkm Markov-max Hyv-min ¢y jadh.kerroin
1 20 200 10 8 0.8
2 10 100 5t 8 0.8
3 10 100 7 8 0.9
4 30 80 20 8 0.8
5 60 20 4 8 0.8
6 60 20 4 25 0.8

Seuraavassa taulukossa on esitetty 10 ajokerran keskiarvot (hyviksyttyjen
siirtojen lukumaéara/hyldttyjen siirtymien lukumééri) edellisten taulukoiden
mukaisten asetusten nojalla. Parametri ’a/p’ on lyhennys alg-asetus/param-

id.
Siirtymien lukumadrat (hyviksytty /hylétty)
a/p 1 2 3 4 5 6
1 | 176.7/1526.1 50/62.8 70/38.2 267.3/1748 81.9/971.1  94.9/892.1
2 187.7/1475.5  50/66 70 /39.4 289.1/1774.1 84.8/986.6 103.8/900
3 176.7/1546.6 50/82.9 70/51.8 262.9/1824.3 72.8/1014.4 91.3/922.1
4 177/1617.7  50/69.5 70/48.4 259.1/1823.4  70.8/1010 94.1/922.6
9 177.9/1584.3 50/65.8 70/49.5 269.8/1813.5 78.1/995.2  91.5/911.7
6 189.3/1419.9 50/75.2 70/44.4 281.6/1778.5 93.5/973.4 100.2/908.4
7 187.4/1505.4 50/61.2 70/35.8 288.5/1745.3 89/897.3 102.8/892.8
Vastaavasti saadaan lokaaleille maksimeille keskiarvot eli penetraatioas-
teet.
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Néhdaédn, ettd param-id asetuksilla 2 ja 3 paddytadn todenndkoisimmin l4-
helle globaalia optimiarvoa 96, mutta ei kuitenkaan aina, kun keskiarvo jaa
vilille 94-95,8. Muilla param-id asetuksilla 1,4,5 ja 6 paddyttiin jokaisella
kerralla globaaliin maksimiin 96. Tastd voidaan siis padtelld, ettd ketjujen
lukumaéralla on merkittdvd vaikutus tuloksen laatuun, koska se vaikuttaa
suoraan algoritmin suoritukseen; kuinka monta kertaa se toistetaan, ja siten
kuinka monta kertaa kontrolliparametria lasketaan. Nain ketjujen lukuméaara
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vaikuttaa suoraan myés lapikdytavien pisteiden ja eri kombinaatioiden maa-
radn. Taman myotd hyviksyttyjen ja hylattyjen siirtymien lukuméérd on
my6s alhaisempi kuin muilla param-id asetuksilla. Huomioi kuitenkin, etti
algoritmi estdé arpomasta samaa pistettd, missé se silld hetkelld on, mutta
ei estd myGhemmin palaamasta samaan pisteeseen (vaikkakin tdmé tapah-
tuu vihenevilld todennékoisyydelld). Algoritmi voi kuitenkin yrittdd siirtya
samaan huonontavaan pisteen useamman kerran periakkiin (vaikka se ei ole
kovin todennikoistd), niin kauan kunnes siti ei hyviksyta siirtyméksi. Sik-
si hyliattyjen ja hyviksyttyjen siirtymien kokonaisméaérd ei kerro suoraan,
kuinka monta erilaista kombinaatiota kdytiin 1dpi, mutta antaa kuitenkin
suuruusluokan.

Jos vertaillaan param-id asetuksia 2 ja 3, huomataan asetuksen 2 antavan
keskiméaérin hieman parempia tuloksia. Koska "Hyv-min’ parametri on ase-
tuksella 3 hieman suurempi 7 kuin asetuksella 2 se on 5, voidaan paremman
tuloksen olettaa johtuvan tastd. Huomataan myos, etta yksittaisen Markov-
ketjun pituutta rajoittavista parametreista 'Markov-max’ ja "Hyv-min’ vain
"Hyv-min’ itse asiassa rajoittaa ketjujen pituutta, koska asetuksella 2 hyvak-
syttyjen siirtymien lukuméird on maksimi 10 %5 = 50, ja samoin asetuksella
3 maksimi 10%7 = 70, jolloin Markov-ketju katkaistaan heti kun hyviksyttyja
siirtoja on minimimé&érd 5/7, jonka jilkeen kontrolliparametria lasketaan ja
aloitetaan uusi ketju. Jos parametri 'Markov-max’ rajoittaisi asetuksilla 2 ja
3 Markov-ketjun pituutta, tulisi jonkin Markov-ketjun pituus olla 100. Tama
ei ole mahdollista, silld keskimé&érin hylatyt siirtymét on asetuksella 2 valilla
61,2-82,9, jolloin yksittdisen Markov-ketjun hylattyjen ja hyviksyttyjen siir-
tymien maksimimadrd on 82,9+ 5 = 87,9 < 100. Todennéakdisesti hylattyjen
siirtymien kokonaislukuméara 82,9 jakautuu nousevasti kaikille kymmenelle
ketjulle, eikd suinkaan kaikki vain yhdelle ketjulle. Sama paéittely pitee ase-
tuksella 3. Yleisesti voidaan todeta, ettd jos hyviksyttyjen siirtymien luku-
maéard — ’ketjujen lkm’ * "Hyv-min’, niin Markov-ketjun pituutta rajoittavis-
ta parametreista parametri "Hyv-min’ on rajoittavampi, kuin "Markov-max’.
Té&lloin parametri "Markov-max’ on niin suuri, ettd hyviksyttyja siirtymia
ehditdén ottamaan niin monta kuin halutaan ("Hyv-min’) ennen kuin saa-
vutetaan hylattyjen siirtymien maksimimadrd. Hyldttyjen siirtymien mak-
simiméairé on siis yksittaiselld Markov-ketjulla '"Markov-max’ - "Hyv-min’.
Param-id asetukset 2 ja 3 eroavat myos parametrilla jadh.kerroin toisistaan.
Tamén vaikutus oletetaan kuitenkin olevan melko mitdtén tulosten perus-
teella.

Tarkastellaan param-id asetuksia 1,4,5 ja 6 tarkemmin. Kuten aikaisem-
min todettiin, niilli asetuksilla padidyttiin aina optimiarvoon 96. Tadma joh-
tuu todenndkoisimmin Markov-ketjujen suuremmasta lukuméérastd. Nailld
asetuksilla myos Markov-ketjun pituutta rajoittava parametri "Markov-max’
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saa enemman roolia. Esimerkiksi asetuksella 1 hyviksyttyjen siirtymien luku-
méard on valilla 176,7-189,3, jolloin suurinkin luku 189,3 on pienempi kuin
’ketjujen lkm’ * "Hyv-min’ = 20 * 10 = 200. Nyt siis parametri "Markov-
max’ rajoittaa vihintddn yhden Markov-ketjun pituutta. Toisin sanoen kaikki
Markov-ketjut eivit ehdi ottamaan kymmentd hyviaksyttavaé siirtoa ennen
kuin siirtymayrityksid on ollut 200 kappaletta. Eniten parametri "Markov-
max’ on rajoittanut Markov-ketjujen pituutta asetuksessa 5, jossa hyvik-
syttyjen siirtymien keskiarvon 81,6 suhde hyviksyttyjen siirtymien maksi-
mimaarain 60*4=240 on pienin 0,34. Myos keskiméariainen hyviksyttyjen
siirtymien lukuméardn suhde hylattyihin on talla asetuksella pienin. Vahiten
hyviksyttyja ja hylattyja siirtymid keskiméairin yhteensd oli asetuksella 6,
joten se on myds todennikdisesti nopein asetuksien joukosta 1,4,5 ja 6. Ase-
tuksien 5 ja 6 vililla ei ollut muuta eroa kuin kontrolliparametrin alkuarvo.
Huomataan, ettd alkuarvolla 8 saadaan vihemmaéan hyviksyttyjd ja enem-
mén hylattyja siirtoja kun asetuksella 6 alkuarvolla 25. Eroa kohdefunktion
arvoissa ei kuitenkaan ole.

Seuraavaksi katsotaan algoritmin erilaisten asetuksien vaikutusta tulok-
siin. N&itd asetuksia oli yhteensd 7 ja niiden eri muunnokset ndhtiin alg-
asetus-taulukosta. IThan ensin huomataan, etti parhaat lokaalit maksimit 16y-
detdan algoritmin asetuksilla 2 ja 6. Puolestaan huonoin tulos saadaan algo-
ritmin asetuksella 7. Niin ollen voidaan olettaa, ettd Markov-ketjun siirtyméa
valinnalla ’paras’ antaa paremman tuloksen. Kun taas valinnalla ’viimeinen’
paddytdan hieman huonompiin tuloksiin. Markov-ketjun siirtymén valinnal-
la nayttiadkin olevan melko voimakas vaikutus tuloksiin. Toisin kun naapu-
ruston valinnalla ei néyttdisi olevan niin suurta vaikutusta, mutta valinta
'normaali’ vaikuttaisi parhaimmalta vaihtoehdolta. Aloituspisteen valinta ei
néy juuri lainkaan tuloksissa, mutta myohemmin nahdaan, etta silla voi olla
hyvinkin suuri vaikutus erilaista aineistoa tutkiessa.

Parhaat tulokset saatiin siis param-id asetuksilla 1,4,5 ja 6 ja algoritmin
asetuksilla 2 ja 6. Seuraavassa esimerkissi kiytetddn todellista, paljon suu-
rempaa, aineistoa kaupan tuotteista ja asiakkaista kuukauden ajalta. Tall6in
penetraatioaste tulee olemaan paljon alhaisempi kuin tédssd esimerkissa, ja
vaihtelu vastauksissa on suurempaa. Silloin on aiheellista tulostaa myos al-
goritmin suoritusajat, joka osaltaan myos vaikuttaa param-id asetusten va-
lintaan.

4.4 Esimerkki 2: suuri aineisto

Tarkastellaan oikeaa aineistoa asiakkaiden ostoksista erdén ketjuliikkeen liik-
keistd yhdestd kaupungista muutaman vuoden ajalta. Tehtdvina on jilleen
valita muutama tuote, joita on ostettu eniten. Téssad osa-aineistossa erilaisia
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tuotteita on 9074, ja kuten aikaisemmin todettiin, menisi tdydelliselld luet-
teloinnilla kombinaatioiden laskemiseen tietokoneella noin 1.5 x 107 vuotta,
jos yhden kombinaation laskemiseen kuluisi millisekunti aikaa. Eri asiakkai-
ta aineistossa on 23968, joten edellisen esimerkin tapaan merkittynd olisi
binddrimatriisimatriisi K nyt kooltaan 23968 x 9074.

Parhaan penetraatioasteen etsimiseen kiytetdin samaa simuloidun jaih-
dytyksen algoritmia kuin edellisessé esimerkissd. Kaytetdin my6s samoja al-
goritmin asetuksia.

alg-asetus naapurusto aloituspiste Markov-ketjun siirtyma
1 jaettu todennédkoisyys  frekvenssi paras
2 normaali frekvenssi paras
3 laaja frekvenssi paras
4 laaja satunnainen paras
5 laaja satunnainen viimeinen
6 normaali satunnainen paras
7 normaali satunnainen viimeinen

Param-id asetuksia varten pitda laskea kontrolliparametrille alkuarvo. Em-
piiriselld tarkastelulla saadaan alkuarvoksi cg = 0.0325, jolloin sadalla siir-
tymayritykselld noin 80% siirtymistd hyviksytain (yo = 0.8) (pitee vain
aloituspisteen ollessa 'frekvenssi’). Toisaalta laskemalla saadaan alkuarvoksi

A ()
o ACT 003919 o

CIn(xgl)  In(1/0.8)

Huomaa, ettd kontrolliparametrin alkuarvon laskeminen perustuu satunnai-
siin siirtymadyrityksiin, jolloin sen arvon suuruus voi hieman vaihdella eri
kerroilla laskettaessa. Myos algoritmin aloituspiste ja valittu naapurusto vai-
kuttaa kontrolliparametrin alkuarvon laskemiseen. Aloituspisteelld 'frekvens-
si” paddytaan kuitenkin aina melkein samaan tulokseen kontrolliparametrin
alkuarvolla 0.0325, jolloin noin 80% siirtymisté hyviksytdan sadalla siirty-
méayritykselld laskettaessa, kun naapurustoksi valitaan joko ’jaettu toden-
néikoisyys’ tai ‘'mormaali’. Naapuruston ollessa ’'laaja’ vaihtelee hyviksytty-
jen siirtymien lukumaééréd hieman enemmaén. Kun aloituspiste valinnassa ’fre-
kvenssi’ on aina sama, voidaan kontrolliparametrin alkuarvolle etsid optimaa-
lisin vaihtoehto, kuten empiirisesti etsimalld. Niin ei ole kuitenkaan algorit-
min aloituspiteen ollessa satunnainen, mutta tarkastellaan sitd mychemmassa
vaiheessa. Parametrien 'ketjujen lkm’, "Markov-max’ ja "Hyv-min’ arvoja on
sidadelty, jotta suoritusajat eivit olisi liian suuria. Parametrin ’ja&h.kerroin’
arvot pidetddn samoina. Néin ollen saadaan seuraavat param-id asetukset.
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param-id | ketjujen lkm Markov-max Hyv-min Co jaah.kerroin
1 20 70 7 0.0325 0.8
2 10 20 4 0.0325 0.8
3 10 20 6 0.0325 0.9
4 30 10 8 0.0325 0.8
D 60 20 4 0.0325 0.8
6 50 30 4 0.177 0.8

Koska suoritusajat ovat sen verran pitkia joillakin tapauksilla, ajetaan algo-
ritmi joka kohdassa vain kerran. Arvot eivit siis ole 10 kerran keskiarvoja
niin kuin edellisessé esimerkissa. Etsitddn ensin 5 eniten ostettua tuotetta
kaikkien tuotteiden joukosta. Taulukoidaan saadut vastaukset. Seuraavassa
taulukossa on hyviksyttyjen ja hylittyjen siirtymien kokonaislukuméarét.

Siirtymien lukuméérit (hyviksytty /hyldtty)
a/p 1 2 3 4 5 6
1 117/583 40/35 60/23 68/232  71/969 104/891
2 | 115/571 39/57 60/19 63/236  59/994  96/956
3 | 119/587 40/56 60/35 58/241  79/980 105/923
4 [ 115/395 40/3 60/3 65/235 87/839 126/706
5 140/63  40/2  60/1 122/161 94/839 113/758
6 | 140/2 40/0 60/0 221/49 237/336  200/60
7 140/1  40/0 60/0 196/82  240/25  200/61

Hyviksyttyjen ja hyldttyjen siirtymien lukumééarissi ndhdéin sama ilmio
kuin edellisessd esimerkissi. Param-id asetuksilla 2 ja 3 on selkedsti vihem-
méan siirtymid ja niilld parametri "Markov-max’ ei juurikaan rajoita algorit-
mia saavuttamasta haluttu maara hyviksyttyja siirtymia kussakin ketjussa.
Poikkeuksena param-id asetuksen 2 ja algoritmin asetus 2, jossa hyviksyt-
tyjen siirtymien lukuméird 39 < 40. Nyt myos algoritmin asetuksilla 6 ja 7
on usein padsty hyviksyttyjen siirtojen maksimiméariin. Tama voi johtua
aloituspisteen valinnasta ’satunnainen’, jolloin huonontavan siirron hyviksy-
mistodennéksisyys ei valttamatta ole aivan optimaalinen, koska perakkaisten
pisteiden antama kohdefunktion erotus voi olla hyvinkin vaihteleva. Néin ol-
len huonontavan siirron hylkdamistodennédkoisyys voi olla liian suuri tai liian
pieni. Kuten param-id asetuksilla 1, 2 ja 3 ja algoritmin asetuksilla 6 ja 7
hylattyjen siirtymien lukuméird on hyvin pieni tai jopa nolla. Tall6in huo-
nontavan siirron hyviksymistodennékoisyys on ollut lilan suuri, ja/tai aloi-
tuspisteeksi on valittu hyvin huono piste.

Lokaaleille maksimeille saatiin alla olevan taulukon mukaiset arvot (pe-
netraatioaste). Penetraatioasteet on nyt merkitty suhdelukuna (tuotekombi-
naatiosta ostaneiden asiakkaiden lkm /kaikkien asiakkaiden lkm), toisin kuin
aikaisemmin ne oli merkitty prosentteina.
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Penetraatioaste (suhdeluku)

a/p 1 2 3 4 5 6

1 | 01867591  0.1867591  0.1867591  0.1867591  0.1867591  0.1867591
2 | 01867591  0.1823134  0.1809516  0.1867591  0.1867591  0.1867591
3 | 01706985  0.1660926  0.1660926  0.1660926  0.1797901  0.1660926
4 | 007293335  0.01269625  0.01970522  0.1766261  0.07705864  0.08743191
5 | 0.03832006  0.02599327  0.0157001  0.06195931  0.07057033  0.08170458
6 | 0.001321692 0.0008410766 0.001441846 0.005126562 0.01598045 0.002563281
7 | 0.001441846  0.004405639  0.00220282  0.02266902  0.001602051 0.003364306

Parhaat tulokset saatiin selkedsti algoritmin asetuksilla 1 ja 2. Nayttdakin
siltd, etta algoritmin asetuksilla on téssd kohtaan suurempi vaikutus tulok-
siin kuin param-id asetuksilla. Param-id asetuksilla 2 ja 3 saadut arvot ovat
hieman huonompia, kuin muilla asetuksilla. Keskiméirin parhaat tulokset
saatiin param-id asetuksella 4, mutta erot ovat pienia ja tulee mytds huomioi-
da sattuman osuus (arvot eivit ole keskiarvoja, vaan yhden ajokerran tulok-
sia). Algoritmin asetuksilla 1,2 ja 3 vastaukset ovat samaa suuruusluokkaa,
mutta asetuksilla 4,5,6 ja 7 saadaan varsin huonoja tuloksia. Yhteistd néille
on satunnainen aloituspiste, kun taas asetuksilla 1,2 ja 3 aloituspiste valit-
tiin suurimman frekvenssin perusteella. Tietyn kontrolliparametrin alkuarvon
kiaytto ei ole kovin kiytannollistd kiytettdessd satunnaista aloituspistetta.
Saman alkuarvon 0,0325 kdyttdminen satunnaisessa aloituspisteessd johtaa
heikompiin tuloksiin, koska on hyvin epatodennékéista, ettd aloituspisteeksi
arvottaisiin yhta hyvi piste kuin valinta frekvenssien perusteella. N&in ollen
satunnaista aloituspistettd kiytettiessa tulisi kontrolliparametrin alkuarvoa
laskea vastaamaan paremmin haluttua hylattyjen siirtymien hyviksymisto-
denndkoisyytta. Jos aloituspisteeksi valikoituu satunnaisesti erittdin huono
piste, voi olla, ettei sen naapurista 16ydy yhtaidn parempaa pistettd ja ndin
ollen algoritmin jia etsiméén parempia pisteitd vain huonojen pisteiden jou-
kosta. Néin voi tapahtua naapuruston ollessa 'normaali’. Selkeésti parempia
tuloksia saadaankin, kun naapurusto valitaan laajaksi, jolloin aloituspistees-
td voidaan siirtyd mihin tahansa pisteeseen (algoritmin asetukset 4 ja 5). Né-
mékadn tulokset eivit ole kovin hyvid verrattuna algoritmin asetuksien 1 ja
2 tuloksiin, joten voidaan yleisesti todeta satunnaisen aloituspisteen tuotta-
van heikohkoja tuloksia. Aloituspisteen valinta yhdesséd valitun naapuruston
kanssa nayttaisikin kontrolloivan tuloksia eniten.

Koska asiakkaita ja tuotteita on suuri miéra, vaikuttaa se jo algoritmin
suoritusaikaan merkittévisti. Tehtéville saatiin seuraavat suoritusajat (luvut
minuutteina).
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Suoritusajat (min)
a/p| 1 2 3 4 5 6
1 30 4.0 31 10 48 46
2 23 36 2.8 10 48 63
3 |24 34 33 10 50 47
4 17 1.7 23 10 31 28
5 (90 16 22 10 31 62
6 |67 16 22 9 19 12
7T 167 15 21 9 89 12

Parhaat tulokset saatiin algoritmin asetuksilla 1 ja 2 ja param-id asetuksil-
la 1,4,5 ja 6. Juuri nailld asetuksilla my6s suoritusajat ovat pisimmaét. Ku-
ten olettaa saattaa, on satunnaista aloituspistettd kiytettiessd myos suo-
ritusajat huomattavasti nopeammat. Siirtyméyritysten lukumiard ja néin
ollen Markov-ketjujen lukumé&ara ja niiden pituutta rajoittavat parametrit
"Markov-max’ ja "Hyv-min’ vaikuttavat suoraan algoritmin suoritusaikoihin.
Param-id asetuksella 4 suoritusaika on selvisti nopeampi kuin asetuksilla 1,5
ja 6. Vaikka asetuksella 4 onkin enemmin Markov-ketjuja kuin asetuksella
1, on niiden maksimipituutta rajoittava parametri '"Markov-max’ paljon pie-
nempi. Siksi ketjut ovat asetuksella 4 lyhyempié ja asetuksella 1 pidempié.
Tulos on sitd luotettavampi, mitd enemméan Markov-ketjuja otetaan ja mi-
td pidemmaéksi niitd kasvatetaan. Laskenta-ajan tullessa vastaan on niiden
mairad ja pituutta kuitenkin rajoitettava. Jos tulos halutaan nopeasti on
asetus a=1 ja p=4 hyvi vaihtoehto. Jos tulos on saatava vield merkittavisti
nopeammin, on asetus a=1 ja p=3 paras vaihtoehto, mutta silloin vastauk-
sen luotettavuuteen tulee suhtautua kriittisesti. Jos taas suoritusaika voi olla
enemmaénkin, on luotettavinta valita asetus a=1 ja p=1/5/6.

Koska algoritmin asetuksilla 1 ja 2 pdadyttiin eri param-id asetuksilla 14-
hes aina (10/12) samaan lokaaliin maksimiin 0,1867591, voitaisiin tdmén olet-
taa olevan myos globaali maksimi. Téaysin varmoja tésté ei kuitenkaan voida
olla. Nailla kymmenelld eri suorituskerralla paddyttiin aina samaan tuot-
teiden kombinaatioon, joten voidaan arvella tehtdvilla olevan yksi globaa-
li maksimi. Toiseksi parhaalla lokaalilla maksimilla 0,1823134 (asetus a=2,
p=2) tuotteiden kombinaatio erosi kahdella tuotteella parhaasta saadusta
kombinaatiosta.

Tarkastellaan seuraavaksi tuloksia, kun viiden tuotteen valinnan sijasta
tuotteita halutaankin kuusi. Param-id ja algoritmin asetukset pidetdin sa-
moina.
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Siirtymien lukuméérit (hyviksytty /hyldtty)
a/p 1 2 3 4 5 6
1 | 122/521 40/25 60/18 67/233 71/989 106/876
2 | 122/547 40/28 60/31 63/236  77/973  100/904
3 | 112/561 40/34 60/46 57/241 63/1031 95/953
4 | 119/469 40/5 60/2 129/150 72/909 114/779
5 | 140/106 40/2 60/5 160/118 93/836 112/733
6 | 140/9 40/3 60/0 228/31 240/18  200/34
7 140/0  40/0 60/0  229/32 239/169 200/82

Penetraatioaste (suhdeluku)

a/p 1 2 3 4 5 6

1 | 02056632  0.2056632 0.2037007 0.2056632  0.2056632  0.2056632
2 | 0.2056632  0.2029398 0.2037808 0.2056632  0.2056632  0.2056632
3 | 01805111  0.1735421 0.1742631 0.1735421  0.1910846  0.1967719
4 | 0.09115668 0.02190804 0.0159805 0.03424383 0.09772509  0.08254566
5 | 0.03748798 0.00877122 0.0329621 0.02647389  0.1092198  0.08959468
6 | 0.006688561 0.0128164 0.0020026 0.0036847  0.00096123 0.008090356
7 | 0.001241589  0.0132169  0.0032842 0.00772989 0.01397789  0.003884973

Siirtymien lukumaéérit ovat hyvin samaa suuruusluokkaa kuin viiden tuot-
teen tapauksessa. Joillakin satunnaisen aloituspisteen asetuksilla siirtymien
lukumédra saattaa vaihdella enemmén, mutta se johtunee juurikin satun-
naisesta aloituspisteesti. Téllainen vaihtelu huomataan asetuksissa a=6/7 ja
p=>5 hylattyjen siirtymien lukuméérissa. Ja kuten saattaa olettaa, on lokaa-
lien maksimien arvot nousseet, kun tuotteita on lisitty yksi. Nadidenkin ar-
vojen vaihtelu on hyvin samanlaista kuin viidelld tuotteella kokeiltaessa. Sel-
kedsti parhaat tulokset saatiin taas algoritmin asetuksilla 1 ja 2. Asetuksella
3 saatiin vield kayttokelpoisia tuloksia, mutta asetuksilla 4 ja 5 saadut arvot
ovat jo eri suuruusluokkaa ja siten huonoja. Huonoimmat tulokset saatiin
taas asetuksilla 6 ja 7. Algoritmin asetuksilla niyttida taas olevan kontrolloi-
va merkitys penetraatioasteisiin. Huomataan kuitenkin param-id asetuksilla
2 ja 3 saadut hieman pienemmat lokaalit maksimit. Parhaat tulokset saa-
tiin siis asetuksilla a=1/2 ja p=1/4/5/6, siis samoilla asetuksilla kuin viiden
tuotteen tapauksessa. Merkittdva rooli on siis suoritusajoilla, joille saatiin
seuraavat arvot (minuutteina).
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Suoritusajat (min)
a/p| 1 2 3 4 5 6
1 30 28 29 10 33 50
2 29 25 32 97 33 40
3 |3 25 35 95 34 36
4 25 16 21 9.0 30 28
5 |89 15 22 88 40 27
6 |56 15 22 86 11 7.5
7T 156 14 29 84 18 9.0

Suoritusajat ovat hyvin samansuuruisia kuin viidelld tuotteella. Vaikka kom-
binaatioita kaiken kaikkiaan onkin nyt enemmén, niin param-id asetukset
ovat samoja, jolloin Markov-ketjujen lukumééara ja niiden maksimipituudet
ovat samoja. Siksi suoritusajatkin ovat melko ldhelld toisiaan. Parhaan vas-
tauksen l0ytyminen voisi tosin olla tyoladmpéad, kun mahdollisia kombinaa-
tioita on enemman. Nayttad kuitenkin siltd, ettd paras vastaus 0,2056632
voisi olla my0s globaali maksimi, koska tdhdn samaan lokaaliin maksimikoh-
taan, samalla tuotekombinaatiolla ja penetraatioasteella, on paiddytty yhdek-
sin kertaa. Nopeiten tdhin tulokseen pééstiin asetuksilla a=1 ja p=2 muuta-
malla minuutilla. Toiseksi nopein oli asetus a=1/2 ja p=4 noin kymmenelld
minuutilla. Selkeésti aikaavievin asetus oli a=1/2 ja p=6. Yhteenvetona voi-
daan todeta param-id asetusten vaikuttavan suoraan siirtyméayritysten luku-
médrdan ja siten algoritmin suoritusaikoihin ja algoritmin asetusten vaikut-
tavan penetraation suhdelukuihin, aivan kuten aikaisemmin viiden tuotteen
tapauksessa.

Koska satunnaisella aloituspisteelld paadyttiin viiden ja kuuden tuotteen
tapauksessa selvisti huonompiin lokaaleihin maksimeihin, pudotetaan algo-
ritmin asetuksista ndmé vaihtoehdot 4, 5, 6 ja 7 pois ja tarkastellaan vain
tapauksia 1, 2 ja 3. Seitsemin tuotteen valinnalla saatiin seuraavat tulokset
(kiiyttden samoja param-id asetuksia), joissa ensimméinen taulukko kertoo
hyvéksyttyjen/hylittyjen siirtymien lukumédrin, toinen taulukko 16ydetyn
lokaalin maksimipisteen penetraatioasteen ja kolmas taulukko kunkin ase-
tuksen suoritusajan minuutteina.

Siirtymien lukumaarat (hyviksytty /hylétty)
alp| 1 2 3 4 5 6
136/461 40/30 60/16 87/211 78/958 103/861
112/605 40/27 60/17 79/221 66/984 98/909
138/505 40/39 60/36 61/238 70/988 100,952

W DN =T
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Penetraatioaste (suhdeluku)
a/p 1 2 3 4 5 6
0.2222845 0.2173983  0.217158  0.221083  0.2224848 0.2224848
0.2224848 0.2138738  0.217158  0.2212832 0.2224848 (.2224848
0.1797501 0.1797501 0.1797501 0.1918055 0.1990548 0.2012977

W N =T

Suoritusajat (min)
a/p| 1 2 3 4 5 6
1 126 28 40 13 36 31
2
3

31 24 40 14 65 32
28 2.7 45 13 33 33

Parhaaseen lokaaliin maksimiin 0,2224848 pédstiin nyt viisi kertaa ase-
tuksilla a=2, p=1 ja a=1/2, p=>5/6. Markov-ketjujen lukumaéérien ja niiden
pituuksien ndhdadn tdssd kohtaan vaikuttavan jo sen verran, ettd param-
id asetuksella 4 ei endd padsta parhaaseen tulokseen. Mydskdan asetuksella
a=1 ja p=1 ei siihen péidsti, vaikkakin saatu arvo on hyvin ldhelld paras-
ta (erotus 0,0002003). Seitsemén tuotteen valinnassa paras ja nopein tulos
saatiin asetuksella a=2, p=1 ja a=1, p=6. Koska hajontaa parhaidenkin ase-
tusten vililld alkaa nikya, tarkastellaan vield 10 tuotteen valintaa samoilla
algoritmin asetuksilla ja param-id arvoilla. Saatiin seuraavat tulokset.

Siirtymien lukumaarat (hyviksytty /hylétty)
alp | 1 2 3 4 5 6
131/491 40/21 60/17 83/215 80/941 106,/860
131/403 40/15 60/19 91/205 82/921 109/864
122/466 39/48 60/32 63/237 76/966 108/925

W DN =T

Penetraatioaste (suhdeluku)
a/p 1 2 3 4 5 6
0.2648991 0.2552868 0.253885 0.2610541 0.2630968 0.2423502
0.2646588  0.2467558 0.2536447 0.2611343 0.2648991 0.2648991
0.2391862  0.214875  0.214875  0.2149151 0.2423502 0.2314563

W N =T

Suoritusajat (min)
a/p| 1 2 3 4 5 6
1 22 26 3.1 11 48 49
2
3

19 24 30 12 34 44
20 3.2 3.7 11 48 38

Siirtymien lukuméaérat ovat hyvin samansuuruisia kuin muissakin tapauk-
sissa. Penetraatioasteille saadaan kuitenkin nyt paljon enemmén vaihtelua.
Yhteensi kombinaatioita kymmenen tuotteen valinnalla on noin 9.6 x 1032
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(9000 tuotteella laskettuna), jolloin tietokoneella menisi kaikkien kombinaa-
tioiden lipikiymiseen aikaa 3.0 x 10?2 vuotta, jos yhden kombinaation las-
kemiseen kuluisi millisekunti. On siis selvid, ettd tulosten laatu voi hieman
laskea, kun valittujen tuotteiden méadrda kasvatetaan (< 4500), jolloin myos
kombinaatioiden méaéra kasvaa, kun Markov-ketjujen lukumaéra ja maksimi-
pituus pidetddn samoina. Parhaaseen maksimikohtaan 0,2648991 paadyttiin
nyt vain kolmella eri asetuksella: a=1 p=1, a=2 p=>5 ja a=2 p=6. Hieman
huonompia asteita saatiin jélleen param-id asetuksilla 2 ja 3 ja algoritmin
asetuksella 3, mutta toisaalta ne olivat my0s suoritusajaltaan nopeimpia.
Huomionarvoista on, ettd algoritmin pisin suoritusaika 49 minuuttia asetuk-
sella a=1 p=6 ei tuottanut parasta vastausta. Myoskiaan toiseksi pisin suori-
tusaika 48 minuuttia ei tdhan paédssyt. Algoritmin asetus 2 nédyttéisi antavan
keskiméé&rin hieman parempia penetraatioasteita kuin asetus 1. Keskimaarai-
nen erotus on kuitenkin pieni noin 0,00257, joka voi johtua myds sattumasta.
Ajetaan algoritmi vield uudestaan algoritmin asetuksilla 1 ja 2 ja param-id
asetuksilla 1,4,5 ja 6, jotta voidaan tehda luotettavampia johtopadtoksi.

Siirtymien lukuméérit (hyvaksytty /hyldtty)
a/p 1 4 5 6
1 | 130/455 86/214 75/916 106/881
2 120/534 81/216 73/959 110/858

Penetraatioaste (suhdeluku)
a/p 1 4 5 6
1 ] 0.2636975 0.2647789 0.2630968 0.2630968
0.2646588 0.2621756 0.2648991 0.2648991

Suoritusajat (min)
a/p| 1 4 5 6
1 |28 13 34 35
31 10 39 35

Tulosten perusteella arvon 0,2648991 voisi uskoa olevan myds globaali
maksimi, koska siithen paddyttiin taas asetuksilla a=2 ja p=5/6 ja koska tél-
1& arvolla paddyttiin myods samaan pisteeseen eli niillé oli sama tuotekombi-
naatio. Jélleen algoritmin asetus 2 antoi keskiméérin hieman parempia arvo-
ja erotuksella 0,000421275, joten voidaan tehd& varovainen johtopaitds, etta
se olisi parempi. Toisin sanoen naapuruston valinta 'normaali’ olisi parempi
kuin valinta ’jaettu todennédkoéisyys’. Naapurustot 'normaali’ ja 'jaettu toden-
néikoisyys’ olivat hyvin samankaltaisia, vain silld erotuksella, ettd valinnas-
sa ’jaettu todennikdisyys’ pisteen naapuri, uusi piste, valittiin todenn#koi-
semmin (0,7) hyvin ldheltd nykyistd pistettd frekvenssitaulusta katsottuna.
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Asetuksella a=2 ja p—1 paddyttiin nyt toisella algoritmin suorituskerralla sa-
maan pisteeseen kuin ensimméiselld kerralla, joka oli arvoltaan 0,2646588, siis
hyvin ldhelld parasta saatua arvoa. Suoritusajoissa ndhddan yllattavin pal-
jon heittoa ensimmaéisen ja toisen suorituskerran vililld. Kuitenkin param-id
asetukset 5 ja 6 olivat jalleen eniten aikaavievia.

5 Loppupaatelmit

Tutkielmassa penetraatioasteen optimointi- eli parhaan penetraatioasteen
tuottava tuotekombinaatio (rajatulla tuotteiden mairalld) -ongelmaa tarkas-
teltiin simuloitu jadhdytys -menetelmén avulla. Teoriaosuudessa tdman me-
netelmén todettiin konvergoivan kohti globaalia optimia, mutta ehtoja sen
saavuttamiseksi ei voitu todellisuudessa noudattaa, jolloin paddyttiin kon-
vergenssin approksimaatioon. Penetraatioasteen laskemiseen ja optimointiin
kdytettiin simuloitu jadhdytys -approksimointialgoritmia, joka toteutettiin R
kielen koodina. Koodin perusrakenteena esiintyi valinnat pisteen naapurus-
tosta, aloituspisteesti ja Markov-ketjun siirtymaésta. Taméan vuoksi koodista
tehtiin seitseméin erilaista versiota, jotta voitiin tutkia néiden rakenteiden
vaikutusta tulosten laatuun ja valita néin ollen paras approksimaatio. Toise-
na mielenkiinnon kohteena oli parametrit, joilla koodia ajettiin, kuten ket-
jujen lukumaira (ketjujen lkm), Markov-ketjujen maksimipituus (Markov-
max), hyviksyttyjen siirtymien minimiméaéra (Hyv-min), kontrolliparamet-
rin alkuarvo (co) ja jadhdytyskerroin (jadah.kerroin).

Kaikki simuloidun jéidhdytyksen tulokset esimerkeissd 1 ja 2 huomioon
ottaen parhaat penetraatioasteet saatiin asetuksilla a=2 ja p=1/5/6. Mita
enemmén tuotteita haluttiin mainokseen, myd&s sitd epavarmemmaksi glo-
baalin tai hyvéin lokaalin maksimikohdan 16ytyminen kéivi, koska kombinaa-
tioiden maéra kasvoi. Huomion arvoista oli myos, ettd algoritmin antaman
vastauksen laadun ja luotettavuuden parantamiseksi voitiin Markov-ketjujen
lukuméarad ja pituutta kasvattaa, mutta tama lisdsi silloin myos algoritmin
suoritusaikaa. Tulosten luotettavuutta saatiin myos kohennettua ajamalla
samoilla asetuksilla useamman kerran, mutta téllaisen lahestymistavan huo-
mataan olevan joskus hyvin aikaavieva. Tuloksia analysoitaessa voitiin vetai
seuraava johtopéddtds; mitd useammin paadytiin samaan parhaaseen maksi-
mikohtaan, sitd todennidkdisimmin se on myos globaali maksimi.

Simuloidun jadhdytyksen tuottamien tulosten optimaalisuutta ja luotet-
tavuutta on vaikea tarkastella, jos ei tiedetéd globaalia optimiarvoa. Téllaisis-
sa vaikeissa kombinatorisissa tehtivissd globaalin optimin selvittdminen voi
olla usein nykyteknologialla l&dhes mahdotonta. Otanta esimerkin 2 aineis-
tossa oli kuitenkin sen verran suppea, ettid jilkeenpéin onnistuttiin tarkas-
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tamaan CPLEX-ohjelmalla saatujen vastauksien laatu esimerkissd 2. Kuten
arveltiin, simuloitu jadhdytys -algoritmin tuottamat parhaat ratkaisut oli-
vat myos globaaleja optimeja. Toisin sanoen 5 tuotteen tapauksessa penet-
raatioaste 0,1867591 on myos globaali optimiarvo, kuten myos tapauksessa
6 penetraatioaste 0,2056632, tapauksessa 7 penetraatioaste 0,2224848 ja ta-
pauksessa 10 penetraatioaste 0,2648991. Valitut parhaat asetukset algoritmin
rakenteelle ja parametrien arvoille ndyttaisivit tuottavan siis hyvid tuloksia
télle kyseiselle aineistolle. On kuitenkin mahdollista, ettd joillakin erilaisilla
param-id asetuksilla (jota ei tutkielmassa kiytetty), siis parametrin arvoil-
la, joilla koodia ajetaan, saavutettaisiin vield optimaalisempia tuloksia, tai
lahinné saavutettaisiin lokaali (ja kisitellyissd esimerkeissd myos globaali)
maksimipiste nopeammin, silli esitellyt param-id asetukset olivat empiirisen
kokeilun kautta valittuja ja siten ldhinné suuntaa antavia. Asetuksien (a=2 ja
p=1/5/6) ei voida myoskddn yleistdd suoraan olevan parhaita mille tahansa
aineistolle. Varsinkin param-id arvoista kontrolliparametrin alkuarvo cy tulisi
aina laskea kiytettivissd olevan aineiston pohjalta ja suhteuttaa parametrit
ketjujen Ikm, Markov-max ja Hyv-min aineiston laatuun ja laajuuteen. Algo-
ritmin asetukset on suunniteltu juuri tdmén tutkielman tapaiseen aineistoon
ja tehtaviin, jolloin naapurustorakenne on myos mietitty tdmén pohjalta.
Jos naapurustorakenne halutaan pitad samanlaisena jossain toisessa aineis-
tossa, voidaan algoritmin asetuksia 1, 2 ja 3 pitad kayttokelpoisina. Naista
kolmesta paras vaihtoehto voi riippua hieman aineiston laadusta (toisin sa-
noen millainen frekvenssimatriisi aineiston pohjalta saadaan).

Analyysissé tuotteiden valinnalla on yksi merkittava rajaus, silld liikkee-
seen saapuvilla uusilla tuotteilla ei ole mahdollisuutta tulla valituksi ainakaan
heti, silld niill& ei ole olemassa ostohistoriaa. Toisaalta sama pétee asiakkai-
den houkutteluun, silld mainos on tehty jo olemassa olevien asiakkaiden osto-
historian perusteella. Voi olla, ettd uusien asiakkaiden houkuttelu onnistuisi
mainostamalla nimenomaan uusia tuotteita. Yhtena vaihtoehtona voisi aja-
tella, ettd yksi tai useampi valituista tuotteista korvattaisiin jollakin uudella
tuotteella, joka ei ole samankaltainen muiden mainosten tuotteiden kanssa.
N&in mainos voisi vetdd puoleensa niin vanhoja kuin uusia asiakkaita.

Simuloitu jadhdytys -algoritmi ei pdady luotettavasti aina globaaliin op-
timiin (vaikkakin voi tarjota hyvéin lokaalin optimin), mikd on menetelmén
vksi huonoista puolista. Ja vaikka simuloitu jadhdytys on tdydellistd luet-
telointia huomattavasti nopeampi, se ei kuitenkaan toteutetulla koodilla ole
kovin nopea. Osaksi se johtui esimerkissa 2 kiytetyn aineiston muodosta, jo-
ka ei ollut sama kuin muoto esimerkin 1 aineistossa. Siispé aineiston muotoa
muokkaamalla voitaisiin paédstd nopeampaan algoritmin toteutukseen. Té-
td ei kuitenkaan onnistuttu tekemaédn aineiston suuresta koosta johtuen ja
tietokoneen muistikapasiteetin tullessa vastaan. N&in ollen suurempaa osa-
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aineistoa kiyttamalld algoritmilla voi mennd hyvinkin kauan aikaa suoriutua.
Toisena vaihtoehtona olisi penetraatioasteen optimointiongelmaa voinut tut-
kia geneettisten algoritmien avulla, joka sekin on simuloidun jidhdytyksen
tapaan heuristinen menetelmd, jolloin globaalia optimia ei voida taata.

Esimerkissa 2 ei otettu kantaa millaisista tuoteryhmistd valitut tuotteet
valittiin. Valitut tuotteet voivat siis olla hyvinkin samanlaisia ja samasta
tuoteryhmésté, esimerkiksi rasvaton maito 2 dl ja rasvaton maito 1l. Jos
tuotteita haluttaisiin valita eri tuoteryhmisté, tulisi aineistossa olla tieto mi-
hin tuoteryhméin kukin tuote kuuluu. Téllaista analyysia ei pystytty te-
kem&an osin puutteellisen aineiston takia. Kyse on kuitenkin vain pienesti
muutoksesta koodissa, missd tuotteiden valintaa rajoitetaan. Rajoittamalla
tuotteiden valintaa voi sallittujen tuotekombinaatioiden lukumé&ara vihentyé
merkittavisti.

Tutkielmassa ei myoskdian selvitetty mainoksen tuotto-odotuksia, silld
tavoitteena oli saada mainokseen paras tuotekombinaatio asiakkaiden os-
tohistorian perusteella, jolloin mainos houkuttelisi mahdollisimman monta
asiakasta. Ajatuksena on myds, ettd asiakas ostaa muitakin tuotteita kuin
vain mainokseen paityneitd. Mahdollista tuotto-odotusta arvioidessa voi ol-
la my6s hankalaa arvioida ketké asiakkaista ovat saapuneet liikkeeseen mai-
noksen perusteella, ja ketkd olisi tulleet ilman mainostakin. Tuoton suuren-
tuessa voidaan toki olettaa mainoksen saavuttaneen asiakkaita, mutta tut-
kielman tehtdvianasettelun puitteissa olisi mielenkiintoisempaa seurata asia-
kasvirtaa erilaisten mainoksien tuotekombinaatioiden jilkeen. Jos tuottoa ha-
luttaisiin optimoida asiakasméirin sijaan mainoksella, olisi tehtavinasettelu
hieman erilainen. Vaikkakin tavoittamalla mahdollisimman paljon asiakkai-
ta niiden ostoshistorian perusteella, voidaan parantaa tuottoa, tulisi tuoton
optimoinnissa kiinnittda huomiota muuhunkin kuin mainoksesta kiinnostu-
neiden asiakkaiden lukuméariasn. Esimerkiksi télloin tuotteen hinnalla seki
katteella on myos vaikutusta.
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