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Tutkielmassa esiteltavit matriisihajotelmat ovat LU-, QR- ja singulaariarvohajotel-
ma. Jokaisessa luvussa tutustutaan aluksi kasiteltdvadn matriisihajotelmaan, jonka
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1 Johdanto

Matriisit ovat hyodyllisia pakattaessa tietoa kompaktimmaksi. Lisdksi niitéd esiintyy
luonnollisesti esimerkiksi lineaarisia yhtaloitd ratkaistaessa tai ilmaistessa eri asioi-
den vilisia lineaarisia suhteita. Monesti téllaista dataa késittelevit matriisit ovat
hyvin suuria, jolloin usein voidaan hyodyntda matriisihajotelmia laskenta-ajan te-
hostamiseksi. Niissd matriisi esitetdén kahden tai useamman helpommin kasiteltéavan
matriisin tulona. Néin esimerkiksi matriisi A voitaisiin esittdd muodossa A = BC),
missd matriiseilla B ja C' on joitain hyodyllisid ominaisuuksia. Matriisihajotelmia
on paljon erilaisia, ja niitd sovelletaan erilaisiin kiyttotarpeisiin. Téassa tutkielmassa
esitellddn kolme matriisihajotelmaa, jotka ovat LU-; QR~ ja singulaariarvohajotel-
ma.

Naistd kolmesta ensimméisend tutustutaan LU-hajotelmaan. Siind matriisi A
voidaan ilmaista ala- ja yldkolmiomatriisin tulona. Gaussin eliminaatiolla muodos-
tettava LU-hajotelma on yksi keskeisimpid metodeja ratkaista lineaarisia yhtaloryh-
mia. Lisdksi hajotelman avulla voidaan tehostaa myoOs esimerkiksi determinantin
laskemista tai kddnteismatriisin selvittdmistd. LU-hajotelmaa ei voida kuitenkaan
muodostaa kaikille matriiseille, joka rajoittaa hajotelman laajempaa hyodyntamis-
té.

Toisin kuin LU-hajotelman, kolmannessa luvussa esiteltdvan QQR-hajotelman voi
muodostaa kaikille matriiseille. QR-hajotelmassa alkuperéisen matriisin pystyriveis-
td muodostetaan matriisi, jonka pystyrivit ovat ortonormaalit. Kun tadmé matriisi
kerrotaan ylakolmiomatriisilla, saadaan alkuperdisen matriisin QR—-hajotelma. Mat-
riisin ilmaisemista tdssd muodossa voidaan hyodyntaéd esimerkiksi pienimmaén nelio-
summan menetelméssé tai ominaisarvojen etsimisessd (QR-algoritmilla.

Viimeisessa luvussa esitelladn singulaariarvohajotelma, joka voidaan myos muo-
dostaa kaikille matriiseille. Toisin kuin kahdessa edella mainitussa hajotelmassa,
singulaariarvohajotelmassa matriisi ilmaistaan kolmen eri matriisin tulona. Reaali-
sessa tapauksessa hajotelmassa hyddynnetédén singulaariarvoja ja ortogonaalisuutta.
Matriisin esittdminen taméankaltaisessa muodossa mahdollistaa monia erilaisia tilan-
teita, joissa sitd voi hyodyntad. Naita ovat esimerkiksi matriisin approksimoiminen
tai hairivalttiuden selvittdminen.

Tutkielmassa kéasitelladn niin reaalisia kuin kompleksisia matriiseja. Monissa ta-
pauksissa tulos voidaan yleistda seké reaalisille etta kompleksisille matriiseille, joten
tutkielmassa merkitdin usein kuntia R ja C yhteisesti kunnalla K.



2 LU-hajotelma

Ensimmaéisend matriisihajotelmana kasitelladn LU-hajotelma, jossa matriisi A voi-
daan ilmaista alakolmiomatriisin L ja yldkolmiomatriisin U tulona A = LU. Vaikka
LU-hajotelma on olemassa myos joillekin m x n-matriiseille [5], rajaudutaan téssa
luvussa vain neliomatriiseihin. Hajotelman tarkeimpénéa sovelluksena voidaan pitdéa
lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisemista. Sen avulla nykyiset tietokoneet pystyvét
tehokkaasti ratkaisemaan lineaarisia yhtaloryhmia Ax = b, joissa vektori b muuttuu
matriisin A pysyessé samana. Lisdksi LU-hajotelmaa voidaan soveltaa muutenkin,
kuten kddnteismatriisin etsimisessd tai determinantin laskemisessa. LU-hajotelma
muodostetaan Gaussin eliminoinnilla, johon tutustutaan seuraavaksi tarkemmin.

Luvut ja pohjautuvat ldhteeseen [I].

2.1 Gaussin eliminaatio

Jotta Gaussin eliminaatio LU-hajotelman muodostuksessa olisi mahdollisimman in-
tuitiivinen, kdydaan ensin Gaussin eliminaatio lyhyesti lépi lineaarisille yhtaloryh-
mille. Téasséd ideana on muuttaa lineaarista yhtaloryhmaa vastaava matriisi riviope-
raatioita kiyttden kolmiomatriisi muotoon. Ratkaistaan esimerkkina oleva lineaari-
nen yhtéaloryhma

Ty — 31y + 13 =
3r1 — 4dx9 + x3 =

25(32 - 11‘3 = 1.

Tamaé voidaan ilmaista my6s matriisimuodossa Ax = b, jolloin

1 -3 1 7 p
3 —4 1 i) = 0
0 2 -1 T3 1

Merkitaén matriisin A alkiota a;; kirjaimella p = 1. Téaté alkiota kutsutaan matrii-
sin A pivot-alkioksi. Nyt muokataan lineaarista yhtaloryhméé siten, etta

- toisesta vaakarivista vahennetdan ensimmaéinen vaakarivi kerrottuna luvulla }%,

- kolmannesta vaakarivistd vihennetdan ensimmainen vaakarivi kerrottuna lu-
vulla 2.
p

Néiden operaatioiden jalkeen lineaarinen yhtéléryhméa on muotoa

r1 — 3]72 + T3 = 2
51‘2 - 21’3 = —6
2272 — 11‘3 = 1.

Merkitdan uudeksi pivot-alkioksi p = 5 (uuden matriisin (2,2)-alkio). Nyt kolman-
nesta vaakarivistd vihennetddn toinen vaakarivi kerrottuna luvulla %, jolloin yhta-
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loryhméa saadaan muotoon

ryT — 3]72 + r3 = 2
5£E2 — 2[E3 = —6
— %.Tg = %7

Néin yhtaloryhmé on saatu muokattua kolmiomuotoon. Nyt alimmalta riviltd saa-
daan ratkaistua x3 = —17, jonka jdlkeen sijoittamalla muuttujan x3 arvo keskim-
méiseen riviin saadaan ratkaistua xo = —8. Lopuksi sijoittamalla vield muuttujien
Zo ja x3 arvot ylimpéén riviin saadaan viimeiseksi muuttujaksi x1 = —5.

Edella kaytya ideaa voidaan soveltaa tietynlaisten neliomatriisien kohdalla, mis-
sé Gaussin eliminaation lopputulokseksi saadaan yldkolmiomatriisi 7. Toisin sanoen
tarkoituksena on 16ytéda sellainen matriisi M, ettd M A = T. Tarkastellaan matriisin
M muodostamista ldhemmin alla. Menetelmésséd muodostetaan matriisijono A®),
missé 1 < k < n. Silloin onnistuneessa Gaussin eliminaatiossa péatee A1 = A ja
A = T. Masritelliin matriisin A®) alkioiksi A®) = (ag;‘))lgi,jgn- Matriisin al-
kiota a,gf,)g kutsutaan matriisin A®) pivot-alkioksi. Pivot-alkion ollessa nolla Gaussin
eliminaatiota ei voida vieda loppuun, silla pivot-alkiolla joudutaan jakamaan elimi-
naatiossa. Nain ollen on tarkeda huomata, ettd menetelméa ei voida soveltaa kaikille
neliomatriiseille. Joissakin tilanteissa voidaan kuitenkin kayttéa tuentaa, jossa mat-
riisi kerrotaan permutaatiomatriisilla P. Permutaatiomatriisin P jokaisella rivilla ja
sarakkeella on vain yksi ykkonen muiden alkioiden ollessa nollia. Témaéankaltaisel-
la operaatiolla saadaan vaihdettua matriisin k:s vaakarivi jonkin toisen vaakarivin
kanssa siten, etté pivot-alkio on nollasta eroava ja eliminaatiota voidaan jatkaa. Sel-
keyden vuoksi rajaudutaan téassé luvussa vain tilanteisiin, jossa tuentaa ei tarvita.
Lisdd Gaussin eliminoinnista tuennalla voi lukea esimerkiksi ldhteesta [1].

Ensimmaisessi Gaussin eliminoinnissa matriisi A kerrotaan matriisilla £, mis-
sé

I 0 0
ag)
soNE

E(l) — 1,1
: 0
)
1,1

Niin muodostamalla matriisi A® = EMW A saadaan

1 1
ag’% ag’)

0
(2 —
A= e ) ’
0

1
. a%}, kaikilla 2 < 4,7 < n. Kun Gaussin eliminointeja on

2) 1
ij — @

tehty k— 1 kertaa, ollaan saatu matriisi A, jonka ensimmaiset k— 1 pystyrivid ovat



nollia diagonaalin alapuolelta. Matriisi A**1) muodostetaan kertomalla matriisi A®)
matriisilla E£*), missé

1 0 0 -+ 0
0 1 0 - 0

(k)

k a

E® =1 o —E 1 0

k,k

o)
0 EGEY 1

k,k

Nain ollen matriisiksi A®*Y saadaan

@ coe g
1

a, a1.n
0
(k) (k) (k)
L0 T T
A(kJrl) —
(k+1) k+1) |
Sy ak-i—ln
0 - 0 aff;i)l ey
k
missé a(kH) EIE) ( >a,”, kaikilla £ +1 < 4,57 < n. Tehtdessd n — 1 Gaussin
g jo

eliminointia saadaan ylikolmiomatriisi A™ = T, joka voidaan ilmaista muodossa

T=(E™Y...EM)A=MA.

N

-

=M

Edella kuvailtua tapaa hyodynnetddn LU-hajotelman muodostamisessa.

2.2 LU-hajotelma

LU-hajotelma muodostamisessa kéytetdéin Gaussin eliminaatiota. Kuten aiemmin
kévi ilmi, Gaussin eliminaatiossa kaikkien pivot-alkioiden téytyy olla nollasta eroa-
via. Taméan vuoksi kaikille matriiseille ei voida muodostaa LU-hajotelmaa. Poh-
ditaan seuraavaksi, millaisille matriiseille LU-hajotelma on olemassa. Esimerkiksi

matriisille
0 2
1= (5 3)

ei voida muodostaa LU-hajotelmaa ilman tuentaa, silla sen pivot-alkio on nolla. Sen
sijaan esimerkiksi matriisille
2 0
o=(0 %)
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saadaan muodostettua LU-hajotelma. LU-hajotelman olemassaolon selvittamisessa
hyodynnetdén usein matriisin A € M,, paadalimatriiseja

missd 1 < £ < n — 1. Kun matriisin paaalimatriiseiden tiedetdan olevan saannolli-
sid, matriisilla A on olemassa LU-hajotelma ilman tuentaa. Lauseessa muodos-
tetaan ja todistetaan LU-hajotelman olemassaolo téllaisille neliomatriiseille. Ennen
lausetta [2.2| tulee kuitenkin vield osoittaa, ettd kolmiomatriisin determinantti on sen
diagonaalialkioiden tulo.

Lemma 2.1. Kolmiomatriisin 7" = (¢; ;) € M,,(K) determinantti on sen diagonaa-
lialkioden tulo det(T") =ty 1ta9 - - tpn.

Todistus. Oletetaan, ettd matriisi 7' on ylédkolmiomatriisi, eli ¢;; = 0, kun ¢ > j.
Nyt siis matriisi 7" on muotoa

ti1 tig o tin

0 tap -+ tan

T = o "
0 --- 0 tpn

Kehitetaan aluksi determinantti ensimmaéisen pystyrivin suhteen. Silloin det(7") =
tl,l det(TLl), missa

log toz -+ lan
0 t33 -+ 13n

D=1 . . :
0 -+ 0 ton

Toisaalta my0s alideterminantti 77 ; yldkolmiomuotoa, jolloin voidaan kirjoittaa
det(T11) = taodet(Th2) ja det(T) = ty1ta2det(Tho). Jatkamalla samaa pééttelyd
saadaan lopuksi det(T},—1,-1) = tnn ja det(T) = t11tas---t,,. Samalla tavalla
vaite voidaan todistaa myos alakolmiomatriisille. Télloin matriisi kehitetddn joka
askeleella vaakarivin suhteen pystyrivien sijaan. O]

Esitelladn seuraavaksi LU-hajotelman olemassaolo ilman tuentaa. Todistus mu-
kailee 1dhdetta [1].

Lause 2.2. (LU-hajotelma) Olkoon A € M, (K) matriisi, jonka padalimatriisit Ay
ovat sdannollisia kaikilla 1 < k& < n. Silloin on olemassa sellainen alakolmiomatriisi
L € M, (K), missé [;; = 1, ja yldkolmiomatriisi U € M,,(K), ettd A = LU.

Todistus. Tekemélla matriisiin A Gaussin eliminointeja n—1 kappaletta saadaan yl&-
kolmiomatriisi U = A™. Jotta tAmé& saataisiin suoritettua ilman tuentaa, oletetaan
pivot-alkioiden olevan nollasta eroavia. Tamé oletus osoitetaan todeksi todistuksen



lopussa. Nyt suorittamalla n — 1 eliminointia yhtalo voidaan kirjoittaa muodossa
A(n) - E(n_l)E(n_Q) oo E(I)A’ missé

1 ... 0 0 --- 0
0 --- 1 0 --- 0
(k) —
E 0 -+ —lppp 1 0|’
0 -+ —lyp 0 --- 1
0
jossa l;, = z—k) kaikilla k& + 1 < i < n. Laskemalla matriisin E®) kddnteismatriisi
a1
saadaan
1 0 O 0
0 1 0 - 0
(k)y-1 _
(E™) 0 Iy 1 0
0 -+« lyp 0 --- 1

Lasketaan seuraavaksi matriisitulo (EM)~1 ... (E®=2)=1(EM=1)=1 ja merkitdin
saatua matriisia kirjaimella L. Matriisiksi L saadaan

I - lgjl 1 :
: 0
ln,l Tt ln,n—l 1

joka on alakolmiomatriisi. Lemman avulla matriisin L determinantiksi saadaan
det(L) = l11lop---lnn = 1, jolloin sen on oltava sddnnollinen. Nyt matriisille A
voidaan muodostaa hajotelma
_ (=1 =2\ —1( pn—1)\—=1 A(n) _
A \(E ) (E )(E )TA LU.

J/

-

=L U

Oletetaan, ettéd lauseessa maariteltyjen matriisin A € M, (K) padalideterminant-
tien on oltava nollasta eroavia. Viela tulee osoittaa, ettei Gaussin eliminointi tarvitse
tuentaa, eli ts. pivot-alkioiden on oltava nollasta eroavia. Kaytetaan todistuksessa
induktiota. Ensimméinen pivot-alkio ay ; # 0, silld det(ay ;) # 0. Oletetaan nyt, etté
ensimmaiset k£ — 1 kappaletta Gaussin eliminointeja eivét tarvitse tuentaa. Nyt on
siis osoitettava, ettd myoskaan k:s askel ei tarvitse tuentaa. Kun on tehty k — 1 kap-
paletta Gaussin eliminointeja, niin A = (EW)~1... (E¢=2)=1(RE=)=1A®) Tims
voidaan kirjoittaa muodossa

A A || B o Uiy A
Ag ‘ Ago Lgkl) I Agkl) Agkz)



missé alimatriisit A; 1, L(lkl) ja Ul(ﬁ) ovat kokoa k x k. Lohkomatriisin laskusdéntojen
mukaisesti tdmé voidaan kirjoittaa muodossa
k) r(k
Ay = L0,

misséd A; ; on padalimatriisi Ay, Ul(ﬁ) on ylakolmiomatriisi ja Lgkl) on alakolmiomat-
riisi, jonka diagonaalilla on ykkosid. Kolmiomatriisien determinantti on diagonaa-
lialkioiden tulo, joten matriisi Lﬁ) on sadnnollinen. Koska oletuksen mukaan myos
padalimatriisit ovat sédnnollisid, niin muodosta Ul(ﬁ) = (Lg’fl))_lALl niahdéén, etta
my6s matriisin Ul(ﬁ) on oltava sédénnollinen. Silloin det(Ul(ﬁ)) = aglfl e a,(clf,z # 0, jo-
ten myos pivot-alkion a,ﬁ’f,l on oltava nollasta eroava. Néin ollen pivot-alkiot ovat eri
suuria kuin nolla ja LU-hajotelma voidaan muodostaa. O

Esimerkki 2.3. Muodostetaan LU-hajotelma matriisille

3 3 -3
A= 18 6 3
24 0 3

Ylakolmiomatriisi U saadaan suorittamalla Gaussin eliminaatioita matriisille A

3 3 -3 3 3 -3

18 6 3 | =S o —12 21

2 0 3 2% 0 3

3 3 -3 3 3 -3
BoSE g 12 91 | B2 o 12 21 | =U

0 —24 27 0o 0 —15

Alakolmiomatriisi L saadaan muodostettua Gaussin eliminaatiossa kiytettévistéa
kertoimista, eli ly; = 6, I31 = 8 ja I3 = 2. Néin ollen alakolmiomatriisiksi saa-
daan

1
L=16
8

o = O
_ o O

Lopuksi tarkistetaan vield, ettd A = LU. A

2.3 LU-hajotelman sovelluksia

Tutustutaan seuraavaksi, minkalaisissa tilanteissa LU-hajotelmaa voidaan soveltaa.
Sovelluksia kisittelevissd luvuissa on hyodynnetty lahteita [4], &, 12].

2.3.1 Lineaaristen yhtaloryhmien ratkaiseminen

Monissa sovelluksissa ollaan kiinnostuneita ratkaisemaan tehokkaasti lineaarinen yh-
taloryhmé Ax = b, jossa kerroinmatriisi A ja vektori b ovat tunnettuja. Gaussin
eliminaatio on yksi keskeisimpid metodeja ratkaista lineaarisia yhtéloryhmia. Jos
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tehtavand on kuitenkin ratkaista useampia yhtaloryhmié, missd matriisi A pysyy
samana, mutta vektori b muuttuu, voidaan usein apuna kayttdd LU-hajotelmaa.
LU-menetelmén etuna lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisuissa on sen nopeus, silla
Gaussin eliminaatiota ei tarvitse tehda uudestaan vektorin b muuttuessa. Tamén
vuoksi LU-hajotelma on tehokas tapa ratkoa esimerkiksi lineaarisia optimointion-
gelmia.

Aiemmin kasiteltiin jo LU-hajotelman muodostaminen. Yhtéloryhmaé ratkais-
taessa yhtéaloryhmé saadaan kirjoitettua muotoon

Ax=1b
& (LU)x=b
& L(Ux)=0b (merk. Uz = 2)
& Lz =b.

Yhtéloryhmaé ratkaistaan LU-hajotelmalla seuraavalla tavalla.
- Ratkaistaan z yhtalostda Lz = b.
- Ratkaistaan x yhtalostda Ux = z.

Havainnollistetaan menetelmén ideaa esimerkin avulla.

Esimerkki 2.4. Ratkaistaan yhtaloryhma

3[E1 —|—3ZL‘2 — 31‘3 =1
181’1 + 61’2 + 31’3 =2
241)1 + 3.’13'3 =4,

Yhtéloryhméstd saadaan sama matriisi kuin esimerkissé Talloin matriiseiksi L
ja U saadaan

100 3 3 -3
L=[610]|jaU=|0-12 21
8 2 1 0 0 -15

Tehtévani on siis ratkaista yhtaloryhmé, joka voidaan kirjoittaa muotoon Ax = b,
missi b = (1 2 4)T. Ratkaistaan nyt yhtéloryhmi aiemmin esitetylld tavalla.
Selvitetadn aluksi vektori z yhtélostd Lz = b

1 00 21 1
6 1 0 . z9 B 2 N
8 2 1 2 4

joka voidaan Kkirjoittaa yhtaléryhméamuodossa seuraavalla tavalla

621 + 29 = 2
821 + 22’2 + zZ3 = 4.



Ylimmésté rivistd saadaan ratkaistua z; = 1. Sijoittamalla muuttujan z; arvo kes-
kimmaiseen riviin saadaan ratkaistua zo = —4. Lopuksi vield sijoittamalla muuttu-
jien z; ja zo arvot alimpaan riviin saadaan ratkaistua zz = 4. Vektoriksi z saadaan
siis 2 = (1 —4 4)T. Nyt vektori & saadaan ratkaistua yhtélostd Uz = z

3 3 =3 1 1
0 —12 21 |- =2 | = —4
0 0 —15 T3 4

Vastaavasti myos tdmé voidaan kirjoittaa yhtaloryhméamuodossa

3r1 + 3w — 3x3 = 1
— 122 4+ 2lz3 = —4
- 15[E3 = 4,
jolloin saadaan ratkaistua haluttu vektori = (% I_; I—gl)T. A

Kuten ylldaolevasta esimerkistd nahdaan, LU-hajotelman etu lineaarisen yhtalo-
ryhmén ratkaisemisessa 10ytyy kolmiomatriiseista, joiden avulla saadaan ratkaistua
helposti muuttujat. Perinteiseen Gaussin eliminaatioon verrattuna menetelmén te-
hokkuus nousee kuitenkin esille vasta, kun vektori b muuttuu kerroinmatriisin A
pysyessa samana. Talloin LU-hajotelmaa ei tarvitse muodostaa uudelleen, vaan voi-
daan suoraan edetéd ratkaisemaan vektoria z yhtalostd Lz = b. Gaussin eliminaatiol-
la ratkaistaessa koko yhtaléryhmén ratkaisemisen jouduttaisiin aloittamaan taysin
alusta.

2.3.2 Kaanteismatriisin etsiminen

Kadnteismatriisin etsiminen saattaa olla tyolas operaatio, minkd vuoksi sen laske-
mista pyritddn valttdméadn monissa tilanteissa. Esimerkiksi lineaarisen yhtéloryh-
min ratkaisemisessa kiiinteismatriisin hyodyntdminen Az = b = « = A~'b on
yleensa tehoton ratkaisu. Jos kidanteismatriisi taytyy kuitenkin selvittad, niin se voi-
daan etsia ratkaisemalla yhtalot

Ax; = e;, missi
er=010..00",e=01..00",e,=00..01)".
Ratkaistavat vektorit x; ovat kiinteismatriisin A~! pystysarakkeita ja ne voidaan

LU-hajotelman avulla 16ytda samalla tavalla kuin lineaaristen yhtéloryhmien ta-
pauksessa.

Esimerkki 2.5. Lasketaan esimerkin matriisille A kaanteismatriisi. Merkitaan
Ux; = z;, jolloin Lz; = e;. Vektori z; saadaan ratkaisemalla

1 00 211 1 1
6 1 0 212 = 0 = zZ1 = —6
8 2 1 213 0 4



Vastaavasti saadaan ratkaistua zo = (0 1 —2)" ja z3 = (0 0 1)". Seuraavak-

. : . e : _a\T
si ratkaistaan vektorit a; yhtéilosta Ux; = z;, josta saadaan x; = (% % 1—54) ,
_ T . 7 INT e e oo
Xy = (6—5 2—% %) ja xz = (2% 6—07 1—;) . Néin ollen matriisin A kéénteismatriisiksi
saadaan
1 -1 1
0 6
Al = :i g =
= 2
5 15 15
A

2.3.3 Determinantin laskeminen

Determinantti on tédrked matemattinen tyokalu, jota sovelletaan monella eri tavalla,
kuten esimerkiksi matriisin sdannéllisyyden tutkimisessa. Matriisin kasvaessa deter-
minantin laskeminen muuttuu kuitenkin jatkuvasti tehottomammaksi, jolloin LU-
hajotelmalla voidaan determinantin laskemista nopeuttaa hyodyntdmalld kolmio-
matriisien ominaisuuksia.

Lause 2.6. Jos matriisilla A € M,,(K) on olemassa LU-hajotelma, niin silloin
det(A) = det(U) = ujrugs - - - Upp.-

Todistus. Koska lauseen mukaan matriisin L diagonaalialkiot ovat ykkosia, lem-
man 2.1 avulla saadaan matriisin A determinantiksi laskettua det(A) = det(LU) =
det(L) det(U) = det(U) = U11U22 * * " Upnp- ]
——

=1

Esimerkki 2.7. Lasketaan esimerkissé [2.3|esiintyvan matriisin A determinantti. Sa-
massa esimerkissé muodostettiin matriisille A LU-hajotelma. Nyt lauseen [2.6| avulla
matriisin A determinantiksi saadaan det(A) = det(U) = 3-(—12)-(—15) = 540. A

2.3.4 Muita sovelluksia

LU-hajotelmalla on aiemmin mainittujen lisdksi my6s muita sovelluskohteita. Si-
ta sovelletaan esimerkiksi matriisin héairidalttiutta selvittdessd tai nauhamatriisien
kanssa [1].

Lineaarisia yhtaloryhmié ratkaistaessa ollaan usein kiinnostuneita, kuinka altis
yhtélonratkaisu on alussa esiintyneille virheille. Matriisin héiricalttius maaritellaan
k(A) = ||A]|||A7Y||, missd ||A|| on matriisinormi ja yleisimmilli normeilla x(A) > 1.
Jos esimerkiksi x = 1, niin alussa olleet virheet eivat ole kasvaneet ratkaisussa.
Matriisin A héiricalttiudelle saadaan LU-hajotelmalla méaaritettyd helposti ylaraja
k(A) < k(L)k(U), joten usein tarkkaa héiridalttiuden arvoa ei tarvitse méérittaa.

Nauhamatriiseja esiintyy monissa sovelluksissa, kuten esimerkiksi osittaisdiffe-
rentiaaliyhtdloiden ratkaisuissa. Niiden erityisen rakenteen ansiosta ohjelmistoissa
voidaan sadstéd sekd laskenta-aikaa ettd muistia. Nelidmatriisia A sanotaan nauha-
matriisiksi, jos a; ; = 0, kun |i— 7| > [, missé [ € N. Nauhamatriisin leveys on télléin
2l + 1 ja esimerkiksi tridiagonaalille matriisille [ = 1. Jos nauhamatriisille voidaan
muodostaa LU-hajotelma, hajotelma siilyttdd nauhamatriisin rakenteen, ts. myos
matriisit L ja U ovat nauhamatriiseja.
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3 QR-hajotelma

Kasitelldan seuraavaksi QR-hajotelma, jota hyodynnetdéan usein esimerkiksi matrii-
sin ominaisarvojen approksimoinnissa tai lineaarisia yhtéaloryhmié ratkaistaessa pie-
nimmaén neliGsumman menetelmélld. Néiden lisdksi QR-hajotelmalla on my6s muita
sovelluskohteita, kuten Mooren-Penrosen yleistetyn kddnteismatriisin etsiminen tai
determinantin itseisarvon laskeminen. QR-hajotelmassa matriisi A ilmaistaan mat-
riisien () ja R tulona A = QQR, missd matriisin () pystyrivit ovat ortonormaalit ja
matriisi R on ylakolmiomatriisi.

QR-hajotelman etuna esimerkiksi LU-hajotelmaan verrattuna on, ettd sen voi
muodostaa mille tahansa matriisille. Hajotelman muodostus voidaan toteuttaa kol-
mella eri tavalla: Gramin-Schmidtin ortogonalisoinnilla, Householderin peilauksilla
tai Givensin rotaatioilla [5]. Téassé tutkielmassa esitellddn QR-hajotelman muodos-
taminen Gramin-Schmidtin ortogonalisoinnilla, johon tutustutaan seuraavaksi tar-
kemmin. Luvussa (3.1 on hyodynnetty lahdetta [6] ja luvussa [3.2] lahteita 7], [10].

3.1 Gramin-Schmidtin ortogonalisointi

Gramin-Schmidtin ortogonalisointimenetelmailld voidaan muodostaa aliavaruudelle
{x1,...,x} C K" ortonormaalikanta. Téssd luvussa skalaarikuntana on K, eli K =
R tai K = C. Lisdksi kompleksiluvun z liittolukua merkitdén z. Kun K = R, niin
sisdtulo méaaritelladn (z,y) = Y ., ;y;. Jos sen sijaan K = C, niin (x,y) =
>, x;y;. Gramin-Schmidtin ortogonalisoinnilla vektorit y,...,y, mééritellidn
rekursiivisesti:

Y, =2

7j—1
Y; :wj_zajiyi (j=2,....k),
=1

missa
X 9 i .
< ? y2>7 Jos yz?éo
Qj; =
0, jos y,=0.
Néin saadut vektorit yy, ..., y, ovat ortogonaalisia ja L(y,...,y;) = L(x1,...,x;)
kaikilla 7 = 1,...k. Vektoreista y,, ..., ¥y, saadaan vield ortonormaalikanta poista-

malla mahdolliset nollavektorit ja jakamalla jéljelle jadneet vektorit pituuksillaan.

3.2 QR-hajotelma

QR-hajotelman muodostamisessa voidaan hyodyntda Gramin-Schmidtin ortogona-
lisointia. Todistetaan seuraavaksi QQR-hajotelman olemassaolo taysiasteisille m x n-
matriiseille, missd m > n. Lause ja sen todistus mukailee lahdetté [10].
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Lause 3.1. (QR-hajotelma) Olkoon matriisi A € My, x,(K), missé m > n ja as-
te r(A) = n. Silloin on olemassa matriisi @ € M,,x,(K), jonka pystyrivit ovat
ortonormaalit, ja s@annollinen ylakolmiomatriisi R € M,,x,(K), joille A = QR.

Todistus. Olkoon matriisin A € M, x,(K) pystyrivit a4, ..., a,, missi a; € K™.
Liséksi, koska r(A) = n, niin pystyrivit ovat lineaarisesti riippumattomat. Joukosta
{ai,...a,} saadaan Gramin-Schmidtin ortogonalisointimenetelmélld ortonormaa-
lijoukko {qy,...,q,}, missd q, € K™. Nyt {q,,...,q,} ja {a1,...,a,} virittavit
saman vektoriavaruuden osajoukon, tarkemmin

L(ay,...,ar)=L(qy,-..,q,) kaikilla k € {1,... n}.
Silloin on olemassa sellaiset skalaarit r;;, etta

a; = 11149,

as = 12491 + 722495

a, = 'nq; + Tondo + -+ Tnnd,,-

Tama voidaan kirjoittaa muodossa

T Ti2 T'1in
0 7o T'on
(alaa27'-->an):(q1>q27"'7qn) : . :
0 - 0 7,
Néin saadaan muodostettua matriisi R = (r;;) € M,,(K), missd i,j7 = 1,...,n ja

rij = 0, kun ¢ > j. Lisdksi mééritelladn matriisiksi Q = (qy, ..., q,) € Munx(K).
Matriisin @) pystyrivit ovat siis ortonormaalit ja R on yldkolmiomatriisi.

Tutkitaan vield matriisin R diagonaalialkioita. Jos r;; = 0, niin silloin a1 =
0, joka on ristiriidassa oletuksen 7(A) = n kanssa. Néin ollen 71; # 0. Jos sen
sijaan 792 = 0, niin silloin a; ja as ovat lineaarisesti riippuvia keskendén, joka ei
ole myoskaan oletuksen mukaan mahdollista. Jatkamalla samaa paattelya havaitaan,

ettd r; # 0 kaikilla ¢ = 1,...,n. Néin ollen matriisi R on my6s sdannollinen, silld
lemman 2.1} avulla det(R) # 0. O

Edellisessa todistuksessa matriisi () saatiin muodostettua Gramin-Schmidtin or-
togonalisoinnilla, jolloin sen pystyrivit ovat ortonormaalit. Tutkitaan viela tarkem-
min tallaisen matriisin ominaisuuksia.

Maédritelma 3.2. Matriisin @ = (¢ij)mxn € Mumxn(C) adjungoiduksi matriisiksi
kutsutaan matriisia Q* = (qji)nxm.

Edellisesta maaritelmésté seuraa, ettd Q* = @T, missi Q = (@ij)mxn- Reaaliselle
matriisille pétee siis Q* = Q7. Koska matriisin Q) pystyrivit ovat ortonormaalit, niin
silloin @*@) = I. Kuitenkaan ei ole valttaméatonté, ettd QQ* = I. Tilanne muuttuu,
jos lauseen mukainen matriisi A on neliématriisi, jolloin my6s matriisi () on
nelidmatriisi.
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Maaritelméa 3.3. Matriisia Q* € M,,(C) sanotaan unitaariseksi, jos sen pystyrivit
ovat ortonormaalit. Silloin sille pitee Q*Q) = QQ* = I.

Huomautus 3.4. Reaalisessa tapauksessa unitaariselle matriisille pitee QTQ =
QQT = I, ja sitéd kutsutaan ortogonaaliseksi matriisiksi.

Edellé olevien méaritelmien avulla yldkolmiomatriisi R voidaan ratkaista helpos-
ti. Matriisi R saadaan ratkaistua kertomalla yhtilo A = QR vasemmalta matriisilla
Q*, jolloin saadaan R = Q*A. Kéydaan vielda QR-hajotelman muodostamisesta lapi
esimerkKki.

Esimerkki 3.5. Muodostetaan QR-hajotelma matriisille

01
A=110
1 2

Matriisin pystyrivit a; = (0,1, 1) ja as = (1,0, 2) ovat lineaarisesti riippumattomia.
Gramin-Schmidtin ortogonalisoinnilla saadaan ortogonaaliset vektorit
q;=a,=(0,1,1) ja

/ <G,2,q/1> /
q; = az — "qy =
’ CAE.

(1,0,2) — ; 0,1,1) = (1,—1,1).

Néama vield normittamalla saadaan matriisin ) pystyrivit eli

- 4l :(Oii>jaq :q_é:<i—_1i)
A V2 V2 A 3’ V3 V3

= Q=

El“&l“ o
SIFSILS-

Koska matriisin ) pystyrivit ovat ortonormaalit, niin Q*Q) = I. Kertomalla A = QR
vasemmalta matriisilla Q* saadaan

0 L L 0 1
R=QA=Q"A=| | ¥ ¥ 10 =(ﬂ ﬁ)
o o)\ 1o 0 V3
jolloin A = QR. JAN

Aiemmin lauseessa [3.1] osoitettiin QR-hajotelman olemassaolo taysiasteisille m x
n-matriiseille (m > n). On kuitenkin huomattava, ettd Gramin-Schmidtin ortogona-
lisoinnilla voidaan muodostaa QR-hajotelma myos matriiseille, jotka eivét ole téy-
siasteisia. Kun matriisin A pystyrivit ovat lineaarisesti riippuvia, Gramin-Schmidtin
ortogonalisoinnissa jokin g; = 0. Talloin pystyrivi g; tulee valita siten, ettd se on
ortogonaalinen jokaisen pystyrivin g; kanssa, missa ¢ < j. Tamaén jalkeen ortogona-
lisointia voidaan jatkaa normaalisti. Nain menetelmé ei kuitenkaan ole enaa kovin
tehokas, joten Gramin-Schmidtin ortogonalisointia sovelletaan ldhinné taysiasteisille
matriiseille.
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Esimerkki 3.6. Muodostetaan QR-hajotelma matriisille

0
A=11
1

NN O

1
LI,
0
joka ei ole taysiasteinen. Gramin-Schmidtin ortogonalisoinnilla

q;=a,=(0,1,1) ja

! <a’27q/1>
q; = az —
’ lq:?

4
'q/1:<07272>_§'<07171) = (0,0,0).

Koska g/, on nollavektori, vektori g} tulee valita siten, ettd se on ortogonaalinen
pystyrivin g} kanssa. Pystyriviksi g, voidaan valita esimerkiksi vektori (1,0,0). Nyt
jatkamalla ortogonalisointia saadaan pystyriviksi g}

/ <a37 q{l> / <a’37 ql2> !
a5 = as — g - :
’ [ e 7

1
=(1,1,0) = 5-(0,1,1) = 1-(1,0,0)

(!}
- 72727

joka on ortogonaalinen pystyrivien g ja g5, kanssa. Namé vield normittamalla saa-
daan matriisiksi

01 0
Q=2 o0 2
V2 o9 2
2 2

Koska matriisin ) pystyrivit ovat ortonormaalit, niin Q7 Q) = I. Kertomalla A = QR
vasemmalta matriisilla Q7 saadaan

0 ¥ £ 00 1 V2 2v2 L2
R=Q"A=1[1 0 0 1 21 |= 0 0o 1],
0 ¢/ \1 2o 0o 0y
jolloin A = QR. JAN

3.3 QR-hajotelman sovelluksia

Tarkastellaan seuraavaksi, millaisissa tilanteissa QR-hajotelmaa voidaan hyodyntéaé.
Sovelluksia kisittelevissd luvuissa on hyddynnetty lahteité [T, 3] (4. [7, [§].

3.3.1 Lineaaristen yhtiloryhmien ratkaiseminen

Myo6s QR-hajotelmaa voidaan hyodyntéé lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisemises-
sa. LU- ja QR-hajotelmia voidaankin kiyttdd ldhes samalla tavalla lineaarisille yh-
tdaloryhmille Az = b, missd matriisi A on sdédnndllinen. On kuitenkin huomattava,
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ettd taman kaltaisessa tilanteessa LU-menetelmé on nopeampi ratkaisemaan ongel-
man. Tilanne muuttuu kuitenkin, kun A on singulaarinen tai se ei ole neliomatriisi,
jolloin yhtélo Ax = b voi olla ristiriitainen. QR-hajotelmalla voidaan méarittad yh-
talolle Ax = b pienimmén nelibsumman ratkaisu, kun matriisi A on téysiasteinen.
Téassé alaluvussa skalaarikuntana on R.

Matriisin A ollessa sdannollinen, lineaarinen yhtéloryhméa Ax = b voidaan rat-
kaista QR-hajotelmalla samankaltaisella idealla kuin LU-hajotelmalla luvussa [2.3.1]
QR-hajotelman avulla se voidaan kirjoittaa muotoon

Az =0b
& (QR)x=b | -Q" (vas.)
s QTQRx =Q"b
=1
& Rx = Q"b.
Yhtéléryhmé voidaan ratkaista QR-hajotelman avulla seuraavalla tavalla.
- Ratkaistaan Q7 matriisin @ avulla.
- Lasketaan yhtilon oikea puoli: Q7'b.
- Ratkaistaan = yht#lostd Rz = Q7b.
Esimerkki 3.7. Ratkaistaan sama yhtaloryhma kuin esimerkissa [2.4] eli
3ZE1 —|—3ZL‘2 — 31’3 =1

181 + 625 + 323 = 2
245[}1 + 333'3 = 4,

Yhtaloryhmésta saadaan muodostettua matriisi

3 3 -3
A=|( 186 3|,
24 0 3

jonka pystyrivit ovat lineaarisesti riippumattomat. Gramin-Schmidtin ortogonali-
soinnilla saadaan ratkaistua matriisi Q ja ylikolmiomatriisi R muodosta R = QT A,
jolloin

1 22 —4 3v 101 39 39
Vg AE P Wiy
V101 V2121 V21 0 0 5\/5

Liséksi matriisin () transpoosiksi saadaan

1 6 8
101 v101 v101
QT 22 31 —26
o 2121 /2121 2121

)
—_
N
—
§||
==



Ratkaistaan yhtalsryhma Rx = QTb, missi b = (1 2 4)T. Lasketaan Q'b, jonka
jalkeen ratkaistaan vektori & samalla idealla kuin esimerkissé

\/7 \/ﬁ T \/Tﬁ
/ / 20
0 2 | = | Vet |
i
3
ﬁ
R

0 Vvl
jolloin tehtévin ratkaisuksi saadaan x = (% I—g I—g‘)T. JAN
Kuten aiemmin jo mainittiin, yhtélolla Az = b ei aina ole olemassa ratkai-

sua. Talloin yhtaloa sanotaan ristiriitaiseksi. Pienimman neliGsumman menetelmés-
sd (lyh. PNS) ideana on 16ytdd ratkaisu, joka toteuttaa yhtélén mahdollisimman
hyvin. Toisin sanoen menetelmalla yritetdan etsia sellainen vektori @', ettd Ax’ on
mahdollisimman ldhelld vektoria b. On kuitenkin huomattava, ettd jos lineaarisel-
la yhtélollaryhmaélla Az = b on olemassa ratkaisu, niin silloin se on myts PNS-
menetelmén ratkaisu. PNS-menetelméé sovelletaan paljon esimerkiksi tilastotietees-
sd ja sitd kdytetddn mm. kuvaajien suorien sovittamiseen. Ennen kuin kasitellaan
QR-hajotelman hyotyjé, kiyddan lyhyesti 1api PNS-menetelmé.

Maaritelma 3.8. Olkoon matriisi A € M, (R) ja vektori b € R™. PNS-menetel-
mén ratkaisu yhtélolle Az = b on sellainen ' € R”, etté

|b — Az'|| = min ||b — Az||,
xrcR"?

missé || - || on euklidinen vektorinormi eli vektorin pituus.

Tarkastellaan PNS-menetelméaéd geometrisesta ndkokulmasta. Merkitdan matrii-
sin A pystyriviavaruutta P(A). Kun yhtalolla Az = b ei ole ratkaisua, niin silloin
b ¢ P(A). Talloin pyritdén etsiméén sellainen ' € R”, ettd Az’ € P(A) on mah-
dollisimman léhelld vektoria b. Lahin ratkaisu matriisin A pystyriviavaruudessa on
vektorin b ortogonaaliprojektio Ax’ = proj p(ayb. Alla olevassa kuvassa |l on havain-
nollistettuna tilanne.

Ax'
P(4)

Kuva 1: PNS-menetelmélld yhtélon Az = b ratkaisuksi saadaan ' niin, ettd Ax’ =
projp(4)b. Kuvassa on hyddynnetty lihdetté [1].
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Nyt vektori b— Az’ on ortogonaalinen avaruuden P(A) kanssa. Néin ollen siis jokai-
nen matriisin A pystyrivi (a1, ..., ax) on kohtisuorassa vektorin b — Az’ kanssa eli
(b— A2, a;) =0 kaikilla j = 1, ..., k. Vektorien sisdtulo voidaan tulkita matriisitu-
lona (z,y) = y’x, kun &,y € R™. Niin ollen sisitulo voidaan kirjoittaa muodossa
al(b— Ax’) = 0. Nyt koska vektorit a] ovat matriisin A” vaakarivejd, saadaan

AT(b— Ax') =0
o ATb— ATAx' =0
& AT Az’ = ATb.

Jokainen PNS-menetelmén ratkaisu yhtélolle Ax = b toteuttaa siis yhtalon

AT Az = ATp,

jota kutsutaan normaaliyht&loksi.

QR-hajotelman etuna PNS-menetemaéssa on kolmiomatriisi, jonka avulla yhtaloi-
den ratkaiseminen nopeutuu matriisikoon kasvaessa. Tarkastellaan seuraavaksi nor-
maaliyhtdlod QR-hajotelmalla. Olkoon matriisi A € M., (R) tdysiasteinen. Silloin

ATAx = A"b
& (QR)"QRz = (QR)" b
< RTQTQRx = RTQ"b

o RTRx = RTQ"b.

Lauseen mukaan yldkolmiomatriisi R on sdénnoéllinen nelidmatriisi. Néin ollen
kerrotaan yhtild vasemmalta matriisilla (R7)™!, jolloin

(RT)_lRT Rw — (RT)—IRT QTb
=1 =1

& Re=Q".

Normaaliyhtélo sievenee (QR-hajotelmalla siis tdysin samaan muotoon kuin ratkais-
taessa aiemmin lineaarisia yhtaloryhmié, joilla on olemassa ratkaisu. Néin ollen siis
QR-hajotelmalla taysiasteiselle matriisille A lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisu PNS-
menetelmilld on muotoa Rx = QTb riippumatta siitéd onko yhtilolld Az = b rat-
kaisua vai ei.

Lause 3.9. Olkoon matriisilla A € M,,,«,(R) lauseen [3.1 mukainen QR-hajotelma.
Talloin yhtélolla Az = b on olemassa pienimmén nelibsumman ratkaisu muotoa
' = R7'Q"b, missid b € R™.

Huomautus 3.10. Koska lauseen mukaan R on yldkolmiomatriisi, on vektori

x’ nopeampaa ratkaista muodosta Rz = QTb kuin ratkaista matriisi R~! ja laskea
lauseen [3.9] mukaisella yhtalolla.
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Esimerkki 3.11. Etsitdén ristiriitaiselle yhtélolle Az = b ratkaisua QR-hajotelman
avulla kdyttdmallda PNS-menetelmalla, kun

0 1 2
A=l10 ]|, b= 2
1 2 4

Esimerkisté [3.5| saadaan matriisille A QR-hajotelma, jossa

0 L L
QU= . % ¥ | Rz(*/§ f)
Vi VBV 0 v3
Ratkaistaan o’ kiyttdmalla huomautuksen mukaista kaavaa Rz’ = QTb. Niin
ollen yhtélo on muotoa

(o) (2)-(%),

5" A

)

jolloin ratkaisuksi saadaan @’ = (

wlot

3.3.2 QR-algoritmi

Tassa luvussa esitelladn QQR-algoritmi, jonka avulla neliomatriisille voidaan 16ytas
Schurin hajotelma. Schurin hajotelmasta saadaan méaritettyd matriisin A ominais-
arvot. Ominaisarvojen laskeminen on yksi numeerisen lineaarialgebran térkeimpié
ongelmia, ja sitd sovelletaan monilla aloilla, kuten esimerkiksi tietojenkéasittelytie-
teissd. QR-algoritmiin pohjautuvat menetelmét ovat kdytetyimpid tapoja ratkaista
ominaisarvot. Ennen QR-algoritmin tutkimista esitelldéin Schurin lause (lause [3.14)),
josta saadaan Schurin hajotelma. Schurin lauseen todistus sivuutetaan ja sen voi
lukea lahteesté [1].

Maaritelma 3.12. Neliomatriisit A ja B ovat similaarisia, jos on olemassa sellainen
neliomatriisi P, etti A = PBP™!.

Similaarisilla matriiseilla on oltava samat ominaisarvot, silld det(A — \[) =
det(PBP™' — \I) = det(P)det(B — M) det(P~') = det(B — AI). Jos sen sijaan
matriisi P voidaan valita siten, ettd se on unitaarinen, matriiseja A ja B sanotaan
unitaarisesti similaarisiksi.

Maéaritelma 3.13. Matriisit A, B € M,,(C) ovat unitaarisesti similaarisia, jos on
olemassa sellainen unitaarinen matriisi P € M,,(C), ettd A = PBP*.

Vastaavasti reaaliset neliomatriisit A, B € M,,(R) ovat ortogonaalisesti simi-
laariset, jos on olemassa sellainen ortogonaalinen matriisi P € M, (R), ettd A =
PBPT. Myos niilld matriiseilla ominaisarvot ovat samat.

Lause 3.14. (Schurin lause) Jokainen neliomatriisi A € M, (C) on unitaarisesti
similaarinen yldkolmiomatriisin kanssa, eli A = UTU*, missé ylakolmiomatriisin T’
diagonaalilla on matriisin A ominaisarvot. Yhtaloda A = UTU™* sanotaan Schurin
hajotelmaksi.
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Huomautus 3.15. Schurin lause voidaan ilmaista myos, kun skalaarikuntana on
R. Jos matriisin A € M, (R) ominaisarvot ovat reaaliset, se on ortogonaalisesti
similaarinen ylédkolmiomatriisin 7" € M,,(R) kanssa. Schurin hajotelma voidaan siis
kirjoittaa muodossa A = UTUT.

Tarkastellaan seuraavaksi, millaisissa olosuhteissa Schurin hajotelmaa voidaan
hyodyntdéa ominaisarvojen selvittdmisessd. Vaikka QR-algoritmia voidaan kayttda
hyvin my6s kompleksisille matriiseille, tutkitaan tasta eteenpéin vain sdanndollisia ja
reaalisia nelidmatriiseja A, joiden ominaisarvot ovat reaalisia seké toteuttavat ehdon

A1) > [A2| >+ > |A\] > 0. (1)

Koska ominaisarvot ovat erisuuret, niitd vastaavat ominaisvektorit v; ovat lineaa-
risesti riippumattomia. Silloin matriisin A voidaan osoittaa olevan diagonalisoituva
ja diagonaalimatriisin diagonaalilla ovat matriisin A ominaisarvot jéarjestyksessa.

Lause 3.16. Olkoon matriisi A € M, (R), jonka ominaisarvot A, Ag, ..., A, toteut-
tavat ehdon (I)). Silloin on olemassa sellainen séédnnollinen matriisi P, ettd matriisi
A on diagonalisoituva. Tamé voidaan kirjoittaa muodossa

A1 0
1 A2 .
PAP = . :dlag(Al,)\g,...,)\n) =D.
0 An
Todistus. Olkoon matriisin A ominaisvektorit v, vs, ..., v,. Merkitddn nyt matrii-

sin P pystyriveiksi P = (v1,vs...,v,). Koska ehdon toteutuessa matriisin A
ominaisvektorit v; ovat lineaarisesti riippumattomia, matriisi P on sdannollinen.
Talloin saadaan

AP = A(vq,vy...,v,) = (Avy, Av,y ..., Av,,)

= ()\1’01, )\2’02 N )\nvn)

A1 0
A2
:(’Ulu’vQ"')’vn) . =PD.
0 An
Kertomalla yht#lo vasemmalta matriisilla P! saadaan D = P~ AP. O]

Tutustutaan nyt tarkemmin QR-algoritmin ideaan. Lauseen mukaan matrii-
sille A on olemassa QR-hajotelma, missd matriisi () on ortogonaalinen ja matriisi R

19



on yldkolmiomatriisi. QR~algoritmissa muodostetaan matriisit A, seuraavasti:

A= O Ry | 'Qrip (vas.) - Q1 (oik.)
QTAIQ1 = RiQ:
—Aq
Ag = Q2R2 || : Qg (VaS.) : QQ (Olk)
Az = RyQ
Ap = Qi LRy,
App1 = RpQy.

Néin ollen matriisi Ag,; muodostuu matriisin A; QR-hajotelman tekijoistéa.

Maédritelmé 3.17. Olkoon matriisi A € M, (R), joka toteuttaa ehdon (I)). Mer-
kitddn k£ > 1 ja A = A;. Silloin ominaisarvojen laskemiseen kiytetty QR-algoritmi
koostuu matriisijonosta {Ag1} = {RrQr}, missd Q ja Ry ovat sddnnollisen mat-
riisin A, QR-hajotelman tekijét.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd QR-algoritmissa matriisit A ja Ax,q, ovat ortogo-
naalisesti similaarisia. Merkitdan P, = Q1Q)s - - - Qk, jolloin jokainen P on sellainen
ortogonaalinen matriisi, etta

PIAP, = Q1 Q1R Q1 = A,
N——

=A
PZTAP2 = Qg QITAQI Q2 = A3
=A

PrAP, = Apy1.

Lause 3.18. Olkoon matriisi A € M,,(R), joka toteuttaa ehdon (I]). Silloin jokainen
matriisi Ay on ortogonaalisesti similaarinen matriisin A kanssa kaikilla k& > 2.

Nyt tiedetdan, ettd QR-algoritmissa matriisit A, ovat ortogonaalisesti similaa-
risia, eli ominaisarvot pysyvéit samoina. Osoitetaan vield seuraavassa lauseessa, et-
td matriisijono lahestyy kohti Schurin hajotelmaa. Ennen tdmén osoittamista tulee
kuitenkin vield m##rittas todistusta varten QR-hajotelma matriisille A*. Merkitiin
ylakolmiomatriisi Uy = Ry - - - Ry, jolloin

PU,=(Q1--- Q) (R Ry) = (Qr--- Q1) A (Rp—1- -+ )

=(Q1--Qr_1) (qu ...Q”{AQI . "Qk—l) (Rp_1-+- Ry)
=A(Q1 Qp-1) (Rp—1 - R1) = AP Uy = -+ = Ak

Seuraavan lauseen todistuksessa on hyodynnetty lahteité [T, 3].

Lause 3.19. Olkoon matriisi A € M,,(R), joka toteuttaa ehdon (I]). Liséiksi olete-
taan, ettd lauseen [3.16) mukaiselle matriisille P~! voidaan muodostaa LU-hajotelma.
Silloin matriisijono { Ay} lahestyy kohti yldkolmiomatriisia, jonka diagonaalilla ovat
matriisin A ominaisarvot.
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Todistus. Koska matriisi A toteuttaa ehdon (1)), se on lauseen mukaan diago-
nalisoituva. Olkoon P sdénnéllinen matriisi, jolle P~'AP = diag(\y,...\,) = D.
Silloin matriisille A* patee A¥ = PDFP~!. Oletetaan, ettd matriisilla P~ on ole-
massa lauseen mukainen LU-hajotelma P~' = LU. Nyt

A¥ = PD*LU = P (D*LD™*) D*U, (2)
missi alakolmiomatriisin D* LD~* alkiot ovat

0, kuni < j,
(DLp*), =L kwmi=,

" A" S
(/\—> l;j, kun i > j.

j
Ehdon (1) mukaan |A;| > |\;| > 0, kuni > j. Téstd seuraa, etté limy_,o (D*LD ™)
= 0, kun ¢ > j. Niin ollen matriisi D* LD~* lihestyy kohti indentiteettimatriisia,
joka voidaan kirjoittaa D*LD™* = I + Ej,, missi limy_,o Ej = 0.

Alemmin matriisi P maériteltiin sdannolliseksi. Néin ollen matriisi P on myds
taysiasteinen ja silld on lauseen mukainen QQR-hajotelma. Sijoittamalla yht&loon
P = QR saadaan

A* = QR (D*LD™*) D*U = QR (I + E;) DU
= QR(I+ E,) R'RD*U = Q (R + RE,) R™'RD*U
=Q (I + RExR™") RD"U.

1,

Kun % on tarpeeksi suuri, matriisi (I + RE,R™!) on sainnsllinen ja myds silld on ole-
massa lauseen mukainen QR-hajotelma, jota merkitdin (I + RELR™') = Qi Ry.
Sijoittamalla tdma edelliseen yhtéloon saadaan

A" = Q (QuFy) RD'U
— (@) (RerD'v)

missa Q@k on ortogonaalinen matriisi ja R,RD*U on yléakolmiomatriisi. Ennen to-
distusta saatiin jo, etti A*¥ = P,U,, joten matriisilla A* on kaksi eri QR-hajotelmaa.
Tutkitaan tdménkaltaista tilannetta tarkemmin.

Oletetaan, etté jollakin matriisilla on kaksi eri QR-hajotelmaa, eli Q1 Ry = Q2 Rs.
Silloin kertomalla yht#lo vasemmalta matriisilla Q7 ja oikealta matriisilla R, ' saa-
daan

Q2 Q1 = RaRy, (3)

missid Q1Q; on ortogonaalinen matriisi ja RyR;' on ylikolmiomatriisi. Toisaalta
kertomalla alkuperiinen yhtild vasemmalta matriisilla Q7 ja oikealta matriisilla
Ry ' saadaan QTQy = Ri R, missd matriisi B; R, ' on ylikolmiomatriisi. Ottamalla
tastéd transpoosi saadaan

(QT@2)" = (RiR")"
<~ Qs Q1 = (Rlel)T )
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missé (R1 R 1)T on alakolmiomatriisi. Silloin siis my6s matriisin Q2 Q; on oltava ala-
kolmiomatriisi. Toisaalta yhtélon mukaan QQ; on ylikolmiomatriisi. Niin sen
on oltava diagonaalimatriisi, jota merkitéén kirjaimella D. Nyt QY Q, = RyR;' = D,
josta saadaan ratkaistua Q; = Q2D ja Ry = D~ !'R,. Lisiksi matriisin D diagonaa-
lialkiot ovat |d; ;| = 1, silld

I=QTQ, = (Q,D)" Q.0 =D"QYQ,D = D'D = D?.

Hyddynnetédn edelld saatua tietoa matriisin A* QR-hajotelmille. Askeisen pe-
rusteella

Pk = Qékﬁk ja Uk = Ek_lékRDkU,

missé Dy, on diagonaalimatriisi, jolle @ml =1Vi=1,...,n. Lauseen mukaan
matriisit A ja A1 ovat ortogonaalisesti similaarisia, jolloin

~ ~\\T ~ ~
A = PLAP, = (QQuDe) - A (QQuDy)
= DiQf (Q"AQ) QDx.

Aiemmin méériteltiin, ettd P = QR. Tésté voidaan ratkaista Q7 = RP~!ja Q =
PR™!. Sijoittamalla nim# aiempaan saadaan

A1 = DQIRPT'APR™'Q, Dy

Lauseen mukaan matriisi A on diagonalisoituva, eli D = P~*AP. Sijoittamalla
matriisi D yhtaloon saadaan

A1 = DyQT (RDR™Y) Qi Dy,

missé matriisi RDR™! on ylikolmiomatriisi. jonka diagonaalilla ovat ominaisarvot
Ay ooy Ape

Aiemmin médriteltiin, ettd matriisin (I + RE,R™') QR-hajotelma on muotoa
@kﬁk = I + RE,R™'. Koska limy_,o B} = 0, niin silloin matriisi (I + RE,R™)
lihestyy kohti identiteettimatriisia, eli limy_,o(I + REyR™) = I. Nyt siis Ek =
@;‘f (I + RExR™) — @{, kun k£ — oco. Télloin matriisi QVZ’ on ortogonaalinen ja yla-
kolmiomatriisi. Aiemmin todistuksessa saatiin, ettd ortogonaalisen yldkolmiomatrii-
sin on oltava diagonaalinen, jonka diagonaalilla on 4+1. T&ll6in matriisi Ay lahestyy
kohti yldkolmiomatriisia, jonka diagonaalilla on matriisin A ominaisarvot Aq, ..., \,,
silla

lim (Ayi1)i; = £(RDR™1),;, kuni > j

k—oo
ja
khm (Ak+1)i,i = (RDR_I)Z‘J‘ = Di,i = )\n-l—l—i; kun Z = ]
—00
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Kuten ylld olevasta todistuksesta nidhdddn QR-algoritmissa ominaisarvot voi-
daan 16ytdéd iteratiivisesti siten, ettd matriisijono {Ay} ldhestyy Schurin hajotel-
maa, missi yldkolmiomatriisin diagonaalilta ndhdaén matriisin A ominaisarvot. QR-
algoritmia ei kuitenkaan yleensa kiyteté sellaisenaan ominaisarvojen etsimiseen. Se
on raskas laskennallisesti, sill& arvon k on oltava usein hyvin suuri, jotta ominaisar-
vot saadaan iteroitua sopivalla tarkkuudella. Erityisesti ominaisarvojen ollessa 1&-
hellé toisiaan se voi olla menetelméné hyvin hidas. QR-algoritmin tehokkuutta voi-
daan kuitenkin parantaa merkittavisti muokkaamalla matriisi A ensin Hessenbergin
matriisiksi. Matriisin A muokkaaminen Hessenbergin matriisiksi onkin monissa QR-
algoritmiin pohjautuvissa algoritmeissa ensimmaéinen askel. Matriisia H € M, (R)
kutsutaan Hessenbergin matriisiksi, jos h; ; = 0, kun ¢ > j + 1. Muokkaus tehdaan
niin, ettd Hessenbergin matriisi on ortogonaalisesti similaarinen matriisin A kanssa
eli H= PTAP. Aiheeseen voi tutustua lisdé esimerkiksi lihteessé [4].

3.3.3 Mooren-Penrosen yleistetty kianteismatriisi

Singulaarisilla matriiseilla ei ole olemassa kdanteismatriisia. QR-~hajotelmalla voi-
daan kuitenkin 1oytdd Mooren-Penrosen yleistetty kidanteismatriisi myos singulaari-
sille matriiseille. Téassé luvussa tutkitaan QR-menetelmén kdyttod Mooren-Penrosen
yleistetyn kadnteismatriisin etsimiseen lauseen mukaisille matriiseille. M&aritel-
laén kuitenkin ennen sitd Mooren-Penrosen yleistetty kidnteismatriisi.

Maéaritelma 3.20. Matriisin A € M, (K) Mooren-Penrosen yleistetty kidnteis-
matriisi on AT € M, (K), jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

(AA*)* = AAT, (A+A)* =ATA, AATA=A  ATAAT = AT
Lemma 3.21. Olkoon matriisi A € M,,,,,(K), jolle m > n jar(A) = n. Silloin mat-
riisin A Mooren-Penrosen yleistetty kiéinteismatriisi on muotoa At = (A*A)™" A*.
Todistus. Matriisilla A on olemassa lauseen mukainen QR-hajotelma. Silloin

A*A=(QR)"QR = R*Q*QR = R*R.
Lauseen mukaan R on sdannollinen matriisi, jolloin my6s matriisin R* on oltava
sddnnollinen. Talloin myos matriisi A*A on sdannollinen ja sille voidaan méaaritella
kiianteismatriisi (A*A)~". Lisiksi tiedetéidn, ettd saannolliselle matriisille M pétee
(MY = (M*)7", silld
[=I'=(M"'M)"=M" (M) ja I=M (M)".
Yhdistamélla ndma kaksi yhtéalod saadaan
M (M’l)* — M (M)
& (MY =)
Kéydaan vield lopuksi mééritelmén [3.20] ehdot 1api.
1° (A(A*A) 1A = A ((A*A)_l)* A = A((A*A)) T A = A(A*A)TTA" = AAT
2° ((A*A)TA*A)* = A*A ((A*A)’lyk =A*AA*A) T =T = (A*A)TA*A = AT A
3° AA*A)TTATA=AI = A
4° (A*A)TTAA(A*A)TAY = (A*A) 1A = AT,
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]

Nyt lauseen ja lemman [3.21] avulla voidaan selvittdd Mooren-Penrosen yleis-
tetty kianteismatriisi AT QR-hajotelman avulla taysiasteisille matriiseille. Yhtalosta
At = (A*A)~! A* saadaan

A = (QR)"QR) ™ (QR)'
7
(R*R)—lR*Q*
R—l (R*)—lR* Q*
=/

=R'Q".

Lause 3.22. Olkoon matriisi A € M,,x,(K), jolle m > n ja r(A) = n. Silloin
matriisin A yleistetty kiiinteismatriisi on muotoa AT = R™'Q*, missid matriisit @
ja R ovat matriisin A QR-hajotelman tekijét.

Huomautus 3.23. Singulaariarvohajotelmaa késittelevissé osiossa m xn-matriisille
A paras PNS-menetelmin ratkaisu on muotoa &’ = A*b (lause[1.22). Téllsin lauseen
m mukaisille matriiseille paras PNS-ratkaisu on muotoa ' = R™'Q*b, joka on
yhtépitava lauseen kanssa.

Kaydéaan viela 1api esimerkki Mooren-Penrosen yleistetyn kidénteismatriisin muo-
dostamisesta QR-hajotelman avulla.

Esimerkki 3.24. Lasketaan Mooren-Penrosen yleistetty kdédnteismatriisi esimer-
kin matriisille A. Matriisin A pystyrivit ovat linearisesti riippumattomat, joten
lauseen mukaan AT = R71Q*. Esimerkisti saadaan

ﬁﬂ) B (ﬁiﬁ) . <o
(o % O R

jolloin Mooren-Penrosen yleistetyksi kidnteismatriisiksi saadaan
V2 V3 0

AT = 2 Ve 1

0 % e

3.3.4 Determinantin itseisarvon laskeminen

SIS
Sl=sl-

W= =
N—

SILS-

Luvussa [2.3.3] esiteltiin, kuinka determinantti voidaan laskea tehokkaammin LU-
hajotelmalla matriisikoon kasvaessa yhé suuremmaksi. Puolestaan QR-hajotelman
avulla determinanttia voidaan arvioida laskemalla sen itseisarvo hyodyntéen unitaa-
risen matriisin () ja yladkolmiomatriisin R ominaisuuksia, jotka esitellaén seuraavak-
si.

Lemma 3.25. Unitaarisen matriisin determinantin itseisarvo on aina yksi.
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Todistus. Unitaariselle matriisille pitee U* = U~!, jolloin

1 =det(I) = det(UU ') = det(UU*) = det(U) det(U*)
= det(U) det(U)* = (det(U))* = |det(U)| = 1.

]

Lause 3.26. Olkoon A € M,,(K). Jos unitaarinen matriisi Q € M, (K) ja yldkol-
miomatriisi R € M,,(K) ovat sellaiset, ettd A = QR, niin silloin

|det(A)| = |det(R)| = |r11raa -+ Tnnl-

Todistus. Lemman mukaan tiedetdén, ettd det(R) = rii79s « - Ty Lisiksi edelli-
sen lemman mukaan | det(U)| = 1. Nyt matriisin A determinantin itseisarvoksi
saadaan |det(A)| = |det(QR)| = | det(Q)| - |det(R)| = |det(R)| = |r117r92* * * Tnnl-

[l

Lemman|3.25| mukaan unitaarisen matriisin determinantin itseisarvo on aina yksi.
Liséksi lauseessa [3.26| saatiin osoitettua, ettd matriisin A determinantti on matriisin
R diagonaalialkioiden tulon itseisarvo. Kun matriisin QR-hajotelma tiedetddn, néi-
den kahden tuloksen avulla determinantin itseisarvo voidaankin laskea tehokkaasti.

Esimerkki 3.27. Kéytetdén esimerkin QR-hajotelmaa. Lauseen [3.26] avulla
matriisin A determinantin itseisarvoksi saadaan

21 3

V101 - 124/ — - =

SVIOL-124/ 957 5\/;

| det(A)| = | det(R)| = = 540,

3.3.5 Muita sovelluksia

Edella esiteltyjen sovellusten lisiksi QR-hajotelmalla on myds monia muita sovel-
luskohteita, joista esitellddn kaksi vield lyhyesti. QR-hajotelmaa voidaan hyodyntéa
esimerkiksi matriisin kddnteismatriisia tai hairicalttiutta selvittédessa.

Olkoon matriisi A sdannollinen. Talloin lauseen B.1] avulla matriisin A kidanteis-
matriisiksi saadaan

A=QR = A™' = RQ",

Aiemmin lausessa[3.22] saatiin, ettd matriisin A Mooren-Penrosen yleistetty kadnteis-
matriisi on muotoa AT = R71Q*. Niin ollen sésinnollisille matriiseille on voimassa
At = A1

Jos matriisin QR-hajotelma tiedetdén, voidaan sen avulla ratkaista matriisin
héiridalttius helpommin. Tiedetdén, ettd euklidisella matriisinormilla unitaariselle
matriisille U pétee (ks. 1l&hde [I] s. 50)

| X = [[XU|| = [[UX]].
Nain ollen matriisin A hairidalttiudeksi saadaan

(A) = ANAT = QRIIRT'Q I = [RIIR™ | = w(R).
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4 Singulaariarvohajotelma

Tutkielman viimeisenad matriisihajotelmana esitelldédn singulaariarvohajotelma, joka
voidaan muodostaa mille tahansa matriisille. Singulaariarvohajotelmaa késiteltées-
sé skalaarikuntana on R. Singulaariarvohajotelma on myos mahdollista muodostaa
kompleksisille matriiseille, ja siihen voi tutustua tarkemmin esimerkiksi lidhteen [I]
avulla.

Singulaariarvohajotelma mahdollistaa monia uusia soveltamiskohteita, kuten esi-
merkiksi matriisin asteen selvittdmisen, approksimoimisen ja matriisin nolla- ja ri-
viavaruuksien ortonormaalien kantojen selvittdmisen. Ennen singulaariarvohajotel-
man késittelemistd kdydadn ldpi sen maarittelyyn tarvittavia tuloksia ja tutustu-
taan matriisin singulaariarvoihin. Symmetrisid matriiseja késittelevissa luvussa
on hyddynnetty lahdettéa [7], kun taas singulaariarvoja ja singulaariarvohajotelmaa
kasittelevissa luvuissa [4.2| ja on hyodynnetty ldhdetta [§].

4.1 Symmetrinen matriisi

Tutustutaan aluksi symmetriseen matriisin ja tutkitaan sen ominaisuuksia.
Méiéiritelmi 4.1. Matriisi A € M,,(R) on symmetrinen, jos AT = A.

Edellisen mééritelmén mukaan matriisi A = (a;;)nxn on siis symmetrinen jos ja
vain jos a;; = aj;; kaikilla ¢, 7. Osoitetaan, ettd symmetrisen matriisin ominaisarvot

ovat reaalisia.

Lause 4.2. Olkoon matriisi A € M,,(R) symmetrinen. Silloin sen ominaisarvot ovat
reaalisia.

Todistus. Oletetaan, ettd ominaisarvot ja ominaisvektorit voivat olla myos komplek-
sisia. Olkoon Av = Av, kun v # 0. Ottamalla kompleksikonjugaatti molemmilta

puolilta saadaan Av = \v. Koska matriisi A on reaalinen, niin A = A, eli AT = \v.
Siséitulo voidaan tulkita matriisitulona: (x,y) = g’ v, kun x,y € K. Silloin

Mo, v) =T w =7 Av =5 ATv = (AD) v = (%)Tv =o'\ = \Mv,v),
joten A = A, silli (v, v) # 0. T#lléin ominaisarvojen on oltava reaalisia A € R. [

Maaritelma 4.3. Neliomatriisia A sanotaan ortogonaalisesti diagonalisoituvaksi,
jos on olemassa sellainen ortogonaalinen matriisi U, etté

D =UTAU = diag (A1, Mgy ..., M) -
Osoitetaan seuraavaksi, ettd symmetrinen matriisi on ortogonaalisesti diagonali-
soituva. Tdma voidaan osoittaa Schurin lauseen (lause|3.14)) avulla, silld symmetrisen

matriisin ominaisarvojen tiedetdén olevan reaalisia.

Lause 4.4. Symmetrinen matriisi A € M,,(R) on ortogonaalisesti diagonalisoituva.

26



Todistus. Olkoon A € M,,(R). Koska symmetrisen matriisin A ominaisarvot ovat re-
aaliset, Schurin lausetta koskevan huomautuksen mukaan se on ortogonaalisesti
similaarinen ylikolmiomatriisin 7" kanssa, eli T = UT AU . Koska

TT = (UTAU)" =UTAT (UT)" = UTAU =T,

niin matriisi 7" on seké ylakolmiomatriisi ettd symmetrinen matriisi. Nain ollen sen
on oltava diagonaalinen. O]

Ortogonaalisesta diagonalisoituvuudesta seuraa, ettd symmetrisen matriisin omi-
naisvektoreista voidaan muodostaa ortonormaalikanta.

Lause 4.5. Symmetrisen matriisin A € M,,(R) ominaisvektoreista vy, v, ..., v,
voidaan muodostaa ortonormaalikanta avaruudelle R".

Todistus. Edellisen lauseen mukaan symmetrinen matriisi A on ortogonaalisesti dia-
gonalisoituva, eli UTAU = D = diag (A1, Mo, ..., \n). Témi voidaan ilmaista myos
muodossa AU = UD. Ominaisarvoille ja -vektoreille patee Av = Av. Tutkimalla
yhtalod AU = UD tarkemmin nédhdéén, ettd matriisin U pystyrivit ovat matriisin
A ominaisvektorit. Koska matriisi U on ortogonaalinen, ne muodostavat avaruuden
R™ ortonormaalin kannan. O

4.2 Singulaariarvot

Tutustutaan seuraavaksi matriisin singulaariarvoihin. Olkoon A € M, (R). Silloin
matriisi AT A on n x n-matriisi. Liséiksi se on symmetrinen, silli

(ATA)" = AT (AT)" = A" A,

Edellisten lauseiden perusteella matriisin A7 A ominaisarvot ovat reaaliset ja sen
ominaisvektoreista v, vs, . . ., v, voidaan muodostaa ortonormaalikanta avaruudelle
R™. Osoitetaan vield, ettd ominaisarvot ovat myds epinegatiivisia. Olkoon AT Av =
Av, kun v # 0. Silloin

Mo, v) = vT A = v" AT Av = (Av)" Av = (Av, Av) = ||Av||> > 0,

silli (v,v) > 0. Nyt matriisin AT A ominaisarvot voidaan numeroida ja jérjestii
niin, etta

MZ>X2> 2N >0ja g ==X, =0. (4)
Kun matriisin A7 A ominaisarvoista A, ..., \; otetetaan nelidjuuri, saadaan matrii-
sin A singulaariarvot o; = \/\;, Vi = 1,..., k. Singulaariarvot ovat siis oikeastaan
vektoreiden Awvy, ..., Av, pituuksia, silla

| Av;|| = /(Av;, Av;) = \/ (Av,)" Av; = /0T AT Aw,
= \/’U;-T)\'UZ‘ = v/ )\('uz-,'vi) = 0;.

Singulaariarvojen avulla saadaan selvitettyd uusia mielenkiintoisia ominaisuuk-
sia matriisille A. Esimerkiksi, kun tiedetdin matriisin A singulaariarvojen luku-
méard, tiedetddn myos matriisin aste. Lisdksi nyt voidaan osoittaa vektoreiden
{Avy, ..., Avi} muodostavan matriisin A pystyriviavaruuden kannan P(A) C R™.
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Lemma 4.6. Oletetaan, etti matriisin AT A ominaisarvoja A, ..., \,, jotka on jir-
jestetty kohdan mukaisesti, vastaavat ominaisvektorit {vy, ..., v, } muodostavat
avaruuden R"” ortonormaalin kannan. Liséksi oletetaan matriisin A singulaariarvoik-
si 01,...,0%. Silloin {Awvy, ..., Av,} on matriisin A pystyriviavaruuden P(A) kanta
ja matriisin aste r(A) = k.

Todistus. Koska \;v; ja v; ovat ortogonaalisia, kun ¢ # j, niin
<A’Ui, A'Uj> = (A’Uj)TA’Ui = 'U?ATA’Ui = 'U?()\Z’Uz) = <)\i'vi,'vj> =0.

Néin ollen {Avy, ..., Av, } on ortogonaalinen joukko. Aiemmin saatiin, etta || Av;|| =
o, kun 1 < ¢ < k. Koska o; # 0 niin myés Av; # 0 Vi = 1,...,k. Vektorit
Avq, ..., Av, ovat siis lineaarisesti riippumattomia ja ne kuuluvat matriisin A pys-
tyriviavaruuteen. Olkoon y € P(A), jolle pitee y = Ax, missd @ = c1v1++ - -+ ¢, v,,.
Silloin vektori y voidaan kirjoittaa muodossa

y=Ax = ciAvy + - - + L AV, + 1 AV + -+ Ao,
=cAvi+ -+ cAvpy +0+---0
= ClA’Ul ++CkA’Uk

Néin ollen vektori y kuuluu L(Awvy, ..., Avy), joten {Avy,..., Avg} on pystyrivi-
avaruuden P(A) kanta. Talloin matriisin aste on r(A) = k. O

4.3 Singulaariarvohajotelma

Edella kiaytyjen tulosten pohjalta voidaan muodostaa matriisille singulaariarvohajo-
telma. Todistus mukailee 1&hdetta []].

Lause 4.7. (Singulaariarvohajotelma) Olkoon matriisi A € M, (R) ja sen singu-
laariarvot o1 > ... > o3 > 0. Silloin on olemassa sellaiset ortogonaaliset matriisit U
€ M,,(R) jaV € M,(R), etti A=UXVT missi

Y= ( l()) 8 ) € Myxn(R), D = diag(oy,...,0%) ja r(A) < min{m,n}.
Todistus. Mééaritellaan \; ja v; lemman mukaisesti, jolloin {Awvy,..., Avg} on
avaruuden P(A) ortogonaalinen kanta. Muodostetaan téstd kannasta ortonormaali-
kanta {u, ..., us}, missi

1 1
= Av; = —Av; & w0, = Av;, kun 1 <i <k. (5)
| Av| o

u;

Téydennetadn ortonormaalikanta {us, ... u;} koko avaruuden R™ ortonormaaliksi
kannaksi {uy, ..., u,,}. Merkitian U = (uq, ua, ..., u,) € M, (R), jolloin matriisi
U on ortogonaalinen. Lisdksi merkitdén matriisiksi V' = (vq, v, ...,v,) € M, (R),
missd v; ovat matriisin A7 A ominaisvektorit. Néin ollen myds matriisi V' on orto-
gonaalinen. Nyt kohdasta saadaan

AV = (Avy, ..., Avi,0,...,0) = (01U, ..., 05Uy, 0,...,0).
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Maaritellaan matriisi X siten, etta

Y = (10) 8) € Mpxn(R), missd D = diag(oy,...,0r) € Mg(R).

Silloin

US = (wr,. .., Un) 0 = (oyus, ..., 04w, 0,...,0) = AV.

Nyt siis UYX = AV. Koska V on ortogonaalinen, voidaan yhtélo kertoa oikealta
matriisilla V7T, jolloin A = UXVT.

Lemmasta saadaan, ettd r(A) = k. Matriisin A singulaariarvojen lukuméé-
riastd voidaan siis padtelld myos matriisin aste. Néin ollen on selvidd myos, etta
r(A) < min{m,n}. O

Huomautus 4.8. Olkoon matriisi A € M,,«,(R) astetta k ja D = diag(o, ..., o%).
Silloin matriisilla 3 € M,,«,(R) on jokin seuraavista muodoista:

e Jos k < min{m,n}, niin ¥ = (lo) 8)

° Josk::m<n,niinZ:(D O)

) Josk:n<m,niinZ:(€)

e Jos k=m =n, niin X = D.

Matriisin singulaariarvohajotelman matriisi V' diagonalisoi matriisin AT A, sil-
15 ATA = VSTUTUSVT = V(ETE)V L Aiemmin saatiin, ettd matriisin A7 A
ominaisvektoreista voidaan muodostaa kanta avaruudelle R". Néin ollen matriisi V'
koostuu AT A ominaisvektoreista. Vastaavasti matriisin U voidaan osoittaa diagona-
lisoivan matriisin AAT ja matriisin U pystyrivit ovat siis matriisin AAT ominaisvek-
toreita. Singulaariarvohajotelmassa matriisin U ja V' pystyrivejad kutsutaankin mat-
riisin A vasemman- ja oikeanpuoleisiksi singulaarivektoreiksi. Kdydaan seuraavaksi
lapi esimerkki singulaariarvohajotelman muodostamisesta.

Esimerkki 4.9. Etsitdan singulaariarvohajotelma matriisille

-1 0
A= 1 -1
0 1

Muodostetaan ensin matriisi A7 A, jonka jilkeen ratkaistaan sen ominaisarvot. Mat-
riisiksi saadaan

-1 0
s (-1 10 ) 2
(T ) ) =(4 )



jonka ominaisarvot ovat A\; = 3 ja Ay = 1. Talléin matriisin A singulaariarvot

ovat o7 = V3 ja 09 = 1. Lemman mukaan matriisin A aste on siis kaksi. Nyt
singulaariarvojen avulla voidaan muodostaa matriisi X, joka on muotoa

V3 0

Y= 0 1

00

Seuraavaksi etsitdan kuhunkin matriisin A7 A ominaisarvoon kuuluva ominaisvektori
ja muodostetaan niistd avaruuden R? ortonormaalikanta

v, = gu -7 ja vy = \/75(1 .

Muodostetaan néistd ominaisvektoreista matriisi V, eli

V2 V2
V:<'l)1 ’Ug): iﬁ 25 .
2 2

LA ! 1 -1 5 v
U = —AV] = —= — _ = =
o1 3\ 0 1 =2 Y
6

-1 0\ /s =5

1A L 1 1 2 0

2 V3 1 3 V2

2

Koska vektoreista u; muodostetaan ortonormaalikanta avaruudelle R?, kolmas pys-
tyrivi ug tulee valita siten, ettd se on ortonormaali vektoreiden w; ja ws kanssa.

1
Esimerkiksi vektorille us = ﬁ(l 1 1T pitee (u;,u3) = 0 ja (up,usz) = 0. Nyt

matriisiksi U saadaan

=6 —v2 V3
6 2 3
U=| % o £
-6 V2 V3
6 2 3
Lopuksi tarkistetaan vield, ettdi A = ULV, A

4.4 Singulaariarvohajotelman sovelluksia

Tutustutaan seuraavaksi, miten singulaariarvohajotelmaa voidaan hyodyntaa eri ti-
lanteissa. Sovelluksia késittelevissd luvuissa on hyodynnetty lahteitéa [11 8, @] 11].
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4.4.1 DMatriisin nolla- ja riviavaruuksien ortonormaalit kannat

Singulaariarvohajotelmaa voidaan hyddyntdd muodostaessa matriisin nolla- ja ri-
viavaruuksien ortonormaaleja kantoja. Kuten aiemmin on jo mainittu, matriisien
U ja V pystyriveja kutsutaan matriisin A singulaarivektoreiksi. Namé singulaari-
vektorit muodostavat ortonormaalit kannat matriisin A pystyriviavaruudelle P(A),
vaakariviavaruudelle V' (A), nolla-avaruudelle N(A) ja nolla-avaruuden transpoosille
N(AT). Ennen tédmin osoittamista kiyddin kuitenkin lipi muutama todistukseen
tarvittava tulos.

Maéaritelma 4.10. Olkoon matriisi A € M,,x,(R). Talloin matriisin A nolla-
avaruudeksi kutsutaan joukkoa

N(A) ={x e R" | Az = 0}.
Esitelldan seuraavaksi dimensiolause, jonka todistus sivuutetaan.

Lause 4.11. (Dimensiolause) Jos matriisilla A on n pystyrivid, niin silloin pétee

n=r(A)+dim N(A).

Lemma 4.12. Olkoon matriisi A € M,,,«,(R). Silloin matriisin A vaakariviavaruu-
den ortogonaalikomplementti on matriisin A nolla-avaruus, ja matriisin A pystyri-
viavaruuden ortogonaalikomplementti on matriisin A7 nolla-avaruus, eli

V(A =N(A) ja P(A)=NAT.

Todistus. Méairitelmésti[1.10]saadaan, ettd jos vektori @ € N(A), niin Az = 0. Toi-
sin sanoen vektori & on ortogonaalinen jokaisen matriisin A vaakarivin kanssa, eli
vektori & on ortogonaalinen vaakariviavaruuden V(A) kanssa. Néin ollen V(A)+ =
N(A). Sama piiittely voidaan tehdd matriisin A transpoosille V (AT)t=N(AT). Kos-
ka tiedetiidin kuitenkin, ettd V(AT) = P(A), niin silloin P(A)t = N(AT). Kuvassa
2l on havainnollistettu tilannetta. O

/ \

03\ V(a) @ /Eﬂ

Kuva 2: Matriisin A pysty- ja vaakariviavaruus seké niiden ortogonaalikomplementit.
Kuvassa on hyédynnetty lahdetta [8].

Merkitaan nyt ortogonaalisten matriisien U ja V pystyriveja U = (w1, ..., up)
jaV = (vq,...,v,). Nyt dimensiolauseen ja lemman avulla voidaan osoittaa,
ettd nama pystyrivit muodostavat matriisin A nolla-ja riviavaruuksien ortonormaalit
kannat.
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Lause 4.13. Olkoon A € M,,«,(R), jonka singulaariarvot o1 > .-+ > o > 0.

Lisdksi matriisin A aste on r(A) = k ja sen singulaariarvohajotelma on muotoa
A=USVT = (uy,...,um)2(vy,...,v,)". Silloin

1. {uy,...,u;} on avaruuden P(A) ortonormaalikanta

2. {41, .., Uy} on avaruuden N(AT) ortonormaalikanta
3. {v1,...,v;} on avaruuden V(A) ortonormaalikanta

4. {Vg41,...,v,} on avaruuden N(A) ortonormaalikanta.

Todistus. Ensimméinen kohta on osoitettu jo lauseen [4.7] todistuksessa, jossa muo-
dostettiin avaruuden P(A) ortonormaalikanta. Lisdksi saman lauseen todistuksessa
ortonormaalikanta {wy,...,u;} tdydennettiin koko avaruuden R™ ortonormaalik-
si kannaksi {wi,...,u,;,}. Néin ollen vektorijoukko {wgi1,...,u,} on avaruuden
P(A)* ortonormaalikanta. Toisaalta lemman mukaan P(A)t= N(AT), joten
my0s toinen kohta on osoitettu. Kaydédan neljas kohta lédpi ennen kolmatta. Muis-
tetaan, ettd ||Av;|| = 0 joss ¢ > k. Néin ollen vektorit vg1, ..., v, virittavéit nolla-
avaruuden, jonka dimensio on n — k. Dimensiolauseen mukaan dim N(A)=n —r(A),
joten joukko {wgi1,...,v,} on avaruuden N(A) ortonormaalikanta. Kaydéén vield
lapi kolmas kohta. Lemman mukaan N(A) = V(A)*, jolloin selviisti ndhd&én,
ettd {v1,..., v} on V(A) ortonormaalikanta. O

Kuvassa I3l on havainnollistettu lauseen 4.13| tulosta. Kuvasta on téarkead huoma-
ta, ettd matriisin pystyriviavaruuden ortonormaalin kannan {w, ..., u;} tilalle on
merkitty sen ortogonaalikanta {ous, ..., ou;} muistuttamaan, ettd u; = %iA'vi.

Kuva 3: Matriisin nolla- ja vaakariviavaruuksien ortonormaalit kannat. Lisaksi ku-
vaan on merkitty pystyriviavaruuden ortogonaalikanta. Kuvassa on hyodynnetty lah-
detta [§].

4.4.2 Matriisin hairioalttius

Luvussa kdytiin jo lyhyesti ldpi matriisin hairicalttiutta. Silloin hairidalttius
madriteltiin yleisesti matriisille matriisinormien avulla. Taméan luvun tiedoilla hai-
ridalttius voidaan ratkaista myds singulaariarvojen avulla. Méaritelladn ensin kui-
tenkin euklidinen matriisinormi. Lause ja sen todistus pohjautuvat lihteeseen [11].
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Lause 4.14. Merkitéén || - || euklidiseksi vektorinormiksi joukossa R™. Olkoon A
nollamatriisista eroava matriisi ja sen singulaariarvot o; > g9 > --- > 0y. Silloin
matriisin A euklidinen matriisinormi on sen suurin singulaariarvo eli

[A} = max{ [[Ay][ | [lyll =1} =or.

Todistus. Luvussald.3|saatiin, ettd matriisin A singulaariarvohajotema saadaan mat-
riisien U ja V avulla, missd U = (uq,...,u,) ja V = (vq,...,v,). Lauseen
mukaan joukosta {vi,...,v,} voidaan muodostaa avaruuden R" ortonormaalikan-
ta. Lisiksi lauseen [f. 13/ mukaan {v1, ..., v;} on avaruuden V(A) ortonormaalikanta,
{Vk41,...,v,} on avaruuden N(A) ortonormaalikanta ja {us, ..., u;} on avaruuden
P(A) ortonormaalikanta. Nyt lauseesta [4.7| saadaan

ouw;, kun 1 =1,....k
Av; = .
0, kuin i =k+1,....n

Olkoon vektori y € R™ yksikkdvektori. Koska vektorit v, ..., v, muodostavat ava-
ruuden R™ ortonormaalinkannan, vektori y voidaan ilmaista muodossa

Y =C101 + -+ CpUy,

missé ¢; = (y, v;) kaikilla i = 1,... n, silld

n
(y,v;) Zc]v],vz ch@j,vi) = ¢i||lvil|* = ¢;.
j=1

Toisaalta
n
lylI* = Zcz’vz,zcﬂlj Z cici(vi, vj) Zc
i,j=1 i=1
jolloin sen euklidinen vektorinormi (vektorin pituus) on ||y|| = y/¢i + -+ 2 = 1.
Koska myo6s vektorit g, ..., u, ovat ortonormaaleja, vektori Ay € R™ voidaan

ilmaista muodossa

Ay = 1 Avy + -+ + ¢, Av, = croquy + -+ - + oy,

ja sen euklidinen vektorinormi on ||Ay|| = /ol + -+ clol.
Koska singulaariarvoille patee oy > --- > o5 > 0, vektorinormia ||Ay|| voidaan
arvioda ylospain, jolloin saadaan

| Ay|| = \/c%af—l—---—l—cka < \/clal + o4 clo?
=0/ E+ -+ <on/A+-+ A
=01.
Toisaalta, jos ¢; = 1,¢5 = -+ = ¢, = 0, niin silloin y = v;. Talloin pétee ||Ay|| =
[Av[| = [loru || = o1 O
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Tutkitaan matriisin hairidalttiutta euklidisella matriisinormilla. Olkoon A sdan-
nollinen n x n-matriisi. Silloin silld on olemassa kidnteismatriisi A~!, jonka suurin
singulaariarvo on o, (ks. luku ja . Nyt matriisin A héirialttiudeksi saa-
daan k(A) = |A|||A7Y| = o1 - 0,,'. Néin ollen matriisin suurimman ja pienimmén
singulaariarvon véliselld suhteella voidaan arvioida, kuinka héiridaltis systeemi on
virheille.

Maaritelma 4.15. Olkoon matriisi A € M,, sddnnoéllinen ja sen singulaariarvot
o e . o
01 > 09 > -+ > o, Silloin matriisin A héiriéalttius on xk(A) = -1
n
Tiedetaan, etta singulaariarvojen lukumaéré kertoo matriisin asteen. Koska sin-
gulaarisella n x n-neliomatriisilla on vihemman kuin n singulaariarvoa, sen hé&irio-
alttiudeksi voidaan merkitd oo. Mita suurempi matriisin A héairidalttius siis on, sita

lahempéna se on singulaarista matriisia.

Esimerkki 4.16. Tutkitaan matriiseja

555 5,00001 5 5
A=12 2 2| ja A = 2 2,00001 2
333 3 3 3,00001

Koska matriisilla A on vihemmén kuin kolme singulaariarvoa, sen héairidalttius on
#(A) = co. Tarkastellaan seuraavaksi matriisia A, jonka singulaariarvot ovat o) =
10,67709, 0y = 1 x 1075 ja 0y = 9,36586 x 1075, Nyt matriisin A" hairialttiudeksi

saadaan
p o1 10,67709

A)y=—= = ~ 1,14 - 10°.
MA) = = 93686 x 105~

4.4.3 Matriisin approksimointi

Tutustutaan seuraavaksi, miksi matriisia approksimoidaan sekd miten siina voidaan
hyodyntaé singulaariarvohajotelmaa. Aiemmin saatiin, ettd matriisin aste on yhté
suuri singulaariarvojen lukumaéaarian kanssa. Matriisin aste voi kuitenkin olla herkka
hyvinkin pienille muutoksille matriisin alkioissa. Esimerkissa esiintyivat mat-
riisit

555 500001 5 5
A=(2 2 2] ja A" = 2 2,00001 2
3 3 3 3 3 3,00001

Tutkimalla matriiseja A ja A" havaitaan, ettd matriisin A aste on yksi, jolloin se on
singulaarinen. Sen sijaan matriisin A" aste on kolme, silld sen singulaariarvot ovat
o, ~ 10,67709, 0y, ~ 1 x 10° ja oy ~ 9,36586 x 107°. Niin ollen se on méiritel-
mien mukaan sddnnéllinen. Todellisuudessa matriisi A" on kuitenkin hyvin 1&helld
singulaarista matriisia, silli sen hiiricalttius £(A') ~ 1,14 -10% on suuri. Koska mat-
riisin A" toinen ja kolmas singulaariarvo ovat hyvin pienié, niiden voidaan ajatella
vaikuttavan vain hyvin vahén matriisin ominaisuuksiin. Siksi tehokas menetelmé té-
mén kaltaiseen ongelmaan on méarittda singulaariarvoille jokin kynnysarvo, jonka
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jalkeen ne voidaan olettaa nollaksi. Tutkitaan seuraavaksi, miten tamé kaytannossa
tapahtuu.

Olkoon A € M,,«,(R) matriisi, jonka aste on k. Liséiksi sen singulaariarvot ovat
01 > 09 > -+ > 0 > 0. Merkitdén singulaariarvohajotelmassa olevien ortogonaa-
listen matriisien U ja V pystyriveja u; ja v;. Silloin matriisin A singulaariarvohajo-
telma voidaan esittdd muodossa

k
A=USV" =) wow].
=1

Koska singulaariarvot ovat kasvavassa jarjestyksessd, matriisia A voidaan approk-
simoida matriisiksi A; ottamalla vain ensimméiset ¢ kappaletta singulaariarvoista,
jolloin

t

T

At = E u;0;v; ,
i=1

missi 1 < t < k. T&ll4 tavalla esimerkiksi alun matriisi A" voidaan approksimoida
matriisiksi A, jonka aste on yksi. Esitelldan seuraavaksi lause, jonka mukaan matriisi
A; onkin matriisin A paras approksimaatio matriiseista, joiden aste on t. Lauseen
todistus sivuutetaan, mutta se on luettavissa esimerkiksi lahteesté [I].

Lause 4.17. Olkoon A € M,,x,(R) matriisi, jonka aste on k. Liséksi silld on singu-
laariarvohajotelma A = UX V7, jonka singulaariarvot ovat o; > oy > --- > oy, > 0.
Matriisia A voidaan approksimoida matriisiksi A; = X!_u;0;v;, missa 1 < t < k.
Silloin jokaiselle matriisille B, jonka aste on ¢, pétee ||[A — A;|| < ||B — A||, misséa
|| - || on euklidinen matriisinormi.

Matriisin approksimointi on yksi singulaariarvohajotelman merkittavimpia so-
velluksia ja sitd voidaan soveltaa hyvin monella eri tavalla. Eras téllainen sovellus
on kuvanpakkaus, joka esitellasin seuraavaksi esimerkin kautta.

Esimerkki 4.18. Tarkastellaan kuvassa [4] esiintyvéd mustavalkokuvaa, jonka koko
on 765 x 705. Se voidaan tallentaa tietokoneelle matriisina, jossa matriisin koko vas-
taa kuvan pikseleiden lukumééraéd. Matriisin A alkiot mééaritellddn vilille [0, 1], mis-
sé 0 kuvaa valkoista ja 1 mustaa pikselid. Vililla 0 < a;; < 1 olevat alkio sen sijaan
kuvaavat harmaan eri savyja. Joskus kuvatiedosto voi olla liian suuri, jolloin se voi-
daan pakata pienemméksi singulaariarvohajotelmalla. Kuvan pakkauksessa muistin
saastamiseksi alkuperédinen kuva korvataan approksimaatiolla, joka nayttda visuaali-
sesti samalta, mutta vie vihemmén muistia. Madritelldén matriisi A € Mzgsx705(R),
jonka aste on 705. Liséksi sen singulaariarvot ovat o1 > g9 > -+ > o795 > 0, jol-
loin matriisi A voidaan esittdi muodossa X% u;0;v7 . Approksimoidaan matriisia A
ottamalla vain ensimmaéiset ¢ kappaletta singulaariarvoista. Talloin matriisin A; tal-
lentamisessa tarvitsee tallettaa ¢ kappaletta vektoreita u;0; € R ja t kappaletta
vektoreita v; € R, Niin ollen téllaisen matriisin tallentaminen vaatii ¢(765 + 705)
alkiota, kun taas alkuperdinen matriisin vaatii 765 - 705 alkiota. Esimerkiksi kuvan
approksimoiminen niin, ettda ¢ = 80, vie muistia alkuperiiseen kuvaan nahden

t(m+mn) _ 80(765 + 705)

— -1 ~ 22%.
m-n 765 - 705 00% %
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t =10 t =30

t =80 Alkuperdinen kuva

Kuva 4: Esimerkin kuvanpakkaus singulaariarvohajotelman avulla. Alkuperai-
nen kuva seké sen kolme eri approksimaatiota. Kuvanpakkaus on tehty lahteen [2]
avulla.

4.4.4 Mooren-Penrosen yleistetty kidnteismatriisi ja pienimman nelio-
summan menetelma

Tassa luvussa tutustutaan, miten matriisille saadaan singulaariarvohajotelman avul-
la. muodostettua Mooren-Penrosen yleistetty kainteismatriisi AT. Taman jalkeen
kiydadn vield lapi, miten Mooren-Penrosen yleistetylld kidadnteismatriisilla voidaan
16ytad lineaariselle yhtdloryhmaélle ratkaisu pienimmén neliGsumman (lyh. PNS) me-
netelmalla.

Lause 4.19. Olkoon A € M,,x,(R) ja sen singulaariarvohajotelma A = UXVT.
Silloin matriisin A Mooren-Penrosen yleistetty kiddnteismatriisi on muotoa AT =
VYTUT, missi ©F = diag(oy ', ..., 0. 1,0,...,0) € Mpuym(R) jar(A) = k.

D—l
0

diag(oy Lo ,ak_l). Ennen kuin saadaan itse véite osoitettua, on todistettava ensin,
ettd matriisi X1 toteuttaa kaikki mééritelmén nelja ehtoa:

= (3 ) 9) -G )
e ear=((3 )6 )-( )
e (09 (0 (- (20
o ()Y - ()
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Todistus. Merkitaan ensin matriisi ¥ muotoon X+ = ( 8), missi D1 =



Niin ollen siis ¥ = diag(o7',...,0;",0,...,0). Osoitetaan vielii samalla tavalla,
etti AT =VETUT:

T
1° (AAT)" = <UZ % 2+UT) U (zx*) U = UusstuT
=1 =y5+

=UXVIVStUu? = AAT

T
2° (AT A)T = (VE+ UTU EVT> —V () v = vetey?
=1 g

=VStuTuxv? = ATA
3° AATA=UXVIVStUTUSYVT = Uyt v =uxvTi = A
N—— N~~~ —

=T =T =X
4° AYAAT = vt UTusvIivetuT = vetestut = vxtut = AT,
=1 =I —+

]

Edellisen lauseen mukaan matriisin A Mooren-Penrosen yleistetty kidanteismat-
riisi on AT = VETUT. Kdydaan lipi timin muodostamisesta vield esimerkki.

Esimerkki 4.20. Muodostetaan matriisille

-1 0
A= 1 -1
0 1

f?“iﬁ V3 0 Vi

U= 0 [, E=(0 1) jaV=|_2 %].
=6 V2 V3 0 0 2 2
6 2 3

Lauseesta saadaan, ettd AT = VEFTUT. Nyt laskemalla saadaan

-6 =6 =6
1 0 0 6 3 6
t= (3 ja UT=|[ -2 o 2
0 10 5 4 3
3 3 3
_2 1 1
Niin ollen matriisiksi AT saadaan AT = VETUT = ( B A ) A
3 3 3

Kasitellddn seuraavaksi, miten edelld esiteltyjéd tietoja voidaan hyodyntda yh-
taloryhmén ratkaisemisessa PNS-menetelmélla. Luvun mukaan, jos yhtalolla
Ax = b on ratkaisu, niin silloin se on my6s PNS-menetelmén ratkaisu. Jos yhtalol-
14 Az = b ei sen sijaan ole ratkaisua, niin silloin b ¢ P(A). Talloin mééritelmén
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mukaan tulee etsid sellainen vektori &', ettd Ax’ € P(A) on vektorin b ortogo-
naaliprojektio, jolloin [|b — Ax'|| = mingegrn ||b — Ax||. Lauseessa osoitetaan,
ettd @ = ATb on paras PNS-menetelmén ratkaisu lineaariselle yhtéalolle Az = b.
Lauseen todistuksessa on hyodynnetty lahdettd [I]. Ennen sitd kidyd&én kuitenkin
sithen tarvittava tulos lapi.

Lemma 4.21. Olkoon A € M,,«,(R) ja AT € M,,»m(R) on sen Mooren-Penrosen
yleistetty kidnteismatriisi. Silloin matriisin A™ pystyriviavaruus on sama kuin mat-
riisin A vaakariviavaruus, eli P(AT) = V(A).

Todistus. Oletetaan, ettd vektori @ € N(A), jolloin Az = 0. Oletetaan liséksi, ettd
ATb; =y, missi y € P(A") ja by € R". Hyodyntamélla mééritelmad saadaan
vektoreiden x ja y sisatuloksi

(x,y) =y x = (ATb) x = (ATAATH) 'z = bl (AN)TAT (AN Tz
= bl (AT (ATA) Tz = bl (AT)TAT Ax = 0.
—— ~~
—A+A =0

Koska sisatulo (x,y) = 0, vektorit « ja y ovat ortogonaalisia, jolloin vektori y €
N(A)* ja P(AT) C N(A)*L. Toisaalta lemman mukaan N(A)* = V(A), joten
P(AT) CV(A).

Oletetaan seuraavaksi, ettid y € N(A)*L, jolloin edellisen perusteella pitee myds
y € V(A). Tallsin voidaan merkiti ATby = y, missd vektori by € R™. Hyddynti-
mélld jalleen maaritelmaé [3.20] saadaan

y = ATby = AT (AT)* ATby = AT(AM)TATby = (ATA)T ATb, = AT Ay,
—— —_—— "~~~
(A+)T —A+T A =Yy

joten y € P(A™) ja silloin V(A) C P(A™).
Koska nyt P(A)* C V(A) ja V(A) C P(A"), niin patee P(AT) =V (A). O

Lause 4.22. Olkoon matriisi A € M, (R) seké vektorit & € R™ ja b € R™. Silloin
vektori ' = ATb on paras PNS-menetelmén ratkaisu lineaariselle yhtélolle Az = b.

Todistus. Mille tahansa x € R™ péatee
Az —b= Az — Az’ + A’ —b= Az —2') — (I — AA™")b.

Selvésti nahdéén, ettd A(x — x’) € P(A). Seuraavaksi on osoitettava, ettd termi
(I — AAT)b e N(AT), eli ts. (I — AAT)b,y) = 0 kaikilla y € P(A). Saadaan

(I — AANb,y) =y (I — AAT)b

=y'b—yTAATD
=y'b— ((A47) y)"b
———r
=AA+

=y'b— (AATY)"D.
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Koska y € P(A), niin on olemassa sellainen vektori z € R”, ettd Az = y. Nyt
sijoittamalla edelliseen saadaan

y'b— (AATA2)"b =y"b— (A2)"b=9y"b—y'b=0,
=A
eli (I — AAT)b € N(AT). Koska A(x — ') ja (I — AAT)b ovat ortogonaalisia (ks.
kuva , Pythagoraan lauseella saadaan
| Az — b|]* = [[Az — Az'|]* + || Az’ - b]|* > [|A2" - b]]?, (6)

eli ' on PNS-menetelmén ratkaisu lineaariselle yhtéalolle Ax = b.

Osoitetaan vield, ettd vektori ' on lyhin PNS-menetelmén ratkaisu, eli ||| <
|||. Jos ||Ax’ — b|| = ||Ax — b]|, niin yhtdlon (6) mukaan Ax = Ax’. Merkitdén
vektoriksi n =  — @/, jolloin n € N(A). Toisaalta lemman mukaan P(AT) =
V(A), joten ' € V(A), silla ' = ATb. Néin ollen vektorit ' ja m ovat lemman
mukaan ortogonaalisia. Hyodyntamaélla jalleen Pythagoraan lausetta saadaan

]l = [z’ + n|* = [|2']* + [[n]* = [l2"]]*,
joten ||x'|| < ||x|| kaikilla «’ # x. O

Kaydaéan vield lopuksi lapi esimerkki, miten singulaariarvohajotelmaa voidaan
hyodyntéa ristiriitaisen lineaarisen yhtaloryhmaén ratkaisemisessa.

Esimerkki 4.23. Etsitddn yhtélolle Ax = b ratkaisua PNS-menetelmélla, kun

1 0 2
A= 1 -1 ] jab=| 2
0 1 4

Esimerkisté [4.20] saadaan, ettd matriisin A Mooren-Penrosen yleistetty kiddnteismat-
riisi on

)

QIRLIN

4.4.5 Muita sovelluksia

Edelld mainittujen liséksi singulaariarvohajotelmaa voidaan soveltaa esimerkiksi
kaanteismatriisin olemassaolon selvittdmisesséd tal determinantin itseisarvon laske-
misessa.
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Aiemmin ollaan nahty, miten LU- ja QR-hajotelmalla pystytdéan ratkaisemaan
matriisin A kdénteismatriisi. Myds singulaariarvohajotelmalla tdmé voidaan ratkais-
ta. Taman lisdksi singulaariarvohajotelmalla voidaan my6s helposti nahdé, milloin
matriisilla A on olemassa kiiéinteismatriisi A~!. Matriisilla A on olemassa kidinteis-
matriisi, jos ja vain jos lauseen singulaariarvohajotelmassa > = D. Talloin siis
huomautuksen mukaan k£ = m = n, eli matriisin taytyy olla sdannollinen. Kun
edelld oleva ehto on voimassa, saadaan kddnteismatriisi selvitettyd. Koska matrii-
sit U ja V ovat ortogonaalisia, niin niille pitee UTU = I ja VTV = I. Niin ollen
kiinteismatriisiksi saadaan helposti A= = VD 1UT.

My0s determinantin itseisarvo voidaan ratkaista matriisin A € M,, singulaariar-
vohajotelmalla. Tiedetdan, ettd matriisit U € M,, ja V € M,, ovat ortogonaalisia,
joten lemman mukaan niiden determinantin itseisarvo on yksi. Liséksi matriisi
3 € M,, on diagonaalimatriisi, jonka determinantti on sen diagonaalialkioiden tulo.
Néin ollen matriisin A determinantin itseisarvo on | det(A) | = | det(X)]. Merkitdén
matriisin A asteeksi (A) = k. Jos k < n, niin matriisin ¥ diagonaalilla on myos
nollia. Silloin | det(A)| = 0 ja matriisi on singulaarinen. Néin ollen metodilla selvida
helposti my6s matriisin sdannollisyys.
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