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Tassd tutkielmassa tutkitaan samankokoisista nelidistd koostuvia yhtendisid tason
kuvioita, polyominoja. Tutkielmassa tutkitaan erityisesti polyominojen laskemiseen
liittyvid ongelmia. Tutkimusongelmia ovat polyominojen lukuméérien laskeminen
algoritmisesti, polyominojen lukumééirien yli- ja alarajat seké polyominojen luku-
madria generoivat funktiot.

Tutkielmassa esitetdin ensin taustatietona generoiviin funktioihin ja rekursiivisiin
lukujonoihin liittyvid tuloksia. Témén jélkeen polyominoille ja tietynlaisista poly-
ominoista muodostetuille osajoukoille annetaan tarkat matemaattiset méaritelmét
sekd johdetaan niille joitakin perustuloksia. Tassa tutkielmassa tutkittavia polyomi-
noja ovat kiinnitetyt, kiraaliset, vapaat, suunnatut ja rivikonveksit polyominot.

Tutkielman alussa esitettyjen maééritelmien ja tulosten avulla annetaan erds algo-
ritmi polyominojen laskemiseksi seké johdetaan yli- ja alarajat erilaisten polyomi-
nojen lukumaéarille ja Klarnerin vakiolle, jonka suuruus kuvastaa polyominojen lu-
kumairidn asymptoottista kasvuvauhtia. Tutkielman lopussa annetaan vield kaksi
generoivaa funktiota, joiden avulla rivikonveksien ja suunnattujen polyominojen lu-
kuméirit voidaan laskea.

Asiasanat: kombinatoriikka, polyomino, generoiva funktio, Klarnerin vakio, rekur-
siivinen lukujono.
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1 Johdanto

Tason kuvioiden lukuméarien laskeminen tiettyjen ominaisuuksien mukaan jaotel-
len on perustavanlaatuinen kombinatoriikan ongelma. Kuuluisia téllaisia ongelmia
ovat esimerkiksi itseddn valttavien polkujen ja itseddn valttavistd poluista muodos-
tettujen monikulmioiden laskeminen. Téssa tutkielmassa tutkittavia tason kuvioi-
ta kutsutaan polyominoiksi. Polyominot ovat yhtendisid samankokoisista nelidista
koostuvia kuvioita, joissa jokainen nelié on asetettu sivu vasten jonkin toisen nelion
sivua. Tarkka matemaattinen mééritelmé polyominoille annetaan luvussa [3}

Solomon Golomb kehitti nimityksen polyomino vuonna 1954 ja nimitys juontaa
juurensa peliin domino, jossa kahdesta rinnakkain olevasta neliéstd muodostettuja
palikoita kutsutaan dominoiksi. Polyominoja on kuitenkin kdytetty ainakin jo vuo-
desta 1907 asti kuuluisissa pulmatehtivissd. Tamén lisdksi viidestd nelidstd muo-
dostettujen polyominojen lukumiéra on ollut muinaisten Go-lautapelimestareiden
tiedossa jo satoja vuosia sitten. [I]

Polyominojen nimityksissa kdytetdan yleensa kreikkalaista etuliitettd kuvaamaan
polyominossa olevien nelididen lukumaaraa. Niinpa yhdestd nelidsta koostuvasta po-
lyominosta alkaen polyominoista kiytetadn nimityksid monomino, domino, tromino,
tetromino, pentomino, ja niin edelleen [I]. Téssé tutkielmassa polyominoja, joissa
on n solua, kutsutaan n-ominoiksi.

Laskettaessa erilaisten polyominon lukumaéria, niiden siirtdminen tasossa on ai-
na sallittua. Sen sijaan kiertdminen tai peilaamien voidaan joko sallia tai kielt#a.
Niinpé polyominoja laskettaessa saadaan eri tuloksia riippuen siitd, mitkd polyomi-
not ajatellaan samoiksi. Polyominoja, joita ei voi kiertdd eiki peilata, kutsutaan
kiinnitetyiksi. Sallittaessa polyominojen kiertdminen, polyominoja kutsutaan kiraa-
lisiksi eli yksipuolisiksi. Kun kierron lisiksi sallitaan vield peilaaminen, polyominoja
kutsutaan vapaiksi. Esimerkiksi Tetris-pelissd on kiytossa kaikki ne seitsemén nel-
jasta neliosta koostuvaa kiraalista polyominoa eli tetrominoa, joita voi kiertad, mut-
ta ei kdantdd ympéri. Kiinnitettyja tetrominoja on sen sijaan 19 erilaista ja vapaita
tetrominoja vain 5 erilaista.

Tarkkaa kaavaa kiinnitettyjen, kiraalisten ja vapaiden polyominojen lukumaé-
rille ei tunneta. Lukumé&arid voidaan kuitenkin laskea algoritmisesti ja lukuméaérille
voidaan antaa myds joitakin yli- ja alarajoja. Taméan tutkielman luvut {4 ja [5] keskit-
tyvit nédihin kahteen aiheeseen. Kaikkien polyominojen sijaan voidaan mydés tutkia
tietynlaisista polyominoista muodostettuja osajoukkoja. Polyominojen osajoukois-
sa olevien polyominojen lukuméérit osataan joissain tapauksissa laskea generoi-
vien funktioiden avulla. Generoivat funktiot ovat muodollisia potenssisarjoja, joissa
muuttujan potenssien kertoimet kertovat tietynkokoisten polyominojen lukuméa-
riat. Tdméan tutkielman luvussa [ annetaankin kahdelle tietynlaisista polyominoista
koostuville osajoukoille generoivat funktiot.

Téassd tutkielmassa taustatietona tarvittavat generoiviin funktioihin ja rekur-
siivisiin lukujonoihin liittyvit médritelmét ja tulokset esitetddn luvussa [2] Niiden
aiheiden lisdksi lukijan oletetaan tuntevan graafiteorian peruskésitteet ja kombinato-
ritkan osalta joitakin peruskaavoja, kuten binomikaavan ja sen yleistyksena saatavan
multinomikaavan.



2 Generoivista funktioista ja rekursiivisista lukujo-
noista

Téassd luvussa tutustutaan lukujonoja generoiviin funktioihin ja rekursiivisiin lu-
kujonoihin. Niistd aihealueista esitetddn ainoastaan mairitelmét ja tulokset, joita
hyodynnetddn taman tutkielman myohemmissa luvuissa. Jos tdméan luvun aiheet
ovat lukijalle jo entuudestaan tuttuja, voi hén siirtyd suoraan lukuun [3 josta alkaa
tutkielman polyominoja késittelevi osuus. Tamén luvun méaritelmét ja tulokset pe-
rustuvat kirjan Introductory Combinatorics kappaleeseen Recurrence Relations and
Generating Functions [2].

Lukujonot voidaan tunnetusti esittdad luettelomaisena jonona pilkulla erotettu-
ja lukuja. Luettelomaisesta esityksesta ei kuitenkaan pysty heti kertomaan, kuinka
mones jokin lukujonon jasen on. Madritelldéinkin lukujonoille seuraavaksi toisenlai-
nen esitysmuoto, josta nikee jisenten suuruuden lisiksi heti myd6s niiden sijainnin
lukujonossa.

Maééritelmi 1. Lukujonon (u,)>, generowa funktio on

G(z) = i Up ",
n=0

Lukujonon generoiva funktio on siis muuttujan x muodollinen potenssisarja, jos-
sa potenssin z" kerroin kertoo lukujonon jirjestykseltiin kohdassa n 4+ 1 olevan
jasenen arvon. Potenssisarjojen muodollisuus tarkoittaa, ettd sarjoja kisitellddn ai-
noastaan algebrallisina objekteina. Toisin sanoen emme ole kiinnostuneita sarjojen
suppenemisesta, eikd muuttujan x paikalle sijoiteta koskaan mitdan konkreettista
arvoa.

Generoivat funktiot voidaan yleistid myos reaaliluvuista koostuville moniulot-
teisille listoille kayttamalla yhden muuttujan sijaan useampaa muuttujaa.

Maééritelmi 2. Listan u : N* — R generoiva funktio on

k
G(x1, o, ..., 2%) = Z Z u(ng, ng, ..., ng)ey ey - xpk.

1=0 n; >0

Vaikka generoivat funktiot ovatkin muodollisia potenssisarjoja, niiden nimityk-
sessd kiytetddn sanaa funktio. Tadméa nimitys johtuu siitd, ettd joskus generoiva
funktio voidaan kirjoittaa suljetussa muodossa funktiona, jonka sarjakehitelména
generoivaa funktiota vastaava potenssisarja saadaan.

Esimerkki 1. Lukujonon (1,1,1,...) generoiva funktio on G(z) = > - 2™ Tédmi
voidaan esittdd geometrisen sarjan summana myos funktiona




joka sisdltad erittédin kompaktissa muodossa tiedon lukujonon (1,1,1,...) jdsenten
arvoista. Kertomalla generoiva funktio G(z) vakiolla a ja sijoittamalla muuttujan z
paikalle termi gz, jossa ¢ on jokin vakio, saadaan lukujonon (a, aq, ag?, . ..) generoiva
funktio

a S n, .n
aG(qx) = e Zaq ",
n=0

Esimerkissé [1| pystyimme esittdméaédn geometristen lukujonojen generoivat funk-
tiot kahden polynomin osaméardni. Osoitetaan seuraavaksi, ettd tdméankaltainen
esitysmuoto on aina yksikésitteinen. Toisin sanoen osoitetaan, ettd jokaista polyno-
mien osamairia kohti on olemassa yksikésitteinen muodollinen potenssisarja, kun-
han vain nimittijdssd olevan polynomin vakiotermi on nollasta eroava. Lasketaan
kuitenkin ennen tdmén viitteen osoittamista hyodyllinen esitysmuoto minka tahan-
sa polynomin ja muodollisen potenssisarjan tulolle.

Lemma 1. Olkoon a(z) = ag + a12- - + a,x® ja G(z) = Y07 uza™. Tdllin tulo

k—1 n ok
= E g Aillpy—; " + g g AUy X"
n=0 =0 n=k =0

Todistus. Polynomin a(z) ja potenssisarjan G(z) tulolle on voimassa

k

a(x)G(z) = Z a;x Z Up T Z Z QiU T

=0 =0 n=0

Muuttamalla edellisen yhtéloketjun viimeisen lausekkeen summan indekséintid ja
erottamalla ndin saadusta summasta muuttujan = astetta k pienemmét potenssit
omaksi summakseen saadaan yhtilo

k=1 k—1 koo
a(x)G E Wiy T" + E g Ay
=0 n=1 1=0 n=k

Edellisen yhtilon jalkimmaéisen summan summausjérjestys voidaan vaihtaa. Lisiksi
ensimmadiselle summalle on voimassa yhtaloketju

k—1 k—1 k—1 n
n n n
E E QiUp—; T — E AQiUp—; T = E E AiUp ;T
i=0 n=i 0<i<n<k—1 n=0 i=0
miké todistaa viitteen. O

Edellisen lemman avulla on helppo laskea, kuinka suuri potenssin x" kerroin
on polynomin ja formaalisen potenssisarjan tulossa. Hyddynnetdin téta tietoa heti
seuraavan lauseen todistuksessa.



Lause 1. Olkoon p(x) ja q(x) polynomeja, jossa q(0) # 0. Tdlldin on olemassa
yksikdsitteinen formaali potenssisarja G(x), jolle on voimassa q(z)G(x) = p(z).

Todistus. Olkoon G(x) = > °  u,z™ jokin formaali potenssisarja. Lisiksi voimme
olettaa, etté

p(x) = po +prx 4 -+ pra® ja
¢(x) =q+qr+-+qa,

joillakin luonnollisilla luvuilla & ja r. Lemman (1| perusteella tulo

r—1 n o) r
(@)G(x) =D ) aun-ia” + > qitn-it".
n=0 =0 n=r i=0

Asetetaan nyt p; = 0 kaikilla ¢ > k. Talloin ehdosta ¢(x)G(x) = p(x) seuraa edellisen
yhtalon perusteella yhtaloryhméa

.
GoUo = Po

Qo1 + q1Uug = P1

qoUr—1 + Q1Up—2 + -+ + ¢r—1Ug = Pr—1
QoUr + q1Up_1 + -+ + @rUg = Pr ,
QoUr+1 + Q1Uy + -+ + QUL = Pry

QoUr4i T Qulrgi—1 + -+ @rlly = Prgyg

®

jossa on siis ddrettéman monta yhtélod. Lauseen oletuksen ¢(0) # 0 perusteella
qo # 0 ja ndin ollen voimme jakaa vakiolla gy. Niinpa yhtéaloryhmaélld, johon kuuluu
edellisista yhtaloista ainoastaan ¢ ensimmaistd yhtalod, on aina yksikédsitteinen rat-
kaisu. Formaalin potenssisarjan G(x) miké tahansa kerroin w, midrdytyy nyt siis
yksikéasitteisesti yhtaloryhméstéd, johon kuuluu ylla olevista yhtéloista ensimmaéiset
n + 1 yhtéloa. O]

Jos nyt jonkin lukujonon generoivalle funktiolle G(x) 16ytyy polynomit p(z) ja
q(z), jossa q(0) # 0 ja joille ¢(z)G(z) = p(z), niin voimme edellisen lauseen perus-
teella merkitd G(z) = p(z)/q(x). Osoittautuu, ettd téllaiset polynomit loytyvit ai-
na, kun lukujonon jasenet toteuttavat seuraavan maaritelmén tiettyd muotoa olevan
yhtilon.

Maaritelma 3. Kertalukua k oleva lineaarinen, kokonaislukukertoiminen ja homo-
geeninen rekursioyhtdlé on muotoa

Up = A1Un—1 + QoUp_o + -+ + QpUp_y (1)

oleva yhtilo, jossa k on positiivinen kokonaisluku ja kertoimet a; ovat kokonaislukuja
kaikilla 1 <7 < k.



Edellisessd maaritelméssa lineaarisuus viittaa sithen, etta yhtalo on lineaari-
nen muuttujien u; suhteen, kokonaislukukertoimisuus siihen, ettd kertoimet a; ovat
kokonaislukuja ja homogeenisuus siihen, ettd yhtélossd ei ole jo siind olevien ter-
mien liséksi jotain muuta luvusta n riippuvaa lauseketta. Yleensé kertalukua £ ole-
van lineaarisen rekursioyhtalén méaritelméssi vaaditaan lisiksi, ettd kerroin ay on
erisuuri kuin nolla. Téssd tutkielmassa kerroin a; saa olla my06s nolla, ellei erikseen
toisin mainita.

Maarltelma 4. Lukujono (u,)3, on rekursiivinen, jos sen jisenet toteuttavat jon-
kin muotoa olevan rekursioyhtélon kaikilla n > k.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jokaisen rekursiivisen lukujonon generoiva funktio
voidaan esittdd kahden polynomin osamadrana. Erityisesti ndhdédén, ettd ndma osa-
madrassa esiintyvit kaksi polynomia voidaan muodostaa rekursiivisen lukujonon en-
simmaisten jésenten ja niiden toteuttaman rekursioyhtédlon avulla.

Lause 2. Olkoon (u,)2, rekursiivinen lukujono ja k pz’em’n positiivinen kokonais-
luku, jolla lukujonon (u,)e, jasenet toteuttavat muotoa olevan rekursioyhtdlon
kaikilla n > k. Tdlloin lukujonon (u,)SS, generoiva funktzo

p(z)
G(z) @)’
jossa
k—1 n
<un - aiun_Z) x" ja
n=0 i=1
k
q(z) =1— Zaixl
i=1

Todistus. Olkoon p(z) ja q(z) kuten lauseessa. Tutkitaan polynomin ¢(z) ja luku-
jonon (u,)>2, generoivan funktion G(z) = Y u,z™ tuloa. Lemman (1| perusteella

n=0 i=1

Koska lauseen oletuksen mukaan lukujonon jésenet toteuttavat muotoa olevan
rekursioyhtélon kaikilla n > k, my6s u,, — Zle a;u,—; = 0 kaikilla n > k. Nain ollen
edellisen yhtédlon toinen summa menee nollaksi. Koska edellisen yhtdlon ensimmaéi-
nen summa on polynomi p(x), yhtélo saadaan muotoon ¢(x)G(z) = p(x). ]

Esimerkki 2. Fibonaccin lukujonon (F,)> , = (0,1,1,2,3,5,8,13,...) jisenet to-
teuttavat rekursioyhtélon F,, = F,_1 + F,_» kaikilla n > 2. Niinpa 1auseen perus-
teella Fibonaccin lukujonon generoivalle funktiolle F((z) = >~ 7 F,z" on voimassa

T
Fo =1



Tutkimalla rekursiivisen lukujonon generoivalle funktiolle edellisen lauseen me-
netelmén avulla muodostettua osaméaria, lukujonon jasenille voitaisiin ainakin teo-
riassa johtaa eksplisiittinen jarjestysluvusta n riippuva kaava. Kyseinen kaava voi-
daan muodostaa my6s tutkimalla lukujonon jéisenten toteuttamaa rekursioyhtdloa
ja siihen liittyvid seuraavan méaritelméan polynomia.

Maaritelma 5. Muotoa ({1)) olevan rekursioyhtélon karakteristinen polynoms on

k 1

p(z) =2 —ay ax" ™ — o — .

Karakteristisen polynomin juuret liittyvat vahvasti rekursioyhtilon toteuttaviin
yvhdesté termistd koostuviin lausekkeisiin. Oletetaan seuraavassa lauseessa, etta re-
kursioyhtalosséd kerroin ay # 0, jolloin karakteristisen polynomin p(x) jokainen
juuri on nollasta eroava.

Lause 3. Olkoon ay # 0 ja o nollasta eroava kompleksiluku. Talléin lauseke u,, = o™
toteuttaa muotoa olevan rekursioyhtdlon, jos ja vain jos a on karakteristisen
polynomin p(x) juuri.

Todistus. Lauseke u,, = o™ toteuttaa muotoa olevan rekursioyhtélon, jos ja vain
jos
A" =a;a" N a2+ a7
Koska o # 0, edellinen yhtild voidaan jakaa tekijilli o~ *. Saadaan yhtilo
of = a0+ adE 4 oy

Siirtdmaélla edellisessd yhtilossi kaikki termit vasemmalle puolelle, ndhdédn etté

a on karakteristisen polynomin p(z) juuri. Koska todistuksen jokainen kohta on

ekvivalentti aina edellisen kohdan kanssa, lauseen viite patee myos toiseen suuntaan.
m

Tutkitaan seuraavaksi tapausta, jossa karakteristisen polynomin kaikki juuret
ovat erisuuria ja nollasta eroavia. Edellisen lauseen perusteella jokainen karakteris-
tisen polynomin juuri antaa yhden rekursioyhtalon toteuttavan lausekkeen. Rekur-
sioyhtédlon lineaarisuuden perusteella my6s naiden lausekkeiden jokainen lineaari-
kombinaatio toteuttaa sen.

Osoitetaan seuraavassa lauseessa, ettd jokin karakteristisen polynomin juurien
avulla muodostetuista lineaarikombinaatioista antaa rekursiivisen lukujonon jasenil-
le jarjestysluvusta n riippuvan kaavan. Viitteen todistamiseksi tarvitsemme seuraa-
vaa Vandermonden determinantieja koskevaa lemmaa, joka esitetddn sen yleisyyden
vuoksi ilman todistusta.

Lemma 2. Vandermonden astetta n olevalle determinantille on voimassa

1 1 ... 1

Zy T2 Tn

: : : 1<i<j<n
DA !



Lause 4. Olkoon (u,)2, rekursiivinen lukujono, jonka k ensimmdistd jasentd tun-
netaan ja jonka jasenten toteuttaman muotoa olevan rekursioyhtdlon karakteris-
tisen polynomin juuret oy, g, ..., agp_1 ja oy ovat erisuuria jo nollasta eroavia.
Talloin on olemassa kompleksivakiot ¢y, ¢, ..., cx_1 ja cx, joilla

U, = 10y + coay + - + ¢y

Todistus. Koska jokainen lineaarikombinaatio u,, = c;af +coay+- - - +craj toteuttaa
muotoa olevan rekursioyhtilon, riittdd osoittaa, ettd lauseen vakiot cq, co, ...,
Ck—1 ja ¢ ovat olemassa. Lukujonon (u,,)%°, ensimmaéisen k jasenen avulla saadaan
muodostettua yhtaloryhma

(
Uy =C1+Co+ -+ Cg
U] = C1Q] + Coig + -+ - + CpOg

Uy = 103 + a3 + - - +

k—1 k—1 k—1
(Uk—1 = C1Qy ~ + Coig — + -+ -+ CrQy, .

Lemman 2| perusteella tdmén yhtaloryhmén kerroinmatriisin determinantti

1 1 1
an Q9 73
2 2 2
ap  ay e 0| = H (a; — ).
: : . : 1<i<j<k
-1 k-1 -1
| 1 Qy Qg |

Koska o # «; aina kun j # 4, kerroinmatriisin determinantti on nollasta eroava.
Niéin ollen yhtdloryhmén vakiot saadaan ratkaistua ja viite seuraa. O]

3 Polyominot

Tassd luvussa maaritelldan tarkasti, millaisia tason kuvioita polyominot ovat, ja mil-
laisia eri polyominojen joukkoja téssa tutkielmassa tutkitaan. Tamé&n luvun méari-
telmét ja tulokset perustuvat kirjan Handbook of Discrete and Computational Geo-
metry kappaleeseen Polyominoes [3).

Maéritellddn ensin pienimmét merkitykselliset pisteiden joukot, joista jokainen
polyomino koostuu. Téssa tutkielmassa yksikkoneliolld tarkoitetaan yksikén pitui-
sista sivuista koostuvan nelion rajaamaa pisteiden joukkoa.

Maaritelma 6. Solu on kaksiulotteisen karteesisen koordinaatiston yksikkonelio,
jonka sivut ovat koordinaatiston akselien suuntaiset ja keskipisteen koordinaatit
kokonaislukuja.

Solusta, jonka keskipiste on C' = (cy,cq), kilytetddn merkintdd [C] tai [cq, col.
Joissakin ldhteissd, kuten artikkelissa [4], solu on médritelty yksikkonelioné, jon-
ka kulmapisteiden koordinaatit ovat kokonaislukuja. Téssd tutkielmassa kiytetdén

7



kuitenkin edelld annettua mairitelméa, silla sen avulla tietty solu voidaan nimeta
yvksinkertaisesti sen keskipisteen koordinaattien avulla. Solujen keskipisteiden koor-
dinaattien avulla voidaan myo6s maaritelld, mitkd solut ovat keskendin vierekkiisié.

Mairitelma 7. Kaksi solua [ay, as] ja [by, by] ovat vierekkdisid, jos
’bl — al\ + ‘bg — CLQ’ =1.

Kahdella vierekkaisella solulla on siis tarkalleen yksi yhteinen sivu ja niinpa jo-
kaisella solulla on nelja vierekkaista solua. Solut, joilla on yksi yhteinen kulma, eivét
ole vierekkéisié.

Solujen keskipisteiden ja niitd yhdistdvien viivojen avulla voidaan muodostaa
graafeja. Erityisen hyddylliseksi osoittautuvat sellaiset graafit, jotka saadaan yhdis-
tamaélla aina kahden vierekkdisen solun keskipisteet viivalla.

Maéritelma 8. Olkoon @) epityhja joukko soluja. Joukon @ solujen indusoima
graafi on graafi, jonka pisteitd ovat joukossa () olevien solujen keskipisteet, ja jossa
kaksi pistettd on yhdistetty viivalla aina, kun vastaavissa kohdissa olevat solut ovat
vierekkéisié.

Esimerkki 3. Kuvassa [1| on esitetty katkoviivoin kahdeksan solua sekd pistein ja
viivoin niiden indusoima graafi. Graafi koostuu kahdeksasta pisteesti ja seitsemésté
vierekkéisid soluja yhdistavisti viivasta.

__________

_____

®

Kuva 1: Joukko soluja ja niiden indusoima graafi.

Solujen ja niiden indusoimien graafien ominaisuuksien avulla polyominot voidaan
médritelld varsin yksinkertaisesti.

Maaritelma 9. Polyomino on darellinen ja epéityhji joukko soluja, joiden indusoi-
ma graafi on yhtenéinen.

Kaytetaddn polyominoille merkintdd P,, jossa alaindeksi n kertoo polyominossa
olevien solujen lukumédran. Alaindeksin n voi jittad pois, jos solujen lukumééra ei
ole merkityksellinen. Polyominoa, jossa on n solua, sanotaan n-ominoksi.

Esimerkki 4. Kuvan [I| solut eivit muodosta polyominoa, silli niiden indusoima
graafi ei ole yhtendinen. Kuvassa [2| olevien solujen indusoima graafi sen sijaan on
vhtendinen, joten niistd koostuva joukko on polyomino. Tarkemmin sanottuna se on
9-omino, silla se sisaltdd yhdeksin solua.
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__________

Kuva 2: Eras 9-omino ja sen solujen indusoima yhtendinen graafi.

Polyominon méaéritelmén perusteella polyominot ovat samanlaisia, jos ne koostu-
vat tarkalleen samoista soluista. Muutoin polyominot ovat erilaisia. Tutkielman ta-
voitteena olisi laskea, kuinka monta erilaista n-ominoa on olemassa kullakin luonnol-
lisella luvulla n. Tyhja joukko ei muodosta polyominoa, joten nolla solua sisiltavia
polyominoja on aina nolla kappaletta. Kun n on aidosti positiivinen kokonaisluku,
niin silloin erilaisia n-ominoja onkin jo darettoman monta. Nimittdin ddrettémén
monesta solusta voidaan valita ddrettoman monella tavalla n solua, jotka muodos-
tavat polyominon. Jotta siis olisi mielekdstd laskea polyominojen lukuméérid, on
polyominojen samanlaisuus maariteltava eri tavalla.

3.1 Ekvivalentit polyominot

Maaritellaan tassa luvussa kolme erilaista polyominojen ekvivalenssirelaatiota ja tut-
kitaan niiden méirittelemistad ekvivalenssiluokista muodostettuja joukkoja. Osoite-
taan, ettd ndmé joukot ovat ddrellisid, jolloin niissi olevien alkioiden lukumé&éaria
voidaan laskea.

Ensimmaéinen polyominojen ekvivalenssirelaatio saadaan samaistamalla polyomi-
not, jotka ovat eri kohdissa koordinaatistoa, mutta muuten samanlaisia.

Miédritelmi 10. Kaksi polyominoa P ja P’ ovat translaatio-ekvivalentteja, jos
P=P +r (2)
jollakin joukkoon Z? kuuluvalla alkiolla r.

Translaatio-ekvivalenssirelaation maéadrittelemid ekvivalenssiluokkia kutsutaan
kiinnitetyiksi polyominoiksi. Jos jotkin polyominot ovat translaatio-ekvivalentteja,
sanotaan myos, ettd ne ovat toistensa translaatioita. Polyominot voivat olla toisten-
sa translaatioita vain, jos niissd on yhtd monta solua. Niinpd yhdessa kiinnitetyssa
polyominossa on ainoastaan saman verran soluja sisiltavid polyominoja. Kiinnitet-
tyd polyominoa, joka koostuu n solua sisdltdvistd polyominoista, sanotaan kiinni-
tetyksi n-ominoksi. Kiinnitettyjen n-ominojen joukosta kiytetddn merkintda 7T, ja
siiné olevien alkioiden lukumé&érdstd merkintdd ¢(n).

Esimerkki 5. Joukossa Tj on 19 erilaista kiinnitettyd 4-ominoa, joiden erds edusta-
jisto on esitetty kuvassa [3] Kaikki 4-ominot saadaan siis kuvassa olevien 4-ominojen
translaatioina.

Toinen polyominojen ekvivalenssirelaatio saadaan, kun samaistetaan polyomi-
not, jotka voivat eri kohdan lisdksi olla my6s eri asennossa.



Kuva 3: Kiinnitettyjen 4-ominojen edustajisto.

Maaritelma 11. Kaksi polyominoa P ja P’ ovat rotaatio-ekvivalentteja, jos
k
(0 —1
P=P (1 0 ) +r (3)
jollakin kokonaisluvulla &, jolle 0 < k < 3, ja joukkoon Z? kuuluvalla alkiolla r.

Rotaatio-ekvivalenssirelaation maéérittelemid ekvivalenssiluokkia kutsutaan ki-
raalisiksi polyominoiksi. Jos jotkin polyominot ovat rotaatio-ekvivalentteja, sanotaan
my0s, ettd ne ovat toistensa rotaatio-translaatioita. Kuten kiinnitetyt polyominot,
my0s kiraaliset polyominot koostuvat ainoastaan saman verran soluja sisdltdvista
polyominoista. Kiraalista polyominoa, joka koostuu n solua sisiltavistd polyomi-
noista, sanotaan kiraaliseksi n-ominoksi. Kiraalisten n-ominojen joukosta kiytetaan
merkintdd R, ja siind olevien alkioiden lukuméirdstd merkintaa r(n).

Yhtalon matriisilla kertominen vastaa polyominon kiertoa origon suhteen 90°
myGtépaivadn. Kun jonkin kiinnitetyn polyominon edustaja kerrotaan yhtalon (i3]
matriisin potensseilla, se voi kuvautua saman kiinnitetyn polyominon polyominoksi
joko ensimmaiselld, toisella tai vasta neljinnelld potenssilla. Niinpa yksi kiraalinen
polyomino saadaan 1, 2 tai 4 kiinnitetyn polyominon unionina.

Esimerkki 6. Joukossa R, on 7 erilaista kiraalista 4-ominoa, joiden erds edustajis-
to on esitetty kuvassa [d] Kaikki 4-ominot saadaan siis kuvassa olevien 4-ominojen
rotaatio-translaatioina.

Kuva 4: Kiraalisten 4-ominojen edustajisto.

Kolmas ja viimeinen téssa tutkielmassa tarkasteltava polyominojen ekvivalenssi-
relaatio saadaan, kun samaistetaan polyominot, jotka voivat eri kohdan ja asennon
lisiksi olla toistensa peilikuvia.
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Miédritelmi 12. Kaksi polyominoa P ja P’ ovat kongruentieja, jos

pP=F ((1) —01)’“((1) _Ol)i+r (4)

joillakin kokonaisluvuilla £ ja ¢, joille 0 < k£ < 3 ja 0 < i < 1, ja jollakin joukkoon
Z? kuuluvalla alkiolla r.

Kongruenssirelaation maarittelemid ekvivalenssiluokkia kutsutaan wvapaiksi po-
lyominoiksi. Kuten edellisetkin polyominojen ekvivalenssiluokat, myos vapaat poly-
ominot koostuvat ainoastaan saman verran soluja sisaltdvistd polyominoista. Vapaa-
ta polyominoa, joka koostuu n solua siséltévistd polyominoista, sanotaan vapaaksi
n-ominoksi. Vapaiden n-ominojen joukosta kiytetddn merkintdd S, ja siind olevien
alkioiden lukumé&éristd merkintad s(n).

Yhtélon (4)) jalkimmaéiselld matriisilla kertominen vastaa polyominon peilausta
x-akselin suhteen. Kun jonkin kiraalisen polyominon edustaja kerrotaan yhtéalon (4
jalkimmaiselld matriisilla, se voi kuvautua joko saman tai eri kiraalisen polyominon
polyominoksi. Niinpé yksi vapaa polyomino saadaan 1 tai 2 kiraalisen polyominon
unionina. Jos jokin vapaa n-omino on kahden kiraalisen polyominon unioni, niin
namé kiraaliset polyominot ovat toistensa peilikuvia ja ndin ollen ne koostuvat yhta
monen vapaan polyominon polyominoista. Yksi vapaa polyomino saadaan siis 1, 2,
4 tai 8 kiinnitetyn polyominon unionina.

Esimerkki 7. Joukossa S, on 5 erilaista vapaata 4-ominoa, joiden erés edustajisto
on esitetty kuvassalfpl Jokainen 4-omino on siis kongruentti jonkin kuvassa [ esitetyn
4-ominon kanssa.

Kuva 5: Vapaiden 4-ominojen edustajisto.

Esimerkkien [5] [0] ja [7] nojalla joukot Ty, R4 ja Sy ovat &édrellisid. Osoitetaan,
ettd tamé pédtee yleisesti joukoille T),, R, ja S,. Muodostetaan sitd ennen kaksi
médritelméad, joista ensimmaéisen avulla voidaan verrata solujen suhteellisia sijainteja
koordinaatistossa, ja jilkimmaisen avulla tutkia tietyssd koordinaatiston kohdassa
olevia polyominoja.

Maééritelma 13. Solu [ay, as] on leksiografiselta jarjestykseltidn pienempi kuin solu

[b1, b2], jos
ag < by tai
Ao = bg ja a; < bl.
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Jotakin solua leksiografisesti pienempié soluja ovat siis kaikki sen alapuolella
olevat solut ja sen vasemmalla puolella samalla x-akselin suuntaisella suoralla ole-
vat solut. Koska leksiografinen pienemmyys on transitiivista, ja jokin solu on aina
joko leksiografiselta jarjestykseltiin pienempi, yhtdsuuri tai suurempi kuin mika ta-
hansa toinen solu, niin edellisen médritelmén relaatio on jérjestysrelaatio. Niinpé
polyominoista 16ytyy &déarellisind ja epédtyhjind soluista koostuvina joukkoina aina
leksiografiselta jarjestykseltdin pienin solu.

Maiaritelma 14. Polyomino P on normaalikohdassa, jos sen leksiografiselta jirjes-
tykseltddn pienin solu on origossa.

Normaalikohdassa olevissa polyominoissa ei siis ole yhtddn solua x-akselin ala-
puolella tai x-akselin negatiivisella osuudella. Todistetaan seuraavaksi kaksi normaa-
likohdassa oleviin polyominoihin liittyvaa lausetta, joista seuraa joukkojen T,,, R,
ja S, aarellisyys.

Lause 5. Jokainen polyomino on tarkalleen yhden normaalikohdassa olevan poly-
ominon translaatio.

Todistus. Olkoon P jokin polyomino ja [c1, cs] sen leksiografiselta jarjestykseltddn
pienin solu. Yhtilon (2) perusteella polyomino P voi olla korkeintaan yhden nor-
maalikohdassa olevan polyominon translaatio. Koska P’ = P — (¢y,¢y) on téllainen
polyomino, viite seuraa. O

Kaikki polyominot, jotka ovat translaatio-ekvivalentteja kesken&din, ovat yhtalGi-
den ja perusteella my0s rotaatio-ekvivalentteja ja kongruentteja keskendén.
Niinpé edellisen lauseen nojalla joukkojen T, R, ja S, ekvivalenssiluokkien edus-
tajisto voidaan valita normaalikohdassa olevista n-ominoista. Edellisestd lauseesta
seuraa siis suoraan seuraava tulos.

Seuraus 1. Joukoissa T,,, R, ja S, on kussakin korkeintaan yhtd monta n-ominoa
kuin normaalikohdassa on erilaisia n-ominoja. Erityisesti kitnnitettyjd n-ominoja
on yhtd monta kuin normaalikohdassa olevia n-ominoja.

Joukot T,,, R, ja S, ovat siis ddrellisid, jos erilaisia normaalikohdassa olevia n-
ominoja on ddrellinen méird. Seuraavassa lauseessa osoitetaan, ettd niin todellakin
on.

Lause 6. Normaalikohdassa olevia n-ominoja on ddarellinen mdadrd kaikilla positii-
visilla kokonaisluvuilla n.

Todistus. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja U, joukko, joka koostuu niista so-
luista [c1, ¢o], joissa ¢o > 0 ja

0<c <n,kun ¢ =0 ja
le1| + c2 < n, kun ¢ > 0.

Jokainen normaalikohdassa oleva n-omino on jokin joukon U, n solua sisiltavista
osajoukoista. Koska

n—1

Ul =n+ Y @n—i)—1) =0’ —n+1,

=1
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joukosta U, voidaan muodostaa n alkioinen osajoukko (”2_:“) tavalla. Normaali-

"2_”+1) kappaletta. H

kohdassa olevia n-ominoja on siis korkeintaan ( .

Seuraus 2. Joukot T},, R, ja S, ovat ddrellisid kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla
n.

Esimerkki 8. Kuvassa[6] on esitetty joukko U,. Joukossa U, on 13 solua, joista voi-
daan muodostaa neljdalkioinen osajoukko (143) = 715 tavalla. Naistd osajoukoista 19
osajoukkoa muodostaa normaalikohdassa olevan 4-ominon. Yhdessi ne muodostavat

kiinnitettyjen 4-ominojen edustajiston.

Kuva 6: Joukko U,.

3.2 Suunnatut ja rivikonveksit polyominot

Maaritellaan viela kaksi erityistd normaalikohdassa olevien n-ominojen osajoukkoa.
Ensimmaéinen osajoukko saadaan, kun tarkastellaan ainoastaan origosta tiettyyn
suuntaan laajenevia polyominoja. Seuraava mééritelmé perustuu artikkelissa [5] esi-
tettyyn méaritelméan.

Maaritelma 15. Normaalikohdassa oleva polyomino on suunnattu, jos sen solujen
indusoimassa graafissa origon ja minki tahansa muun pisteen vélillad on aina joko x-
tai y-akselin positiiviseen suuntaan etenevi polku.

Suunnatut polyominot voitaisiin méaéritelld myos rekursiivisesti kuten kirjassa
[3]. Rekursiivisesti méériteltynd normaalikohdassa oleva polyomino on suunnattu,
jos se koostuu vain origossa olevasta solusta tai jos se saadaan muodostettua lisda-
mélld johonkin suunnattuun polyominoon yksi uusi solu siihen jo kuuluvien solujen
oikealla tai yldpuolella olevista vierekkéisista soluista.

Suunnattujen n-ominojen joukosta kiytetdan merkintdd D,, ja siind olevien al-
kioiden lukumééristd merkintdd d(n). Luvussa [6] johdetaan lukujonon (d(n))s,
generoivan funktion D(x) = > 7 d(n)z" suljettu esitys funktiona.

Toinen normaalikohdassa olevien polyominojen osajoukko saadaan, kun poly-
ominojen konveksisuus méaritellddn hieman poikkeavalla tavalla euklidisen tason

osajoukon konveksisuuden méiritelmadn verrattuna.
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Maéiritelmi 16. Normaalikohdassa oleva polyomino on rivikonveksi (sarakekon-
veksi), jos sen ja jokaisen x-akselin (y-akselin) suuntaisen suoran leikkaus on yhte-
néinen.

Esimerkki 9. Kuvassa (7| vasemmalla puolella oleva polyomino on suunnattu 15-
omino ja oikealla puolella oleva polyomino on rivikonveksi 14-omino.

Kuva 7: Suunnattu polyomino ja rivikonveksi polyomino.

Rivikonveksien n-ominojen joukosta kiytetdan merkintdd B, ja siind olevien al-
kioiden lukuméérdstd merkintdd b(n). Myos lukujonon (b(n))se,, generoivalle funk-
tiolle B(z) = 3" b(n)z™ annetaan suljettu esitys funktiona luvussa 6| Johdetaan
seuraavaksi kuitenkin jo erds keino laskea lukumédra b(n).

Jokaisessa rivikonveksissa polyominossa on paillekkiisia soluista koostuvia x-
akselin suuntaisia riveji. Niinpd rivikonveksit polyominot voidaan jaotella sen mu-
kaan, kuinka monta soluista koostuvaa rivia niissa on ja kuinka monta solua kullakin
rivilld on. Riveilld olevien solujen tarkastelun seurauksena jokaiseen rivikonveksiin
polyominoon voidaan liittda jokin seuraavan méaéritelméan mukaisista lukujonoista.

Maaritelma 17. Positiivisen kokonaisluvun n hajotelma on positiivisista kokonais-
luvuista koostuva lukujono (a;)¥_,, jossa 1 <k < n ja

Jokaista rivikonveksia n-ominoa, jossa on k paillekkéin olevaa soluista koostuvaa
rivid ja alimmasta rivistd laskettuna rivilld ¢ on a; solua, vastaa luvun n hajotel-
ma (a;)¥_,. Lasketaan seuraavaksi, kuinka monta jotakin yhtd luvun n hajotelmaa
vastaavaa rivikonveksia n-ominoa on olemassa.

Lause 7. Positiivisen kokonaisluvun n hajotelmaa (a;)*_, vastaavien rivikonveksien
n-ominojen lukumddard saadaan tulosta

k—1
H(ai + a1 —1).

i=1
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Todistus. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja (a;)¥_, jokin luvun n hajotelma.
Kaksi perdkkiisistd soluista koostuvaa rivid, joissa on a; ja a1 solua, voidaan aset-
taa padllekkdin (a; + a;.1 — 1) tavalla niin, ettd niissd olevien solujen indusoima
graafi on yhtendinen. Viite saadaan nyt tuloperiaatteen nojalla. O]

Esimerkki 10. Luvun 6 hajotelmaa (2, 1,3) vastaavissa rivikonvekseissa polyomi-
noissa on kolme soluista koostuvaa rivid, joista alimmalla rivilld on kaksi solua, kes-
kimmaéiselld yksi solu ja ylimmalld kolme solua. Lauseen [7| perusteella hajotelmaa
(2,1, 3) vastaavien rivikonveksien 6-ominojen lukuméérd on (2+1—1)(1+3—1) = 6.
Néaméa kuusi rivikonveksia polyominoa on esitetty kuvassa 8]

L | | |

N | L

Kuva 8: Kaikki luvun 6 hajotelmaa (2,1, 3) vastaavat rivikonveksit 6-ominot.

Luku b(n) saadaan laskettua edellistd lausetta hyédyntden. Nimittdin summaa-
malla yhteen luvun n hajotelmia vastaavien rivikonveksien n-ominojen lukumaéaérit
saadaan kaikkien rivikonveksien n-ominojen lukumééri b(n).

Seuraus 3. Kaikilla posititvisilla kokonaisluvuilla n

k1
b(n) = Z H(ai + a1 — 1),

jossa summataan yli luvun n jokaisen hajotelman (a;)F_,.

Edellinen seuraus antaa siis yhden menetelmén rivikonveksien nm-ominojen las-
kemiseksi. Menetelmé on kuitenkin erittdin tyolas, silla erilaisten hajotelmien lu-
kumairi kasvaa eksponentiaalisesti luvun n suhteen. Positiivisella kokonaisluvulla
n on nimittain 27! erilaista hajotelmaa, miki on osoitettu esimerkiksi artikkelissa
[6]. Luvussa 5.1/ johdetaan luvuille b(n) rekursioyhtild, jonka avulla lukuméarit b(n)
voidaan laskea tehokkaammin.
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4 Polyominojen laskeminen

Tutkitaan tdssd luvussa, kuinka monta erilaista kiinnitettyé, kiraalista ja vapaata
n-ominoa on olemassa. Tarkkoja kaavoja lukumédrille t(n), r(n) ja s(n) ei tunneta.
Niiden arvoja voidaan kuitenkin laskea algoritmisesti. Luvussa {4.1] esitetddn eras
algoritmi kiinnitettyjen polyominojen laskemiseksi ja taulukoidaan lukujen t(n), r(n)
ja s(n) arvot solujen lukuméérdin n = 24 asti.

Taulukoiduista arvoista havaitaan, ettd kiinnitettyjen, kiraalisten ja vapaiden n-
ominojen lukuméairit vaikuttaisivat kasvavan eksponentiaalisesti solujen lukumééa-
ridn n suhteen. Luvussa 4.2] johdetaan eksponentiaaliset yla- ja alarajat lukuméérille
t(n), r(n) ja s(n), mikd vahvistaa niiden eksponentiaalisen kasvunopeuden.

4.1 Polyominojen laskeminen algoritmien avulla

Lasketaan tésséd luvussa kiinnitettyjen, kiraalisten ja vapaiden n-ominojen lukumééa-
riat solujen lukumaarddn n = 24 asti. Nain saadaan kasitys siitd, kuinka erilaisten
n-ominojen lukumairat kayttaytyvat solujen lukuméaaran n kasvaessa suuremmaksi.

Kun soluja on vain muutama, kiinnitettyjen, kiraalisten ja vapaiden n-ominojen
lukuméirit voidaan laskea manuaalisesti etsimélld niille normaalikohdassa olevien
n-ominojen joukosta edustajisto. Kun solujen méira lisddntyy, manuaalinen laskemi-
nen kiy nopeasti liian tyoladksi. Siksi onkin hyddyllistd tutkia keinoja automatisoida
polyominojen laskeminen tietokoneen suorittamien algoritmien avulla.

Tutkitaan seuraavaksi ainoastaan, miten kiinnitettyjen n-ominojen lukumaara
voidaan laskea algoritmisesti. Seurauksen [1| perusteella kiinnitettyjen n-ominojen si-
jaan voidaan ekvivalentisti laskea normaalikohdassa olevien n-ominojen lukumaééria.

Jotta normaalikohdassa olevien n-ominojen lukumaéérat voidaan laskea algorit-
misesti, muodostetaan puugraafi, jonka solmuna jokainen normaalikohdassa oleva
polyomino esiintyy tarkalleen kerran. Kutsutaan puugraafissa jonkin solmun vasem-
malla puolella olevia sisaruksia sen vanhemmiksi sisaruksiksi ja oikealla puolella
olevia sisaruksia sen nuoremmiksi sisaruksiksi.

Maaritelma 18. Puugraafi G on polyominojen sukupuu, jos se tayttdd seuraavat
ehdot:

i. Puun G juurena on ainoa normaalikohdassa oleva 1-omino ja jokainen nor-
maalikohdassa oleva polyomino esiintyy vahintdin kerran puussa G.

ii. Olkoon P, jokin normaalikohdassa oleva n-omino. Jokainen n-ominon P, lapsi
puussa G on jokin normaalikohdassa olevista (n -+ 1)-ominoista, jotka saadaan
lisidmalla n-ominoon P, yksi uusi solu.

iii. Olkoon P, ; jokin normaalikohdassa oleva (n + 1)-omino ja [C] se solu, joka
lisddmalla polyominon P,.; vanhempaan puussa G saadaan polyomino P, ..
Télloin solu [C] ei kuulu yhteenkidédn polyominon P,; tai sen esivanhemman
vanhempaan sisarukseen puussa G.

Polyominojen sukupuun voi muodostaa monellakin tavalla. Kuvassa[9 on esitetty
ensimmaiset kolme rivid yhdestd mahdollisesta polyominojen sukupuusta. Téssd su-
kupuussa jokainen jonkin polyominon P, seuraavaksi vanhin lapsi on muodostettu li-
sdamalld polyominoon P, leksiografisessa suuruusjirjestyksessi pienin maaritelmén
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sallimista soluista. Jos sukupuu olisikin muodostettu lisddmalla leksiografises-
sa suuruusjarjestyksessi aina suurin mahdollisista soluista, saataisiin huomattavasti
erilainen sukupuu.

NN AN N NN

Kuva 9: Polyominojen sukupuu.

Osoitetaan vield, ettd jokainen normaalikohdassa oleva polyomino esiintyy poly-
ominojen sukupuussa tarkalleen kerran. Tall6in voimme muodostaa hakualgoritmin,
joka laskee polyominojen sukupuussa olevien n-ominojen lukuméaran.

Lause 8. Olkoon G polyominojen sukupuu. Jokainen normaalikohdassa oleva poly-
omino esiintyy polyominojen sukupuussa G tarkalleen kerran.

Todistus. Olkoon P, jokin normaalikohdassa oleva n-omino. Polyominojen suku-
puun mééritelmén ehdon [if perusteella polyomino P, esiintyy sukupuussa G vihin-
tdan kerran. Riittaa siis osoittaa, ettd polyomino P, esiintyy sukupuussa G korkein-
taan kerran.

Polyominojen sukupuun maéaaritelman ehtojen [if ja [iii] perusteella n-ominon P,
jokainen vanhempi sisarus sisidltdi tarkalleen yhden solun, joka ei kuulu n-ominoon
P,. Vastaavasti P, sisdltdd tarkalleen yhden solun, joka ei kuulu yhteenkdidn sen
nuorempaan sisarukseen. Lisiksi ehdon i1 perusteella n-ominon P, jokaisen esivan-
hemman vanhemmasta sisaruksesta alkavien alipuiden jokainen polyomino sisédltéda
vahintddn yhden solun, joka ei kuulu n-ominoon P,. Vastaavasti P, sisidltdd vihin-
tddn yhden solun, joka ei kuulu yhteenkiin sen jonkin esivanhemman nuoremmasta
sisaruksesta alkavan alipuun polyominoon. Niin ollen polyomino P, esiintyy suku-
puussa G korkeintaan kerran. O

Normaalikohdassa olevien n-ominojen lukuméiri voidaan nyt laskea syvyys- tai
leveyshaku-menetelmid kiyttden polyominojen sukupuusta. Redelmeierin artikke-
lissa [7] esittdmé algoritmi, jonka pseudokoodi on esitetty algoritmissa , laskee po-
lyominojen sukupuusta kaikki korkeintaan N solua siséltavit polyominot. Algoritmi
hyodyntda syvyyshakua ja on luonteeltaan rekursiivinen, silld se laskee sukupuun
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jokaisessa alipuussa olevien polyominojen lukumadrit kiyttden aina samaa algorit-
mia.

Kun algoritmi (1] suoritetaan syotteend jokin positiivinen kokonaisluku N, solun
[0, 0] sisaltéava joukko U ja tyhjat joukot T ja P, saadaan tulosteena lista, joka sisél-
tda kiinnitettyjen m-ominojen lukuméirat kaikilla n < N. Redelmeier pystyi talla
algoritmilla laskemaan kiinnitettyjen n-ominojen lukuméarat solujen lukuméaaraén
n = 24 asti. Sitd suuremmilla solujen lukumaérilla algoritmin suoritus kestéisi tie-
tokoneeltakin jo niin kauan, ettd Redelmeierin ei ollut jarkevad jatkaa algoritmin
suorittamista pidemmaélle.

Algoritmi 1: Normaalikohdassa olevien korkeintaan N solua sisdltédvien

polyominojen lukumé&arat laskeva algoritmi

Syote: P: polyomino, jonka jilkeldisia polyominojen sukupuusta lasketaan.
N: solujen lukuméara, johon asti jalkeldisten lukumaéérid lasketaan.
U: kokeilemattomien solujen joukko.
T': kokeiltujen solujen joukko.

Tuloste: tp: N pituinen lista, jonka kohtaan n lasketaan polyominon P n

solua sisaltavien jalkeldisten lukumaéara.

aseta listan tp arvot nollaan

toista

poista joukosta U jokin solu [C]

lisad solu [C] joukkoihin T ja P

kasvata listan ¢p kohdassa |P| olevaa arvoa yhdelld

jos |P| < N niin

liséé joukkoon U solun [C] vierekkéiset solut, jotka eivét ole jo

joukossa U, eivit kuulu joukkoon T ja ovat leksiografiselta

jarjestykseltddn suurempia kuin solu [0, 0]

kutsu tatd algoritmia luvulla N ja joukkojen U, T' ja P kopioilla

lisda edellisen suoritusrivin tulosteena saadun listan arvot

vastaavissa kohdissa oleviin listan ¢p arvoihin

10 poista joukosta U algoritmin suoritusrivilld 7 siihen lisdtyt solut

11 poista solu [C] joukosta P

12 kunnes |U| =0

13 palauta tp

N o oA ® N R

My®és kiraalisten ja kiinnitettyjen n-ominojen lukumaéérid voidaan laskea algorit-
misesti, kun otetaan huomioon polyominojen symmetriat erilaisten rotaatioiden ja
peilausten suhteen. Esimerkiksi Redelmeier jaotteli artikkelissa [7] normaalikohdas-
sa olevat n-ominot kahdeksaan eri joukkoon sen mukaan, mitkd symmetriat kullakin
n-ominolla on voimassa, ja laski algoritmisesti ndissd joukoissa olevien n-ominojen
lukuméarat.

Redelmeierin algoritmisesti laskemien arvojen perusteella voidaan antaa myds
kiraalisten ja vapaiden n-ominojen lukuméirit solujen lukuméairiin n = 24 as-
ti. Taulukossa (1| onkin esitetty kiinnitettyjen, kiraalisten ja vapaiden n-ominojen
lukumaarat solujen lukuméirddn n = 24 asti. Taulukoitujen arvojen perusteella
erilaisten n-ominojen lukumadrit nayttéisivit kasvavan eksponentiaalisesti solujen
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lukuméaran n suhteen.

Jensen kehitti artikkelissa [8] Redelmeierin algoritmia kekseliddmmén ja nopeam-
man kiinnitettyjen n-ominojen lukumédrin laskevan algoritmin. Sen avulla Jensen
laski kiinnitettyjen n-ominojen lukuméirit solujen lukuméédrisn n = 46 asti. Ar-
tikkelissa [9] Jensen hyodynsi algoritmin toteutuksessa rinnakkaislaskentaa, minké
ansiosta Jensen sai laskettua kiinnitettyjen n-ominojen lukuméérat aina solujen lu-
kumairdan n = 56 asti. TAm& on tdhdn mennessd suurin solujen lukuméiri, jolla
kiinnitettyjen n-ominojen lukumééra on saatu laskettua.

Taulukko 1: Kiinnitettyjen, kiraalisten ja vapaiden n-ominojen lukumééaria.

n t(n) r(n) s(n)
1 1 1 1
2 2 1 1
3 6 2 2
4 19 7 ot
3 63 18 12
6 216 60 35
7 760 196 108
8 2725 704 369
9 9910 2500 1285
10 36446 9189 4655
11 135268 33896 17073
12 505861 126759 63600
13 1903890 476270 238591
14 7204874 1802312 901971
15 27394666 6849777 3426576
16 104592937 26152418 13079255
17 400795844 100203194 50107909
18 1540820542 385221143 192622052
19 2940738676 1485200848 742624232
20 22964779660 0741256764 2870671950
21 88983512783 22245940545 | 11123060678
22 | 345532572678 86383382827 | 43191857688
23 | 1344372335524 | 336093325058 | 168047007728
24 | 5239988770268 | 1309998125640 | 654999700403

4.2 Eksponentiaaliset rajat polyominojen lukumaarille

Vaikka kiinnitettyjen, kiraalisten ja vapaiden n-ominojen lukuméérdé ei yleisesti
tunnetakaan, voimme silti tutkia, kuinka monta kutakin n-ominoa korkeintaan tai
vahintddn on olemassa. Téssd luvussa johdetaan eksponentiaaliset rajat luvuille ¢(n),
r(n) ja s(n). Nami rajat vahvistavat hypoteesimme siiti, ettd kiinnitettyjen, kiraa-
listen ja vapaiden n-ominojen lukuméairit kasvavat eksponentiaalisesti solujen luku-
maédran n suhteen.
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Vertaillaan ensin lukujen ¢(n), r(n) ja s(n) suuruuksia toisiinsa. Seuraava lause
on esitetty kirjassa [3] ilman todistusta, mutta selvyyden vuoksi sille on esitetty

kirjoittajan oma todistus. Lauseen ensimmainen epédyhtdlo on todistettu myos ar-
tikkelissa [4].

Lause 9. Kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n

% < s(n) <r(n) <t(n).

Todistus. Viitteen kaksi jalkimmaista epayhtdlod seuraavat siité, ettd kaikki kongru-
entit polyominot ovat yhtaldiden ja perusteella myos rotaatio-ekvivalentteja,
ja kaikki rotaatio-ekvivalentit polyominot ovat yhtildiden (2)) ja (3]) perusteella myos
translaatio-ekvivalentteja. Ensimmaéinen epdyhtilo taas seuraa siitd, ettd jokainen
vapaa n-omino saadaan korkeintaan kahdeksan kiinnitetyn n-ominon unionina. [J

Jos luvulle t(n) loydetadn eksponentiaaliset rajat, niistd saadaan edellisen lauseen
perusteella eksponentiaaliset rajat my6s luvuille r(n) ja s(n). Voimme siis tutkia yla-
ja alarajoja ainoastaan luvulle ¢(n). Liséksi, koska kiinnitettyjd n-ominoja on seu-
rauksen (1| perusteella yhtd monta kuin normaalikohdassa olevia n-ominoja, voimme
yhtapitavasti tutkia yla- ja alarajoja normaalikohdassa oleville n-ominoille.

Yksi yldraja normaalikohdassa olevien n-ominojen lukuméérélle l6ydettiin jo
lauseen [6] todistuksessa. Loydetty yliraja on kuitenkin todella huono, kuten esimer-
kissé |8 huomattiin. Seuraava lause, joka on alkuperdisesti esitetty artikkelissa [10)],
antaa huomattavasti paremman ylarajan normaalikohdassa olevien n-ominojen lu-
kumédrille. Alla esitetty todistus mukailee artikkelissa [4] annettua todistusta ky-
seiselle lauseelle.

Lause 10. Kazikilla posititvisilla kokonaisluvuilla n

t(n) < (ngfl).

Todistus. Olkoon P, jokin normaalikohdassa oleva n-omino. Nimetaan alla esitetté-
vin menetelmén avulla polyominon P, solujen keskipisteet pisteiksi C, Cy, ..., C,_1
ja C), sekd muodostetaan samalla polyominoon P, liitetty yksikésitteinen binéérisa-
na (a1bicy)(agbacs) . .. (apbycy,). Olkoon aluksi a; = b; = ¢; = 0 kaikilla 1 <1 < n.
Nimetaén solun [0, 0] keskipiste pisteeksi Cy. Jos n = 1, olemme valmiita ja aino-
aaseen normaalikohdassa olevaan 1-ominoon liitetty bindédrisana on (000). Jos taas
n > 1, niin vihintddn toinen soluista [1,0] ja [0, 1] kuuluu polyominoon F,. Jos
molemmat néista soluista kuuluvat polyominoon P,, niin nimetdén solun [1, 0] kes-
kipiste pisteeksi Cs ja solun [0, 1] keskipiste pisteeksi C3 ja piirretdén viiva pisteesté
C pisteisiin Cy ja C3. Muutoin nimetéén solun [0, 0] ainoan vierekkiisen polyomi-
noon P, kuuluvan solun keskipiste pisteeksi C ja piirretaén pisteiden C' ja Cy vilille
viiva. Jos solu [1, 0] tai [0, 1] kuuluu n-ominoon P,, niin asetetaan vastaavasti by = 1
tai ¢; = 1. Seuraavat menetelmén vaiheet tulee suorittaa nimedmisjirjestyksessi

pisteille Cs, Cs, ..., C,_1 ja C,,.
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Oletetaan, ettd i pistettd on jo nimetty ja ettd néitd menetelmén vaiheita on
suoritettu jo pisteille Cy, Cs, ..., Cj_5 ja Cj_;. Jos j —1 = n, niin olemme valmiita.
Jos taas j — 1 < n, niin olkoon Cj, se piste, josta on piirretty jana pisteeseen Cj.
Nimetadn solun [C;] vierekkiisten polyominoon P, kuuluvien solujen nimedmétta
olevat keskipisteet niitd vastaavien solujen kasvavassa leksiografisessa jirjestyksessé
pisteiksi Cj11, Ciio, ..., Ciyy, jossa [ on uusien nimettdvien pisteiden lukum&ara.
Lisdksi piirretddn viiva pisteestd C; jokaiseen uuteen nimettyyn pisteeseen. Jos pis-
teestd C; piirrettiin viiva solun [C;] vierekkéisistd solusta [C}| eroavista soluista
leksiografisesti suurimman, keskimmaéisen tai pienimmén solun keskipisteeseen, niin
asetetaan vastaavasti a; = 1, b; = 1 tai ¢; = 1.

Edelld esitetyssd menetelméssd muodostettavan bindédrisanan yksi nolla muutet-
tiin ykkoseksi aina, kun kahden pisteen vélille piirrettiin viiva. Koska viivoja piirret-
tiin n — 1 kappaletta, on saadussa bindérisanassa saman verran ykkosid. Néin ollen
jokaiseen normaalikohdassa olevaan m-ominoon voidaan liittdd eri 3n pituinen bi-
néirisana, jossa on tarkalleen n — 1 ykkosta. Koska téllaisia bindérisanoja on (n?’_"l)
kappaletta, viite seuraa. O
Esimerkki 11. Kuvassa on esitetty katkoviivoin erds normaalikohdassa oleva
9-omino, jonka keskipisteet on nimetty lauseen todistuksen menetelmén avulla.
Todistuksen menetelmé liittda kuvassa olevaan 9-ominoon binddrisanan

(001)(011)(011)(100)(110)(000)(000)(000)(000),

jonka jokainen ykkonen vastaa yhté pisteiden vilille piirrettyd viivaa. Niinpa bin&da-
risanassa onkin yhteenséd kahdeksan ykkosté.

. oo T [ -
e </ B e
! e o ' i
S . I — e .
i C? E C;; E -Cr, E -Cé) E
i __________ L . LU P L, :
Cl Cﬁ

Kuva 10: Erds 9-omino, jonka pisteet on nimetty lauseen [10|todistuksen menetelmén
avulla.

Lauseen [10|yldrajaa voidaan arvioida ylospain hyddyntamaélld kertoman suuruut-
ta rajaavaa epiyhtiloketjua, joka on esitetty ja todistettu artikkelissa [11]. Esitetaéan
tdma epayhtiloketju seuraavassa lemmassa todistuksetta.

Lemma 3. Kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n

2mn <E> <nl <V2mn <E> e.
e

e
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Hyodyntamalla edellistd lemmaa kiinnitettyjen n-ominojen lukuméarille saa-
daan eksponentiaalinen yldaraja solujen lukuméarin n suhteen.

Lause 11. Kaikilla posititvisilla kokonaisluvuilla n
27\"
t -
< (%)

Todistus. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Arvioidaan lauseen [I0| antamaa ylé-
rajaa ensin binomikertoimen ominaisuuksien avulla, jolloin saadaan epdyhtiloketju

o= ()= () = iy

Arvioidaan edellisen epayhtédloketjun viimeista lauseketta yléspéin lemmassa [3] esi-
tetyn kertomaa rajoittavan epéyhtaloketjun avulla, jolloin luvun ¢(n) ylirajaksi saa-
daan

]

Johdetaan seuraavaksi vield eksponentiaalinen alaraja kiinnitettyjen n-ominojen
lukumaérille. Varsin yksinkertainen alaraja saadaan, kun tarkastellaan suunnattuja
polyominoja, joiden solujen indusoimat graafit ovat polkuja.

Lause 12. Kaikilla posititvisilla kokonaisluvuilla n

t(n) > 21,

Todistus. Tarkastellaan suunnattujen n-ominojen joukkoa D,,. Polkuja, joissa on n
pistetté, ja jotka etenevit origosta aina yhden yksikén verran joko x- tai y-akselin
positiiviseen suuntaan, on 2"~ ! kappaletta. Tillaisissa poluissa nimittiin etenemis-
suunta pisteestd seuraavaan voidaan valita aina kahdesta mahdollisesta vaihtoehdos-
ta. Jokainen tallainen polku vastaa erilaisen suunnatun n-ominon solujen indusoimaa
graafia. Niin ollen joukossa D,, on ainakin 2"~! erilaista n-ominoa. Koska luku #(n)
on seurauksen |1| perusteella vihintdan yhta suuri kuin luku d(n), védite seuraa. [
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5 Klarnerin vakio

Tutkitaan tédssd luvussa kiinnitettyjen n-ominojen eksponentiaalisen kasvun kéyt-
tdytymistd asymptoottisesti. Osoitetaan ensin, ettd luvun ¢(n) eksponentiaalinen
kasvu tasaantuu solujen lukuméaran n kasvaessa tarpeeksi suureksi. Tarkemmin sa-
nottuna siis osoitetaan, ettd raja-arvo A = lim,, . t(n)% on olemassa. Raja-arvo A
tunnetaan Klarnerin vakiona sen olemassaolon ensimmaéisend todistaneen henkilén
mukaan. Sen tarkkaa arvoa ei tiedetd, mutta joitakin yli- ja alarajoja tunnetaan.

Klarnerin vakion olemassaolon todistuksessa hyodynnetiin lemmaa, joka tunne-
taan sen ensimmaéisend esitelleen henkilon mukaan Feketen lemmana [12]. Todistus
Feketen lemmalle 16ytyy esimerkiksi kirjasta [13]. Feketen lemma koskee reaaliar-
voisia lukujonoja (u,,)72,, joille on kaikilla indekseilld n ja m voimassa additiivista
muotoa oleva epdyhtalo wu, + u, < Unim. Feketen lemma sanoo, etta tallaisilla lu-
kujonoilla raja-arvo lim, .. ©* on olemassa.

Alla esitettdva lemma sen sijaan antaa vastaavan tuloksen positiivisarvoisille lu-
kujonoille (u,)5°,, joille on voimassa kaikilla indekseilld n ja m multiplikatiivista
muotoa oleva epdyhtald u,t, < Uyi.,. Esitettdvd lemma voitaisiin todistaa hyo-
dyntéen alkuperiistd Feketen lemmaa, kuten kirjassa [14] on tehty. Téss4 sille esite-
taan kuitenkin kirjoittajan oma suora todistus, joka mukailee vahvasti kirjojen [13]
ja [14] todistuksia Feketen lemmalle.

Lemma 4. Olkoon (u,)>2 | positiivisista reaaliluvuista koostuva lukujono, jossa kai-
killa indekseilld n ja m on voimassa upty, < Upip. Tdlléin raja-arvo lim, un%
on olemassa.

Todistus. Asetetaan ug = 1. Olkoon wu,, jokin lauseen lukujonon jésenista ja k jokin
nollaa suurempi kokonaisluku. Jakoyhtdlén perusteella on olemassa kokonaisluvut j
ja 1, jossa 0 <1 < k—1, jajoille n = jk + i. Kun lauseen epéyhtdlod kiytetddn
useaan kertaan luvulle u,,, saadaan epayhtaloketju

> > 4,2 > > 9,0 o k(i)
Up Z UkUpn—k = Uk Un—2k = 2 U Up—jk = Uk Uy

Kun tamé epayhtiloketju korotetaan potenssiin % ja tutkitaan puolittaisia alaraja-
arvoja luvun n suhteen, saadaan epayhtilo

o ER 1(q_i
lim inf u,,» > lim inf ukk(l ">Uz
n—00 n—00

3=
=

= Ur*.

Tama epayhtald patee kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k. Niinpé siis
lim inf un% > lim sup un%.
n—00 n—00

Koska alaraja-arvo on aina pienempi tai yhtd suuri kuin ylaraja-arvo, on oltava

.. 1 . 1
liminf u,» = limsup u,~,
n—00 n—o00

. . . 1
ja ndin ollen raja-arvo lim,, ,. u,» on olemassa. O

Seuraavassa lauseessa osoitetaan, ettd edellisen lemman ehdot ovat voimassa
lukujonolle (£(n))22 ,, jolloin raja-arvo A on siis olemassa. Lauseen todistus perustuu

Klarnerin artikkelissa [4] esittdmé&én todistukseen vakion A olemassaololle.
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Lause 13. Raja-arvo A on olemassa.

Todistus. Olkoon P, jokin normaalikohdassa oleva n-omino ja P,, jokin normaali-
kohdassa oleva m-omino. Siirretdan m-ominoa P, koordinaatistossa siten, ettd sen
leksiografiselta jarjestykseltddn pienimmaésté solusta tulee n-ominon P, leksiografi-
selta jarjestykseltdén suurimman solun yldpuolella oleva vierekkéinen solu. Siirron
jilkeen polyominojen P, ja P,, solut muodostavat yhdessé jonkin normaalikohdassa
olevan (n + m)-ominon.

Lisdksi yhdistamalld mitkd tahansa kaksi normaalikohdassa olevaa n- ja m-
ominoa edelld kuvatulla tavalla saadaan aina eri normaalikohdassa oleva (n + m)-
omino. Néin ollen ¢(n)t(m) < t(n + m) kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n
ja m. Koska lemman [] ehdot ovat voimassa lukujonolle (¢(n))2,, raja-arvo A =

lim,, 00 t(n)% on olemassa. O

1

Edelld tutkimme ainoastaan kiinnitettyjen n-ominojen raja-arvoa lim,, . t(n)=.
Tulee mieleen kysyé, ovatko kiraalisten ja vapaiden n-ominojen vastaavat raja-arvot
lim,, o0 r(n)% jalim, o s(n)% olemassa. Osoitetaan seuraavaksi, ettd ne itse asiassa
lahestyvit kaikki samaa lukua A.

. o 1. 1 .
Lause 14. Raja-arvoille lim, o r(n)» ja lim, ., s(n)» on voimassa

lim T(TL)% = lim s(n)% =\

n—oo n—oo

Todistus. Viite seuraa kuristusperiaatteen nojalla lauseesta [9] silli sen perusteella
luvuille ¢(n), r(n) ja s(n) on voimassa

1
1 t n
lim ¢(n)» = lim (@> < lim s(n)» < lim r(n)» < lim t(n)%

Nn—00 n—00 8

Luku A voisi mahdollisesti olla ddreton, silld sen darellisyys ei seuraa sen olemas-
saolosta. Lauseista [11] ja [12| saadaan kuitenkin suoraviivaisesti yli- ja alaraja luvun
A suuruudelle ja néin ollen niistd seuraa myos sen adérellisyys.

Lause 15. Luvulle \ on voimassa

2<A< —.
- 4

Todistus. Lauseen [11] perusteella

. 27\ ™\ * 297 27
A= lim ¢t(n)» < lim ((—) ) = lim — = —

n—o00 n—00 4

ja toisaalta lauseen [12| perusteella

A= lim t(n)% > lim (2"‘1)% — lim 21 % = 9.

n—o0 n—oo n—oo
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5.1 Parempi alaraja Klarnerin vakiolle

Parantaaksemme lauseen (15| alarajaa luvulle A tutkitaan seuraavaksi rivikonveksien
n-ominojen joukkoa B, ja siind olevien n-ominojen lukuméérdd b(n). Johdetaan
luvuille b(n) rekursioyhtdld, jonka avulla rivikonveksien n-ominojen lukuméérille
saadaan jarjestysluvusta n riippuva kaava. Tutkimalla tdtd kaavaa voimme arvioida
Klarnerin vakion A suuruutta alhaalta. Témén luvun tulokset perustuvat artikkeliin
[15].

Kéaytetddn merkintdd B, , joukon B, osajoukosta, jossa on ne rivikonveksit n-
ominot, joiden alimmalla rivilld on 7 solua. Liséiksi kiytetdan joukon B, , alkioiden
lukuméarille merkintdé b,(n). Heti havaitaan, ettd by(n) = 0 ja b,(n) = 1 kaikilla
n > 1, silla nolla solua ensimmaiselld rivillaan sisdltavia rivikonvekseja polyominoja
ei ole ja n solua ensimmaiselld rivilladn sisdltdvid n-ominoja on tarkalleen yksi.
Liséksi joukon B, , méaaritelmén nojalla kaikilla luonnollisilla luvuilla n on voimassa

bn) = 3 b (). o)

Jokaisen joukon B,,, polyominon voidaan ajatella koostuvan yhdestd r solua si-
siltdvista rivistd ja sen péadlle asetetusta joukkoon B, _, kuuluvasta polyominosta.
Luvulle b,(n) saadaan siis johdettua laskukaava, kun lasketaan yhteen, kuinka mo-
nella tavalla voidaan muodostaa joukkoon B, , kuuluva polyomino asettamalla r
solua sisdltavin rivin péaille jokin joukon B, _, polyomino.

Lause 16. Olkoon n ja r kokonaislukuja, joille 1 < r < n. Tdilldin

n—r

be(n) = (r+i— 1)bi(n —r). (6)

i=1

Todistus. Rivin, jossa on r solua, paille voidaan asettaa jokin joukon B,,_,; poly-
omino (r + 4 — 1) tavalla niin, ettd saatu solujen joukko muodostaa jonkin jouk-
koon B, , kuuluvan rivikonveksin n-ominon. Télld tavalla muodostettuja rivikon-
vekseja m-ominoja on siis yhteensd (r 4+ — 1)b;(n — r) kappaletta. Viite saadaan,
kun summataan yhteen lasketut muodostamistavat jokaiselle joukolle B,,_, ;, jossa
1<:<n—r. ]

Yhtéloiden (B)) ja (6] avulla voidaan muodostaa rekursioyhtéld luvuille b(n). Re-
kursioyhtdlon muodostamiseen johtavat askeleet on jaettu useampaan lemmaan se-
ki lauseeseen joka kokoaa yhteen lemmojen tulokset antaen lopulta tavoitellun
rekursioyhtalon.

Lemma 5. Olkoon n ja r kokonaislukuja, joille 1 < r <n. Tdlléin

by(n) —b._1(n—1)=bn—r).
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Todistus. Kiyttamailld yhtilod (6) lukujen b,(n) ja b,_1(n — 1) erotukseksi saadaan

b.(n) —b_1(n—1) = i(r +i—1)bi(n—r)— i(r +1i—2)bi(n—r).

Yhdistetddn edellisen yhtdlon oikean puolen summat, jolloin

by(n) —b._1(n—1) = Zb n—r)

joka on yhtélon 5| perusteella yhtéd suuri kuin luku b(n — r). ]

Kaytanndssa edellisessd lemmassa tarkastellaan, kuinka monella tavalla joukon
B,,_, polyominoja voidaan asettaa r ja r — 1 solua sisiltivien rivien péélle niin, etté
muodostuu rivikonveksi polyomino. Vihentdmalld ndiden tapojen lukumé&arat toi-
sistaan saadaan siis joukon B,,_, polyominojen lukumaari. Tama selittyy silld, etta
erotuksessa jaa jiljelle vain ne tavat, jossa joukon B,,_, polyomino asetetaan yhdes-
td solusta koostuvan rivin péaélle niin, ettd muodostuneessa polyominossa alimman
rivin solu on mahdollisimman ldhelld paélle asetettavan polyominon vasenta reunaa.
Téllaisia tapoja on selvasti vain yksi jokaista joukon B, _, polyominoa kohti.

Seuraavissa lemmoissa johdetuille yhtéloille onkin jo vaikeampi antaa geometris-
ta tulkintaa. Niinpi esitetddnkin ainoastaan todistukset, joissa uudet yhtalot saa-
daan muodostettua jo esitettyjd yhtiloitd kasittelemilld. Jokainen uusi yhtdlo on
aina askeleen lahempénd tavoiteltua rekursioyhtdlod. Johdetaan ensin lemmoissa [6]
ja[f]kaksi uutta yht#lod luvulle b(n) ja sen jilkeen lemmoissal8] [9]ja[L0] kolme yhtilod
luvulle by (n).

Lemma 6. Olkoon n > 0. Télloin

b(n) =bi(n) + > _b(n—r). (7)

Todistus. Koska b(0) = b1(0) = 0 ja b(1) = by(1) = 1, viitteen yhtilo pétee, kun
0 < n < 1. Olkoon siis n > 2. Kun yht&loa (5)) kiytetddn luvuille b(n) ja b(n — 1),
niiden erotukselle saadaan yhtélo

n—

b(n) —b(n —1) = Zb 1br(n—1).

r—=

Erotetaan edellisen yhtdlén ensimmaéisestd summasta luku by (n) erilleen ja muute-
taan jalkimmaisen summan indeksdintié, jolloin summat voidaan yhdistda. Saadaan
yhtalo

b(n) —b(n —1) = +Z n) —by_1(n—1)).

26



Koska b,(n) = b,—1(n — 1) = 1, edellisen yhtdlén summaus voidaan lopettaa
lukuun n—1. Liséksi erotus b,(n) —b,_1(n—1) voidaan lemman 5| perusteella korvata
luvulla b(n — r). Niinpa

n—1

b(n) —b(n—1) =by(n) + Y _b(n—r).

r=2

Kun tdmén yhtialon molemmille puolille lisataan luku b(n — 1) ja sisdllytetdén se
yhtélon oikealla puolella esiintyviidn summaan, saadaan viite. O]

Lemma 7. Olkoon n > 1. Tédlloin

b(n) =2b(n —1) 4+ bi(n) — by(n —1). (8)

Todistus. Kun yhtaloa kiytetddn luvuille b(n) ja b(n — 1), niiden erotukselle
saadaan yhtalo

b(n) —b(n —1) :bl(n)—i—z_:b(n—r)—bl(n—l)— Y b(n—1-—r).

Erotetaan edellisen yhtdlon ensimmaisestd summasta luku b(n — 1), jolloin jaljelle
jaava summa on yhtasuuri kuin jalkimmé&inen summa ja ne siis kumoavat toisensa.
Néin ollen edellinen yhtilo saadaan muotoon

b(n) —b(n—1) =by(n)+b(n—1) —by(n—1).
Viite saadaan lisddmélld tdimén yht&lon molemmille puolille luku b(n — 1). O

Lemma 8. Olkoon n > 3. Tdlloin

w

n—

bi(n) =bi(n—1)4+bn—1)+ ) (n—2—14)b(i). (9)

1

(2

Todistus. Kun yhtlod (6) kiytetddn luvuille by(n) ja by(n — 1), niiden erotukselle
saadaan yhtalo

bl(n)—bl(n—l):iibi(n—l)—iibi(n—Z). (10)

Tamaéan yhtalon ensimmaéiselle summalle on voimassa yhtalo

iz’bi(n— 1) = ibi(n— 1) + }_ (i = 1)bi(n — 1),
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jonka oikean puolen ensimméinen summa on yhtélon (5)) perusteella yhtd suuri kuin
luku b(n — 1) ja jilkimmé&inen summa voidaan indeksointid muuttamalla yhdistdd
yhtilén jalkimmiisen summan kanssa. Niinpi siis

n—2

bi(n) —bi(n—1) =b(n—1)+ Y i(bisa(n— 1) — bi(n — 2)).

=1

Koska b, _1(n — 1) = b,_o(n — 2) = 1, edellisen yhtialén summan summaus voidaan
lopettaa lukuun n — 3. Liséksi lemman [5| perusteella erotus b;1(n — 1) — b;(n — 2)
voidaan korvata luvulla b(n — 2 — 7). Saadaan siis yhtalo

n—3

bi(n) —bi(n—1) =b(n—1)+ Y ib(n—2—1).

=1

Viite saadaan lisddmalld tdmén yhtilon molemmille puolille luku by (n—1) ja muok-
kaamalla yhtdlossd esiintyvan summan indeksointi. O

Lemma 9. Olkoon n > 4. Tdlloin

n—1

bi(n) = 2by(n — 1) — by(n — 2) — 2b(n — 2) + > _ b(i). (11)

=1

Todistus. Kiytetddn yhtalod () luvulle by (n) ja by(n —1), jolloin niiden erotukseksi
saadaan

]
w

bi(n) —bi(n—1)=b(n—1)+bn—1)+» (n—2—14)b(i)

3 -
N

b —2)—bn—2)— S (n—3—)b0).

1

7

Edellisen yhtélon jalkimmaéisen summan indeksointi voidaan jatkaa lukuun n—3 asti
ilman vaikutusta kyseisen summan suuruuteen. Niinpéd edellisen yhtdlén summat
voidaan esittdd muodoissa

S -2 - ) = 30— 10 ~ 23 bG)
2(71 — 3 —1)b(i) = Z(n —4)b(i) — 325(@,

jolloin niiden erotus on yhté suuri kuin summa Z?:_f’ b(i). Nyt siis

biln) —bi(n—1)=by(n—1)—b;(n—2)+b(n—1) —b(n —2) + Z_:b(z)

i=1
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Kun edellisen yhtélon oikealle puolelle lisdtain luvut b(n — 2) ja —b(n — 2), luvut
b(n—1) ja b(n—2) voidaan siséllyttaé yhtélon oikealla puolella esiintyvién summaan.
Yhtalo saadaan siis muotoon

n—1
bi(n) — by(n—1) =by(n—1) — by(n—2) —2b(n —2) + > _b(i)
i=1
Viite seuraa lisddmalld tdmén yhtdlon molemmille puolille luku by (n — 1). O
Lemma 10. Olkoon n > 5. Tdlldin

Todistus. Kaytetdan yhtalod luvuille b;(n) ja by (n—1), jolloin niiden erotukselle
saadaan yhtalo

n—1

bi(n) = bi(n — 1) = 2by(n — 1) — by(n — 2) — 2b(n — 2) + > _ b(i)

i=1
n—2
— 2by(n — 2) + bi(n — 3) +2b(n — 3) = > b(i).
i=1
Erottamalla tdmén yhtalon ensimmaéisestd summasta luku b(n — 1), jaljelle jaavat

summat kumoavat toisensa. Niinpi edellinen yht&lo saadaan vain lukujen jarjestysta
muuttamalla muotoon

bi(n) —bi(n—1) =2b;(n —1) —3b1(n—2) + by (n—3)
+b(n —1) — 2b(n — 2) + 2b(n — 3).

Edellisessé yhtdlossa erotus b(n—1)—2b(n—2) voidaan korvata lemman [7| perusteella
erotuksella b;(n — 1) — by (n — 2). Saadaan siis yhtilo

bi(n) —bi(n—1) =3by(n — 1) — 4by(n — 2) + by (n — 3) + 2b(n — 3).
Viite saadaan, kun edellisen yht&lon molemmille puolille lisétddn luku by (n—1). O

Kun lemmoissa [7] ja [L0] johdetut yhtélot luvuille b(n) ja bi(n) yhdistetiién, saa-
daan vihdoin muodostettua rekursioyhtilo luvuille b(n).

Lause 17. Luvuille b(n) on voimassa kaikilla n > 5

b(n) =5bb(n — 1) — 7b(n — 2) + 4b(n — 3). (13)

Todistus. Sijoitetaan yhtils (12)) yhtdlosn (), jolloin

b(n) =2b(n — 1) +4biy(n — 1) —4by(n — 2) + by(n — 3) +2b(n — 3) — by(n — 1).
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Jarjestelemélld termeja, edellinen yhtalé saadaan muotoon
b(n) =2b(n—1)+2b(n—3)+3(by(n—1) —by(n—2)) — (by(n —2) — by(n —3)).

Lemman [7| perusteella edellisen yht#lon erotus by (n — 1) — by (n — 2) voidaan korvata
erotuksella b(n — 1) — 2b(n — 2) ja erotus by (n —2) — by (n — 3) erotuksella b(n —2) —
2b(n — 3). Nyt siis

b(n) =2b(n —1) 4+ 2b(n —3) + 3 (b(n — 1) — 2b(n — 2)) — (b(n — 2) — 2b(n — 3)),
josta viite saadaan avaamalla sulut ja yhdistdmalld samat termit keskendén. O]

Kun lukujonon (b(n))s2, ensimméiset viisi jisentd tunnetaan, seuraavien jisen-
ten arvot voidaan laskea rekursioyhtdlon avulla. Ensimméisten viiden jasenen
arvot voidaan laskea joko seurauksen [3] avulla tai kiyttdmalld yhtaloita () ja (6)).
Ensimmaéisten jésenten arvoiksi saadaan b(0) = 0, b(1) = 1, b(2) = 2, b(3) = 6 ja
b(4) = 19.

Rekursioyhtilon karakteristisella polynomilla z® — 522 + 72 — 4 on kolme eri
suurta juurta. Reaalinen juuri on itseisarvoltaan suurin ja suuruudeltaan hieman yli
3,20. Muut kaksi juurta ovat toistensa kompleksikonjugaatteja. Osoitetaan seuraa-
vaksi, ettd raja-arvo lim,, .. b(n)% lihestyy polynomin z3 — 522 4+ 72 — 4 reaalisen
juuren arvoa.

Lause 18. Raja-arvo lim, b(n)% = f3, jossa B on rekursioyhtdlon karakte-
ristisen polynomin reaalinen juuri.

Todistus. Olkoon rekursioyhtalon karakteristisen polynomin reaalinen juuri

ja kompleksiset juuret « ja @. Tutkitaan lukujonoa (b(n + 2))5°, jonka jésenille on

lauseen {| perusteella joillakin kompleksiluvuilla ¢, co ja c3 voimassa kaava
b(n+2) =c18" + ™ + esa”. (14)
Kompleksiluku z potenssiin n voidaan tunnetusti esittdd muodossa
2" = (|z]€")" = |2|"(cos O + isin )" = |z|"(cos(nf) + i sin(nd)),

jossa 6 on kompleksiluvun z vaihekulma polaariesityksessi. Néin ollen kaava ((14)
voidaan esittdd muodossa

b(n+2) =c18" + |a|"((c2 + ¢3) cos(nB) + (ca — c3)isin(nd)),

jossa 6 on kompleksiluvun « vaihekulma polaariesityksessa.

Koska lukujonon (b(n + 2))5°, jdsenet ovat kaikki reaalilukuja, edellisen kaavan
imaginaarinen osa on oltava nolla kaikilla luvun n arvoilla. Niinpéd vakioiden ¢, ja
c3 on oltava toistensa kompleksikonjugaatteja. Kaava voidaan siis esittdd myos
muodossa

b(n+2) =c16" + |a|"(escos(nb) + cssin(nh)),
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jossa ¢4 ja cs ovat joitakin reaalilukuja. Otetaan tdmén yhtélon oikean puolen lausek-

keessa yhteiseksi tekijiksi 4" ja korotetaan molemmat puolet potenssiin 1, jolloin

saadaan yhtélo

Vb(n+2)=p (/cl + (%) (cycos(nb) + cssin(nd)).

Koska |a| < B, edellisen yhtélon oikea puoli ldhestyy lukua 8 luvun n ldhestyessi
aaretonta. Lisdksi vasemman puolen raja-arvo luvun n lahestyessé daretontd on yhta

suuri kuin raja-arvo lim,, . b(n)%. Niinpé siis lim,, oo b(n)% = 0. O

Klarnerin vakion A alarajaa saadaan parannettua edellisen lauseen seurauksena,
1

silld seurauksen (1| perusteella lim,, t(n)% > lim,, o0 b(n) 7.
Seuraus 4. Klarnerin vakio A > 3,20.

Paras tahdn mennessi osoitettu alaraja Klarnerin vakiolle on A > 4,0025, jonka
Barequet, Rote, ja Shalah osoittivat tietokonetta hyodyntavin algoritmin avulla [16].

5.2 Parempi yliaraja Klarnerin vakiolle

Lauseen |[15| antaman alarajan lisdksi voimme parantaa myos sen antamaa ylarajaa
luvulle A. Ylarajan parantamiseksi tarvitsemme generoivia funktioita ja kekselidan
tavan tarkastella normaalikohdassa olevia polyominoja. Tamén luvun tulokset pe-
rustuvat artikkeliin [17].

Lauseen [10| todistuksessa huomasimme, ettéd jokaiseen normaalikohdassa olevaan
polyominoon voidaan liittdé jokin eri bindarisana. Normaalikohdassa olevat polyno-
mit voidaan siis esittdd kompaktisti ja yksikésitteisesti myos binddrisanojen avulla.

Johdetaan normaalikohdassa oleville polyominoille seuraavaksi toisenlainen esi-
tysmuoto, jossa jokainen polyomino voidaan esittdé tietyistd pienemmistd polyomi-
noista koostuvana jonona. Jotta tdmé toisenlainen esitysmuoto olisi helpompi ym-
martad, esitetdan se ensin tapauksessa, jossa jonot muodostetaan kayttamalla tiet-
tyja yksinkertaisia polyominoja. Sen jilkeen tarkastellaan haastavampaa tapausta,
jossa jonoissa kiytettavat polyominot ovat monimutkaisempia. Tutkimalla tata haas-
tavampaa tapausta, saamme johdettua paremman yldrajan vakiolle .

Olkoon E polyominoista

Ey = {[0,-1],10,01,[0, 1],[1, 0],[-1, 0]},
£y = {[0, -1],0,0},[0, 1],[1, 2
Esz ={[0,-1],10,0},[0,1],  [-1,0]},
Ey = {[0,-1],0,0},[0, 1] H
Es ={[0,-1],10,0],  [1,0],[-1,0]},
Eg = {[0,—1],10,0], L 2
Er ={[0,-1],[0,0], [—1,0]} ja
Es = {[0,-1],10,0] }
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Kuva 11: Joukossa F olevat polyominot.

koostuva joukko. Joukon E polyominot on esitetty kuvassa . Kuvassa solun [0, —1]
keskipisteeseen on piirretty musta rasti ja solun [0, 0] keskipisteeseen musta ympyré.

Osoittautuu, ettd normaalikohdassa olevat polyominot voidaan esittdéd yksikésit-
teisesti joukon E polyominoista muodostettuina jonoina. Tutkitaan aluksi kaikkia
mahdollisia ddrellisid joukon E polyominoista muodostettuja jonoja. Joukosta, jo-
ka sisaltdd kaikki mahdolliset joukon E polyominoista koostuvat k-pituiset jonot,
kiiytetdin merkintii E*. Seuraavien méiiritelmien avulla joukon E polyominoista
koostuvat jonot voidaan partitioida pienempiin osajoukkoihin samaan tapaan kuin
ne voidaan partitioida jonojen pituuden perusteella joukkoihin E*.

Maaritelma 19. Olkoon P, jokin n-omino. Polyominon P, paino
w(P,) = z%°,

jossa a = n — 2 ja b on polyominoon P, kuuluvien z-akselin alapuolella olevien
solujen lukumaara.

Esimerkki 12. Joukossa E olevien polyominojen painot ovat

w(Ey) = 2y,

w(Ey) = 2%y = w(F3) = w(Es),
w(Ey) = zy = w(Eg) = w(Er) ja
w(Eg) = y.

Maiaritelladn paino myos polyominoista koostuville jonoille.

Miéritelmd 20. Olkoon Y = (Y;) | jono, jossa Y; on jokin polyomino kaikilla
1 <i<k.JononY paino
k

W)=z H w(Y;).

i=1
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Joukon E polyominoista muodostettujen z%y’-painoisten jonojen lukuméiiristi
kiytetadn merkintdd e(a,b). Seuraavassa lauseessa tarkastellaan eréistd generoivaa
funktiota, jonka avulla saadaan johdettua laskukaava luvuille e(n,n).

Lause 19. Kaikilla posititvisilla kokonaisluvuilla n

e(n,n) = (n?’f 1)

Todistus. Tarkastellaan generoivaa funktiota G(z,y) = > oy > o, e(a, b)zy’. Ge-
neroivan funktion G(z,y) summassa lasketaan yhteen kaikkien mahdollisten joukon
E polyominoista muodostettujen jonojen painot. Tama yhteenlasku voidaan suorit-
taa summaamalla yhteen jokaisessa joukossa E* olevien k-pituisten jonojen painot,
jolloin

Glay) =3 S W),

k=0 YeEk

Tuloperiaatteen nojalla edellisen yhtdlon sisempi summa

W)=z (Z w(P))k.

YeEF PeE
Koska joukossa E olevien polyominojen painojen summa »_p_pw(P) = (1 + z)%y,
generoivaksi funktioksi saadaan

oo

Gla.y) = > all +2)%y"

k=0

Kiytetiin binomikaavaa potenssille (1 + )3, jolloin

e ) 3k 3]{3 ‘
G(z,y) =) = (Z ( . ):c) v
k=0 1=0 L

Kun ulommassa summassa oleva muuttuja x siirretdin sisemméan summan sisélle ja
muutetaan sisemmain summan indeksdintiéd, generoivaksi funktioksi saadaan

G(a,y) = i ?il (Z 3_k1> 'y

k=0 i=1

Niin ollen generoivassa funktiossa G(z,y) termin 2"y" kerroin e(n,n) = (*",). O

Jos nyt normaalikohdassa olevien n-ominojen joukolta on olemassa injektio jou-
kolle, joka sisdltaa kaikki x™y"-painoiset joukon E polyominoista muodostetut jonot,
niin normaalikohdassa olevia n-ominoja on korkeintaan e(n,n) = (n?’fl) kappaletta.
Osoitetaan seuraavassa lauseessa, ettd tallainen injektio on olemassa.
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Lause 20. Normaalikohdassa olevien n-ominojen joukolta on olemassa injektio jou-
kon E polyominoista muodostettujen x"y"™-painoisten jonojen joukolle.

Todistus. Olkoon P, jokin normaalikohdassa oleva n-omino ja G graafi, jonka pis-
teitd ovat ne pisteet Cq, Cs, ..., C,_1 ja C,, ja viivoja ne viivat, jotka saadaan suo-
rittamalla lauseen todistuksen pisteiden nimedmismenetelmé polyominolle P,.
Lisédtéédn graafiin G piste Cy = (0, —1) ja piirretdén viiva pisteesté Cy pisteeseen Cf.
Muodostetaan seuraavaksi polyominoa P, vastaava joukon F polyominoista koostu-
va z"y"-painoinen jono Y = (Y;)I,.

Olkoon C; jokin graafin G piste ja G; graafin G aligraafi, jonka pistejoukos-
sa on kaikki yhden viivan padssé pisteestd C; olevat pisteet ja viivajoukossa naité
pisteitd graafissa G yhdistavit viivat. Olkoon lisdksi C} se aligraafin G; pisteisté,
jolle k& < i, ja P aligraafia (G; vastaava polyomino. Muodostetaan polyominon P
rotaatio-translaatio P’, jossa polynomin P solua [C}] vastaa solu [0, —1] ja solua
[C;] solu [0,0]. Nyt P" = E; tarkalleen yhdelld joukkoon E kuuluvalla polyominolla
E;. Asetetaan Y; = E;.

Toistamalla edellinen tarkastelu kaikilla indekseilla 7, jossa 1 < ¢ < n, polyomi-
noon P, saadaan liitetty joukon E polyominoista muodostettu jono Y = (Y;)2;.
Jokainen polyominon P, solu, paitsi solu [0, 0], vastaa tarkalleen yhdessi jonon Y
polyominossa jotakin muuta solua kuin [0, 0] tai [0, —1]. Liséksi jono Y koostuu
polyominoista, joissa jokaisessa on tarkalleen yksi x-akselin alapuolella oleva solu.
Niinpd jonon Y paino W(Y) = z [, w(Y;) = za™ y" = a™y".

Edellinen menetelm4 liittda jokaiseen normaalikohdassa olevaan n-ominoon eri
joukon E polyominoista muodostetun xz"y"-painoisen jonon. Nimittiin jos jotkin
normaalikohdassa olevat polyominot johtaisivat edelld esitetyssd menetelmissa sa-
maan jonoon, niin tilléin myds polyominoihin liittyvit aligraafit G; olisivat aina
samoja kaikilla indekseilld 7. Niin ollen my&s polyominoihin liitetyt graafit ja siis
itse polyominot olisivat samoja. O]

Esimerkki 13. Kuvan normaalikohdassa olevaan 9-ominoon liitetty joukon E
polyominoista koostuva jono on (Ey, Ey, Es, E7, Es, Eg, Eg, Eg, Fg).

Saimme siis johdettua toisen todistuksen lauseelle Toisin kuin lauseen [10] to-
distuksen menetelmad, edelli esitettyd menetelmaé voidaan parantaa viela huomat-
tavasti tutkimalla joukon E sijaan toista hieman monimutkaisempaa polyominojen
joukkoa. Ennen kuin tdméa monimutkaisempi polyominojen joukko voidaan maééri-
telld, tarvitsemme kahta méadritelméaé, joiden avulla polyominoissa oleville soluille
voidaan maaritelld asento.
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Maidritelma 21. Olkoon [C] jokin solu. Polyominot

Li(C)={lC+ (=L -DLIC+( 0,=-DL[C+( 1,=D}[C+ (=1, 0]},
Ly(C) ={[C+ (=L -DL[C+( 0,-DL[C+( L=-DL[C+( 1, 0]},
Ly(C) = {[C + (=1, =D} [C + (=1, OL[C+ (=L, DLC+( 0,=1]},
Ly(C) ={[C+ (=L =D [C+ (=1, O)[C+ (=1, DL[C+( 0, DI},
Ls(C) ={C+( 1, DLIC+( 0, DLC+ (=1L DLIC+( 1, 0)},
Ly(C)={C+( 1, DLIC+( 0, DLIC+ (=L DLIC+ (=1, 0)},
L) ={lC+( 1, DLC+( 1, OLC+( 1L,=DLC+( 0, DI} ja
Ls(C)={[C+( L, DLIC+( L OLC+( L=-DL[C+( 0,1}
ovat solun [C] L-ominoja.

Kuvassa on esitetty solun [C] kaikki kahdeksan L-ominoa. Kuvassa solun
[C] keskipiste on merkattu rastilla ja jokainen L-omino on esitetty sen solujen in-
dusoiman graafin avulla. Lisdksi jokaisen L-ominon rajaaman alueen d#riviivat on
piirretty katkoviivoin.

Kuva 12: Solun [C] kaikki kahdeksan L-ominoa.

Maéritelmi 22. Olkoon P jokin polyomino ja [C] jokin siihen kuuluva solu. Solun
[C] L-konteksti polyominossa P on jokin solun [C] L-ominoista L;(C').

Solusta [C], jonka L-konteksti polyominossa P on L;(C), kiytetddn joukon P
sisdlla merkintdd [C];. Alaindeksi jatetdén merkkaamatta, jos solun L-konteksti po-
lyominossa P saa olla miki tahansa kahdeksasta mahdollisesta vaihtoehdosta. Solun
[C] L-konteksti polyominossa P kertoo nyt solun asennon polyominossa P. Yksi solu
voi olla kahdeksassa eri asennossa, mutta vain yhdessd asennossa tietyssd polyomi-
nossa. Samassa kohdassa oleva solu voi olla eri asennoissa eri polyominoissa, silla
solun L-konteksti on polyominokohtainen.

Maéaritelmén [22] avulla voimme antaa toisen joukon, jonka polyominoista koos-
tuvina jonoina normaalikohdassa olevat polyominot voidaan esittdd. Olkoon L po-

35



lyominoista

0,
0,
0

, —

Ly =A{
Ly ={
Ly ={
Ly=A{
Ly ={

0,—1

ja

koostuva joukko. Joukon L polyominot on esitetty kuvassa[l3} Kuvassa solun [0, —1]
keskipisteeseen on piirretty musta rasti ja solun [0, 0] keskipisteeseen musta ympyré.
Soluille asetetut L-kontekstit on kuvassa merkattu solujen sisélle piirrettyind L-
kirjaimina. Solun [C]; sisdlle piirretty L-kirjain on siis samassa asennossa kuin sille
asetettu L-konteksti L;(C). Lisdksi solujen yldnurkkaan merkityt numerot vastaavat
solujen nimedmisjarjestysta lauseessa

2 1 2
— - —
1
L® |L L i ® |L i
X X X X X
L, Lo L Ly Ls

Kuva 13: Joukossa L olevat polyominot.

Esimerkki 14. Joukon L polyominojen painot ovat

w(Ly)

w(Ly) = 22y,
= w(Ly) = vy ja
y.

Kuten joukon E tapauksessa, tutkitaan aluksi kaikkia mahdollisia joukon L po-
lyominoista muodostettuja ddrellisid jonoja. Joukosta, joka sisdltdd kaikki joukon L
polyominoista koostuvat k-pituiset jonot, kilytetsiin merkintis L* ja joukon L poly-
ominoista muodostettujen x%y’-painoisten jonojen lukuméiiristi merkintis I(a, b).
Tarkastellaan seuraavassa lauseessa erdstd generoivaa funktiota, jonka avulla saa-
daan johdettua laskukaava luvulle [(n,n).

Lause 21. Kazikilla posititvisilla kokonaisluvuilla n

l(n,n) = Z

k=0

n n—k—1
k,n—2k—1k+1
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Todistus. Tarkastellaan generoivaa funktiota G(z,y) = Y o0 > 02 l(a, b)zy’. Ge-
neroivan funktion G(z,y) summassa lasketaan yhteen kaikkien mahdollisten joukon
L polyominoista muodostettujen jonojen painot. Tamé yhteenlasku voidaan suorit-
taa summaamalla jokaisessa joukossa L* olevien k-pituisten jonojen painot. Saadaan

G(z,y) = Z Z W(Y).

k=0 yeLk

Tuloperiaatteen perusteella edellisen yhtdlon sisempi summa

Y W)=z <Z w(P)> k.

YeLk PelL

Koska summa Y p., w(P) = (22° + 2z + 1)y, generoivaksi funktioksi saadaan

o0

G(z,y) = Z x(222 + 2z + 1)FyF.
k=0

Kiytetdin multinomikaavaa potenssille (222 + 2z + 1)*, jolloin
k
G — 2k1+k2 2k1+ko k
=3 ( S (o f Yy
k=0 ki1+ko+ks=k

jossa ky, ko ja ks ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja. Kun ulommassa summassa oleva
muuttuja z siirretdén sisemmaén summan sisélle, generoivaksi funktioksi saadaan

S k
w2 2 <k1 ks ks) ghringthriy,
k=0 k1+ko+ks=k ) e

Niin ollen generoivassa funktiossa G(z,y) termin z™y"™ kerroin

n
l — 2n7k71
(mm) = 3 (k,n—?k—l,k+1)

k=0
[l

Edellisen lauseen kaavaa voidaan arvioida ylospéin, jolloin luvulle [(n, n) saadaan
eksponentiaalinen yléraja.

Lause 22. Kaikilla posititvisilla kokonaisluvuilla n

I(n,n) < (24 2V2)".
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Todistus. Lauseen kaava luvulle I(n,n) voidaan esittdd myos muodossa
|25 ] k k+1
AL 1 1
l(n,n) = — E " — — :
V2 & \kn=2k-1k+1)\v2) \V2

Mutta tdméan kaavan summassahan lasketaan yhteen ainoastaan osa muotoa

(k) () ()

olevista positiivisista luvuista, joissa ei-negatiivisille kokonaisluvuille ki, ko ja k3 on
voimassa ki + ko + k3 = n. Voimme siis arvioida kaavaa ylospiin sisdllyttamélla
summaan kaikki edellistd muotoa olevat luvut. Saadaan

Ui m) < % kﬁ,;%:n (lﬁ, Zm k:s) <%) kl (%) kz

Sovelletaan edellisen epdyhtdlén summaan multinomikaavaa ja arvioidaan saatua
lauseketta ylospiin kertomalla se luvulla v/2, jolloin

l(n,n) <2" ( ! + ! + 1)"
n,n —+ — .
V2 V2
Sieventamaélla edellisen epéyhtdlon oikea puoli, saadaan viite. O

Osoitetaan seuraavaksi, ettd normaalikohdassa olevien n-ominojen joukolta on
olemassa injektio joukolle, joka sisdltdd kaikki z"y"-painoiset joukon L polyomi-
noista muodostetut jonot. T&alloin normaalikohdassa olevia n-ominoja on edellisen
lauseen perusteella siis korkeintaan (2\/5 + 2)” kappaletta. Injektion muodostami-
seksi tarvitsemme keinon erotella jonkin polyominon kongruenteista polyominoista
ne polyominot, joissa soluille asetetut L-kontekstit vastaavat toisiaan.

Miédritelma 23. Kaksi polyominoa P ja P’ ovat L-kongrueniteja jos on olemassa
kokonaisluvut k ja i, joille 0 < k < 3 ja 0 < i < 1, ja joukkoon Z? kuuluva alkio r,
joilla yhtélon (4] lisiksi on voimassa

Lo(C) = Ly(C") ((1) _01>k((1) _Ol>i+r

kaikilla niilld polyominossa P olevilla soluilla [C], ja polyominossa P’ olevilla soluilla

[C"s, joille
k 7
0 —1\"/1 0
C(1 0) (0 —1) tr

Kaytanndssa edellinen méaritelmé tarkoittaa, ettd kuvattaessa jokin polyomino
toiseksi polyominoksi yhtilon avulla, myos soluille asetetut L-kontekstit kuva-
taan samalla yhtélolla toisiksi uuden polyominojen solujen L-konteksteiksi. Eli toisin
sanoen soluille asetetut asennot muuttuvat polyominoa peilattaessa tai kierrettaessa.
Nyt voimme muodostaa normaalikohdassa olevien polyominojen joukolta injektion
joukon L polyominoista muodostettujen jonojen joukolle

[C] =
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Lause 23. Normaalikohdassa olevien n-ominojen joukolta on olemassa injektio jou-
kon L polyominoista muodostettujen x™y"-painoisten jonojen joukolle.

Todistus. Olkoon P, jokin normaalikohdassa oleva n-omino. Nimetdan polyominoon
P, kuuluvien solujen keskipisteet pisteiksi C, Cy, ..., C,_1 ja C,,, asetetaan jokai-
selle polyominoon P, kuuluvalle solulle L-konteksti polyominossa P, ja muodoste-
taan polyominoon P, liitetty joukon L polyominoista koostuva z"y"-painoinen jono
Y = (V) alla esitettdvin menetelmén avulla.

Lisatadn aluksi polyominoon P, solu [0, —1] ja nimet&én sen keskipiste pisteeksi
Co. Tédmin lisdksi nimetdan solun [0, 0] keskipiste pisteeksi C ja asetetaan poly-
ominossa P, solun [C] L-kontekstiksi L, (C}). Seuraavat menetelmén vaiheet tulee

suorittaa nimedmisjarjestyksessa pisteille Cy, Cy, ..., C,_1 ja C,,.
Oletetaan, ettd ¢ pistettd on jo nimetty, ja ettd néitd menetelmédn vaiheita on
suoritettu jo pisteille Cy, Cs, ..., Cj_3 ja C;_;1. Jos j —1 = n, niin olemme valmiita.

Jos taas j — 1 < n, niin olkoon P polyominon P, se L-kongruentti polyomino, jossa
polyominon P, solua [C}], vastaa solu [0, 0],. Poistetaan joukosta P kaikki ne solut,
joita vastaavien polyominon P, solujen keskipisteet on jo nimetty. Nain poistuvat
ainakin kaikki L-ominoon L; (0, 0) kuuluvat solut, silla niitd vastaavien polyominoon
P, kuuluvien solujen keskipisteet on nimetty jo edellisessi vaiheessa. Asetetaan nyt

Ly, jos [0,1],[1,0] € Pja [1,1] ¢ P,
Lo, jos [0,1],[1,1] € P ja [1,0] ¢ P,

Y; =< Ls, jos [0,1] € Pja[1,0],[1,1] ¢ P,
Ly, jos [1,0] € P ja[0,1],[1,1] ¢ P, ja
| Ls muutoin.

Nimetddn polyominon P soluja vastaavien polyominon P, solujen keskipisteet
seuraavaksi kuvaillulla tavalla. Jos Y; = L;, polyominon P solua [1,0] vastaavan
solun keskipiste nimetéén pisteeksi C;yq ja solua [0, 1] vastaavan solun keskipiste
pisteeksi Cito. Jos Y; = Ly, polyominon P solua [0, 1] vastaavan solun keskipiste
nimetéén pisteeksi C;;q ja solua [1, 1] vastaavan solun keskipiste pisteeksi C; o. Jos
Y; = Ls, niin silloin polyominon P solua [0, 1] vastaavan solun keskipiste nimet&dan
pisteeksi Cj11, ja jos Y; = Ly, niin silloin polyominon P solua [1, 0] vastaavan solun
keskipiste nimetadn pisteeksi C;,1. Néin toimien polyominon P, jokainen solu tulee
lopulta nimetyksi, silla jos solu [—1,1] tai [1,1] kuuluu polyominoon P, eikd sité
vastaavan polyominon P, solun keskipistettd nimetty, niin se tulee nimetyksi taméan
menetelmidn my6hemmaéssa vaiheessa.

Olkoon vield P' polyominon Y; se L-kongruentti polyomino, jossa polyominon Y
solua [0,0]; vastaa solu [C}],. Asetetaan polyominossa P, niille soluille, jotka kuu-
luvat polyominoon P’ ja joiden L-kontekstia ei ole vield asetettu, sama L-konteksti
kuin niille on polyominossa P’ asetettu.

Kun edelliset vaiheet on suoritettu jokaiselle nimetylle pisteelle, niin polyomi-
noon P, saadaan liitetty joukon L polyominoista koostuva jono Y = (Y;)",, jonka
paino on z"y". Nimittiin jokainen polyominon P, solu, paitsi solu [0, 0], vastaa tar-
kalleen yhdessé jonon Y polyominossa jotakin muuta solua kuin [0, 0]; tai [0, —1].
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Lisaksi jono Y koostuu polyominoista, joissa jokaisessa on tarkalleen yksi x-akselin
alapuolella oleva solu.

Edellinen menetelmé liittda jokaiseen normaalikohdassa olevaan n-ominoon eri
joukon L polyominoista muodostetun x™y™ painoisen jonon. Nimittéin jos jotkin nor-
maalikohdassa olevat n-ominot johtaisivat edelli esitetyssid menetelméssi samaan jo-
noon, niin silloin aina yhdessd menetelman vaiheessa L-kongruentin polyominon P
origossa olevaa solua vastaavan solun ympariltd nimettéisiin aina samat solut ja ase-
tettaisiin niille samat L-kontekstit. Jos solua [—1, 1] tai [1, 1] vastaava polyominoon
P, kuuluva solu jéisi nimedmétta, niin se nimettdisiin molemmissa polyominoissa
samalla tavalla myohemmaéssi menetelmén vaiheessa. Liséiksi voisi olla, etté jossakin
menetelmén vaiheessa L-ominoa L, (0, 0) vastaavien solujen kuuluminen samaa jonoa
vastaaviin polyominoihin olisi erilainen, mutta ndiden solujen kuuluminen kyseisiin
polyominoihin tiedettiisiin jo menetelmén edellisten vaiheiden perusteella. Niinpa
siis samaan jonoon johtavien polyominojen on oltava samoja polyominoja. O]

Esimerkki 15. Kuvassa [14] on esitetty katkoviivoin erds normaalikohdassa oleva 9-
omino. Kuvassa olevien solujen keskipisteet on nimetty ja solujen kontekstit on ase-
tettu suorittamalla lauseen 23] todistuksen menetelméé kuvassa olevalle 9-ominolle.

Todistuksen menetelma liittdd kuvan 9-ominoon joukon L polyominoista muodoste-
tun jonon (Lo, Lo, Ly, Ls, Ls, Ls, Ly, Ls, Ls).

A . H

i Cj " Cy E Cs i

oo e e

: L v ;

O e R R D
! OQ:LC;;:"c?:LC«J:
: [ ] : [ ] : [ ] : [ ] :
e S
: oo ! Cs
e e
R J e

Kuva 14: Eréds 9-omino, jonka solujen keskipisteet on nimetty ja L-kontekstit asetettu
lauseen 23] todistuksen menetelméan avulla.

Seuraus 5. Klarnerin vakio A < 4,83.

Paras tdhdn mennessa osoitettu yliaraja Klarnerin vakiolle on A < 4,5252, jonka
Barequet ja Shalah osoittivat artikkelissa [18]. Heidédn menetelménsé yldrajan paran-
tamiseksi pohjautuu Klarnerin ja Rivestin artikkelissa [17] esittim&&n menetelméén,
jossa polyominojen joukkoa L laajennetaan niin, etté seurauksen [ ylirajaa saadaan
algoritmisesti tietokoneen laskentavoimaa hyodyntéden edelleen parannettua.
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6 Polyominojen lukumaarii generoivat funktiot

Joillekin normaalikohdassa olevien polyominojen osajoukoille voidaan antaa generoi-
va funktio, jonka muuttujien potenssien kertoimet kertovat tietyntyyppisten osajou-
kossa olevien polyominojen lukumaéran. Yksi tdllainen generoiva funktio voidaan
antaa esimerkiksi rivikonvekseille polyominoille.

Tieddmme jo nimittdin lauseen [17] perusteella, ettd lukujonon (b(n))52, jdsenet
toteuttavat rekursioyhtilon kaikilla n > 5. Koska tunnemme myo6s lukujonon
(b(n))s, ensimmadisten viiden jésenten arvot, lause [2| antaa suoraan generoivalle
funktiolle B(x) = > 7 b(n)z" esityksen kahden polynomin osaméadrina.

Seuraus 6. Generoiva funktio

B z(l —z)?
1 —5x 4 T2 — 423

B(x)

Ensimmainen askel rivikonveksien polyominojen generoivan funktion suljetun
esityksen muodostamisessa oli se, kun rivikonveksit polyominot hajotettiin soluista
koostuviksi riveiksi. Taméan hajotelman avulla voitiin muodostaa ryhmé yht&loita,
joiden kisittely johti lopulta edellisen seurauksen tulokseen.

Yleisestikin polyominojen hajottaminen pienempiin osiin on hyva ldhestymis-
tapa generoivan funktion suljetun esityksen muodostamiseksi. Sopivan hajotelman
avulla saadaan muodostettua ryhma yhtéloita, jotka ratkaisemalla generoiva funktio
voidaan antaa suljetussa muodossa funktiona.

Tarkastellaan tatd menetelmda tarkemmin suunnatuille polyominoille, joille ge-
neroivan funktion suljettuun esitykseen johtava hajotelma pienemmisté kappaleista
koostuvina osina tunnetaan. Esitettdvd hajotelma ja suunnattuihin polyominoihin
liittyvit tulokset perustuvat artikkeliin [I9]. Muodostetaan ensin bijektiivinen ku-
vaus suunnattujen polyominojen joukolta erdille toiselle joukolle, joiden hajotelma
pienempiné osina on helpompi kuvailla.

Maidritelma 24. Olkoon A epityhji ja dédrellinen joukko suorakulmioita, joiden
sivut ovat koordinaatiston akselien suuntaiset ja joissa x-akselin suuntaisten sivujen
pituus on a yksikkod ja y-akselin suuntaisten sivujen pituus on b yksikkoa. Joukko
A on pino, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

i. Jokaisen joukkoon A kuuluvan suorakulmion keskipisteen koordinaatit ovat
muotoa (a(z + x,), by), jossa = ja y ovat kokonaislukuja ja

{O, josy=0 (mod 2) ja
Ty =

3, josy=1 (mod 2).

ii. Olkoon piste C' jonkin joukkoon A kuuluvan suorakulmion keskipiste. Jos jou-
kossa A on suorakulmio, jonka keskipisteen y-koordinaatti on pienempi kuin
pisteen C' y-koordinaatti, niin joukossa A on my06s suorakulmio, jonka keski-
pisteelle C’ on voimassa C — C' = (:I:%, b).
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Pino on siis tason kuvio, joka koostuu péaillekkdin olevista tietyn kokoisista suo-
rakulmioista. Pino voidaan muodostaa pudottamalla suorakulmioita paallekkain tie-
tylle sovitulle perustasolle, jota alemmas suorakulmiot eivit voi endé pudota. Jokai-
nen suorakulmio on pudotettava niin, ettd se putoaa joko perustasolle tai puolittain
jonkin jo pudotetun suorakulmion péélle.

Pinossa olevaa suorakulmiota sanotaan minimaaliseksi, jos sen alapuolella ei ole
yhtddn pinoon kuuluvaa suorakulmiota. Mimimaaliset suorakulmiot lepadévat siis pi-
non perustasolla. Koska pinot ovat epityhjia ja darellisid joukkoja, jokaisessa pinossa
on aina vihintdin yksi minimaalinen suorakulmio.

Pinoa, jossa on tarkalleen yksi minimaalinen suorakulmio, kutsutaan pyramidiks:
ja pyramidia, jonka minimaalisen suorakulmion vasemmalla puolella ei ole yhtdan
pinoon kuuluvaa suorakulmiota, kutsutaan puolipyramidiksi. Lisdksi pinon sanotaan
olevan normaalikohdassa, jos yksi sen minimaalisten suorakulmioiden keskipisteista
on origossa ja muiden pinossa olevien minimaalisten suorakulmioiden keskipisteiden
x-koordinaatti on positiivinen.

Esimerkki 16. Kuvassa |15 on esitetty kolme erilaista pinoa. Kuvio (a) on kolme
minimaalista suorakulmiota siséltévi pino, kuvio (b) on 13 suorakulmiosta koostuva
pyramidi ja kuvio (¢) on 9 suorakulmiosta koostuva puolipyramidi.

e

| [ ]
I R N
|||!||J\

(a) (b) (c)

Kuva 15: Kolme erilaista pinoa.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd suunnattujen n-ominojen joukolta on bijektio nor-
maalikohdassa olevien tietynkokoisista suorakulmioista koostuvien ja n suorakul-
miota sisiltdvien pyramidien joukolle. T&lldin voimme ekvivalentisti tutkia suun-
nattujen n-ominojen lukuméiran sijaan normaalikohdassa olevien n suorakulmiota
sisaltdvien pyramidien lukumé&araa.

Lause 24. Suunnattuja n-ominoja on yhti monta kuin normaalikohdassa olevia /2
levyisistd ja \/Li korkuisista suorakulmioista koostuvia ja n suorakulmiota sisdltdvid
pyramideja.

Todistus. Olkoon P, jokin suunnattu m-omino. Skaalataan polyominon P, jokai-
sen solun x-akselin suuntaisia sivuja kertoimella /2 ja y-akselin suuntaisia sivuja
kertoimella \/Li Lisdksi kierretdéin jokaista solua oman keskipisteensd ympéari 45°
myotapaivadan. Kierretddn tdméan jalkeen koko polyominoa P, origon suhteen 45°
vastapéividn. Niin saatu kuvio on /2 levyisisti ja \% korkuisista suorakulmioista

koostuva normaalikohdassa oleva pyramidi.
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Koska edelld tehdyt kierrot ja skaalaukset ovat kddntyvid kuvauksia, jokainen
normaalikohdassa oleva n suorakulmiota sisiltdva pyramidi voidaan my0s muuttaa
kierroilla ja skaalauksilla suunnatuksi n-ominoksi. Suunnattujen n-ominojen jou-
kolta on siis bijektio /2 levyisisti ja \/Li korkuisista suorakulmioista koostuvien ja
n suorakulmiota siséltdvien normaalikohdassa olevien pyramidien joukolle, ja néin
ollen viite seuraa. []

Esimerkki 17. Kuvassa [16| on esitetty lauseen [24] vaiheet, jolla erds suunnattu 11-
omino voidaan muuttaa 11 suorakulmiota sisiltéviksi pyramidiksi. Ensin solut skaa-
lataan oikeankokoisiksi ja kierretddn oikeaan asentoon suhteessa toisiinsa ja sitten
koko polyomino kierretdin oikeaan asentoon origon suhteen.

H P
— S

Kuva 16: Suunnatun n-ominon esittdminen pyramidina ja painvastoin.

Edellisen lauseen perusteella generoiva funktio D(z) = " d(n)z" generoi
suunnattujen n-ominojen lukumééran d(n) lisiksi my6s n suorakulmiota siséltévien
ja tietynkokoisista suorakulmioista koostuvien normaalikohdassa olevien pyramidien
lukuméarat. Tutkitaan nyt suunnattujen polyominojen sijaan, miten pyramidit voi-
daan hajottaa pienemmiksi osiksi.

Pyramidi voidaan hajottaa kahdeksi pyramidiksi nostamalla jotakin siini olevaa
suorakulmioita ylospéin alkuperdistd pyramidia korkeammalle. Nostettaessa suora-
kulmiota, se ei voi ldpaistd mitddn kohtaamaansa toista suorakulmiota. Néin ollen
nostettava suorakulmio alkaa kerddméin mukaansa muita alkuperiisen pyramidin
suorakulmioita ja pyramidi saadaan ositettua kahdeksi pienemmaéksi pyramidiksi.
Kahdesta pyramidista voidaan muodostaa my0s yksi isompi pyramidi, pudottamal-
la toinen pyramidi toisen paille niin, ettd pudotettavan pyramidin suorakulmiot
jaavit lepddmadn aina ensimmaisen kohtaamansa suorakulmion péille.

Sovitaan, ett# jatkossa pyramideilla tarkoitetaan ainoastaan kaikkia v/2 levyisis-
ta ja \% korkuisista suorakulmioista koostuvia normaalikohdassa olevia pyramideja.
Kun pyramidit hajotetaan nyt tietylla tavalla pienimmiksi pyramideiksi, saadaan
muodostettua yhtéloita, jotka johtavat generoivan funktion D(z) suljettuun esityk-
seen funktiona.

Tutkitaan ensin, miten pyramidit voidaan hajottaa pienemmaéksi pyramidiksi ja
puolipyramidiksi. Olkoon sité varten h(n) normaalikohdassa olevien n suorakulmiota
sisiltdvien puolipyramidien lukuméérd ja H(z) =Y, h(n)z" lukujonon (h(n))2,
generoiva funktio.
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Lemma 11. Generoiville funktioille H(x) ja D(z) on voimassa

D(z) = H(z)(1 + D(x)). (15)

Todistus. Olkoon P jokin normaalikohdassa oleva pyramidi. P on nyt joko puolipy-
ramidi tai sitten P on pyramidi, joka voidaan osittaa puolipyramidiksi ja pyramidiksi
nostamalla sen alinta y-akselin vasemmalla puolella olevaa suorakulmiota ylospédin
alkuperdistd pyramidia korkeammalle. Toisaalta, pudottamalla mikd tahansa pyra-
midi y-akselin vasenta reunaa pitkin minka tahansa puolipyramidin pééille saadaan
jokin normaalikohdassa oleva pyramidi. Edellisen havainnon perusteella generoiville
funktioille D(z) ja H(x) on siis voimassa yhtalo

D(x) = H(z) + H(z)D(z),
josta ottamalla H(x) yhteiseksi tekijiksi saadaan véite. O

Esimerkki 18. Kuvassa[I7 on hajotettu eréis normaalikohdassa oleva pyramidi puo-
lipyramidiksi ja pienemmaéksi pyramidiksi nostamalla alinta y-akselin vasemmalla
puolella olevaa suorakulmiota ylospain. Alkuperdinen pyramidi saadaan takaisin,
kun erotettu pyramidi pudotetaan takaisin erotetun puolipyramidin paélle.

[ ]

.____________)

i

Kuva 17: Pyramidin hajotelma puolipyramidiksi ja pyramidiksi.

Tutkitaan sitten, kuinka jokainen puolipyramidi saadaan edelleen hajotettu pie-
nemmiksi puolipyramideiksi. Ndin generoivalle funktiolle H(x) saadaan yhtalo, joka
edellistd lemmaa hyodyntéen johtaa generoivan funktion D(x) suljettuun esitykseen
funktiona.

Lause 25. Generoiva funktio
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Todistus. Olkoon P jokin normaalikohdassa oleva puolipyramidi. P on nyt joko yh-
desté suorakulmiosta koostuva puolipyramidi tai puolipyramidi, joka voidaan osittaa
yhdeksi suorakulmioksi ja yhdeksi pyramidiksi. Jos puolipyramidi P on jalkimmaéis-
td muotoa, niin puolipyramidista P ositettu pyramidi on edelleen joko puolipyramidi
tai sitten se voidaan osittaa kahdeksi puolipyramiksi nostamalla sen alinta y-akselilla
olevaa suorakulmiota alkuperdisen pyramidin ylapuolelle.

Toisaalta, kun mikd tahansa puolipyramidi pudotetaan y-akselin oikeaa reunaa
pitkin yhdesta suorakulmiosta koostuvan puolipyramidin péille, saadaan aina jokin
isompi puolipyramidi. Jos nédin saadun puolipyramidin pééille pudotetaan vield mika
tahansa puolipyramidi y-akselia pitkin, saadaan taas jokin isompi puolipyramidi.

Edellisten havaintojen perusteella generoivalle funktiolle H(x) on siis voimassa
yhtalo

H(z) =2+ xH(x) + xH*(z).

Kun edellinen yht#lé kerrotaan puolittain lausekkeella (1 + D(x))? ja kiytetdin
yhtilod (15), saadaan yhtéls

D(x)(1+ D(x)) = 2(1 + D(x))* + 2D(2)(1 + D(2)) + 2D*().

Avaamalla edellisen yhtalon sulut ja siirtdmalla kaikki termit yhtélon oikealle puo-
lelle saadaan toisen asteen yhtalo

(3x —1)D*(x) + 3z — 1)D(z) + = = 0.

Viite saadaan ratkaisemalla téstd yhtélostd toisen asteen ratkaisukaavalla generoiva
funktio D(x). O

Esimerkki 19. Kuvassa on hajotettu erds normaalikohdassa oleva puolipyra-
midi yhdeksi suorakulmioksi ja kahdeksi puolipyramidiksi nostamalla ensin alinta
y-akselin oikealla puolella olevaa suorakulmiota yléspéin ja sen jilkeen nostamal-
la niin saadun pyramidin alinta y-akselilla olevaa suorakulmiota ylospéin. Alku-
perdinen puolipyramidi saadaan takaisin, kun erotetut puolipyramidit pudotetaan
samoista kohdista takaisin yhden suorakulmion péaille.

Suunnattujen n-ominojen lukuméird saadaan nyt siis kehittamalla generoivalle
funktiolle D(x) edellisessé seurauksessa johdettu funktio sarjaksi. Seurauksen funk-
tio voitaisiin muuttaa sarjaksi myds reaaliluvuille yleistetyn binomikertoimen ja bi-
nomikaavan avulla. Niin saataisiin solujen lukuméirasta riippuva kaava suunnattu-
jen n-ominojen lukuméaérélle.

My6s konvekseille polyominoille, jotka ovat siis samanaikaisesti seké rivi- ettd
sarakekonvekseja, voitaisiin johtaa sopivan hajotelman avulla generoivan funktion
suljettu esitys. Prosessi on samantapainen kuin suunnatuille polyominoille, mut-
ta pidempi. Konveksien polyominojen tapauksessa nimittdin hajotelma jakautuu
useampaan eri tapaukseen riippuen siitd, minkélaisia konvekseja polyominoja tar-
kastellaan. Konveksien polyominojen generoivan funktion suljettu esitys on johdettu
artikkelissa [19].
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Kuva 18: Puolipyramidin hajotelma suorakulmioksi ja kahdeksi puolipyramidiksi.

46



Viitteet

1]

12|

131

4]

[5]

6]

17l

18]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

S. W. Golomb, Polyominoes (2nd edition). Princeton University Press, Prince-
ton, New Jersey, 1994.

R. A. Brualdi, Introductory Combinatorics, Fifth edition. Pearson, Upper Sadd-
le River, New Jersey, 2009.

G. Barequet, S. W. Golomb ja D. A. Klarner, Polyominoes. Kirjassa J. E.
Goodman, J. O’Rourke, ja C. D. Toth (eds.), Handbook of Discrete and Com-
putational Geometry (3rd edition). CRC Press LLC, Boca Raton, Florida, 2017,
359-380.

D.A. Klarner, Cell growth problems. Canadian Journal of Mathematics, 1967,
19:851-863.

D. Dhar, Equivalence of the two-dimensional directed-site animal problem
to Baxter’s hard square lattice gas model. Physical Review Letters, 1982,
49:959-962.

P. A. MacMahon, XVII. Memoir on the theory of the compositions of numbers.
Philosophical Transactions of the Royal Society of London, 1893, 184:835-901.

D.H. Redelmeier, Counting polyominoes: Yet another attack. Discrete Mathe-
matics, 1981, 36:191-203.

I. Jensen, Enumerations of lattice animals and trees. Journal of Statistical Phy-
sics, 2001, 102:865-881.

I. Jensen, Counting polyominoes: A parallel implementation for cluster compu-
ting. Kirjassa P. M. A. Sloot, D. Abramson, A. V. Bogdanov, J. J. Dongarra,
A. Y. Zomaya ja Y. E. Gorbachev (eds.), Computational Science - ICCS 2003,
Part III. Springer, Berlin, 2003, LNCS2659:203-212.

M. Eden, A two-dimensional growth process. Kirjassa J. Neyman (ed.), Procee-
dings of the Fourth Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Pro-
bability, Volume IV: Biology and Problems of Health. University Of California
Press, Berkeley, 1961, 223-239.

R. Herbert, A Remark on Stirling’s Formula. The American Mathematical
Monthly, 1955, 62:26-29.

M. Fekete, Uber die Verteilung der Wurzeln bei gewissen algebraischen
Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten. Mathematische Zeitschrift, 1923,
17:228-249.

G. Polya, ja G. Szegs: Problems and theorems in analysis, volume 1. Springer-
Verlag, New York, 1976.

A. Schrijver, Combinatorial Optimization: Polyhedra and Efficiency. Springer-
Verlag, Berlin, Heidelberg, 2003.

47



[15] D. A. Klarner, Some results concerning polyominoes. The Fibonacci Quarterly,
1965, 3:9-20.

[16] G. Barequet, G. Rote ja M. Shalah, A\ > 4: An improved lower bound on the
growth constant of polyominoes. Communications of the ACM, 2016, 59:88-95.

[17] D.A. Klarner ja R.L. Rivest, A procedure for improving the upper bound for the
number of n-ominoes. Canadian Journal of Mathematics, 1973, 25:585-602.

[18] G. Barequet ja M. Shalah, Improved upper bounds on the growth constants of
polyominoes and polycubes. Kirjassa Y. Kohayakawa, F.K. Miyazawa (eds.),
LATIN 2020: Theoretical Informatics. Springer, Cham, 2021, LNCS12118:532-
545.

[19] M. Bousquet-Mélou, Polyominoes and polygons. Contemporary Mathematics,
1994, 178:55-70.

48



	Johdanto
	Generoivista funktioista ja rekursiivisista lukujonoista
	Polyominot
	Ekvivalentit polyominot
	Suunnatut ja rivikonveksit polyominot

	Polyominojen laskeminen
	Polyominojen laskeminen algoritmien avulla
	Eksponentiaaliset rajat polyominojen lukumäärille

	Klarnerin vakio
	Parempi alaraja Klarnerin vakiolle
	Parempi yläraja Klarnerin vakiolle

	Polyominojen lukumääriä generoivat funktiot
	Viitteet

