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Tutkielmassa esitellddn ja johdetaan uusi menetelmé, ydin-FOBI, joka on ydinme-
netelmé riippumattomien komponenttien analyysiin. Lisdksi esitellain MDS-FOBI,
jonka avulla FOBI-ratkaisu voidaan tuottaa pelkidn havaintojen etéisyysmatriisin
perusteella. Johdantona aiheeseen esitelldén ja johdetaan padkomponenttianalyysi,
sen ydinversio ja moniulotteinen skaalaus seké esitelladn riippumattomien kompo-
nenttien analyysi ja johdetaan sen lineaarinen FOBI-ratkaisu. Lopuksi kasiteltyjé
menetelmia vertaillaan kolmella aineistolla.

Riippumattomien komponenttien analyysissd havaintovektorin muuttujien ajatel-
laan olevan riippumattomien satunnaismuuttujien lineaarikombinaatioita. Tarkoi-
tus on palauttaa vaihtelu takaisin néihin komponentteihin. FOBI on erés riippu-
mattomien komponenttien ongelman ratkaisu ja se perustuu neljdnsien momenttien
muodostaman kurtoosimatriisin ominaisarvohajotelmaan.

Tutkielmassa esitetddn tapa FOBIn laskemiseen kiyttden vain havaintojen sisédtu-
lomatriisia. Kun sisdtulomatriisi korvataan ydinmatriisilla, saadaan ydin-FOBI ja
kun se korvataan tietylla etdisyysmatriisiin pohjautuvalla matriisilla, saadaan MDS-
FOBI. Menetelmié tutkittaessa havaitaan, ettd ydin-FOBI voidaan néhdé ydinpéa-
komponenttianalyysiné, jonka antamiin pistemé&ariin sovelletaan lineaarista FOBIa.

Simuloiduilla aineistoilla tehdyssé tarkastelussa havaitaan, ettd ydin-FOBIn tuotta-
mia komponentteja voidaan kiayttdaa ryhmien erotteluun aineistosta. Toisesta aineis-
tolla tehdysté esimerkistd havaitaan, ettd ydin-FOBI soveltuu my6s niin sanottujen
ominaiskasvojen tuottamiseen. Sopivan ydinfunktion etuna on t&lldin, etté se erot-
taa kuvista reunat melko terévasti, vaikka kuvien valilld kasvot ovatkin hieman eri
paikoissa. Kolmas esimerkki taas osoittaa, ettd MDS-FOBIa voidaan kidyttad ta-
vallisen moniulotteisen skaalauksen lailla. T&lloin MDS-FOBIn ominaisuutena on,
etté se erottelee pisteet hieman tavallista moniulotteista skaalausta voimakkaammin
ryhmiin.

Asiasanat: riippumattomien komponenttien analyysi, padakomponenttianalyysi, ydin-
menetelmat, FOBI, MDS
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1 Johdanto

Riippumattomien komponenttien analyysissé (independent component analysis, [CA)
[1] havaittavien muuttujien ajatellaan olevan tuntemattomien satunnaisten lahtei-
den tuntemattomia lineaarikombinaatioita. Erityisesti oletetaan, ettd ndma lahteet
ovat riippumattomia. Menetelmén tarkoituksena on palauttaa havaitut muuttujat
taustalla oleviksi riippumattomiksi muuttujiksi. Riippumattomien komponenttien
ongelman erés ratkaisutapa on neljinnen asteen sokkotunnistus (fourth-order blind
identification, FOBI) [2], joka perustuu neljansien momenttien muodostaman kur-
toosimatriisin ominaisarvohajotelmaan.

Pédkomponenttianalyysi (principal component analysis, PCA) [3] on perintei-
nen ja erittdin kaytetty menetelma, jossa pyritdan 10ytamaédn aineiston vaihtelua
mahdollisimman hyvin selittdviad, korreloimattomia alkuperaisten muuttujien line-
aarikombinaatioita. Usein niistd valitaan muutama ensimmaéiinen ja néin pyritdén
esittdmadn aineisto jarkevalla tavalla pienemmalld méaaralla muuttujia, esimerksi
kaksiulotteisena kuvana. Téta kutsutaan dimensionpienennykseksi. Padkomponent-
tianalyysi perustuu aineiston kovarianssimatriisin ominaisarvohajotelmaan ja paa-
komponenttien suunnat ovatkin juuri ominaisvektoreita.

Padkomponenttianalyysi ja riippumattomien komponenttien analyysi ovat ta-
voitteiltaan samanlaisia, silld niiden molempien tarkoituksena on esittdd aineisto
uusien, alkuperaisten muuttujien lineaarikombinaationa tuotettujen, komponent-
tien avulla. Pddkomponenttianalyysissé naméa komponentit ovat korreloimattomia,
riippumattomien komponenttien analyysissa vield vahvemmin riippumattomia. Paa-
komponenttianalyysi perustuu kovarianssimatriisin ja FOBI tamén liséksi viela kur-
toosimatriisin diagonalisointiin. Molempien menetelmien rajoitteena on, etta ne ovat
lineaarisia, koska ne perustuvat lineaarikombinaatioihin. Téasta syysta ne eivit tun-
nista aineistossa olevia epélineaarisia rakenteita.

On luonnollista miettid, voitaisiinko menetelmistd luoda yleisempi epélineaari-
nen versio. Erdédn mahdollisuuden tdhén tarjoavat tukivektorikoneiden [4] yhteydes-
sé esitellyt ydinfunktiot (kernel function), joiden avulla tuotetut ydinmenetelmét
ovat yleisesti kiytossd modernissa tilastotieteessd ja koneoppimisessa. Scholkopf,
Smola ja Miiller julkaisivatkin 1998 ydinpédkomponenttianalyysin (kernel principal
component analysis) [5]. Se perustuu havaintojen kuvaamiseen jollakin epélineaa-
risella funktiolla korkeaulotteisempaan avaruuteen ja padkomponenttianalyysin te-
kemiseen téssd avaruudessa. Oleellista on kuitenkin, ettei menetelméaa kiytettéessa
tarvitse laskea tai edes tietda téatd havaintojen kuvaamiseen kiytettavia funktiota,
vaan pelkkd sitd vastaava ydinfunktio. Tarkemmin tdmé ydinfunktio vastaa sisdtu-
loa havaintojen kuvien avaruudessa. Néin ydinmenetelmien johtaminen perustuukin
mallin esittdmiseen havaintojen pelkkien sisdtulojen avulla.

Kun padkomponenttianalyysi esitetdén sisdtulojen avulla, havaitaan myos, ettéa
silld on vahva yhteys toiseen menetelméén, moniulotteiseen skaalaukseen (multi-
dimensional scaling, MDS) [6, luku 14|, joka voidaan ndhdé padkomponenttiana-
lyysiné aineistolle, jossa havaintojen (tai niiden sisétulojen) sijaan tiedossa ovatkin
vain havaintojen véliset etaisyydet. Moniulotteisessa skaalauksessa halutaan esittaa
sellainen, usein kaksi- tai kolmiulotteinen pistejoukko, jonka euklidiset etéisyydet
vastaavat mahdollisimman hyvin annettuja etéisyyksia. Esimerkki tésté on tuottaa



maailmankartta, kun tiedetdan kaupunkien viliset etdisyydet maapallon pinnalla.

Tamén opinnédytteen tarkoituksena on johtaa kaksi uutta menetelmad: ydin-
FOBI ja MDS-FOBI, joista ensimméinen on ydinfunktioiden kiytén avulla luotu
epélineaarinen versio FOBIsta ja toinen havaintojen etéisyyksien perusteella lasket-
tava FOBI. Taméa tehddan seuraavasti: Esitelladn aluksi padkomponenttianalyysi,
sen ydinversio ja moniulotteinen skaalaus seké osoitetaan nédiden suhteet toisiinsa.
Tamén jalkeen esitelladn riippumattomien komponenttien analyysi ja sen FOBI-
ratkaisu. Uutena tuloksena johdetaan keino FOBI-ratkaisun tuottamiseen vain ha-
vaintojen sisdtulojen kautta. Kun tahan yhdistetdan padkomponenttianalyysin koh-
dalla késitelty teoria, saadaan uudet menetelmat.

Luvussa [2| pohjustetaan tyota kidymalla lapi pddkomponenttianalyysié ja siithen
liittyvia menetelmia. Luvun alussa esitellddn ja johdetaan padkomponenttianalyy-
si sekéd sen laskeminen havaintojen sisdtulojen avulla. Lyhyesti tarkastellaan myos
padkomponenttien madran valintaa. Tamén jalkeen esitelldan ydinpddkomponent-
tianalyysin johto alkuperaisartikkelissa [5] esitellylla tavalla. Taémén perddn kasi-
tellddn lyhyesti mahdollisia ydinfunktioita. Sitten esitellddn ja johdetaan moniu-
lotteinen skaalaus ja naytetdédn sen yhteys padkomponenttianalyysiin. Sen perdan
esitellddn metrinen moniulotteinen skaalaus, jolla on yhteys ydinpéddkomponenttia-
nalyysiin. Téssé luvussa késitellddn paljon sellaista teoriaa (singulaariarvohajotel-
ma, ydinfunktiot, MDS jne.), joka pétee suoraan myos ydin-FOBIn ja MDS-FOBIn
tapaukseen.

Luvussa (3] esitelladn riippumattomien komponenttien analyysi ja sen FOBI-
ratkaisu seké johdetaan ydin-FOBI. Aluksi esitelldén riippumattomien komponent-
tien analyysin taustalla oleva perustehtava ja perustellaan siihen liittyvit oletukset.
Tamén jalkeen esitellddn kurtoosimatriisi sekd FOBI-ratkaisu ja perustellaan tdmén
toiminta. Lisédksi ndytetdan, miten FOBI-ratkaisu lasketaan havaintomatriisista. Té-
maén jalkeen johdetaan FOBIn laskeminen havaintojen sisdtulojen pohjalta ja néin
esitellddn ydin-FOBI ja MDS-FOBI. Lopuksi kiydasan lapi vielé joitain menetelmien
piirteita.

Luvussa || esitetdan kolme laskennallista esimerkkié tyossa kasitellyistd menetel-
mistéd: ryhmien erottelu simuloidulla aineistolla ydin-FOBIlla, ominaiskasvojen (ei-

genfaces) [7] tuottaminen eri menetelmilld sekéd kaupunkien sijaintien estimoiminen
etdisyysaineistosta MDS:114 ja MDS-FOBIlla.



2 Paakomponenttianalyysi ja moniulotteinen skaa-
laus

Téassé luvussa esitellddn padkomponenttianalyysi, perustellaan sen laskeminen omi-
naisarvohajotelman avulla, ndytetddn, miten tdmé lasku tehddédn havaintomatrii-
sista ja kerrotaan muutama tapa padkomponenttien méadrin valintaan. Sen jélkeen
nédytetadn, miten pddkomponentit voi laskea vain havaintojen vilisten sisdtulojen
avulla ja esitelladn téastd ajatuksesta seuraava ydinpaakomponenttianalyysi. Lopul-
ta vield esitelldén ja johdetaan moniulotteinen skaalaus ja naytetdéan sen yhteys paa-
komponenttianalyysiin. Sitten esitelldan lyhyesti metrinen moniulotteinen skaalaus,
jolla taas on yhteys ydinpaakomponenttianalyysiin.

2.1 Paakomponenttianalyysi

Ulottuvuuksien pienennysmenetelmien (dimensionality reduction) tarkoituksena on
loytaa jokin alempiulotteinen avaruus, jossa aineiston voi esittdd niin, ettd hévite-
taan mahdollisimman vahén informaatiota. Padkomponenttianalyysi (principal com-
ponent analysis, PCA), joka esiteltiin alunperin artikkelissa [8], on perinteisin t&l-
lainen menetelma ja siind informaation mittana kiytetaéan varianssia. Tarkoituksena
on loytaa jarjestyksessd muuttujien lineaarikombinaatioita, joista jokaisen varianssi
on suurin mahdollinen ja joista jokainen on korreloimaton kaikkien edellisten kanssa.

2.1.1 Menetelmin johto

Esitetédén johto kirjan [3] luvun 1.1 mukaisesti. Olkoon x € RP satunnaisvekto-
ri ja 3 € RP*P gen kovarianssimatriisi. Oletetaan, ettd 3 on tdysiasteinen, jolloin
positiividefiniittind sen kaikki ominaisarvot ovat positiivisia (jos aste d < p, tuot-
taa menetelmé vain d komponenttia). Halutaan 16ytda sellainen uusien muuttujien,
pddkomponenttien z; = ujx (u; € RP), jérjestetty jono, jossa jokaisen varianssi
Var[z;] = u’;3u; on mahdollisimman suuri ja jossa jokaisen kovarianssi aiempien (ja
siten kaikkien mydhempienkin) kanssa on nolla eli Cov|[z;, 2] = ujXu; = 0 kaikille
j" < j. Tamin lisdksi vektorit u; ovat yksikkopituisia eli uju; = 1. Ensimméinen
vektori siis ratkaisee optimointitehtavan

max uj;Xu;

ui €RP

st. uju; =1.

Kaytetdan Lagrangen kerroinmenetelméa eli etsitdadan stationaariset pisteet lausek-
keelle u)3u;+A; (1—ujuy), jossa \; on Lagrangen kerroin. Néin ratkaisuksi saadaan

a ! /
Ev W Xu; + M (1 —ujw)] =0
1

<~ 2Xu; —22\u; =0
< Yu; = \Muy.



Nahdaan, ettd A\; on matriisin 3 ominaisarvo ja u; sitd vastaava ominaisvektori.
Tutkitaan maksimoitavaa suuretta Var[z;] = ujXu; = Ajuju; = A\;. Suurimman
varianssin saamiseksi kerroinvektoriksi u; tulee siis valita matriisin ¥ suurinta omi-
naisarvoa vastaava ominaisvektori, jolloin varianssiksi saadaan kyseinen ominaisar-
vo.

Johdetaan nyt toinen paakomponentti. Kun kiytetdén tietoa, ettd u; on kova-
rianssimatriisin ¥ ominaisvektori, saadaan Cov[zy, z1] = uj¥u; = Ajuju;. Kun
oletetaan \; # 0, voidaan ehto Cov|[zy, z1] = 0 esittdd muodossa

uyu; = 0.
Toinen padkomponentti saadaan siis optimointitehtavasta
max U,Xus
ug ERP
st ujpuy =1

/
usu; = 0,

jonka Lagrangen funktio on u)Xus+ X2 (1—ujus)+pubu,. Sen ratkaisu on puolestaan

9]
— [uyXuy + Ao(1 — ubuy) + pusyuy] =0

ouy
— 23Uy — 2 u + puy =0 (1)
— u}(2Xuy — 2 ous + puy) =0
= 2u) Xuy — 2 ujuy + puju; =0
= 2uiXuy + 4 =0.
Kun tiedetdédn, ettd ub3u; = 0 ja ettd X on symmetrinen, saadaan yhtalosta

2u)Xuy + p = 0 péédteltyd p = 0. Siten yhtalosta saadaan Xus = Agus.

Vastaavalla tavalla voidaan johtaa loputkin paddkomponentit. Huomataan siis,
ettd padkomponenttien varianssit ovat kovarianssimatriisin ominaisarvoja (suurim-
masta pienimpéén) ja kerroinvektorit vastaavia ominaisvektoreita.

2.1.2 Paiakomponenttien laskeminen otoksesta

Otostasolla padkomponenttianalyysi tehddédn tarkastelemalla satunnaismuuttujien
kovarianssimatriisin 3 sijaan havaintojen otoskovarianssimatriisia S ja sen omi-
naisarvohajotelmaa. Olkoon X € R™*? havaintomatriisi. Maaritelladan vektori 1 =
(1,1,...,1) € R" ja keskistdmismatriisi H =1 — %11’. Nyt havaintojen X keskiar-
vovektori on X = X1 ja otoskovarianssimatriisi S = - (HX)'(HX) = -X'HX
[9, luku 3.3].

Olkoon A matriisin S ominaisarvojen diagonaalimatriisi ja U matriisi, jonka
sarakkeina ovat vastaavat ominaisvektorit. Koska matriisi S on symmetrinen, sen
ominaisvektorit ovat ortgonaalisia ja siten matriisi U on ortogonaalinen. Otoskova-
rianssimatriisin ominaisarvohajotelma on siis S = UAU’. Olkoon Z € R™*P matrii-
si, jonka sarakkeina ovat havainnoista laskettujen padkomponenttimuuttujien arvot.
Tehdéén yleinen valinta ja kiytetdan keskistettyjd muuttujia HX. Silloin saadaan
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7Z, = HXU. Koska matriisin U sarakkeet kertovat, milla painolla mikakin alkupe-
rdinen muuttuja on osa uutta padkomponenttimuuttujaa, niiden alkioita kutsutaan
latauksikst ja matriisia U latausmatriisiksi.

2.1.3 Paidkomponenttien mairin valinta

Lahtokohtaisesti padkomponenttianalyysi tuottaa yhta monta paakomponenttia kuin
aineistossa on muuttujia (olettaen, ettei muuttujien vélilla ole tdyskorrelaatiota).
Léhes aina kuitenkin paakomponenttianalyysilla pyritdan vihentdméaan muuttujien
méaarad. Tama saavutetaan jattamaélla joitain padkomponentteja pois. Yleensa pois-
jatetyt komponentit vastaavat pienimpid ominaisarvoja eli pienimpia padkompo-
nenttien variansseja.

Jos tarkoituksena on havaintojen esittdminen kuvana, valitaan yleensa kaksi tai
kolme ensimmaistéd padkomponenttia. Muissa tapauksissa paakomponentteja vali-
taan jollakin menetelmélld sopiva méadra. Menetelmét perustuvat yleensd ominais-
arvoihin ja ovat usein ainakin osittain subjektiivisia. Esitelladn nyt lyhyesti kirjan
[3] luvun 6 mukaisesti erilaisia menetelmié.

Koska kovarianssimatriisin diagonaalilla ovat muuttujien x; varianssit, saadaan
niiden summa eli kokonaisvarianssi kovarianssimatriisin jalkené (trace). Lisdksi tie-
detédn, etta jalki saadaan ominaisarvojen summana. Siispa k ensimmaisté paakom-
ponenttia, joiden varianssit ovat Ai, Ao, ..., A\, selittdvit osuuden Zle N/ DN
kokonaisvarianssista. Yleisené ohjeena pidetaan, ettd tdméan kumulatiivisen osuuden
pitaisi olla n. 70% — 90%. Kuitenkin, jos ensimméiset yksi tai kaksi padkomponent-
tia selittavat lahes kaiken vaihtelun, voi silti olla hy6dyllistd ottaa mukaan muitakin
komponentteja, silld ne saattavat sisaltdd vaikeammin havaittavaa informaatiota.
Toisaalta jos alkuperiisessd aineistossa on valtavasti muuttujia, voi olla ettd 70%
rajaan vaaditaan tarpeettoman monta padkomponenttia.

Ominaisarvojen kayttoa varianssin selittdmisen mittarina voidaan perustella myos
sen kautta, miten katkaistu ominaisarvohajotelma approksimoi kovarianssimatriisia.
Olkoot S € RP*P kovarianssimatriisi, \; (¢ = 1,2,...,p) sen ominaisarvot ja u; vas-
taavat ominaisvektorit. Talloin S = le Aiu;u;. Merkitddn téstd saatavaa asteen
m < p approksimaatiota S,, = > " Aw;u;. Mééritelldan vield matriisin A = (a;;)

euklidinen normi sdannollé [[A|| = />, af;. Suoraviivaisella laskutoimituksella

saadaan, ettd ||A|| = y/tr(AA’). Kun muistetaan, ettd ominaisvektorit ovat orto-
normaaleja, saadaan

p
1S =Swmll = 11> A

i=m-+1
P P
= tr(Z)\iuiug Z (Aiw;u))
\ i=m+1 i=m+1

p
= tr(z Al (\uul) + 2 Z Aiwgug (Ajujuj)’)

i=m+1 i<j

_—



p
— \ Z A2 tr(wufu;ul) + 2 Z Aid;j tr(ugujuguf)
i=m+1 1<J

P
= Z A7 tr(ugu))

L E

i=m+1

Téastéd siis ndhdadn, ettd pienid ominaisarvoja vastaavat termit summassa, ja si-
ten komponentit u;, eivit sisalla merkitsevia informaatiota kovarianssimatriisista ja
-rakenteesta.

Yksi vaihtoehto tarkastella ominaisarvoja on scree-kuvaaja (scree tarkoittaa vuo-
ren kyljessd olevaa soraa). Siind murtoviivalla yhdistetdén pisteet, joiden pystykoor-
dinaatti on ominaisarvo ja vaakakoordinaatti sen jarjestysluku. Tarkoituksena on
loytaa jokin selked pudotus, jonka jélkeen tulevat ominaisarvot ovat huomattavas-
ti ailempaa pienempiéd. Toinen mahdollinen etsittava piirre on kohta, jonka jélkeen
perakkiisten ominaisarvojen viliset erot ovat pienia.

Scree-kuvaajaa voidaan tulkita vertaamalla saatuja ominaisarvoja niihin, joi-
ta saataisiin satunnaisista matriiseista, joissa ei ole muuttujien vélisid yhteyksia.
Paralleelianalyysissi (Parallel analysis) tuotetaan satunnaisia havaintomatriiseja,
joissa on yhtd monta havaintoa ja muuttujaa kuin tutkittavassa oikeassa aineis-
tossa ja joiden muuttujat ovat useimmiten riippumattomasti normaalijakautuneita.
Niistd lasketaan padkomponettianalyysi. Oikean aineiston k:nneksi suurinta pai-
komponenttivarianssia verrataan satunnaisten matriisien k:nsien padkomponentti-
varianssien jakaumaan. Téssé menetelméssa kiytetadn kaikkien padkomponenttien
laskemiseen kovarianssimatriisin sijaan korrelaatiomatriisia, jotta ominaisarvot ovat
vertailukelpoisia. Talloin nimittdin ominaisarvojen summa eli alkuperdisten muut-
tujien varianssien summa on muuttujien maara, koska kaikki muuttujat on skaalattu
niin, ettd niiden varianssi on yksi. Menetelmé on alunperin kehitetty faktorianalyy-
sid varten, mutta sitd voidaan kayttdd myos padkomponenttianalyysin yhteydessa.
Perussédantonéa on, ettd padkomponentti nahdadn merkityksellisend, jos sen varianssi
on suurempi kuin 95% satunnaismatriiseista saaduista variansseista. Padkomponent-
teja valitaan alusta siihen asti, kunnes jonkun komponentin varianssi ei ylita tata
rajaa. Esimerkkind menetelmén kiytostd on scree-kuvaajaan (kuva [1)) piirretty vii-
va, jonka méérdd paralleelianalyysin (500 toistoa) antama raja. Kuvan aineistossa
havaintojen maara n = 100 ja kahdeksasta muuttujasta kolme on riippumattomia
ja normaalijakautuneita, loput néiden lineaarikombinaatioita. Paralleelianayysi ja
silmémadrainenkin scree-kuvaajan tarkastelu paljastavat tdman hyvin.

2.2 Ydinpaikomponenttianalyysi

Seuraavaksi esitelladn padkomponenttianalyysin laskeminen, kun tiedetdén vain ha-
vaintojen sisdtulomatriisi. Tama tilanne on itsessaén sovelluksissa harvinainen, mut-
ta oleellista onkin, etté se tarjoaa mahdollisuuden ydinpaédkomponenttianalyysiin,



Scree-kuvaaja

lambda
15 20 25 30
|

1.0

Kuva 1: Scree-kuvaaja, jossa piirrettyna paralleelianalyysin maaraama raja

kun sisdtulot korvataan ydinfunktion arvoilla. Ydinpadkomponenttianalyysisté esi-
tetddn myos alkuperdiseen artikkeliin [5] pohjautuva johto. Liséksi esitetdén lyhyesti
ydinfunktioiden taustalla oleva ajatus ja esitellaan yleisimpié ydinfunktioita.
2.2.1 PCA sisatulojen avulla
Olkoon matriisin HX € R™*? singulaariarvohajotelma

HX = VAU, (2)

jossa V € R™*" ja U € RP*P ogvat ortogonaalisia ja A € R™*? (oletetaan, ettd n > p)
muotoa

5 0 0
0 4 0
A=|0 0 5,
0 0 0
0 0 ... 0

Muodostetaan hajotelma niin, ettd singulaariarvot §; ovat kaikki epénegatiivisia.
Oletetaan lisdksi yksinkertaisuuden vuoksi, ettd singulaariarvot J; ovat erisuuria.
Jos nain ei ole, tulosten sisélto ei oleellisesti muutu, mutta niiden esittdminen han-
kaloituu koska talloin ominais- ja singulaarivektorit eivit endéd ole yksikésitteisia
(edes merkkié vaille).



Silloin otoskovarianssimatriisi S voidaan esittdd muodossa

S:

HX) (HX
——(HX)/(HX)
= 1 UA'V'VAU’
n—1
1
= UA'AU,
n—1

joka on matriisin S ominaisarvohajotelma, kun merkitdan A = ﬁA’ A. Siis mat-
riisin S ominaisarvohajotelman ja matriisin HX singulaariarvohajotelman matriisit
U ovat todella sama matriisi. Singulaariarvojen ja ominaisarvojen vililla on yhteys

; = 02/(n — 1). Lasketaan vield singulaariarvohajotelmaa ([2]) kiyttien paikompo-
nenttimatriisi

Z = HXU = VAU'U = VA.

Mietitddn nyt tilannetta, jossa tunnetaan vain havaintojen valinen sisatulomatrii-
si XX', jonka kohdassa (i, j) oleva alkio on muotoa x;x;. Téta matriisia nimitet&dén
my6s havaintojen Gramin matriisiksi. Sen avulla voidaan laskea matriisi HXX'H
joka on singulaariarvohajotelman perusteella muotoa

HXX'H = VAU'UA'V'
= VAA'V'

Nyt siis matriisin HXX'H ominaisarvohajotelmasta voidaan selvittad matriisit V ja
A A’ seké jalkimmaéisen nelidjuurena matriisi A. Ndiden perusteella voidaan edelleen
laskea padkomponentit.

Koska havaintojen viliset sisdtulot sisdltdvat aidosti vihemmén informaatiota
kuin alkuperéiset havainnot (joista sisétulotkin olisi helppo laskea), ei ole intuitii-
visesti suuri yllatys, ettd latausmatriisia U ei sisdtulomatriisiin pohjautuvalla me-
netelmalld saada selville. Latausmatriisin sijaan voidaan alkuperiisten muuttujien
ja saatujen padkomponenttien vélisiad yhteyksia tutkia myos nédiden vilisestd kova-
rianssimatriisista C (tai usein paremmin korrelaatiomatriisin avulla). Laskettaessa
kovarianssimatriisi (tdysin tavallisesti) on toki tunnettava alkuperéiset havainnot
(el vain sisétuloja). Kovarianssia voidaankin kdyttda erityisesti kohta esiteltavéin
ydinpadkomponenttianalyysin tapauksessa, jossa havainnot tunnetaan, mutta paa-
komponenttianalyysi suoritetaan silti ikdén kuin sisdtulojen avulla (ja siten lataus-
matriisia U ei tunneta). Tunnettaessa latausmatriisi U voitaisiin kovarianssimatriisi
laskea helposti laskulla C = --Z'HX = - (HXU)HX = U-LX'HX = U'S =
U'UAU’ = AU'. Tisté syysti laskemalla matriisi C saadaan myos jossakin mielessé,
korvattua latausmatriisin puutetta.

2.2.2 Ydin-PCA:n johto

Pisteiden sisdtulomatriisin sijaan padkomponenttianalyysissa voitaisiin kayttdaa jo-
takin muuta matriisia K € R™*", jonka kohdassa (¢, j) olisi pisteiden x; ja x; avulla
laskettu ydinfunktion (kernel function) k arvo k(x;,x;). Téllaista matriisia K kut-
sutaan ytimen k madrddméksi ydinmatriisiksi tai Gramin matriisiksi. Néin saata-
va menetelmé on nimeltddn ydinpddkomponenttianalyyst ja sen ajatus ydinfunktion
kiytostd on sama kuin esimerkiksi tukivektorikoneissa [4].
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Ydinpdakomponenttianalyysissa siis lasketaan ensin ydinfunktion & avulla ydin-
matriisi K. Sen jdlkeen tuotetaan ydinmatriisin K (oikeastaan sen keskistetyn ver-
sion HKH) ominaisarvohajotelma VAA’V’. Lopuksi lasketaan téstd komponent-
tipisteméaarat Z = VA.

Esitetddn menetelmélle johto pohjautuen artikkeliin [5], jossa se alunperin esitel-
tiin. On hyvé huomata, ettd téssa luvussa kiytetaédn aikaisemmista luvuista tuttuja
merkint6ja tarkoittamaan havaintojen kuvien avaruuden alkioita ja niisté johdettuja
suureita, kuten otoskovarianssimatriisia S.

Olkoon (F,(-,-)) reaalinen sisituloavaruus ja ¢: R? — F kuvaus euklidisesta
avaruudesta RP tdhén avaruuteen. Ydin-PCA:n tarkoituksena on tehda pédkom-
ponenttianalyysi avaruudessa F'. Oletetaan, ettd havaintojen kuvat avaruudessa F
ovat keskistettyjd eli ettd > " | ¢(x;) = 0. Kuvien keskistamista késitellaén tarkem-
min mythemmin. Jos F’ on aérellisulotteinen, voidaan kuvien ¢(x;) otoskovarianssi-
matriisi S kirjoittaa tavalliseen tapaan S = %Z?:l o(x:)o(x;) (kiytetddn jakajana
lukua n merkint6jen helpottamiseksi). Kovarianssimatriisia vastaava lineaarikuvaus
saadaan myos jos F' on epaeuklidinen, erityisesti jos se on ddretonulotteinen, tulkitse-
malla ulkotulo ¢(x;)p(x;)" lineaarikuvauksena, joka kuvaa vektorin v € F' vektoriksi
(o(x;), v)p(x;). Kaytettdessd merkintad S tarkoitetaan tiata kuvausta.

Tarkoituksena on selvittdd tavanomaiseen tapaan kuvauksen S ominaisvektorit
u € F' ja ominaisarvot A, jotka siis toteuttavat ehdon Su = Au. Kun tdhén sijoi-
tetaan kuvauksen S mééritelmé ja jaetaan molemmat puolet luvulla A (oletetaan
A #0), saadaan u = - >"" (A(x;), u)¢(x;). Ominaisvektorit u kuuluvat siis ha-
vaintojen kuvien ¢(x;) virittaméaan adarellisulotteiseen aliavaruuteen ja ne voidaan
esittda muodossa

u= Zaiqb(Xi)a (3>

jossa a; = 3=(¢(x;), u). Ominaisvektorit méaérittelevi ehto Su = Au voidaan néin

kirjoittaa ekvivalentisti
(p(xk), Su) = MN(p(xx), u) kaikilla £ =1,2,... n. (4)

Tama ekvivalenssi on voimassa kun tehdddn alkuperéisessé artikkelissakin [5] impli-
siittisesti kiytetty lisdoletus, ettd avaruus F' on dérellisulotteinen ja etta kuvavektorit
o(x1), ¢(x2), ..., p(x,) virittdvit sen. Talloin voidaan karsia kuvien joukko avaruu-
den kannaksi ja tutkia ehtoa kiayttaen vektorin u kantaesitystd. Nain jokaisella
¢ madrataan yksi vektorin komponentti.



Kirjoitetaan nyt ehto kdyttden kuvauksen S méaritelméé ja esitysta :
(9(xk), Su) = Mo(xx), u)
1 n
= <¢<xk>, = (lx,), u>¢(xj>> = \6(x), w)

J=1

< Zazz<¢(xk)7¢(xj)><¢( P(x;)) = TL)\ZCMZ (x:)) (5)

kalkllla k =1,2,....n

Olkoon ax = (avy, g, . . ., vy ) kerrointen vektori ja K kuvien sisétulomatriisi, jon-
ka alkiot saadaan siis sd&nnollé k;; = ((x;), ¢(x,)). Ehto (5] voidaan nyt kirjoittaa

K’a = n\Ka. (6)

Osoitetaan seuraavaksi, ettd ehdon @ toteuttavat parit (A, &) saadaan ominaisarvo-
ongelmasta
Ka = nia. (7)

Tehdédén tamé hieman alkuperéisesta artikkelista poikkeavalla tavalla.

Selvéisti kaikki yhtélon ratkaisut toteuttavat myos yhtalon @ (kerrotaan
yhtdlon molemmat puolet matriisilla K), mutta toisin pdin néin ei yleisesti ole.
Olkoon (A, a) yhtélon (0]) ratkaisu. Oletetaan, ettéd A # 0, miké on perusteltua, silld
etsitdan padkomponentteja, joiden varianssi ei ole nolla. Osoitetaan, ettd talloin o
on muotoa

a=aoy+h,

jossa (A, ) on yhtdlon (7)) ratkaisu ja Kh = 0. Osoitetaan myos, ettd kaikki tata
muotoa olevat vektorit toteuttavat yhtélon (6]

Oletetaan ensin, ettéd (), ar) on yhtdlon (6)) ratkaisu. Silloin e voidaan kirjoittaa
muodossa

1 1
- K ~ " Ka).
o = a+ (o - )

Laskulla K-L Ko = L K?a = Ka = nA-L Ko nihdéén, ettéd (A, S Ka) toteuttaa
yhtilon . Ja laskulla K(oo — LKa) = Ko — o K2a — Ka - Ka — 0, ettd
toinenkin ehto tayttyy.

Oletetaan nyt, ettd a on muotoa & = oy + h, jossa (A, ay) on yhtélon (7))
ratkaisu ja Kh = 0. Silloin

K?’a = n\Ka
K’ap + K*h = nA\Kay + nAKh
nAKag + KO0 = (n))aq
(n\)ag = (nA)*ay,

(N
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eli (A, @) on yhtélén (6]) ratkaisu.

Kun havainnoille lasketaan padkomponenttipisteméaéra, tapahtuu se laskulla Ko
(tim& perustellaan seuraavaksi), joka antaa selvisti saman tuloksen kuin vastaava
K. Niin siis voidaan todeta, etté jokaista yhtédlon @ ratkaisua vastaa joku yhtéa-
lon (|7]) ratkaisu, joka tuottaa samat paadkomponenttipistemaarat. Taten vain yhtalon
ratkaisu riittda. Tarkemmin yhtélojen ratkaisuja voidaan luonnehtia seuraavas-
ti: yhtélon (6) ratkaisut (A, @) = (A, e + h) jakautuvat ekvivalenssiluokkiin niin,
ettd samaan luokkaan kuuluvissa ratkaisuissa vakio A ja yhtélon (7)) ratkaisuvekto-
ri oy ovat yhteisid (eli vektorien a erotus on h, jolle pitee Kh = 0). Yhtélon ([7)
ratkaisut muodostavat erdéin edustajiston télle partitiolle ekvivalenssiluokkiin ja sen
loytaminen riittaa.

Merkitdén matriisin K ominaisarvoja Ay > Ay > -+ > A, (ndmé ovat yhtdlon
(7) ratkaisut mA) ja vastaavia ominaisavektoreita a, aa, ..., a,. Normalisoidaan
ne ominaisvektorit, joita vastaava ominaisarvo ei ole nolla, sé&nnolld Ao o = 1,
jolloin yhté&lon avulla saadaan

(ug, ug) = <Z akip(Xi), Z aki¢(xi)>

= Z akiakﬂ(]ﬁ(xi); ¢(XJ)>

ij=1

= Z Qi Vg (K)zg

ij=1
= o, Kay,

= \(apop) =1

Nyt pisteen x projektio avaruudessa F' olevalle padkomponentille u; on
(u, 6(x) = > ani(d(x), 9(x)) = > ovik(xi, %),
i=1 i=1

joka havainnon x; tapauksessa saadaan muodossa » . o K;; eli jintend kompo-
nenttina vektorista K ;. Néin siis pystytdan laskemaan ydinpadkomponenttipiste-
madrat, vaikka latausvektoreita u; ei tunneta.

Alkuperéisten havaintojen keskistdminen on helppoa, mutta on vaikeaa varmis-
taa ettéd niiden kuvat ovat keskistettyjé. Keskistettyjen kuvien ¢(x;) — = 37", ¢(x)
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sisdtulomatriisi K voidaan kuitenkin esittad matriisin K avulla:

(K)y; = <¢<xz-> SN IR CHEEDS ¢<xl>>

n

=(9(x:), 60%,)) - %Zw(xl), 6(%,)
1 n 1 n n
Tl o))+ 152 D (6

=1 t=1

1 1 1

= (K - —11'K — —=K11' + —211’K11’) )
n n n i

Saadaan siis K = HKH. Kiytetdankin ydinmenetelmissi aina t&td matriisia kes-

kistdmattoman ydinmatriisin K paikalla.

2.2.3 Mahdolliset ydinfunktiot

Ydinfunktioksi voitaisiin oikeastaan valita mikd tahansa funktio, mutta usein ha-
lutaan, ettd sitd todella vastaa jonkin avaruuden sisdtulo. Esitellddn seuraavaksi
lyhyesti ehto télle artikkelin [I0] luvun 2.2. mukaan.

Olkoon X epétyhja joukko ja k : X x X — R funktio. Méaritellaan pisteille
T1,%9, ..., T, € X funktion k midrddméa ydinmatriisi (Gramin matriisi) K € R™*"
tavallisesti sdannolld (K);; = k(x;, ;). Jos matriisi K on positiivisemidefiniitti kai-
killa luvun n € N ja pisteiden x1, zo, ..., z, € X valinnoilla, funktiota k& kutsutaan
positiivisemidefiniitiksi ytimeksi. Jos funktio k£ on mééaritelty jonkin avaruuden sisé-
tulon avulla muodossa k(x;,x;) = (¢(x;), ¢(x;)), saadaan

a'Ka = Z a;a;(¢ o(x;)) = <Zn: a;p(x;), En:ajgb(xj)> > 0 kaikilla a € R".

ij=1 i=1 j=i

Tasta ndhdéan, etta kaikki sisdtuloa vastaavat ytimet ovat positiivisemidefiniittejé.

Tulos patee my6s toisin pain: Mooren-Aronzjnin lauseen [I1] mukaan jokaista po-
sitiivisemidefiniittia ydinté vastaa yksikésitteisesti niin sanottu jdljentdvin ytimen
Hilbertin avaruus (reproducing kernel Hilbert space, RKHS). Taméa avaruus saadaan
seuraavalla periaatteella: Olkoon R¥ kuvausten X — R joukko ja k positiivisemi-
definiitti ydin. Méaritelldéin kuvaus ®: X — RX ®(x) = kg, jossa k.(y) = k(y, ).
Muodostettavan avaruuden alkiot ovat muotoa f =Y. a;k,,. Maaritellaén funktioi-
den f ja g=>_;bjk,; sisitulo kaavalla (f,g) = >_, >, a:bjk(z;, z;). Voidaan osoit-
taa, ettd kyseessd todella on sisdtulo [10, luku 2.2.1] ja lisdksi, ettd avaruus (ku-
ten kaikki sisétuloavaruudet) voidaan taydellistad Hilbertin avaruudeksi [12, esim
10.7.2].

Esitellddn kirjan [I3] pohjalta kaksi yleistd avaruudessa R™ kdytettyé epélineaa-
rista ydinté: Polynomiydin maaritellddn kaavalla

k(xi,x;) = (¢ +xix;)?,

jossa luvut p € N ja ¢ € R ovat parametreja. Jos ¢ = 0, polynomiydintd kutsutaan
homogeeniseksi. Yksinkertainen esimerkki saadaan kun havainnot ovat muotoa x; =
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(741, Ti2) € R? ja valitaan p = 2. Tilldin ydin voidaan esittéid sisdtulona avaruudessa
RS, kun kilytetiin kuvausta ¢(x) = (¢, v/2cx1, V2cxa, V21129, 22, 22). Polynomiydin
siis tuottaa havaintovektoreiden komponenttien asteen p polynomin. Se sisaltda myos
alempiasteiset termit, jos ¢ # 0.

Toinen yleinen ydin on (gaussinen) sidekantafunktioydin, joka maaritellddn kaa-
valla

1
k(x;,x;j) = exp (_@HXi — xj||2) )

Oleellista téssd ytimessa on, etta sen arvo riippuu vain pisteiden x; ja x; etaisyydes-
té. Tésté tulee my6s nimi sdekantafunktio (radial basis function, RBF). Syy lausek-
keen muotoon ja esimerkiksi valittuun parametrisointiin on, ettd ytimen halutaan
muistuttavan normaalijakauman tiheysfunktiota. Erds perusteltu valinta paramet-
riksi 02 onkin havaintojen nelidityjen etiisyyksien keskiarvo ﬁ D iy | xi = x4
Tama muistuttaa normaalijakaumassa esiintyvia varianssiparametria ja sen voi aja-
tella samalla lailla standardoivan eksponentissa olevan lausekkeen. Ajattelemalla
eksponenttifunktiota darettoméanéd polynomina, voidaan osoittaa, ettd sddekanta-
funktioydinta vastaavat kuvat ¢(x) ovat ddretonulotteisia. Tamé perustelee, miksi
ydin-PCA:ta kasittelevéssé luvussa ja yleisesti ydinfunktioiden tapauksessa kuva-
avaruutta F' ei haluta olettaa darellisulotteiseksi

2.3 Moniulotteinen skaalaus

Joskus aineisto koostuu vain etéisyystiedoista, esimerkiksi kaupunkien etaisyyksis-
td maapallon pinnalla tai eldinlajien havaituista eroista. Télloin kuvailun kannalta
olisi toivottavaa pystya esittdméén aineisto pisteind jossakin, usein kaksi- tai kol-
miulotteisessa, avaruudessa niin, ettéd pisteiden viliset etdisyydet vastaisivat mah-
dollisimman hyvin aineiston etéisyystietoja. Moniulotteinen skaalaus on juuri tdhan
kehitetty menetelmé. Esitetdén sen johto kirjan [6] luvun 14.2 mukaan.

Symmetristd matriisia D € R™™" sanotaan etdisyysmatriisiksi, jos sen alkiot d;;
toteuttavat ehdot

di; = 0 ja d;; > 0 kaikilla 7 # j.

Etaisyysmatriisi on euklidinen, jos jollakin p on olemassa joukko pisteitd x1,Xo,...,X, €
RP, jossa kaikilla 7, j pisteiden x; ja x; euklidinen etdisyys on d;;.

Esitelldén sitten kaksi tarpeellista matriisia: Olkoon D = (d;;) etdisyysmatriisi.
Maéritelldén matriisi A = (a;;) kaavalla

1
aij = —5d; (8)

ja matriisi B = (b;;) kaavalla
B = HAH, 9)

jossa H on keskistdmismatriisi.

Néytetadn seuraavaksi, ettd etaisyysmatriisi D on euklidinen jos ja vain jos siitéa
johdettu matriisi B on positiivisemidefiniitti. Samalla esitetdan tapa 16ytad moniu-
lotteisessa skaalauksessa halutut pisteet. Naiden pisteiden euklidinen etéisyysmat-
riisi on tarkalleen D vain jos D todella on euklidinen, mutta menetelmaa voidaan
kdyttada muulloinkin.
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Aloitetaan nédyttamalld, ettd jos D on pisteiden xi,Xs,...,X, € RP euklidinen
etdisyysmatriisi, niin b;; = (x; — X)'(x; — Xx). Télloin matriisi B on siis positiivise-
midefiniitti:

Matriisin A alkiot ovat téssa tilanteessa

1 1 1

ajj = _§d?j = —5 (% = %) (0 = x5) = =5 (xix + x5x; — 2x;).
Esitetdan nyt matriisi B muodossa

1 1 1
B=HAH=A - —-A11 — —-11'A + —211/A11/.
n n n

Summan matriisit ovat alkioittain

1 a. ... Qj. 1 ai ... G 1 a
A1V = . |, 1A= 0 ], S11TALY =
n - B n - B n B
Qp. .. Q. . Q. a
jossa
) 1 n ) 1 n ) 1 n n
ai-zgzaija a-j:ﬁ : Qg @--ZEZZ%"
7j=1 =1 =1 j=1
Siis
bij = ;5 — ai. - C_L.j +a.. (10)
Voidaan laskea seuraavat tulokset:
1 < 11 & 1 __
a; = - Z ai; = =5 ) (xixi + X)jx; — 2X/X;) = —§(x;xi + x'x — 2X.X)
j=1 j=1
- 1 - 11 - / / / S / 7/
a;=— Zaij =5, (xi%; + X% — 2x;%;) = —§(XX + xix; — 2%'x;)
i=1 =1
~ 1 n n 1 1 n n , . ,
Q.= —3 Z Z G =5 Z Z(Xixi + Xix; — 2%;%;)
i=1 j=1 i=1 j=1
_ LSS 1 w — 9xx) = (2% - 2%'%)
2n &= ! ’ 2 '

Néiden avulla saadaan b;; = x/x; — x/X — X'x; + X'x eli
bij = (% = X)'(x; = X). (11)

Kun pisteet asetetaan matriisin X riveiksi, saadaan B = (HX)(HX)'. Matriisi
B on siis symmetrinen. Lisdksi, koska kaikilla v € R" pitee v/(HX)(HX)v =
[|(HX)'v||> > 0, se on positiivisemidefiniitti. Néin siis saatiin osoitettua, ettd
euklidista etédisyysmatriisia D vastaava matriisi B on aina positiivisemidefiniitti.

Todistetaan seuraavaksi painvastainen implikaatio esittamalld moniulotteisen skaa-
lauksen taustalla varsinaisesti oleva ajatus siitd, ettd jos B on positiivisemidefi-
niitti ja astetta p, voidaan seuraavalla tavalla valita pisteet xi,Xs,...,%X, € RP,
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joiden euklidinen etdisyysmatriisi on D: Olkoon Ay > Ay > --- > )\, matrii-
sin B positiiviset ominaisarvot (oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi niiden erisuu-
ruus) ja Xa),X),--.,Xp) € R" vastaavat ominaisvektorit skaalattuna sadnnolla
x’(i)x(i) =X, 1 =1,2,...,p. Kun namé vektorit asetetaan matriisin X sarakkeiksi,
voidaan riveiltd lukea halutut pisteet xq,xs,...,x, € RP. Néytetddn tdmé seuraa-
vaksi.

Koska B on positiivisemidefiniitti ja astetta p, silld on p positiivisista ominai-
sarvoa ja muut ovat nollia. Olkoot A € RP*P matriisi, jonka diagonaalilla ovat
sen positiiviset ominaisarvot A; > Ay > .-+ > A, ja X € R™P matriisi, jonka
sarakkeina ovat vastaavat ominaisvektorit x(1),X(a),...,X(y) skaalattuna sdannolld
x’(i)x(i) =\, it =1,2,...,p. Méaritelladn sitten matriisi I' = XA_%, jossa ominais-
vektorit on skaalattu yksikkopituuteen. Nyt matriisin B ominaisarvohajotelma on

B = I'AT" = XX/ (12)

Siis matriisin B alkiot b;; = x/x; ovat matriisin X rivien sisétuloja.
Néytetadn vield, ettd D on saatujen pisteiden xi,Xs,...,X, etdisyysmatriisi.
Lausekkeiden ja avulla saadaan

[Ixi = x5|* = xix; + xx; — 2x(x;
= b“ -+ bjj — 2b1] = a; + ajj — 2612']'
L o 2 2 2
= _§<dii + djj - Qdij) = dz‘j'

Saatiin siis osoitettua toivottu tulos: Kun asetetaan matriisin B skaalatut ominais-
vektorit matriisin X sarakkeiksi, saadaan riveilta luettua halutut pisteet.

Kun verrataan paakomponenttianalyysid sisdtulomatriisin ominaisarvohajotel-
man avulla ja moniulotteista skaalusta, erityisesti lauseketta , nahdéadn, etta
kyseessa on oleellisesti sama asia: Jos pistejoukon euklidisen etdisyysmatriisin avulla
tehdadn moniulotteinen skaalaus, pdadytaan tekeméan juuri samoin kuin sisdtulojen
avulla tehtévassa padkomponenttianalyysissd. Moniulotteisen skaalauksen antamat
akselit ovat siis padkomponentteja. Lisdksi yhtalon mukaisesti pisteet ovat kes-
kistettyja. Moniulotteinen skaalaus siis antaa keinon tehdé padkomponenttianalyysi
kovarianssimatriisin ja sisétulojen liséiksi myos etdisyyksien avulla. Tamén voi tulki-
ta niin, ettd jos tiedetdén kaikkien pisteiden véliset euklidiset etdisyydet, tiedetdan
myos niiden keskistetyt sisdtulot (toisin pdin tdmé on ilmeistd, koska ||x; — x;||* =
(i = %) = (x5 = %) = (% = %)'(xi — %) + (x5 — %) (x; — %) — 2(x; — X)'(x; — X))

Moniulotteiselle skaalaukselle voidaan esittdd kaksi optimaalisuustulosta [6]: Ol-
koon X € R™P matriisi, jonka rivit vastaavat jotakin pistejoukkoa, D = (d;;) pis-
teiden euklidinen etéisyysmatriisi ja B = (b;;) siitd kaavalla @ johdettu matrii-
si. Olkoon (Lj,Ls) € RP*P ortogonaalimatriisi (eli jonkin kierron ja/tai peilauksen
matriisi), jossa L; € RP** (k < p). Muodostetaan matriisi X = XL, jonka ri-
vit ovat alkuperéisten pisteiden projektioita matriisin L; sarakkeiden virittdmaan
k-ulotteiseen avaruuteen. Merkitdén néiden pisteiden euklidista etdisyysmatriisia
D = (d;) ja sisitulomatriisia B = (b;;). Tiedetiin, etti d2 < dj;. Lisdksi pétee,
etta
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1. Kaikista télld tavalla saaduista pisteiden projektioista k-ulotteiseen avaruu-
teen moniulotteinen skaalaus minimoi virheen » 7', 3°%  (dF; — d3;). [6} lause
14.4.1]

2. Kaikista talla tavalla saaduista pisteiden projektioista k-ulotteiseen avaruu-
teen moniulotteinen skaalaus minimoi virheen 77" | 37", (bij — bi;)?. Téméa
péitee myos vaikka kdytetty etdisyysmatriisi D olisi epaeuklidinen. [0, lause
14.4.2]

2.3.1 Metrinen moniulotteinen skaalaus

Esitelldan seuraavaksi moniulotteisen skaalauksen yleistys ja sen yhteys ydinpaa-
komponenttianalyysiin artikkelin [I4] mukaisesti. Edella esitetyssi tavallisessa tai
klassisessa moniulotteisessa skaalauksessa halutaan 16ytaa pisteet, joiden euklidiset
etaisyydet Elij vastaavat mahdollisimman hyvin haluttuja etéisyyksid d;;. Yleisem-
pi tehtéava on, ettd ndiden kahden vélille tahdotaan jokin tietty, halutun funktion
f madraama, yhteys giij ~ f(d;;). Taté kutsutaan metriseksi moniulotteiseksi skaa-
laukseksi. Perinteinen moniulotteinen skaalaus on metrisen moniulotteisen skaalauk-
sen erikoistapaus, jossa f(d;;) = d;;. Joskus mielenkiintoista on vain etéisyyksien
jéarjestys ja tallaista menetelméd kutsutaan ordinaaliseksi tai epdmetriseksi moniu-
lotteiseksi skaalaukseksi.

Yksinkertainen tapa toteuttaa metristd moniulotteista skaalausta on muuntaa
etdisyydet halutulla tavalla d;; — f(d;;) ja kiyttdd naitd muunnettuja etdisyyk-
sia klassisessa moniulotteisessa skaalauksessa. Toinen tapa on muodostaa virhe- tai
stressifunktio

S wi(diy — £(diy))?
Zij dij

jossa luvut w;; ovat jollakin lailla valittuja painoja. Stressifunktio voidaan minimoida

S:

Y

etsimalla lausekkeen osittaisderivaatat etdisyydet d;; tuottavien pisteiden suhteen ja
kiyttamalld gradienttipohjaisia optimointimenetelmia. Tata kutsutaan pienimman
neliosumman skaalaukseksi.

Havainnollistetaan nyt metrisen moniulotteisen skaalauksen yhteyttd ydinpaa-
komponenttianalyysiin. Ydinfunktiota k(x;,x;) kutsutaan stationaariseksi, jos se
riippuu vain pisteiden erotusvektorista x; — x;, ja isotrooppiseksi, jos se riippuu
vain pisteiden etéisyydestd d;; = ||x; — x;||. Isotrooppinen ydin on siis muotoa
k(x;,x;) = r(d;;) jollakin funktiolla 7. Oletetaan, ettéd ydin on skaalattu niin, et-
ta r(0) = 1. Esimerkkind isotrooppisesta ydinfunktiosta on sddekantafunktio, jossa
r(dij) = eXP(—ﬁd?j)‘

Olkoon £ isotrooppinen ydin ja ¢ sitd vastaava kuvaus. Nyt kuva-avaruudessa
madritellylle etdisyydelle glij saadaan

(i) — B(x;)]?

= (0(x:), 9(x1)) + (0(x)), D(x5)) — 2((x1), H(x;))
r(di) +r(dj;) — 2r(dij)

2(1 = r(dy))
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Kaavalla maédritellyn matriisin A alkiot ovat nyt muotoa a;; = r(d;;) — 1. Kun
kdytetadn ydinfunktioiden arvojen matriisia K matriisi A voidaan esittdd A = K —
11’ ja siten keskitetty matriisi B = HAH = HKH.

Huomataan siis, ettd ydinpadkomponenttianalyysi isotrooppisella ydinfunktiol-
la k(x;,x;) = r(d;;) vastaa metristd moniulotteista skaalausta, jossa etdisyyksien
vélinen yhteys maaritelldéin d;; ~ /2(1 — r(d;;)). Kun funktio  on viihenevi, ku-
ten siddekantafunktion tapauksessa, on lauseke /2(1 —r(d;;)) kasvava etéisyyden
d;; funktio, mikd on intuitiivisesti jarkeva tilanne.

Jos ydin ei ole isotrooppinen, saadaan edelleen glf = k(xi,x;) + k(x;,%x;) —
2k(x;,%;). Niin saadaan (A); = (K);; — 2k(x;,%x;) — 5k(x;,%;). Kiyttdmalld kes-
kistysmatriisin H maéritelméaa, huomataan, etta kaksi jalkimmaista termié haviavat
ja saadaan taas B = HKH. Matriisin K avulla voidaan siis tehdd moniulotteinen
skaalaus ytimen kuva-avaruudessa, mutta epéaisotrooppisella ytimelld etaisyyksien
valilla ei ole selkedd funktionaalista yhteytta.

2.4 Yhteenveto

Téssé luvussa osoitettiin, miten padkomponenttianalyysi lasketaan pelkén sisédtulo-
matriisin XX’ kautta. Korvaamalla sisitulomatriisi ydinmatriisilla K saadaan ydin-
padkomponenttianalyysi (menetelmésté esitettiin myos alkuperiisen artikkelin mu-
kainen johto) ja korvaamalla se etiisyysmatriisista tuotetulla matriisilla B saadaan
moniulotteinen skaalaus. Kaikki esitellyt menetelmét muodostavat siis yhden per-
heen paidkomponenttianalyysin ympaérille. Tyon varsinainen ydin on seuraavaksi esit-
tda tdma sama perhe, mutta riippumattomien komponenttien analyysiin kiytetyn
FOBI-menetelmén ympérille. Téssé kdytetddn hyvéiksi paljon luvun [2| tuloksia ja
huomioita, jotka toistuvat samanlaisina.
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3 Riippumattomien komponenttien analyysi

Ritppumattomien komponenttien (independent component, IC) malli [I5] mééritel-
lddn satunnaismuuttujatasolla lausekkeella

X = p+ As.

Havainnot koostuvat p-ulotteinen satunnaisvektorin x saamista arvoista. Kutsutaan
vektoria havaintovektoriksi, vaikka se onkin satunnaismuuttuja. Ldhdevektor: s on
p-ulotteinen satunnaisvektori, kun taas sekoitusmatriisi A € RP*P ja odotusarvo-
vektori g € RP eivit ole satunnaisia. Kaikki kolme ovat kuitenkin tuntemattomia.
Vektorista s oletetaan, ettéd kaikilla ¢ patee E[s;] = 0, Var[s;] = 1. Tehddén myos
mallin nimessékin esiintyvé oletus, ettd kaikki satunnaismuuttujat s; ovat riippu-
mattomia, ja oletetaan lisidksi, ettd ne eivéit ole normaalijakautuneita. Malli on eri-
koistapaus yleisemmasta hajontamallista, jossa satunnaisvektorin s voitaisiin olettaa
olevan esimerkiksi multinormaalijakautunut.

Osoitetaan artikkelin [I6] korollaarin 3.1. todistusta mukaillen, ettd néilla oletuk-
sin matriisi A voidaan yksiloida sarakkeiden jarjestysta ja etumerkkia lukuun otta-
matta. Mainitaan alkuun todistuksessa kiytettéva Skitovichin-Darmoisin lause (ks.

esim [17]): Olkoon sy, sg, . .., § riippumattomia satunnaismuuttujia ja ai, as, . . . ag,
b1, ba, ... by, nollasta eroavia reaalilukuja. Jos > ., a;s; ja Y., bis; ovat riippumat-
tomia, niin sy, So, .. ., sp ovat normaalijakautuneita.

Olkoot A* = AC™! ja s* = Cs, jossa C € RP*P on kifintyvi ja s* toteuttaa
ylla annetut ldhdevektorille asetetut ehdot. Osoitetaan, ettd matriisin C jokaisessa
sarakkeessa (ja rivissd) on tasan yksi nollasta poikkeava alkio, joka on +1. K&én-
tyvyydestd seuraa suoraan, ettd jokaisessa sarakkeessa on vahintdédn yksi nollasta
poikkeava alkio. Osoitetaan, ettd alkioita on enintéén yksi. Olkoot s = >, cixSy ja
s; = Y xCiksk (i # j) vektorin s* komponentteja. Koska ne ovat riippumattomia,

myos summat
Z CikSk Ja Z CikSk
k: cikcjr#0 k: cikcjk#0

ovat riippumattomia ja lisdksi nédissd summissa kertoimet ¢ ovat nollasta eroavia. Nyt
Skitovichin-Darmoisin lauseen mukaan kaikki summissa olevat satunnaismuuttujat
sk ovat normaalijakautuneita. Koska lahdevektorista oletetaan, ettd sen komponentit
eivit ole normaalijakautuneita, tdytyy summan olla tyhja. Siis kaikilla lukujen 1,
J (1 # j) ja k arvoilla pétee, ettd cypcj, = 0 eli jokaisessa sarakkeessa on vain
yksi nollasta poikkeava alkio. Lopuksi oletuksesta Var[s*] = 1 seuraa, ettd nollasta
poikkeavien alkioiden on oltava itseisarvoltaan yksi. On hyvd huomata, etta oletus
lahdevektorin varianssista tehdéan lopulta vain sekoitusmatriisin yksikésitteisyyden
takia. Yll&a olevasta nahdéaan, ettd ilman sitd matriisin C sarakkeita voitasiin kertoa
vakiolla ilman, ettd tdma vaikuttaisi vektoriin x.

Tarkoituksena riippumattomien komponenttien analyysissd on muuntaa havain-
not x takaisin lahteen s arvoiksi. Padkomponenttianalyysiin verrattuna riippumat-
tomien komponenttien analyysissé etsittdviat komponentit eivit siis ole vain korre-
loimattomia, vaan myo6s aidosti satunnaismuuttujina riippumattomia.

Naytetadn, ettd haettu muunnos 16ytyy estimoimalla havaintovektorin x kova-
rianssimatriisi, standardoimalla sen avulla vektori x ja etsimalld sitten sopiva orto-
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gonaalimatriisi [I8], lause 1|: Koska E[s|] = 0 ja Cov[s] = I, niin odotusarvo E[x] = p
ja kovanrianssimatriisi 3 = Cov[x] = AA’. Olkoon matriisin A singulaariarvoha-
jotelma A = UDV'. Tilléin ¥ = UD?U’. Maéritelldin ¥-: = UD'U’. Tillsin
¥ 2%z = I. Madritellisn standardoitu havaintovektori xy = 372 (x — p). Tl-
16in E[xs] = 0 ja Cov[xy] =L

Laskelmilla

Xy = X 2(x — p) = UD'U'UDV’s = UV’s

ja UV'(UV') = I huomataan, ettd lihdevektori s saadaan standardoidusta ha-
vaintovektorista x,; ortogonaalisella muunnoksella O’ = (UV'Y| jota toki ei voida
néin suoraan laskea. Riippumattomien komponenttien mallin ratkaisu on siis etsia
sellainen ortogonaalinen matriisi O’, joka muuntaa standardoidun havaintovektorin
komponentit riippumattomiksi.

Péaakomponenttianalyysi ja riippumattomien komponenttien analyysi ovat perus-
asetelmiltaan hyvin samanlaisia menetelmid, koska molemmissa tarkoitus on jakaa
aineiston vaihtelu jollakin lailla erillisiin osiin. PCA:ssa namé ovat korreloimattomia
ja ICA:ssa riippumattomia. Koska riippumattomuus on korreloimattomuutta vah-
vempi oletus, on jossakin mielessd arvattavaa, ettd ICA voidaan ajatella jalostettu-
na padkomponenttianalyysina: Satunnaisvektorin x padkomponenttipistemadra on
U’x ja riippumattomien komponenttien pistemiiri VU'x, = VU'UD 'Ux =
VD !'U’x. Riippumattomien komponenttien pisteméirit saadaan siis paikompo-
nenttipistemééristi standardoivalla skaalauksella D~! ja rotaatiolla V.

Riippumattomien komponenttien analyysiin on kehitetty erilaisia tehokkaita me-
netelmié, kuten ominaismatriisien yhteisdiagonalisointi (joint approximate diagona-
lization of eigenmatrices, JADE) [19], fastICA [20] ja symmetrisoitujen hajontamat-
riisien samanaikainen diagonalisointi (simultaneous diagonalization of symmetrized
scatter matrices) [21]. Téssd tyossd kuitenkin kisitellaan yksinkertaisempaa mene-
telméd, jota kutsutaan lyhenteella FOBI, ja johdetaan siitd ydinversio.

3.1 FOBI

Neljinnen asteen sokkotunnistus (fourth-order blind identification, FOBI) on erés
ratkaisumenetelmé riippumattomien komponenttien analyysiin ja se pohjautuu ni-
mensd mukaisesti havaintovektorin neljannen momentin kayttoon. Menetelmé esi-
teltiin alunperin artikkelissa [2].

Skalaarisatunnaismuuttujan = n:s keskusmomentti m,, méaritellidn odotusarvo-
na m, = E[(x — E[z])"]. Selvésti m; on aina nolla ja my = Var[z]. Satunnaismuut-
tujan x kurtoosi (huipukkuus, engl. kurtosis) maaritelldén

my

pla] =

m3

Normaalijakautuneelle satunnaismuuttujalle x pétee Blx] = 3 ja siksi usein kurtoo-
siksi kutsutaankin lukua x[z] = S[z] — 3, joka mahdollistaa helpon vertailun nor-
maalijakaumaan. Jos E[z] = 0 ja Var[z] = 1, kurtoosin arvo §[z] = E[z?]. Témén
pohjalta voidaan suoraan mééritelld ehdot E[x] = 0 ja Cov[x] = I toteuttavalle
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p-ulotteiselle satunnaisvektorille x kovarianssimatriisin kaltainen kurtoosimatriisi
B[x] = E[xx'xx'] € RP*P.

Tamén matriisin kohdassa (i, j) on E[x;x; Y., 7).

Tutkitaan nyt p-ulotteista satunnaisvektoria s, jonka komponentit ovat lisédksi
riippumattomia. Jos i # j, niin E[s;s; >, si] = 0. Syyné tdhdn on, ettd kaikilla
k, joko i # k tal j # k ja siten (oletetaan i # k) E[s;] = 0 antaa E[s;s;s7] =
E[s;]E[s;s3] = 0. Tapauksessa i = j pitee

Els; Y s3] =E[s{]+ ) E[sisi] = Bls;] + Y _ Var[s;] Var[s;] = B[s;] +p — L.
k ki ki

Siis talle satunnaisvektorille s kurtoosimatriisi

B(s] = diag(8[s1] +p — 1,8[s2] +p = 1,..., Bs,] +p — 1).

Palataan nyt riippumattomien komponenttien ongelmaan. Olkoon O € RP*P se
ortogonaalimatriisi, jolla x;,; = Os. Télloin

B[x| = E[xux,;xsx,,] = E[Oss'O'Oss'Q’] = OE|[ss'ss'|O’ = OBJs]O’.

Koska B[x] on symmetrinen ja B[s| diagonaalinen, ICAn ratkaisemiseksi tarvittu
matriisi O saadaan siis standardoidun havaintovektorin x,; kurtoosimatriisin omi-
naisarvohajotelmasta. Kurtoosimatriisin olemassaoloon tarvitaan toki oletus, etté
kaikilla 7 pitee E[s}] < oo, josta seuraa myds muiden odotusarvojen #irellisyys.
Lisaksi oletetaan, ettd ldhdevektorin komponenttien kurtoosit [3[s;] ovat erisuuria.
Tamé takaa sen, ettd kurtoosimatriisin ortogonaalinen ominaisarvomatriisi on yk-
sikésitteinen O. Jos joillekin 4, j pétee ([s;] = B[s;], niin vastaavia komponentteja
54, 8; el voida erotella toisistaan, mutta muut komponentit voidaan.

3.1.1 FOBIn laskeminen otoksesta

Neljannen asteen erottelu méaritelldéan aina satunnaismuuttujatasolla, silla siiné ole-
tetaan lahdevektorin komponenttien riippumattomuus, jolle ei ole olemassa otosver-
siota. Esitellddn nyt tapa mallin laskemiseen otosmatriisista X € R™*P.

Estimoidaan ensin havaintojen kovarianssimatriisi S ja muodostetaan sen omi-
naisarvohajotelman S = UAU’ avulla matriisi S~ = UA2U’. Madritellisn nyt
standardoitu havaintomatriisi Y = X, = HXS_%, jonka riveina ovat standardoidut
havainnot y/

Lasketaan tdmén avulla otoskurtoosimatriisi

1 n
B:_E VYV
ni:1yyzyyz

vivi 0 ... 0 ¥
=—lyw) | . T : :
n : v
0 0 YpYp p
1
= —Y'diag(YY")Y
n
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Téasta matriisista ratkaistaan ominaisarvohajotelma B = WITW’. Siita saadaan
matriisi Z = YW, jonka riveiné ovat lahdevektorin s estimoidut arvot.

3.2 Ydin-FOBI ja MDS-FOBI

Paidkomponenttianalyysi perustuu kovarianssimatriisin ominaisarvohajotelmaan, kun
taas FOBI perustuu kurtoosimatriisin ominaisarvohajotelmaan. Koska padkompo-
nenttianalyysi voidaan esittda sisdtulojen avulla, herdd kysymys voidaanko néin
tehdd myo6s FOBIn kohdalla. Esitetdan tassa luvussa singulaariarvohajotelmaan pe-
rustuva johto FOBIn laskemiselle sisdtulojen avulla.

Olkoon keskistetyn havaintomatriisin X € R"*? (oletetaan n > p) singulaariar-
vohajotelma X = VAU'. Silloin sen kovarianssimatriisi voidaan esittdid muodossa
S = "L UA’AU’ ja sen kiiéinteinen nelijuuri S™z = /n — TU(A’A)~>U". Tisti

saadaan standardoidulle havaintomatriisille esitys

Y = XS:
= VAU'vn — 1U(A'A) U
= vVn—1VA(A'A) U’
=+/n —1VIL,,, U,

I

jossa I,,x, = ( P ) :
r O(n—p)xp
Talloin kurtoosimatriisille saadaan esitys

1
B = —Y'diag(YY')Y
n

1
= ﬁ\/n — 10T, V'diag(v'n — 1V1,,,,U'vn — 1UTL,, V')v/n — 1V, U’

(’n, — 1)2 , /1: ! / /
=—=Ur,  V'diag(VL,,I, ., V)VIL,,,U"

X X
n nxp nxp

Muodostetaan nyt symmetriselle matriisille I, V'diag(V1,x, 1., V') VL, omi-

naisarvohajotelma EDE’, jossa matriisi E on ortogonaalinen. Nyt kun asetetaan
2

W =UE jall = %D, huomataan, ettd tdmé vastaa kurtoosimatriisin ominai-

sarvohajotelmaa B = WIIW'. Lahdevektorit saadaan nyt kaavalla
Z=YW =+/n—1VL,,,UUE = v/n — 1VL,, ,E.

Koska havaintojen sisitulomatriisille on esitys XX’ = VAU'UA'V' = VAA'V/,
voidaan pelkésté sisdtulomatriisista selvittda V, sen perusteella E ja sitten niita
kiyttden lihdevektorien matriisi Z.

Samalla lailla kuin sisdtulojen avulla lasketussa padkomponenttianalyysissé, me-
netelma ei téssdkddn anna latausmatriisia W. Kuitenkin myos FOBIn tapaukses-
sa alkuperaisten muuttujien ja tuotettujen riippumattomien komponenttien valista
yvhteytta voidaan tutkia ndiden vélisen korrelaatiomatriisin avulla. Téta havainnol-
listetaan luvun M.2] esimerkissa.
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Samoin kuin paakomponenttianalyysin tapauksessa, myos nyt voidaan sisétulo-
matriisi korvata ydinfunktion k& arvoista koostuvalla matriisilla K. Tamén matriisin
ominaisarvohajotelmasta voidaan sitten laskea halutut matriisit V, E ja siten Z.
Néin saadaan ydin-FOBI.

Paakomponenttianalyysin ja moniulotteisen skaalauksen vélinen yhteys taas saa-
tiin kun huomattiin, ettd suoraan lasketun sisdtulomatriisin sijasta voidaan kéyt-
tdd pisteiden etdisyysmatriisista D = (d;;) johdettua matriisia B = HAH, jossa
A = (—31d?) (Matriisia B ei tule sekoittaa kurtoosimatriisiin). Samalla lailla voi-

27
daan toimia nytkin ja ndin saadaan keino laskea FOBI etéisyysmatriisin avulla.

Kutsutaan sita lyhenteella MDS-FOBI

Jotta menetelmén antamat ldhdevektorit vastaisivat tulkinnallisesti riippumatto-
mien komponenttien analyysié, tulee niiden ainakin olla korreloimattomia ja niiden
kurtoosimatriisin olla diagonaalinen. Tdmén toteamiseen vaaditaan, ettd saatujen
lahdevektorien matriisi Z on keskistetty: Koska H1 = 0, saadaan HKH1 = 0. Siten
vektori 1 kuuluu symmetrisen matriisin HKH ytimeen (nollavektoriksi kuvautuvat
vektorit) ja on kohtisuora matriisin kuva-avaruuden kanssa. Koska kaikki matrii-
sin HKH ominaisvektorit (joita vastaava ominaisarvo on positiivinen) eli erityisesti
matriisin V sarakkeet kuuluvat kuva-avaruuteen, pitee 1'Z = v/n — 11'VIL,,, ,E =
0. Téten matriisi Z on keskistetty. Néin voidaan laskea kovarianssimatriisi

1
Var[Z] = : 7'7
n J—
1
= —— Vi —1ET,,, V'Vn — IV, ,E
n R
= E/I;XpInXpE
~FLE
=1,

ja kurtoosimatriisi
1 ! 3z /
B = —Z'diag(ZZ")Z
n

1
= —vn — 1ET  V'diag(vn — 1VL,,,Evn — 1ET, V' )vn — 1VL, E
n

(n B 1>2 R /7: / /
= ET,  Vdiag(Vl,,,,V)VL,,E

n nxp
—1)?

_ =) eEpEE
n

_ (n— 1)2D

n
=IL

Tastd ndhdéan, ettd saadut komponentit ovat korreloimattomia ja niiden kurtoosi-
matriisi on diagonaalinen.

Esitetédén ydin-FOBI vield algoritmimuodossa. Ei kdytetéd tdssd matriisia I, x,,
joka poimii p suurinta ominaisarvoa vastaavat vektorit. Sen sijaan valitaan suo-
raan matriisiin V. € R™ 9 haluttu méérd d matriisin K ominaisvektoreita. Niin
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siis jatetadn valittavaksi parametriksi d, kuinka monta ominaisarvoa otetaan huo-
mioon eli kuinka monta riippumatonta komponenttia menetelmé antaa. Jos ydin-
funktiona kiytettaisiin tavallista sisdtuloa, olisi ydinmatriisin K aste, eli riippumat-
tomien ominaisvektorien mééré, (lineaarisesti riippumattomien) muuttujien maara

p, jolloin voimassa olisi rajoite d < p. Yleisesti kuitenkin pétee vain selvé yléaraja
d < rank(HKH) < rank(H) =n — 1.

Ydin-FOBI

1. Valitse kiytettava ydinfunktio k, siihen liittyvat mahdolliset parametrit ja tuo-
tettavien komponenttien maara d.

2. Laske ydinfunktion £ avulla havaintojen ydinmatriisi K € R"*".

3. Laske d keskistetyn matriisin HKH suurinta ominaisarvoa vastaavaa ominais-
vektoria ja muodosta niistd matriisi V. € R™*9, jossa vektorit ovat jirjestyk-
sessa laskevien ominaisarvojen mukaisesti.

4. Muodosta matriisi
V'diag(VV')V.

5. Selvitd timén matriisin ominaisvektoreiden matriisi E € R?*?, jossa ominais-
vektorit ovat jarjestyksessa laskevien ominaisarvojen mukaan.

6. Riippumattomien komponenttien pisteméaarit saadaan laskulla

Z=+vn—1VE.
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4 Esimerkkeja

Tarkastellaan vield esiteltyjd menetelmid kolmen laskennallisen esimerkin kautta:
Ensimmaisessa esimerkissa erotellaan ryhmia simuloidusta aineistosta kiyttaen ydin-
FOBIa. Tama perustuu tavallisen FOBIn kykyyn etsid sellainen muuttujien lineaa-
rikombinaatio, jonka suhteen ryhmaét erottuvat hyvin. Toisessa esimerkissa sovel-
letaan ydin-FOBIa ja ydin-PCA:ta niin sanottujen ominaiskasvojen tuottamiseen.
Perinteisesti padkomponenttianalyysiin perustuvia ominaiskasvoja voidaan kayttia
kasvojen tunnistuksessa piirteiden 16ytamiseen. Kolmannessa esimerkissé kiytetaan
tavallista moniulotteista skaalausta ja MDS-FOBIa kaupunkien asettamiseen kar-
talle niiden vélisten lentoetéisyyksien perusteella.

4.1 Ryhmien erottelu

Kurtoosimatriisin ominaisvektoreita, joihin FOBI perustuu, voidaan kayttaa ryhma-
rakenteiden tunnistamiseen [22]. TAmé perustuu ajatukseen, ettd jos satunnaismuut-
tujan jakauma koostuu kahdesta selkeésti erottuvasta huipusta, satunnaismuuttujan
kurtoosi on pieni. Intuitiivisesti voisi ajatella, ettd kurtoosi kuvaisi vaihtelun vaih-
telua, joka on pieni, jos todenndkdisyysmassa on kahdessa tiiviissa kasassa symmet-
risesti odotusarvon molemmilla puolilla.

Tarkemmin asiaa voidaan ldhestyd seuraavasti: Olkoon x satunnaismuuttuja,
jonka oletetaan merkintojen yksinkertaisuuden vuoksi olevan standardoitu. Talloin
Jensenin epiyht#lon perusteella (x +— 2?2 on konveksi funktio) kurtoosille pitee
Blz] = E[z*] = E[(2?)?] > E[2?]* = Var[z]? = 1. Olkoon nyt = ~ Bernoulli(3). Tél-
16in E[z] = 1 ja Var[z] = 1. Lasketaan nyt standardoidun satunnaismuuttujan 2z—1
kurtoosi 32z — 1] = E[(2z —1)*] = 1. Havaitaan siis, ettd Bernoulli-jakaumalla, joka
on aariesimerkki kaksihuippuisesta jakaumasta, on pienin mahdollinen kurtoosi.

Esitetdén téssd luvussa ydin-FOBIn kiyttod ryhméarakenteiden tunnistamiseen
simuloidussa, kahdesta ryhmésta koostuvassa tilanteessa, jossa on p muuttujaa ja
n = 200 havaintoa: Luodaan ensin ryhmaéindikaattori y ~ Bernoulli(%) ja sitten
sen pohjalta muuttuja x1, jonka jakauma on z; | y ~ N(by — 2.5, 1). Seuraavaksi
luodaan haluttu mééra p—1 muita muuttujia zs, . .. x, ~ N(0, 1) ja kaikki muuttujat
T1,...,x, kootaan matriisiin X, € R**?. Lopuksi luodaan havainnot sekoittamalla
muuttujia satunnaisella matriisilla A = (a;;), jossa a;; ~ N(0, 1) riippumattomasti,
ja saadaan aineisto X = XpA.

Aineistoon kiytetddn tyossi kuvattua ydin-FOBIa. Ydinfunktiona on gaussinen
sidekantafunktio k(x;, x;) = exp(—5s|[x; — x;[|?), jossa parametriksi 02 asetetaan
havaintojen nelidityjen etaisyyksien keskiarvo. Olkoon jonkun muuttujan x kohdalla
Zp pisteiden, joilla y = 1, keskiarvo ja s; keskihajonta sekd zy ja sp toisen ryhmén
vastaavat tunnusluvut. Mitataan sitd, kuinka hyvin ryhmét erottuvat tdméan muut-

tujan kohdalla, luvulla h = %

Tehdéén simulaatio, jonka tarkoituksena on selvittaé, mikd komponentti erottaa
ryhmét parhaiten. Tuotetaan edelld kuvatulla tavalla aineistoja muuttujien maéril-
la p = 5,10,...,50. Naista lasketaan ydin-FOBIlla d = 1,2,...,10 komponenttia.
Simulaatio toistetaan 200 kertaa jokaisella yhdistelméalld ja lasketaan arvo h. Si-
mulaatiosta havaitaan, ettd suurimman luvun A eli parhaan erottelukyvyn tuottaa
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viimeinen komponentti. Taulukossa [1| on esitetty, kuinka suuressa osassa tilantei-
ta viimeinen komponentti tuottaa suurimman h:n arvon. Koska ydin-FOBI voidaan
ajatella tavallisena FOBIna jossakin ydinfunktion méardamassé avaruudessa ja kom-
ponentit on jérjestetty ominaisarvojen eli tdmén avaruuden kurtoosien perusteella,
voidaan ajatella, ettd parhaan erottelukyvyn antava komponentti vastaa pienintéa
kurtoosia téassé avaruudessa. Tulos on siis yhtapitava aiemman teorian kanssa.

2 3 4 ) 6 7 8 9 10
51095 094 094 0.92
101099 096 098 096 094 085 0.73 0.60 0.46
15| 1.00 1.00 099 098 0.99 094 0.84 0.70 0.57
20| 1.00 1.00 0.99 098 098 096 097 0.85 0.67
251099 099 099 098 094 092 090 0.86 0.73
30 | 1.00 1.00 0.98 098 092 090 0.86 0.80 0.72
3511.00 098 098 095 091 0.88 0.85 0.80 0.70
40 | 1.00 098 0.98 096 094 0.89 0.81 0.78 0.67
451098 096 094 094 089 0.80 0.78 0.72 0.65
50 | 1.00 1.00 0.96 092 0.82 0.78 0.74 0.60 0.54

Taulukko 1: Toistojen, joissa viimeinen komponentti tuotti parhaan tuloksen, osuus.
Rivilla on muuttujien méaéra p ja sarakkeessa tuotettujen komponenttien maéra d.

Taulukossa |2 on esitetty jokaisessa tilanteessa viimeisen komponentin antamien
arvojen h keskiarvo. Téastd havaitaan, ettd paras komponenttien méaéarda d on yk-
si. Téssé tilanteessa matriisi V on vain pystyvektori ja matriisi E skalaari. Tal-
16in saatava riippumaton komponentti Z on sama kuin ydin-PCA:n antama en-
simméinen padkomponentti ja ydin-FOBI palautuu tédysin ydin-PCA:han. Téssé
simulaatiossa parhaiten ryhmét erotteleva suunta on siis ydinta vastaavassa kuva-
avaruudessa suurimman varianssin tuottava suunta. Saatu tulos myds vahvistaa,
ettd ydin-FOBIn antamat komponenttien joukot eivéit ole sisdkkiisié, kuten esimer-
kiksi (ydin)pddkomponenttianalyysissd: Kun tuotetaan kahden sijaan kolme kom-
ponenttia, ndiden kolmen joukkoon ei yleensa sisilly aiempaa kahta. Jos néin olisi,
niin komponenttien méaéran d kasvattaminen ei voisi huonontaa erottelukykya. Nyt
kuitenkin havaitaan nain tapahtuvan.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5481 (1.8) 4.62 (1.8) 4.48 (1.7) 3.97 (1.5) 3.44 (1.3)

10(3.86 (1.1) 3.77 (1.1) 3.66 (1.1) 3.53 (1.0) 3.32 (1.0) 2.98 (1.1) 2.55 (1.1) 2.07 (1.1) 1.68 (1.0) 1.35 (1.0)
15]4.00 (0.8) 3.93 (0.9) 3.81 (0.8) 3.65 (0.8) 3.45 (0.8) 3.23 (0.8) 2.79 (0.9) 2.29 (1.0) 1.89 (1.0) 1.47 (0.9)
20(3.68 (0.7) 3.57 (0.8) 3.46 (0.8) 3.29 (0.8) 3.14 (0.8) 2.97 (0.8) 2.73 (0.8) 2.45 (0.7) 1.98 (0.7) 1.54 (0.8)
25(3.64 (0.6) 3.48 (0.7) 3.38 (0.7) 3.25 (0.8) 3.09 (0.8) 2.81 (0.9) 2.62 (0.9) 2.37 (0.8) 2.09 (0.8) 1.72 (0.8)
30(3.42 (0.5) 3.30 (0.6) 3.17 (0.6) 3.00 (0.7) 2.82 (0.7) 2.60 (0.8) 2.38 (0.8) 2.13 (0.8) 1.90 (0.8) 1.57 (0.8)
35(3.39 (0.5) 3.23 (0.5) 3.05 (0.6) 2.87 (0.6) 2.66 (0.7) 2.42 (0.7) 2.22 (0.8) 2.01 (0.7) 1.78 (0.7) 1.55 (0.7)
40(3.27 (0.4) 3.1 (0.5) 2.91 (0.6) 2.78 (0.6) 2.58 (0.6) 2.35 (0.7) 2.14 (0.7) 1.88 (0.7) 1.68 (0.7) 1.44 (0.7)
45(3.17 (0.4) 3.00 (0.6) 2.77 (0.7) 2.58 (0.7) 2.41 (0.7) 2.18 (0.7) 1.88 (0.8) 1.70 (0.7) 1.52 (0.7) 1.33 (0.7)
50|3.17 (0.4) 3.03 (0.5) 2.83 (0.5) 2.57 (0.6) 2.28 (0.7) 1.99 (0.7) 1.76 (0.7) 1.58 (0.7) 1.34 (0.7) 1.17 (0.7)

Taulukko 2: Viimeisten komponenttien h-arvojen keskiarvot. Rivillda on muuttujien
méara p, sarakkeessa tuotettujen komponenttien maéra d, solussa h-arvojen keskiar-
vo ja suluissa keskihajonta.
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Naytetadn yksi aineistoesimerkki simulaatiosta ja kaytetadn muuttujien maaraa
p = b ja komponenttien mairda d = 2. Kuvassa [2| ovat alkuperaisten muuttujien
parittaiset hajontakuviot. Ydin-FOBIn kiytolla saadaan tuotettua komponentti, jo-

Muuttujien yhteisjakaumat

Kuva 2: Simulaation muuttujien parittaisen hajontakuviot

ka erottelee ryhmét selkeimmin (h = 4.80) kuin alkuperéisen aineiston parhaiten
erotteleva muuttuja (h = 3.36). Tamé nahdéaén kuvan [3| hajontakuvasta. Kuvan
tiheysfunktioestimaateista ndhdééan, ettd ydin-FOBIn antaman komponentin jakau-
ma on selkedsti kaksihuippuisempi, kuin parhaiten ryhmét erottelevan alkuperéisen
muuttujan. On erityisen hyva huomata, ettd ydin-FOBIlssa kiytettava komponentti
(viimeinen) on valittu ohjaamattomasti yleisen sédénnén pohjalta, pdin vastoin kuin
aineiston muuttuja (suurin h-arvo).

4.2 Ominaiskasvot

Paakomponenttianalyysid kiytetddn kasvojentunnistuksessa niin sanottujen omi-
naiskasvojen (eigenfaces) tuottamiseen [7]. Tamé tehdédédn tulkitsemalla (mustaval-
ko-) kuvan pikselien tummuudet muuttujien arvoiksi, vektoroimalla jokainen kuva
yvhdeksi havaintomatriisin riviksi ja tekemalld tdhéan aineistoon padkomponenttiana-
lyysi. Néin voidaan tuottaa padkomponentteja vastaavia kuvia, joissa pikselin tum-
muutena on sitd vastaavan muuttujan korrelaatio kyseisen pédkomponentin kans-
sa. Ajatuksena on, etté tietyn padkomponentin kanssa korreloivat pikselit vastaavat
tiettyd ominaisuutta ja tdma on helppo todeta kuvista.

Tutkitaan nyt ydin-FOBIn kiyttod vastaavien kuvien tuottamiseen ja vertail-
laan sitd muihin tyossé esiteltyihin menetelmiin. Aineistona kiytetddn Yale Face
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Paras alkuperéinen
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Kuva 3: Hajontakuvio ryhmien erottelusta ydin-FOBIlla
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Kuva 4: Estimoidut tiheysfunktiot ryhmien erottelusta ydin-FOBIlla

Databasen kasvokuvia [23].

Kuvassa |9| esitetdan neljan ensimmaisen komponentin tuottamat kuvat tavalli-
sesta padkomponenttianalyysistd ja FOBIsta sekd néiden sddekantafunktioytimen
avulla toteutetuista ydinversioista eli kaikki komponenttien méaéralla d = 4. Sade-
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kantafunktion parametriksi o2 on valittu havaintojen nelidityjen etiisyyksien kes-
kiarvo. Kuvasta huomataan, ettéd lineaariset menetelmét ovat erittdin herkkia sille,
ettd kasvot ovat kuvissa hieman eri kohdissa. Ydinversiot taas tuottavat teravampia
kuvia. Syyné saattaa olla se, ettd havaintojen vélisen etéisyyden laskemiseen perus-
tuva ydinfunktio tunnistaa paremmin yhteyden kahden samanlaisen, mutta hieman
eri kohdassa olevan alueen valilla.

lineaarinen PCA

lineaarinen FOBI

kFOBI

Kuva 5: Eri menetelmilla tuotettuja ominaiskasvoja

Kuvassa [6] on vertailtu ydin-FOBIn komponenttien méaralla d = 4 tuottamia
kuvia eri ytimilla: lineaarisella (eli tavallisia sisdtuloja kiyttavilla), toisen ja seit-
semannen asteen polynomiytimelld sekd sddekantafunktioytimelld. Tama vertailu
vahvistaa havaintoa, ettd juuri siddekantafunktio tuottaa tarkkarajaisimpia piirtei-
ta.

Kokonaisuutena voidaan sanoa, etté pikseleittdin toimivien kuvantunnistusme-
netelmien suurin heikkous on herkkyys pienié siirtoja kohtaan, mutta sddekanta-
funktion kiyttd parantaa téta tilannetta. Ydin-FOBIn ja ydin-PCA:n vililla ei ole
kuitenkaan selkeda eroa. Lineaaristen menetelmien etuna taas on, etta kaikki kasvot
voidaan tuottaa ominaiskasvojen lineaarisena summana. Epélineaaristen ydinmene-
telmien tapauksessa tdma ei ole (ainakaan helposti) mahdollista. Kasvoista tuotettu-
ja riippumattomia komponentteja voitaisiin kuitenkin kiyttad kasvojen erotteluun.
Eras mahdollisuus olisi esimerkiksi ryhmitelld havainnot jonkin tietyn komponentin
(ja siis sitd mahdollisesti vastaavan piirteen) mukaan.
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lineaarinen

Kuva 6: Erilaisia ydinfunktioita kiyttden ydin-FOBIlla tuotettuja ominaiskasvoja

4.3 Kaupunkien paikat MDS-FOBIlla

Esitelldén viela MDS-FOBIn kiyttoa ja vertaillaan sitd perinteiseen moniulotteiseen
skaalaukseen. Aineisto (alunperin kirjassa [24]) koostuu kaupunkien vélisista lentden
mitatuista vilimatkoista. Etédisyydet eivit ole euklidisia, silld lentdminen tapahtuu
maapallon pinnan mukaisesti, ei tasossa. Téma edustaakin erésté perinteisintd mo-
niulotteisen skaalauksen sovellusta (esimerkiksi paperisen maailmankartan tekemi-
nen).

Kuvassa[7|on esitetty tavallisen moniulotteisen skaalauksen tuottama kaupunkien
sijoittelu. Se vastaa péaépiirteittdin todellista maailmankarttaa. Kuvassa [§] taas on
tehty MDS-FOBI komponenttien maaralla d = 4 ja piirretty kartta kahden viimeisen
komponentin avulla. Téssa kuvassa kaupungit ovat jakautuneet jossain méaérin kah-
teen ryhméan: Eurooppaan, Afrikkaan ja Lahi-itdan sekd Amerikkaan, Aasiaan ja
Australiaan. Téllainen jako ryhmiin on hyvé ominaisuus, silld usein moniulotteisen
skaalauksen ja muiden visualisointimenetelmien tarkoituksena on juuri 16ytaé aineis-
tosta ryhmia. Taméa myos yhtenee aiempiin havaintoihin padkomponenttianalyysin
(jota moniulotteinen skaalaus edustaa) ja FOBIn eroista.
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Moniulotteinen skaalaus
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Kuva 7: Kaupunkien sijainnit lentoetaisyyksien perusteella moniulotteisella skaa-
lauksella

MDS-FOBI
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Kuva 8: Kaupunkien sijainnit lentoetaisyyksien perusteella MDS-FOBIlla
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5 Pohdinta ja johtopaatokset

Tutkielmassa esitettiin kaksi uutta menetelméaé: ydin-FOBI ja MDS-FOBI. Naiden
taustana toimi padkomponenttianalyysin ja siihen liittyvien menetelmien seké riip-
pumattomien komponenttien analyysin ja lineaarisen FOBIn esittely. Keskeisin tu-
los oli FOBIn estimointi vain havaintojen sisédtulojen avulla, silld korvaamalla siséi-
tulomatriisi ydinmatriisilla saatiin ydin-FOBI ja korvaamalla se etdisyysmatriisilla

saatiin MDS-FOBI.

Ensimmaisessé, simuloiduilla aineistoilla tehdyssé tutkimuksessa havaittiin, etta
ydin-FOBI soveltuu ryhmien erotteluun. Komponenttien valintaperiaatteeksi tassa
tilanteessa saatiin, ettd ldhes aina viimeinen komponentti erottelee ryhmét parhai-
ten. TAm& on yhtenevid aiemman lineaarista FOBIa koskevan tutkimuksen kanssa.
Ainakin téssé kiytetylld simulaatioaineistolla havaittiin kuitenkin, ettd ydin-FOBI
toimii parhaiten kun komponenttien méaéré on yksi, joka vastaa ydinpdakomponent-
tianalyysid. Toisesta aineistolla tehdysté esimerkistd havaittiin, ettd ydin-FOBI (ja
ydinpddkomponenttianalyysi) soveltuu myos niin sanottujen ominaiskasvojen tuot-
tamiseen. Sddekantafunktion etuna on talloin, ettd se erottaa kuvista reunat melko
terdvasti, vaikka kuvien vililld kasvot ovatkin hieman eri paikoissa. Kolmas esimerkki
taas kertoo, ettd MDS-FOBIa voidaan kayttda tavallisen, pddkomponenttianalyysi-
perheeseen kuuluvan, moniulotteisen skaalauksen lailla. T&ll6in sen ominaisuutena
on, ettd se erottelee moniulotteiseen skaalaukseen verrattuna pisteet voimakkaam-
min ryhmiin.

Lineaarinen ICA voidaan ajatella padkomponenttianalyysin yleistyksené, kos-
ka riippumattomien komponenttien pisteméaarat saadaan standardoimalla ja kier-
tamalld paakomponenttipistemédria. Kun katsotaan ydin-FOBI-algoritmia, havai-
taan, ettd sekin koostuu kahdesta osasta: ydinpadkomponenttianalyysistd ja saa-
duilla pistemadrilld lasketusta tavallisesta FOBIsta. Taméa vahvistaa havaintoa me-
netelmien selkedsti sisdkkaisestd rakenteesta. Jaa myos pohdittavaksi, voisiko muis-
ta ICA-menetelmisté, tai kokonaan muista menetelmisté, tuottaa ydinversioita télla
samalla ajatuksella.

Tassa tutkielmassa valittiin késiteltavéksi riippumattomien komponenttien me-
netelméaksi FOBI, koska se on jossain mielessd yksinkertaisin ICA-menetelméa ja
vastaa aivan selvilla tavalla padkomponenttianalyysié, jonka ydinversio tunnetaan.
ICA-menetelmia on kuitenkin runsaasti lisié (esimerkiksi ominaismatriisien yhteis-
diagonalisointi (JADE) [19] ja symmetrisoitujen hajontamatriisien samanaikainen
diagonalisointi [21]) ja n#itd menetelmid pidetddn usein FOBIla tehokkaampina, jo-
ten ilmeinen jatkotutkimuksen aihe on kehittdd ydinversioita myos néistd muista
menetelmista.

Ydin-FOBI on tavallisen FOBIn selked yleistys ja saakin nimensé siité, ettd kéy-
tettdessd ytimend tavallista euklidista sisdtuloa, se antaa saman tuloksen kuin li-
neaarinen FOBI. Lineaarinen FOBI esiteltiin téssé tutkielmassa ratkaisuna tiettyyn
lineaariseen riippumattomien komponenttien s sekoitusongelmaan x = pu+As. Ydin-
FOBIn tapauksessa ei kuitenkaan ole selvéi, vastaako se jotakin téllaista kompo-
nenttien sekoitusongelmaa alkuperaisessa avaruudessa ja erityisesti mika on ydin-
funktion ja sitd vastaavan sekoitusongelman suhde. Jatkotutkimuksen aihe olisikin
tutkia voitaisiinko ydin-FOBI (ja muut ydin-ICA-menetelmét) ymmértéa ratkaisuna
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johonkin muotoa x = W(s) olevaan ongelmaan sopivalla (ja riittdvan sddnnollisella)
v,

Kiinnostava jatkotutkimuksen aihe on my6s tutkia ydin-FOBIn ja muiden ydin-
ICA-menetelmien asymptoottisia ominaisuuksia. Koska otoskoon n kasvattaminen
kasvattaa myos nxn ydinmatriisia K, kiytetdan tilanteen n — oo tutkimiseen yleen-
sé jaljentavin ytimen Hilbertin avaruuksien (RKHS) teoriaa. Siiné tutkitaan késitel-
tavad menetelméad vastaavaa operaattoria ydinté vastaavassa RKHS:ssd. Esimerkki-
né tastd on kanonisten korrelaatioiden analyysin ydinversion tarkentuvuutta késit-
televa artikkeli [25].
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A R-koodit

R-koodi ydin-FOBIn ja MDS-FOBIn tekemiseen. Toteutuksissa kiiytetdin R-paketteja
kernlab [26] ja RSpectra [27].

# Ladataan kédytettdvdt R-paketit

library(kernlab)
library (RSpectra)

# kfobi-funktio tuottaa annetusta matriisista ydin-FOBI pisteméd&drédmatriisin
# X on kédytettdvd datamatriisi
# kernel on kdytettdvd ydinfunktio kernlab-paketista
# p on haluttu riippumattomien komponenttien mé&réa
# scores on saatujen riippumattomien komponenttien pistem&d&drien matriisi
# kurt on riippumattomien komponenttien kurtoosien vektori
kfobi = function(X, kernel=vanilladot(), p = ncol(X)){
n = nrow(X)
H = diag(rep(1,n)) - (1/n)*(rep(l,n) %*% t(rep(l,n))) # keskistysmatriisi
K_pre = kernelMatrix(kernel, X) # keskistidmitoén ydinmatriisi
K = H %*% K_pre %*) H # keskistetty ydinmatriisi

eig = eigs_sym(X, p)

V = eig$vectors

C = (((n-1)"2)/n)*t (V) %*% diag(diag(V %% t(V))) %*% V
eig2 = eigen(C)

E = eig2$vectors

Pi = eig2$values

Z = sqrt(n-1)*V %x*% E

return(list(scores = Z, kurt = Pi))

}
# MDSfobi-funktio tuottaa annetusta
# etdisyysmatriisista MDS-FOBI pistemd&drédmatriisin
# D on kdytettdvd etdisyysmatriisi
# p on haluttu riippumattomien komponenttien méé&réa
# scores on saatujen riippumattomien komponenttien pistem&d&drien matriisi
# kurt on riippumattomien komponenttien kurtoosien vektori
MDSfobi = function(D, p = 2){
n = nrow(D)
H = diag(rep(1,n)) - (1/n)x*(rep(1l,n) %*% t(rep(i,n)))
A = -0.5%xD"2

B =H %% A %=*%h H

eig = eigs_sym(B, p)

V = eig$vectors

C = (((n-1)"2)/n)*t (V) %x*% diag(diag(V %x*% t(V))) %x% V
eig2 = eigen(C)

E = eig2$vectors

Pi = eig2$values

Z = sqrt(n-1)*V %x*% E
return(list(scores = Z, kurt = Pi))
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