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Tutkielman tarkoituksena on esitelld Thijmen J. P. Krebsin uusi aikaisempaa ly-
hyempi todistus k-automaattisia jonoja koskevalle Cobhamin lauseelle. Oletetaan,
ettd £ > 2 ja h > 2 ovat multiplikatiivisesti riippumattomia luonnollisia luku-
ja. Télloin Cobhamin lauseen mukaan &arellisen aakkoston jono on seka k— et-
td h-automaattinen silloin ja vain silloin kun se on lopulta jaksollinen. Cobhamin
lauseen liséksi perehdytédan joihinkin k-automaattisten jonojen perusominaisuuksiin.
Tarkastellaan k-automaattisia jonoja erityisesti automaattis-teoreettiselta kannalta.
Péépaino on niissa tuloksissa joita tarvitaan Cobhamin lauseen todistuksessa.

Esitetdan tarpeelliset pohjatiedot formaalisten kielten ja sdannollisten kielten teo-
riasta. Perehdytadn myo6s lukujarjestelmiin, erityisesti tutkielman aiheen kan-
nalta keskeisiin k-kantajirjestelmiin. Madritelladn aérelliset funktioautomaatit,
automaattiset funktiot, aarelliset transduktorit ja p-transduktorit. Méaéritelladan
k-automaattiset jonot syottamaélla jonon indeksien k-kantaesityksid funktioautomaa-
tille. Osoitetaan, ettd lopulta jaksollinen jono on aina k-automaattinen. Muodoste-
taan p-transduktori, joka laskee normalisaation kannassa k. Kaytetdan tata trans-
duktoria todistamaan, ettd jono on k-automaattinen silloin ja vain silloin kun se
on (k, D)-automaattinen. Oletetaan, ettd k > 2 ja h > 2 ovat multiplikatiivisesti
riippumattomia kokonaislukuja. Osoitetaan, etta talldin jono on lopulta jaksollinen,
mikéali se on (k, Di)— ja (h, Dj)-automaattinen. Cobhamin lause seuraa.
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1 Johdanto

Tamén tutkielman paatavoitteena on esitella k-automaattisten jonojen teo-
rian perustuloksia ja lisédksi aikaisempaa yksinkertaisempi Thijmen J. P.
Krebsin artikkelissa [1] esittamé todistus Cobhamin lauseelle.

Olkoon A jokin aarellinen aakkosto. Aakkoston A jonoja on ylinumeroi-
tuva maara, joten kaikille jonoille ei ole olemassa darellistd matemaattista
kuvailua, eika niita voi edes listata. Tutkimuksen kannalta on hyodyllista ra-
joittua tarkastelemaan niitd jonoja, joita voidaan kuvailla matemaattisesti.
Voidaan rajoittua esimerkiksi jonoihin, jotka voidaan muodostaa kayttamalla
deterministisid ddrellisia automaatteja. Oletetaan, ettd on annettu determi-
nistinen darellinen automaatti A. Maéritelladn jono a = (a,) kayttamalla
automaattia A : syotetadn indeksin n € N jokin k-kantaesitys automaatille
A. Luettuaan kyseisen k-kantaesityksen A padtyy johonkin tilaan. Kaytta-
mélla tulostusfunktiota voidaan tésté tilasta muodostaa jonon jasen a,. Sel-
laisia jonoja, jotka voidaan muodostaa edelld kuvatulla tavalla, kutsutaan
k-automaattisiksi jonoiksi.

Luvussa 2 tarkastellaan tarpeellisia pohjatietoja. Alaluvussa 2.1 esitelldan
lyhyesti formaalit kielet, jonot ja morfismit. Alaluku 2.1 pohjautuu ldhteisiin
2, 3, 4]. Alaluvussa 2.2 esitellddn ddrellisten automaattien ja sddanndllisten
kielten kasitteitd ja tuloksia tarpeellisilta osin. Alaluku 2.2 perustuu luen-
tomonisteeseen [4]. Lukijan oletetaan tuntevan &dérellisten automaattien ja
sadnnollisten kielten teoriaa alaluvussa 2.2 esitetyltd osalta. Alaluvussa 2.3
esitelladn lyhyesti puolirenkaiden lukujdirjestelmdt. Erikoistapauksena tarkas-
tellaan luonnollisten lukujen lukujarjestelmia, erityisesti k-automaattisten jo-
nojen kannalta tarkeita k-kantajdarjestelmid.

Luvussa 3 esitelladn k-automaattisten jonojen teorian kannalta tarkeat
aarellisten automaattien laajennukset: funktioautomaatit ja transduktorit.
Funktioautomaatit ovat automaatteja jotka tulostavat symbolin luettuaan
syotesanan, kun taas transduktorit tulostavat saadun syotesanan perusteel-
la muodostetun tulostesanan. Funktioautomaatteja kasitteleva alaluku poh-
jautuu Jean-Paul Allouchen ja Jeffrey Shallitin kirjaan [2], transduktoreita
kasittelevéd alaluku perustuu myés M. Lothaire -ryhmén kirjaan [3].

Tutkielman péaaaihe, k-automaattiset jonot, esitellian luvussa 4. Osoi-
tetaan, ettd k-automaattiset jonot voidaan maéritelld kayttden mitd ta-
hansa indeksin tavallista k-kantaesitysta. Maéaritellaan myos niin sanottu
(k, D)-automaattisuus. Varsinaisiin k-automaattisia jonoja koskeviin tulok-
siin perehdytdén luvussa 5. Osoitetaan, ettd lopulta jaksolliset jonot ovat
aina k-automaattisia. Todistetaan Cobhamin pieni lause, joka karakterisoi
k-automaattiset jonot k-uniformisten morfismien kiintopisteiden koodauksi-
na. Méaaritellaén jonon k-ydin. Osoitetaan, ettd jono on k-automaattinen sil-



loin ja vain silloin kun sen k-ydin on dérellinen. Alaluvussa 5.3 tdydennetdan
Krebsin todistusta osoittamalla, ettd jono on k-automaattinen silloin ja vain
sillion kun se on (k, D)-automaattinen.

Luvussa 6 tarkastellaan tarpeellisia aputuloksia, jonka jalkeen todistetaan
Cobhamin lause kdyttaden Krebsin menetelméaa. Cobhamin lauseen nojalla
mikéli k ja h ovat multiplikatiivisesti riippumattomia kantalukuja, jono (ay,)
on seka k-automaattinen etté h-automaattinen silloin ja vain silloin kun se on
lopulta jaksollinen. Ensimméisenéd Cobhamin lauseen todisti Alan Cobham
vuonna 1969.

Kuvan 1 kaavio kuvaa Cobhamin lauseeseen johtavien tulosten véilisia
seuraussuhteita.

Lause 4.4 Lause 3.11

b

Lause 3.7 Lause 3.8 Lause 4.7 Lemma 5.12 Lause 2.12
\Lémrllla 5.2 Lause 3.16 \L;Luse 4.9 Seuratlls 5.13 Seurallls 2.15
Lause 5.4 Lauslc 5.3 //
\Se‘uralus 5.5 Lause 5.16 Lemma 6.3 Lemma 6.5 Lemma 6.7

//

Cobhamin lause

Kuva 1: Keskeisimpien lauseiden, lemmojen ja seurauksien
véliset seuraussuhteet.



2 Perusteet

2.1 Formaalit kielet
2.1.1 Maaritelmia ja merkintoja

Symboliaakkosto tai lyhyemmin aakkosto on aérellinen ja epatyhja joukko.
Aakkostolta ei edellytetd mitddan algebrallista rakennetta, se on vain joukko
alkioita. Esimerkiksi seuraavat joukot ovat aakkostoja:

« {0,1}

* {avbac}

« {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E, F}
* {'7 X7®}

Aakkostoista kdytetdan yleensd merkintéja >, A ja I'. Aakkoston alkioita
kutsutaan symboleiksi tai kirjaimiksi.

Adsrellisid symbolijonoja kutsutaan sanoiksi. Esimerkiksi abbbaabb on aak-
koston ¥ = {a, b} sana. Sanan w pituus |w| on siind esiintyvien symbolien
madrd. Esimerkiksi |avToparor| =9.

Sanojen u ja v katenaatiolla u - v = wv tarkoitetaan sitd sanaa w, joka
saadaan kun kirjoitetaan sanat u ja v perakkain. Esimerkiksi

11111-100101 = 11111100101.

Maaritellaén tyhjd sana €, jossa ei ole yhtdkaén symbolia. Toisin sanoen
le] = 0. Tall6in ew = we = w aina kun w on jokin sana.

Olkoot  wy,ws,...,w,  jonkin aakkoston symboleita. Sanan
W=wwsy Wy, peilaus w® on sana  WyWny_1---wowp. Selvésti
(uv)f = vBu®,

Oletetaan, ettd n € N on luonnollinen luku. Méaritellidn sanan w po-
tenssi

w'=ww- - ww .
N

n kpl

Erityisesti w® = € aina kun w € X*.
Maaritelladn n-pituisten aakkoston ¥ sanojen joukko

¥ ={a1ay---a, | a; € ¥ aina kun i =1,2,...,n}

aina kun n > 0, ja méaritelliin X0 = {e} Maaritellddn myos kaikkien aak-
koston ¥ sanojen joukko *. Tyhja sana on jokaisen aakkoston sana.

Sana v € X* on sanan w € X* etuliite, jos on olemassa sellainen sana
v € X¥, ettd w = uv. Vastaavasti u on sanan w loppuliite, mikali on olemassa



sellainen sana v € 3, ettd w = vu. Sana y on sanan w € ¥* osasana, jos on
olemassa sellaiset sanat = € ¥* ja z € ¥*, ettd w = zyz.
Aakkoston X (formaali) kieli L on joukon ¥* osajoukko. Jos L ja K ovat
kielia merkitaan
LK ={w|uel, ve K}
ja
L™ = {wyws -+ w, | w; € L}.

Maaritelladn kielten L ja K osamddrd
L/K = {u € ¥* | on olemassa sellainen sana v € K, etta uv € L}.

Kieli L/K sisaltaa siis ne sanat jotka saadaan kielen L sanoista poistamalla
niiden lopusta kielen K sanojen esiintymét.
Maéaritelladn unaarinen operaatio Kleenen tdihti

r=yr.
=0

Otetaan kayttoon lyhennysmerkintd w* = {w}* aina kun w on aakkoston X
sana.

2.1.2 A#rettomit sanat ja jonot

Oletetaan, ettd A ja B ovat joukkoja. Kéytetddn funktioiden B — A jou-
kosta merkintds A®.

Tassa tutkielmassa luonnollisten lukujen joukolla N tarkoitetaan joukkoa
{0,1,2,3,4,...}, ja joukosta N\ {0} kdytetdén merkintdd N-,.

Joukon AN alkiot ovat joukon A jonoja. Jokainen funktio a € AY ilmoittaa
kuinka luonnolliset luvut kuvautuvat joukon A alkioiksi. Asettamalla ndma
alkiot perdakkain saadaan jono

a=a(0)a(l)a(2)a(3)--- = aparazas--- .

Alkioita a; kutsutaan jonon a jdiseniksi. Selkeyden vuoksi jonon a jisenet
voidaan erotella toisistaan pilkuilla.

Voidaan merkitd myos a = (a,). Tatd merkintdtapaa kéytetadan erityi-
sesti silloin kun halutaan ilmoittaa yleisen jésenen lauseke eksplisiittisesti.
Esimerkiksi nelidlukujen jono on (n?) = 0,1,4,9,16,.... Selkeyden vuoksi
alaindeksiin voidaan merkitd minka muuttujan suhteen jonon jésenet on in-
deksoity. Esimerkiksi luvulla & € Ny jaolliset luvut muodostavat lukujonon

a, = (ki)ien.



Joskus on selkeyden kannalta parasta kayttéda merkintédtapaa
a, = ay,.

Olkoon ¥ jokin aakkosto. Joukon XN alkiot ovat aakkoston X oikealle
adrettomida sanoja tai aakkoston ¥ jonoja.

Jonoa a = (a,,) kutsutaan lopulta jaksolliseksi mikéli on olemassa sellaiset
kokonaisluvut p > 1 ja m € N ettd a; = a;4, aina kun ¢ > m. Lukua p
kutsutaan jonon a jaksokst tai jaksonpituudeksi. Jos voidaan valita m = 0,
jono a on jaksollinen.

Olkoon w € ¥* \ {€} jokin sana. Kéytetdin jaksollisesta darettomésta
sanasta wwwwwwww ... merkintad w>.

2.1.3 Morfismit ja morfiset sanat

Olkoot X ja A aakkostoja. Funktio f : ¥X* — A* on morfismi, jos

fluv) = f(u) f(v)

aina kun u ja v ovat aakkoston X sanoja. Morfismi maéraytyy yksikésitteisesti
siitd, miten se kuvaa aakkoston X symbolit. Funktio f : ¥ — A* voidaan
nimittiin laajentaa morfismiksi ¥* — A*: jos w = aqaq---a, € X", niin
fw) = f(ar)f(az) - f(an), eli sanan w kuva méadraytyy symbolien kuvista.
Toisaalta jos morfismi g : ¥* — A* on toinen funktion f laajennus, niin
aina kun w = a - - - a,, € X" yhtaloketju

g9(w) = glar)g(az) - - - gan) = far)f(az)--- f(an) = f(w)

on voimassa. Toisin sanoen f = g, eli laajennus on yksikasitteinen.

Tarkastellaan kuinka morfismi f kuvaa tyhjin sanan. Koska
fe) = fleg) = f(e)f(e), yhtals [f(e)| = |f(e)f(e)| = 2[f(e)] on voimassa.
Talloin | f(e)| = 0, joten f(e) = e.

Maaritelma 2.1. Olkoon f : ¥* — A* morfismi. Jos on olemassa sellainen
luonnollinen luku k& > 1, ettd | f(a)| = k aina kun a € ¥ on symboli, sanotaan
ettd f on k-uniforminen. 1-uniformisia morfismeja kutsutaan koodauksiksi.

Maaritelma 2.2. Oletetaan, ettd ¢ : X* — ¥* on k-uniformi morfismi.
Olkoon a € . Oletetaan lisiksi, ettd on olemassa sellainen sana x € X+,
etta

o(a) = az.

Talloin sanotaan, ettd morfismi ¢ on symbolia a pidentdivd.



Morfismin ¢ : ¥* — I'" maéarittelyjoukko voidaan laajentaa jou-
koksi ¥* U XN, jos asetetaan ¢(a) = ¢(ag)p(ar)p(az)p(az)--- aina kun
a = (a,) € XV, Jatkossa oletetaan, ettd tdméa laajennus on tehty, eiki sité
mainita eksplisiittisesti. Oletetaan, ettd I' = 3. Sellaista sanaa x € ¥* U XN,
joka toteuttaa yhtdlon p(x) = x kutsutaan morfismin ¢ kiintopisteeksi.

Lause 2.3. Olkoon k& > 2 kokonaisluku, ja ¢ : ¥* — ¥* symbolia a € ¥
pidentavd, k-uniformi morfismi. Olkoon € *~! se sana, joka toteuttaa
yhtélon ¢(a) = az. Télloin daretén sana

> (a) = avp(x)¢’(z)¢ (a)p"(a) - -
on yksikésitteinen morfismin ¢ symbolilla a alkava kiintopiste.

Todistus. Ensinnakin

|
©

8
2

joten ©>°(a) todella on kiintopiste.

Oletetaan sitten, ettd b = byb1by - - - on morfismin ¢ jokin toinen symbo-
lilla a alkava kiintopiste. Olkoon ¢ > 1 pienin sellainen indeksi, jossa sanat
©>(a) ja b eroavat, ja olkoon j > 0 suurin sellainen luku, ettd &/ < i. Talloin
sana ¢’/ (a) € ¥ on sanan b etuliite. Mutta nyt ¢! (a) on sanojen ¢*>(a) ja
©(b) = b yhteinen etuliite. Yhteisen etuliitteen ©/*!(a) pituus on &7+ > 4.
Indeksin ¢ maaritelmén nojalla sanat ¢>°(a) ja b kuitenkin eroavat indeksissé
7, miké on ristiriita. Symbolilla a alkava kiintopiste on siis yksikésitteinen.

O

Lause 2.4. Oletetaan, ettd sana a = agajasasay - - - on k-uniformin morfis-
min ¢ kiintopiste. Téalloin

(i) = piQpipr - Qpigh—1-
Todistus. Koska a on k-uniformin morfismin ¢ kiintopiste

¢(aoay - - - a;) = aparag - - " AE(i41)-1-

Koska ¢ on k-uniforminen ja p(aga; - - a;) = (apar - - - a;—1)p(a;), alkio a;
kuvautuu sanan ¢(a) siksi loppuliitteeksi, jonka pituus on k. Siksi

SO(CLi) = Qi Qi1 * * Ake(i4-1)—1-

O

Kuvassa 2 havainnollistetaan kuinka 2-uniformi morfismi kuvaa kiintopis-
teensa.



a: Qg | a1 | Ay | a3 | a4 | a5 | Qg | A7 | A (Ig‘---

p(@): |ao|ar|az|ag|as|as|ag | ar | as ag‘---

Kuva 2: Kiintopisteen a = agajasazagas - -+ kuvautuminen
2-uniformisessa morfismissa .

2.2 Adrelliset automaatit ja sidsdnnolliset kielet

Adrelliset automaatit ovat erds tapa mallintaa automaatteja tai algoritmeja
matemaattisesti. Adrelliset automaatit koostuvat syotenauhasta ja ohjausyk-
sikosta. Syotenauha syottda ohjausyksikolle symboleja jostakin symboliaak-
kostosta. Perdkkéin syotetyt symbolit muodostavat syotesanoja. Ohjausyk-
sikko sisaltaa darellisen maardn muistia, jonka sisaltoa mallinnetaan darelli-
sella joukolla tiloja. Ohjausyksikko sisdltéda ohjeet tilan muuttamiseen. Myos
naita ohjeita on darellinen maara. Ohjausyksikko lukee syotenauhan symbo-
leja yksi kerrallaan. Ohjausyksikko vaihtaa sisaisen tilansa luetun symbolin ja
kulloisenkin tilan perusteella noudattaen ohjausyksikon ohjeita. Osa tiloista
on hyvdksyvid tiloja. Adrellinen automaatti hyvdiksyy lukemansa sanan, miké-
li ohjausyksikon tila on jokin hyvéiksyvisté tiloista. Muutoin se hylkdda kysei-
sen sanan. Adrellisen automaatin A4 hyviksymien sanojen joukkoa kutsutaan
automaatin A hyviksymdksi tai tunnistamaksi kieleksi. Kéytetaédn automaa-
tin A tunnistamasta kielesta merkintaa L(A). Sadnndlliset kielet ovat kielid
jotka ovat jonkin aarellisen automaatin hyvaksymia.

Determinististen dérellisten automaattien (deterministic finite automa-
ta), epadeterminististen aarellisten automaattien (non-deterministic finite
automata) ja epadeterminististen darellisten epsilon-automaattien (nonde-
terministic finite automata with e-transitions), seka saannollisten kielten ja
-lausekkeiden perusominaisuudet oletetaan tunnetuiksi. Kaytetaan naista ka-
sitteistd lyhennysmerkintéja DFA, NFA ja e-NFA. Aérellisten automaattien
teoriaa ja saannollisid kielia on késitelty luentomonisteessa [4].

Lause 2.5. Oletetaan etta L, L ja Ly ovat sadnnollisié kielia. Olkoon lisaksi
K kieli. Télloin my6s seuraavat kielet ovat sdannollisia:



Todistus. Kohta (e) todistetaan artikkelissa [5]. Muut todistetaan luentomo-
nisteessa [4]. O

Lause 2.6. Olkoon f : X* — A* morfismi, ja olkoon L C X* sdannollinen
kieli. Talloin myos f(L) C A* on sédénnollinen.

Todistus. Luentomonisteessa [4] on esitetty todistus kayttamalla saannollisia
lausekkeita. Kirjassa [2] on luonnos todistuksesta, jossa kiytetdén myohem-
min maariteltavia transduktoreita. [

Lause 2.7 (Kleenen lause). Kieli L on saannoéllinen silloin ja vain silloin kun
sille on olemassa saannoéllinen lauseke.

Todistus. Todistetaan luentomonisteessa [4]. O

Lause 2.8. Jokainen &darellinen kieli on sdanndllinen.

Todistus. Oletetaan, ettd L = {wi,ws,...,w,} C X* on adrellinen kieli.
Talloin kielella L on sadnnollinen lauseke wy + ws + - - - + w,, joten se on
Kleenen lauseen nojalla sdéannollinen. O

2.3 Lukujarjestelmat

Tama alaluku pohjautuu kirjaan [2] ja artikkeliin [6].

2.3.1 Yleiset lukujarjestelmat

Tavallisesti lukuja on tapana merkitd kayttamalla kymmenjérjes-
telmaa. Kymmenjarjestelméassda lukuja merkitdan symboliaakkoston
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} Aarellisilla tai &aarettomilld sanoilla. Kyseisen
symboliaakkoston alkioita kutsutaan numeroiksi.

Yleisemmin lukujéarjestelmélla tarkoitetaan tapaa ilmaista jonkin puoli-
renkaan S alkioita aakkoston D C S sanoina.

Miiritelmé 2.9. Olkoon S puolirengas ja u = (u;) € S™ jokin jono. Olkoon
D puolirenkaan S aérellinen osajoukko. Puolirenkaan S lukujirjestelmda N
on kolmikko V' = (u, D, R). Jonoa u kutsutaan kantajonoksi, ja joukkoa D
numerotksi. Kieli R C D* on hyvinmddariteltyjen esitysten joukko tai sallittu-
jen esitysten joukko.



Madaritelmi 2.10. Oletetaan, ettd S on puolirengas. Olkoon N' = (u, D, R)
puolirenkaan S lukujarjestelmé. Maaritelldan kuvaus

[Ju: D" — S

asettamalla .
[wle = asu;
i=0

aina kun w = a;a;_1 - - ayap € D' Kuvausta [ ], kutsutaan lukujirjestel-
man N arvotukseksi. Sana w on luvun [w], esitys jarjestelmdssi N . Nolla-
alkiolla on aina esitys ¢.

Maéritelma 2.11. Olkoon NV puolirenkaan S lukujérjestelmé. Jos jokaisella
alkiolla s € S on esitys jirjestelméssd N, sanotaan ettd N on tdysi. Jos
jokaisella alkiolla s € S on enintddn yksi esitys jirjestelméssa A/, sanotaan
ettd N on yksikdsitteinen. Jos N on seké téysi etta yksikasitteinen, sanotaan
etta se on tdydellinen.

2.3.2 Luonnollisten lukujen lukujarjestelmia

Tésséa tutkielmassa tarkastellaan vain puolirengasta N.

Oletetaan, ettd on kiinnitetty aidosti kasvava kantajono u = (u;). Ole-
tetaan liséksi, ettd up = 1, ja ettd jono (v;) = (us41/u;); on ylhaalta rajoi-
tettu. Tavoitteena on muodostaa hyvinmaariteltyjen esitysten joukko R ja
numerojoukko D niin, ettd (u, D, R) on tdydellinen. Mééritelldén ensin niin
sanottu ahne algoritmi Ay, joka saatuaan syotteeksi luvun n € Ny toimii
seuraavasti:

:t:=0
while u;,1 < n do
t:=t+1
end while
ng:=n
: for i =1¢to 0 do
a; == |n;/u;]
Ni—1 = Ny — AU,
end for
return a;a;_1 - ajag

—_

.i
@

Toisin sanoen algoritmi A, etsii suurimman sellaisen indeksin ¢, ettd u; < n.
Tamén jilkeen se madrittelee luvut ag,ay,...,a; ja n_i,ng,...,n; kaytta-



mélla rekursioyhtaloéa
ng=mn
a; = |n;/u;|

N;—1 = Ny — AQ;Uy;.

Osoitetaan induktiolla, ettd n; = Y7, a;u; aina kun j > 0. Ensinnékin
) J i=0 J
ag = |no/ug] = no/ug, silla ug = 1. Siten ng = agug. Oletetaan sitten, etta
nj = >1_oa;u;. Talloin koska n; = nji1 — ajr1ui41,
j j+1
Njt1 = Aj41Uj41 —+ N = Gj41Uj41 + Z a;U; = Z a;U;. (1)
i=0 i=0
Erityisesti n = ny = Y0 a;u; = [awai—1 - - - ara joten ahneen algorit-
Yy t i=0 Gy tQt 0Juy J
min tuottama sana Ay(n) = a,a;_1 - - - a1ap on luvun n esitys.

Asetetaan nyt hyvinméariteltyjen esitysten joukoksi
R ={Au(n) | n € Nyo}U{e},

joka sisaltaa ahneen algoritmin tuottamat esitykset ja lisaksi luvun 0 esityk-
sen €. Jokaisella luonnollisella luvulla on siis esitys.

Koska jono (v;) = (wit1/ui); on ylhaaltd rajoitettu, supremum
¢ = sup;>q v; on olemassa. Olkoon ¢ < ¢. Talloin

Ny = Nip1 — AQip1Ui41

_ Tit1
= Njy1 — Ui+1

Uit1
[ Mt Tit1
= - Uit1
Uit1 WUit1
< Ui,
silla lattiafunktion mé&éritelmén nojalla Zl—ﬁ — MZ—EJ < 1. Néin ollen
3 2

a; = |ni/u;| <nifu; < uigq/u;. Talloin a; < ¢ < [e]. Numerojoukoksi voi-
daan siis valita D = 3 = {0,1,..., [c] — 1}. Muodostettu lukujarjestelma
(u, D, R) on téysi.

Lause 2.12. Onkoon 1 = uy < u; < ug < --- aidosti kasvava jono. Talloin
jokaisella luonnollisella luvulla n € Ny on yksikésitteinen esitys muodossa

s
n = Z a;U;,
1=0
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jossa as # 0, ja joka toteuttaa epayhtélon
QoUg + a1uy + -+ + a;u; < Uiy (2)
aina kun ¢ > 0.

Todistus. Muodostetaan esitys n = >77_ a;u; kayttamélla ahnetta algorit-
mia. Yhtdlon (1) nojalla n; = z{zo a;u;, ja toisaalta tiedetddn ettd n; < ujyq.
Riittda osoittaa, etté esitys on yksikésitteinen. Oletetaan sita vastoin, etté
esitys ei ole yksikésitteinen. Toisin sanoen oletetaan, etta silla on myos toinen
esitys
t
i=0

Olkoon r = max{s,t}. Jos tarpeen vaatiessa lisitddn lyhyemmén esityksen
alkuun nollia, saadaan kaksi esitysta

r r
1=0 =0

Olkoon j suurin niistd indekseistd, joissa a; # b;. Télloin summat 7. 4 a;u;
ja Z;’:j 41 biu; ovat yhtésuuret, joten z{zo a;u; = ZLO bju;. Vahentamalla
edelliset summalausekkeet toisistaan saadaan yhtalo Zgzo(ai — b)u; = 0,
joka voidaan muokata muotoon

J—1

(a5 —bj)u; = Y (b — ai)u;.

i=0
Koska a; # b;, voidaan yleisyyttéd loukkaamatta olettaa, ettd a; —b; > 0.

Talloin
j—1

7—1
Uj S (aj — bj)u]' = Z(bz — CLZ'>U1' S Z biui,
i=0

i=0

miké on ristiriidassa epdyhtalon (2) kanssa. Esitys on siis yksikésitteinen.
[l

2.3.3 k-kantajirjestelmait

Maaritelma 2.13. Oletetaan, ettd & > 2 on kokonaisluku. Kaytetadn mer-
kintaa
Y ={0,1,...,k—1}.

Maaritelma 2.14. Olkoon k > 2 kokonaisluku. Kaytetddn merkintéia
Cr = (8, \ {0})X} U {e}.
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Seuraus 2.15. Olkoon k > 2 kokonaisluku. Valitaan kantajonoksi u; = (k°).
Talloin lukujarjestelmé (ug, X, Ck) on taydellinen.

Todistus. Koska sup;cy k"' /k" = k, ahneen algoritmin tuottama esitys on
aina aakkoston X sana.
Oletetaan, ettd aza;—1---arag € (g \ {0})X;. Talloin

Sak! < (k—1)> K =k —1 <k

i=0 i=0
joten epédyhtdlo (2) on aina voimassa. Sana aa;_q---ajap on luvun
n = Y!_,a;k" esitys, joten lauseen 2.12 nojalla se yhtyy ahneen algoritmin
antamaan esitykseen. Siten

{Au,(n) [ n € Noop U{e} = (5 \ {0}) Xy U {e} = C.

Esityksen yksikasitteisyyden nojalla luonnollisten lukujen lukujérjestelméa
(ug, Xk, Cx) on taydellinen.
O

Maaritelma 2.16. Seurauksen 2.15 nojalla ahne algoritmi tuottaa jokaiselle
kokonaisluvulle n > 0 yksikésitteisen esityksen muodossa n = YI_, a;k’,
missé a; # 0. Téta esitystd kutsutaan luvun n kanoniseksi k-kantaesityksekst,
ja siitd kdytetdan merkintdd (n). Mééritellaan (0); = e.

Jos hollennetaédn vaatimusta lukujéarjestelmén yksikasitteisyydesta, voi-
daan hyvinmaariteltyjen esitysten joukoksi valita myos ;. Lukujarjestelma
(ug, X, 27) on taysi, muttei tdydellinen. Luvun n kaikki esitykset ovat muo-
toa 0°(n)g, missa i € N. Lukujérjestelméd (ug, Xy, 3}) kutsutaan tavalliseksi
k-kantajdarjestelmdksi.

Oletetaan ettd D C Z on joukko, joka siséltaéd aakkoston . Lukujarjes-
telméa (uy, D, D*) kutsutaan k-kantajarjestelmdaksi.

Maaritellaan funktio [ |z : N* — N asettamalla

t
[aiai—q -+ - aragly = Z a; k"

i=0
Jos u ja v ovat aakkoston D sanoja,
lu-1 ll-1
[wole = D° wik™ ™+ 37 vk’ = [uli - K+ [o].
=0 i=0

Luvuilla voi k-kantajérjestelméssa olla useita eri esityksia, vaikka ne al-
kaisivatkin nollasta eridvalla luvulla. Esimerkiksi

15 = [(15)5]s = [1111]y = [311], = [303], = [63], = [71],.

12



Oletetaan, ettd w € D*. Jos |[w]y = n, sanotaan ettd w on luvun
k-kantaesitys, tai ettd w on luvun n esitys kannassa k. Jos D = ¥, voidaan
sanoa, ettd w on luvun n tavallinen k-kantaesitys.

Tahan mennessa olemme tarkastelleet lukujen eniten merkitsevistd nu-
merosta alkavia k-kantaesityksia. Luvun k-kantaesityksen ensimmainen nu-
mero on nimittain arvotuksessa suurimman kantaluvun potenssin ker-
roin. Voidaan maéaritellda myo6s wvdhiten merkitsevista numerosta alkavat
k-kantajarjestelmét: luvun n € N vahiten merkitseviasta numerosta alkava
k-kantaesitys on sellainen sana w = agay - - - a,, etti n = >, a;k". Toisin
sanoen vahiten merkitsevasta numerosta alkava k-kantaesitys on eniten mer-
kitseviasta numerosta alkavan k-kantaesityksen peilaus. Jokaisella luonnolli-
sella luvulla on siis vahiten merkitsevasta numerosta alkava k-kantaesitys.

Maaritelma 2.17. Olkoon v : D* — X5 funktio. Jos [w]; = [v(w)]x aina
kun w € D*, sanotaan ettd v on mormalisaatio. Normalisaatio siis kuvaa
luvun n esityksen sen tavalliseksi k-kantaesitykseksi.
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3 Adirellisten automaattien laajennuksia

Asrelliset automaatit saavat syotteekseen sydteaakkoston sanan, jonka ne
joko hyvaksyvat tai hylkaavat. Tassé luvussa tarkastelemme kahta eri darel-
listen automaattien muunnelmaa, deterministisia dadrellisid funktioautomaat-
teja ja darellisid transduktoreita. Nekin saavat syotteeksi sanan, mutta aérel-
lisistd automaateista poiketen ne tulostavat joko symbolin tai tulostesanan.
Ne ovat yksi tapa mallintaa sellaisia funktioita, joiden laskemiseen vaaditaan
vain darellinen maara muistia ja toimintaohjeita, ja joiden maarittelyjoukko
on syOtesanojen joukko.

3.1 Adrelliset funktioautomaatit

Tarkastellaan ensin niin sanottuja deterministisia ddrellisia funktioautomaat-
teja. Ne toimivat sanaa lukiessaan vastaavalla tavalla kuin deterministiset
aarelliset automaatit, mutta luettuaan koko syotteen ne tulostavat symbo-
lin. Adrelliset funktioautomaatit méérittelevit funktion sydtesanojen joukol-
ta symboliaakkostolle. Téllaiset funktiot muodostavat automaattisten funk-
tioiden luokan.

3.1.1 Adsrellisen funktioautomaatin mairitelméi

Maaritelma 3.1. Deterministinen ddrellinen funktioautomaatti tai lyhyem-
min dadarellinen funktioautomaatti tai funktioautomaatti on kuusikko

M = (Q7 2767 q0, A7T)'

Adrellinen joukko () on funktioautomaatin M tilajoukko, ¥ on sydteaakkos-
to, 6 : Q X X — @ on transitiofunktio ja qo € @ on alkutila. Nailla on sama
merkitys kuin determinististen aarellisten automaattien vastaavilla kompo-
nenteilla. Transitiofunktio ¢ méiardd sen, kuinka tila muuttuu funktioauto-
maatin M lukiessa yksittaisia symboleja. Jos M on tilassa g € @) ja se lukee
symbolin a € ¥, se siirtyy tilaan §(q,a) = r € Q. Tallaista siirtymaa tilasta
toiseen kutsutaan transitioksi tai tarkemmin a-transitioksi. Jos tilasta g on
a-transitio tilaan 7 voidaan merkita g —= 7.

Oletetaan, etté a1, as, ..., a, € X ovat symboleja ja w = ajas - - - a, on sa-
na. Kun M lukee sanan w, se lukee kunkin sanan w symbolin yksi kerrallaan
jarjestyksesséd ja muuttaa tilaansa transitiofunktion mukaan

al ag as an—1 Qn
Qo —>q1 — 242 —> " —2qn-1 — 7 Qn.

Transitiofunktio 0 voidaan laajentaa funktioksi ¢ : @ x ¥* — @) kaytta-
malla indukiota samalla tavoin kuin deterministisilla automaateilla:
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1. Aina kun g € @), maéritellaén e-transitio
6(g,;€) =q
2. Aina kun w = va € ¥*, a € ¥ on sana
6(¢, w) = 6(5(q,v), a).

Jos §(q, w) = r, voidaan merkitd ¢ ~ r.

Asrellisistd automaateista poiketen funktioautomaateilla ei ole loppu-
tilojen joukkoa, vaan edellisten lisdksi tulostejoukko A ja tulostusfunktio
7 : @ — A. Luettuaan sanan w funktioautomaatti paatyy tilaan 0(qo, w),
ja se tulostaa tulosteen 7(5(qo, w)).

Transitiofunktion laajennuksen induktiivinen méaaritelméa on kiytannossa
varsin kompelo, joten osoitetaan seuraava lause:

Lause 3.2. Olkoon M = (Q, X%, d, qo, A, 7) funktioautomaatti ja ¢ € @ jokin
tila. Oletetaan liséksi, ettd u ja v ovat aakkoston ¥ sanoja. Télloin

d(q,uv) = §(5(q,u),v).

Todistus. Olkoon uw € X* mielivaltainen sana. Todistetaan induktiolla sanan
v € X* suhteen, etta yhtalo

0(q, uv) = 6(d(q, u),v) (3)

on voimassa.

1° Olkoon v = . Talloin
5(q,uwv) = 0(q,u) = 0(0(q,u),g) = 0(0(q, u),v).

2° Oletetaan, ettd yhtélo (3) on voimassa sanalle v € ¥*. Olkoon a € ¥
symboli. Talloin

d(q, uva) = 6(5(q, uv), a)

)
6(0(6(gq, u),v), a)
5(8(q,u),va).

Yhtalo (3) on siis voimassa aina kun v € ¥*, ja koska u oli mielivaltainen, se
on voimassa aina kun v ja v ovat aakkoston X sanoja.
O
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1
1
Kuva 3

Maaritelma 3.3. Oletetaan, ettd M = (Q, X, 6, o, A, 7) on darellinen funk-
tioautomaatti. Funktioautomaatti M maéaaraa funktion fy, : X* — A, joka
kuvaa sanan w € ¥* alkioksi 7(0(go, w)). Funktiota fu kutsutaan funktioau-
tomaatin M mdaraiadmdksi funktioksi. Sanotaan myos, etta funktioautomaatti

M laskee funktion f.

Huomautus 3.4. Aarelliset automaatit voidaan tulkita funktioautomaateiksi,
jotka tulostavat luvun 1 silloin kun syotesana on kyseisen automaatin tun-
nistamassa kielessd, ja luvun 0 muulloin. Téll6in funktioautomaatin tuloste
tulkitaan véitteen "annettu syote kuuluu automaatin maaraamaan siannolli-
seen kieleen” totuusarvoksi. Kyseinen funktioautomaatti saadaan aérellises-
td automaatista asettamalla tulostusfunktioksi automaatin lopputilajoukon
F' karakteristisen funktion 7 = yp.

Adirellisid funktioautomaatteja voi kuvata suunnatuilla graafeilla lihes sa-
maan tapaan kuin darellisid automaatteja. Pistejoukon @) sijasta pistejouk-
kona kaytetdén joukkoa {q/7(q) | ¢ € Q}. Suunnattu viiva (¢/7(q), a,r/7(r))
kuuluu graafiin mikéli §(q, a) = r.

Esimerkki 3.5. Muodostetaan funktioautomaatti, joka saa syotteenaédn bi-
nadrisanoja, eli aakkoston {0,1} sanoja, ja joka laskee syotesanan bittien
summan modulo 2. Asetetaan tilajoukoksi joukko {0,1}. Kulloinenkin tila
ilmoittaa jo luetun sanan etuliitteen bittisumman pariteetin. Alkutilaksi ase-
tetaan 0, silld bittisumma on 0 kun yhtédkaan bittiéd ei viela ole luettu. Bitin
0 lukeminen ei muuta tilaa, kun taas bitin 1 lukeminen muuttaa. On muo-
dostettu automaatti ({0, 1}, {0,1},6,0,{0,1},7), missa 6(0,0) = §(1,1) =0,
5(0,1) = 0(1,0) = 1, ja7: {0,1} — {0,1} on identiteettifunktio. Kyseisté
funktioautomaattia kuvaa kuvan 3 graafi.

3.1.2 Funktioautomaattien maaraamat kielet

Aérelliset automaatit jakavat sydtesanat kahteen kieleen, kyseisen automaa-
tin hyvaksymaéan kieleen ja sen komplementtiin. Sdannoéllisten kielten maa-
ritelman nojalla aarellisen automaatin tunnistama kieli on sdannéllinen, ja
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lauseen 2.5 nojalla aarellisen automaatin tunnistaman kielen komplementti
on saénnollinen. Olkoon A airellinen automaatti ja M huomautuksen 3.4
tulkinnan mukainen funktioautomaatti. Talloin kielet f ({1}) = L(A) ja
i ({0}) = L(A) ovat sacinnollisia.

Tama havainto yleistyy. Maaritellddn automaatin hyviksymén kielen
yleistys funktioautomaateille.

Maaritelma 3.6. Olkoon M = (Q, %, 0, qo, A, 7) funktioautomaatti. Olete-
taan, etta d € A. Madritelladn kieli

Lo(M) = fii ({d}) = {w € =7 | 7(6(q0, w)) = d}.

Lause 3.7. Olkoon M = (Q,%,0,qo, A, 7) &érellinen funktioautomaatti.
Talloin kieli Ly(M) on sddnnollinen aina kun d € A.

Todistus. Muodostetaan jokaiselle tilalle ¢ € @ DFA A, = (Q, X, 0, g0, {q}),
joka hyvaksyy kaikki ne sanat jotka luettuaan M péaatyy tilaan g. Talloin

LiM)= U L(A),

ger'({d})

silld yhtalon oikea puoli koostuu kaikista niista sanoista, jotka luettuaan M
on missd tahansa sellaisessa tilassa jonka 7 kuvaa alkioksi d. Sdannollisten
kielten L(.A,) unioni on sdannéllinen, joten L;(M) on sdénnollinen.

O

Adrelliset funktioautomaatit siis osittavat syoteavaruuden ¥* sadnnolli-
siin osiin. Toisaalta, mikali >* voidaan osittaa sadnnoéllisiin kieliin, voidaan
muodostaa aérellinen funktioautomaatti joka maaraé kyseisen osituksen.

Lause 3.8. Oletetaan, ettd ¥ ja A = {dy,...,d,} ovat darellisid aakkos-
toja. Oletetaan lisaksi, etta kielet Lq,..., L, ovat sdannollisid ja pareittain
alkiovieraita, ja etta

= U L;.

1<i<n
Téalléin on olemassa sellainen funktioautomaatti M = (Q, 3,0, qo, A, 7), etta
Ly,(M) = L; ainakun 1 <i < n.

Todistus. Muodostetaan jokaista indeksia ¢ € {1,...,n} kohti sdéin-
nollisen kielen L; tunnistava deterministinen &érellinen automaatti
A = (Q:,%,0:,q:, F;).  Asetetaan  funktioautomaatin =~ M tilajoukoksi
Q = Q1 X -+ X Q,. Valitaan alkutilaksi qo = (q1, .. ., ¢,). Tarkoituksena on,
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ettd funktioautomaatti M laskee kaikkien automaattien A, ..., A, tilan
samanaikaisesti. Siksi méaritellaan

6(((]17 s 7qn)7a) = (51(q17a)752(q27a)7 s 75n(qn7a>)
aina kun (¢',...,¢") € Q jaa € X.

Mééritelldén funktio 7 : Q — ¥ asettamalla jokaista (¢',...,q¢") € Q
kohti

. . . . . . . . ] .
(g ") = d;, jos on tarkalleen yksi sellainen indeksi j, etta ¢’ € Fj,
d; muulloin,

ja asetetaan 7 funktioautomaatin M tulostusfunktioksi.

Koska Lq, ..., L, muodostavat kielen >* osituksen, jokaista syotesanaa
w € X* kohti tarkalleen yksi automaateista A, ... A, paityy lopputilaan.
Olkoon j € {1,...,n} mielivaltainen. Télloin seuraava pééttelyketju on voi-
massa:

w € Lj <= 0;(qj,w) € F;
= ((q1,-- -, qn),w) = (r1,...,7r,) jar; € F; vain kun i = j

= 1700((q1,---,qn),w)) = d;
< W & LdJ(M)

Toisin sanoen L; = Lq;(M).

3.1.3 Automaattiset funktiot

Maaritelladn seuraavaksi automaattiset funktiot, eli funktiot jotka voidaan
laskea jollakin funktioautomaatilla:

Maaritelma 3.9. Olkoon f : ¥* — A funktio. Jos on olemassa sellainen
funktioautomaatti M = (Q, %, 6, qo, A, 7), ettd f = fuq, sanotaan ettd f on
automaattinen.

Maaritelma 3.10. Olkoon f : ¥* — A funktio. Maéaritelldan funktion f
peilausfunktio ff:%* — A asettamalla

Fiw) = f(w")

aina kun w € X*.
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Tarkastellaan suunnatun graafin

kuvaamaa funktioautomaattia M. Selkeyden vuoksi solmut on nimetty vain
tulostusfunktion arvoilla. Kun funktioautomaatti lukee sanan abab, se tulos-
taa symbolin e. Kuljetaan solmusta e alkaen graafin viivoja vadraédn suun-
taan sanan abab® = baba ilmoittamassa jéirjestyksessd. Talloin paddytadan
solmuun d, joka esittdd funktioautomaatin alkutilaa.

Toimitaan kuten edelld, mutta lisiksi nimetdan jokainen solmu jonka
kautta kuljetaan nimelld e. Talloin alkutilan uudeksi nimeksi tulee e. Voi-
daan ajatella, etta tieto tulostusfunktion arvosta e voidaan kuljettaa alkuti-
laa esittavaan solmuun.

Kuvitellaan, ettd emme tieda mihin tilaan funktioautomaatti M péadtyy
kun se lukee sanan abab, mutta tunnemme sen tulostusfunktion. Siirretdan
jokaisen solmun nimi niihin solmuihin, joihin padstéan siirtymalla sanan baba
symbolien ilmoittamia viivoja vadran suuntaan. Télloin alkutilaa kuvaavan
solmun uusi nimi ilmoittaa mihin tilaan funktioautomaatti paatyy lukiessaan
sanan abab.

Aloitetaan siirtdmallé jokaisen solmun nimi siithen solmuun, johon péaésee
kulkemalla symbolilla b merkittyé viivaa vaaraan suuntaan. Saadaan seuraava
graafi:

Siirretddn tdmén graafin solmujen nimet nyt sithen solmuun, johon péésee
kulkemalla symbolilla a merkittya viivaa vdardan suuntaa. Saadaan graafi

Siirretdan solmujen nimet uudelleen symbolilla b merkittyja viivoja pitkin
jolloin saadaan graafi
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siirtamalléd nimet symbolilla a merkittyja viivoja pitkin. Nyt alkutilan uusi
nimi on e eli se symboli, jonka alkuperdinen funktioautomaatti tulostaa luet-
tuaan sanan abab.

Hyodynnetaan tata ajatusta seuraavan lauseen todistuksessa:

Lause 3.11. Olkoon f : ¥* — A automaattinen funktio. Tall6in myos
funktion f peilausfunktio f% on automaattinen.

Todistus. Olkoon M = (Q,%,6,qo, A, 7) funktioautomaatti, joka laskee
funktion f. Muodostetaan funktioautomaatti M’, joka laskee funktion f=.
Asetetaan funktioautomaatin M’ tilajoukoksi A eli funktioiden @ — A
joukko. Jokainen funktio g € A® vastaa tapaa nimetd funktioautomaattia
M kuvaavan graafin solmut kayttamaélla tulosteaakkoston symboleja, voi-
daan nimittain tulkita, ettd solmu ¢ € ) on nimetty symbolilla g(q).

Asetetaan alkutilaksi funktio 7. Madéritellddn  transitiofunktio
8 A9 x ¥ — A% seuraavasti: oletetaan, etti g € AQ. Olkoon h € A®
funktio, joka saadaan asettamalla h(q) = ¢g(d(q,a)) aina kun ¢ € Q. Olkoon
8 (g,a) = h. Funktio h saadaan funktiosta ¢ siirtdmalla jokaisen solmun
nimi symbolilla a merkittyja viivoja vastakkaiseen suuntaan.

Maéritellddn tulostusfunktio 7/ : AY — A asettamalla

7'(9) = 9(qo)

aina kun g € A%. Tulostusfunktio tulostaa siis aina alkutilan nimen.
Osoitetaan induktiolla, etta aina kun w on aakkoston X sana ¢'(7, w) = h,
missi h on funktio, joka on méiritelty asettamalla h(q) = 7(6(q, w®)).

1° Olkoon w = ¢. Talloin
§(r,w) =4d'(1,¢e) = 7.

Aina kun ¢ € Q, 7(q) = 7(6(g,£")), joten viite on voimassa.
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2° Oletetaan, ettéd viite patee sanalle w € X*) eli ettd §'(7,w) = g, missé
g on funktio jolle pitee g(q) = 7(5(¢q,w®)) aina kun ¢ € Q. Olkoon
a € X symboli. Télloin

8 (r,wa) = 0'('(t,w),a) = ' (g,a) = h,
missé h on funktio, joka kuvaa alkion ¢ € @ alkioksi ¢g(d(q,a)). Talloin

h(q) =g

Vaite patee siis myos sanalle wa, eli induktioaksiooman nojalla kaikille
kielen ¥* sanoille.

Oletetaan, ettd w € ¥* on sana. Talloin

(0 (r,w)) = 7'(g9) = 9(q0) = 7(8(q0, w")) = f(w"),

joten funktioautomaatti M’ = (A9, %, ¢, 7, A, 7') laskee funktion fF.

3.2 Adrelliset transduktorit
3.2.1 Adrelliset transduktorit ja u-transduktorit

Toinen &darellisten automaattien laajennus on ddrelliset transduktorit. Kuten
aarelliset automaatit ja adrelliset funktioautomaatitkin, darelliset transduk-
torit koostuvat ohjausyksikosté ja syotenauhasta. Ohjausyksikko sisaltaa aé-
rellisen méarén tiloja. Lisaksi darellinen transduktori sisiltaéd tulostenauhan.
Aérellinen transduktori lukee sydtenauhalta sydtesanan, ja se tulostaa tu-
lostenauhalle tulostesanan. Se, miten transduktori muodostaa syotesanalle
tulostesanan, voidaan méaritella eri tavoin. Allouche ja Shallit méaarittelevat
transduktorit kirjassa [2] niin, ettd ne lukevat syotesanan symboli kerrallaan
ja tulostavat tulostenauhalle jokaista symbolia vastaavan sanan, ja syotesa-
nan tulostesana on néiden sanojen katenaatio. Lothaire maarittelee kirjas-
sa [3] transduktorit yleisemmin. Emme kuitenkaan tarvitse taté yleisempéd
késitettd vaan esittelemme ainoastaan Allouchen ja Shallitin maaritelmén,
joka vastaa lahinna Lothairen sekventaalista transduktoria (sequential trans-
ducer).
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Miéritelmi 3.12 (Adrellinen transduktori). Adrellinen transduktori tai ly-
hyemmin transduktori on kuusikko

7- = (Q? 2757 q(]?A? )\)

Asrellinen joukko @ on transduktorin 7 tilajoukko, ¥ on sydteaakkosto,
0: @ x ¥ — @ on transitiofunktio, gy € @) on alkutila, A on tulosteaakkosto
ja A Q x X — A* on tulostusfunktio.

Kun transduktori 7 on tilassa ¢ € @ ja se lukee symbolin a € X, se
siirtyy transitiofunktion mukaisesti tilaan §(¢, a). Samalla se tulostaa tulos-
tenauhalle sanan A(q, a). Jos 6(q,a) = r ja A(q,a) = b € A*, voidaan merkita

a/b
q—r.

Transitiofunktio ¢ voidaan laajentaa funktioksi § : ) x ¥* — () samoin
kuin aarelliset automaatit ja funktioautomaatit. Tulostusfunktio voidaan laa-
jentaa funktioksi @) x ¥* — A* asettamalla

1. A(¢,e) = € aina kun ¢q € Q.

2. Oletetaan, ettd (¢, w) on mééritelty sanalle w € ¥*. Olkoon a € ¥
symboli. Méaritellaan

Mg, wa) = Mg, w)A(0(q, w), a)
aina kun q € Q.

Lause 3.13. Oletetaan etta T = (Q, X, d, qo, A, \) on adrellinen transduk-
tori. Talloin aina kun u ja v ovat kielen ¥* sanoja ja ¢ € @) jokin tila

(a) (g, uv) = 6(d(g; u),v), ja
(b) Alg, uwv) = Mg, u)A(d(g, u), v)

Todistus. Kohta (a) todistetaan samoin kuin lause 3.2. Olkoon u mielivaltai-
nen aakkoston ¥ sana. Todistetaan kohta (b) induktiolla sanan v suhteen.

1° Oletetaan ettd v = . T4lloin

joten (b) on voimassa.
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2° Oletetaan sitten ettd A(q,uv) = A(q,u) - A(6(q,u),v). Olkoon a € X
symboli. Téll6in \(q, uva) = A(g, uv)-A((q, uv), a). Induktio-oletuksen
nojalla

Mg, uv) - A(0(q,uwv),a) = Mg, u) - M(6(q,u),v) - M(6(q, uv), a).
Koska 0(q, uv) = 6(6(q,u),v),

)‘(5(Q7 u)7 U) ’ )‘(6<Q7 UU), CL) = )‘<5(Q7 u)7 U) ’ )‘(5(6((]7 u)v ’U), CL).

Toisaalta tulostusfunktion A laajennuksen méaaritelman nojalla

A(0(g,u), v) - A(0(0(q, u), v), a) = A(0(g, u), va),
joten yhtélo A(q, uva) = (g, u)A(0(q,u),va) on voimassa.

Néin ollen A(gq, uv) = (g, u)A(6(g, u),v) aina kun u ja v ovat aakkoston X
sanoja.

]

Asrellinen transduktori lukee syotesanan symboli kerrallaan. Aina kun
se lukee yhden kirjaimen, se tulostaa tulostenauhalle sanan. Jos ndma sanat
asetetaan perakkiin saadaan syOtesanaa vastaava tulostesana. Voidaan aja-
tella, ettéd jokainen transduktori méarittelee funktion syoteaakkoston sanoilta
tulosteaakkoston sanoihin.

Maaritelma 3.14. Olkoon T = (Q, X%, 4§, qo, A, \) dérellinen transduktori.
Madritellaédn funktio
T ¥ — A"
asettamalla 7 (w) = A(qo, w) aina kun w on aakkoston ¥ sana.
Olkoon w = wiwy - - - w, € X" C ¥* mielivaltainen sana, ja oletetaan etté

w1 /v1 w2 /v2 w3 /v3 Wn—1/Un—1 Wn [Vn
qo —> 71 —=> T2 —> -+ ——> Tp_1 — Tp.

Talloin T (w) = vive - - - v, € A*.

My6s transduktoireita voi kuvata suunnatuilla graafeilla. Solmujoukko-
na kéytetdan tilajoukkoa kuten &arellisten automaattien tapauksessa. Jos
d(q,a) = r ja A(g,a) = b, niin solmusta ¢ on suunnattu viiva nimeltd a/b
solmuun r.

Maaritelma 3.15 (p-transduktori). Oletetaan, ettd T = (Q, %, 6, qo, A, A)
on transduktori, ja ettd pu: Q — A* funktio. Maaritellidn p-transduktori
T = (T 1)

Kun p-transduktori 7, lukee sanan w € ¥, se toimii samoin kuin transduk-
tori 7. Luettuaan sanan w se péétyy tilaan d(qp,w) = ¢, minké jilkeen se
liittdéd tulostesanan loppuun sanan p(q). Toisin sanoen

Tu(w) =T (w)p(0(go, w))-
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3.2.2 Normalisaation D* — Y} laskeva p-transduktori

Oletetaan ettd D on jokin aakkostom, joka sisaltda aakkoston . Seu-
raavaksi osoitetaan, ettd on olemassa normalisaation D* — X} laskeva
p-transduktori, kun sekd syotesanat etta tulostesanat tulkitaan luonnollis-
ten lukujen k-kantaesityksiksi alkaen vahiten merkitsevasta numerosta. Tata
tulosta tarvitaan myohemmin lauseen 5.16 todistuksessa. Lausetta 5.16 taas
tarvitaan edelleen Cobhamin lauseen todistuksessa.

Normalisoidaan ensin sana 2354 = 4532% € {0,1,2,3,4,5}*, joka on eris
luvun 100 esitys yleisessa 3-kantajarjestelmassa. Tarkastellaan summaa

[4532F]3 =4-14+5-3+3-9+2-27.

Jaetaan ykkosten kerroin 4 kantaluvulla 3 kéyttaen jakoalgoritmia, jolloin
saadaan yhtalo

4-14+5-34+3-942-27=(1-3+1)-1+5-3+3-9+2-27.

Kutsutaan jakoalgoritmin tuottamaa osaméarda muistiluvuksi. Jakojaannos
1 on aakkoston ¥; symboli. Luku 4 saadaan siis hajotettua summaksi, jon-
ka summattavina on muistinumeron ja kantaluvun tulo sekd aakkoston X
jasen. Muistiluku voidaan siirtaé kantaluvun ensimmaisen potenssin kertoi-
meen kayttamalld distributiivilakeja:

(1-34+1)-145-34+43-9+42.27=1-1+(5+1)-3+3-9+2-27.

Kantaluvun ensimmaisen potenssin kerroin 6 voidaan hajottaa vastaavalla
tavalla kayttamalla jakoalgoritmia. Uudeksi muistinumeroksi saadaan 2 ja
jakojadnnokseksi 0, joten

1-1+(54+1)-34+43-94+2-27=1-1+(2:-3+0)-3+3-9+2-27.

Siirtdmélla muistinumero 2 kantaluvun toisen potenssin kertoimeen ja kéayt-
tamalla jélleen jakoalgoritmia saadaan yhtalo

1-140-3+(3+2)-9+2-27=1-14+0-3+(1-3+2)-9+2-27
ja edelleen
1-140-3+2-94+(2+41)-27=1-14+0-3+2-94+(1-3+0)-27.
Lopulta saadaan yhtalo
4-1+5-34+3-942-27=1-140-3+2-940-27+1-81,
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toisin sanoen

(453273 = 1- 3% + [1020%]3 = [102017];. (4)

Luku 10201 on siis luvun 2354 normalisaatio. Huomionarvoista on, etté 1-3*
on viimeinen muistinumero kerrottuna kantaluvun potenssilla, jonka ekspo-
nentti on sanan 4532 pituus.

Todistetaan seurava lause:

Lause 3.16. Oletetaan, etta D aakkoston X siséltava aakkosto. Talloin on
olemassa p-transduktori, joka laskee normalisaation D* — »*.

Todistus. Olkoon m = max{|d—a|l|a€ Xy, d€ D}, ja merkitdan
v = ;7. Mééritelladn mahdollisten muistinumeroiden joukko

Q={seZ]|s| <

Olkoon s € @ ja d € D. Jakoalgoritmin nojalla on olemassa sellaiset
yksikésitteiset luvut a € ¥ ja s, etta

s+d=s5k+a. (5)

Asetetaan jokaista paria (s,d) € Q x D kohti

d(s,d)=¢
ja
A(s,d) = a.
Talloin
s+d=0(s,d) - k+ \s,d). (6)
Koska |s| < v ja|d—a] <m
o lsrdal _rld—d _lslm _qem
k k k k
Toisaalta
y+tm oy, om
ko k * k
__m m(k —1)
k(k—1)  k(k—1
_ mk
o k(k—1)
om
k-1
=7
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joten myos |s'| < 7, eli toisin sanoen s’ € Q). Lukujen s’ € Q) ja a € ¥y yksi-
kasitteisyyden nojalla saadaan hyvinméaritellyt funktiot  : Q@ x D — @ ja
A Q X D — Y.
Olkoon nyt 7 = (Q, D, §,0, %, A) transduktori. Osoitetaan induktiolla,
etta
[y, = 6(0,w) - k! 4 [X(0, ) "] (7)

aina kun w € D*. Vertaa yhtéloa (7) yhtdloon (4). Ensinnakin
[g]k =0= 5(075) k+ [)\(075)]’?7

silld 6(0,e) = 0 ja A\(0,¢) = e.

Oletetaan sitten, ettd [w'] = §(0,w) - kMl + [A(0,w)T];. Olkoon d € D
symboli. Kéytetaan sanasta A\(0,w) lyhennysmerkintédé a ja merkitdan tilaa
§(0,w) symbolilla s. Induktio-oletus on siis [w!]; = s - k! + [af];.. Téllsin

[(wd)™y = [dw"]), = d - k" + [w"],
=d- k" 4 s k4 [aF)
= (s +d) - k" + [a"];.

Koska s = §(0,w) yhtélon (6) nojalla

s+d=40(s,d) - k+ As,d)
= 6(0,wd) - k 4+ A(s,d),

joten

(s+d)- k" +[a (0,wd) -k + A(s,d)) - k" + [a");

= (o
5(0,wd) - kU 4+ X(s, d) - k! + [a]y.
5
5

(0, wd) - kI + [X(s, d)a],
(0,wd) - kI + [(aX(s,d)) .

Koska aA(s,d) = A(0,w) - A(0(0,w), d) = A(0, wd) saadaan lopulta yhtalo
[(wd)™], = 6(0, wd) - K™ + M0, wd) ",

joten yhtélo (7) on voimassa aina kun w € D*.

Maéaritelldan nyt funktio p : Q — X} asettamalla



aina kun ¢ € Q. Nyt jos p-transduktori 7, saa syotteekseen sanan w € D*,
se tulostaa sanan A(0,w)(8(0,w))f, joka esittdd lukua

(A0, w) - (60, w)F) "], =[50, w)) - A, w)"
Koska A tulostaa vain yksittéiisia symboleja |A(0, w)| = |w], joten
[(6(0,0)) - A(0,w) ] = 6(0, w)g - k™! + M0, w)F]s.

Yhtélon (7) nojalla
[T (w) "]y, = [y,
joten 7, laskee normalisaation D* — ¥}, kun seké syotesanat etté tuloste-

sanat tulkitaan luonnollisten lukujen k-kantaesityksiksi alkaen pienimmasta
merkitsevasta numerosta.

]
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4 Automaattiset jonot

Tassa luvussa tarkastellaan niin sanottuja automaattisia jonoja, jotka ovat
keskeisessd asemassa tassa tutkielmassa. Saannolliset kielet ovat mahdolli-
sesti aarettomia kielia, jotka jokin darellinen automaatti tunnistaa, kun taas
automaattiset funktiot ovat dérellisen funktioautomaatin laskemia funktioi-
ta, joiden lahtojoukko on &aareton. Vastaavasti k-automaattiset jonot ovat
aarettomia jonoja, joiden miké tahansa jésen voidaan muodostaa antamal-
la jonon jésenen indeksin k-kantaesitys jonkin funktioautomaatin syotteeksi.
Talla tavoin voidaan méaaritella aarettomié jonoja kayttamalla aarellista las-
kentamallia.

4.1 Automaattisen jonon maaritelma

Jatkossa késitelladn etupadssa funktioautomaatteja, joiden syoteaakkostona
on ¥ = {0,1,...,k — 1}, missd& & > 2 on luonnollinen luku. Tavallisesti
kielen ¥} sanat tulkitaan luonnollisten lukujen k-kantaesityksiksi.

Maaritelma 4.1. Olkoon k£ > 2 luonnollinen luku. Sanotaan, ettd funktio-
automaatti M = (Q, Xk, 0, qo, A, T) on k-funktioautomaatti.

Maaritelmé 4.2 (k-automaattiset jonot). Olkoon A adrellinen aakkos-
to. Oletetaan, ettd on olemassa sellainen &érellinen k-funktioautomaatti
M =(Q, %, 0,q0, A, T), ettd a, = 7(6(qo,w)) aina kun n € N ja w € Xf
on sana jolle péatee [w], = n. Talloin sanotaan, ettd jono (a,) on k-
automaattinen, ja ettd k-funktioautomaatti M generoi jonon (a,).

Esimerkki 4.3 (Thuen-Morsen jono). Muodostetaan aakkoston {0,1} jono
t = (t,,) asettamalla

. {O jos sanassa (n), on parillinen maara symboleita 1

1 jos sanassa (n)y on pariton méérd symboleita 1.

Talloin t = 0110100110010110. ... Tata jonoa kutsutaan Thuen-Morsen jo-
noksi. Olkoon M kuvan 4 funktioautomaatti. Funktioautomaatti M on tilas-
sa qo silloin kun siihen asti luettujen symbolien 1 méaré on parillinen. Muu-
toin se on tilassa q;. Jos M lukee symbolin 0, luettujen symbolien 1 maaré
ei muutu, joten tilakaan ei muutu. Jos taas M lukee symbolin 1, symbolien
1 lukuméaréin pariteetti ja siten tila muuttuu. Alkutila on g, silla yhtdkaan
symbolia ei ole viela luettu.
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Kuva 4: 2-funktioautomaatti joka generoi Thuen-Morsen jo-
non.

4.2 Automaattisen jonon maiaritelmin ekvivalentteja
muunnelmia ja laajennuksia

4.2.1 Indeksit kanonisessa k-kantaesityksessid ja alkaen viahiten
merkitsevisti numerosta

Tassa alaluvussa tarkastellaan k-automaattisten jonojen méaritelman muun-
nelmia. Osoitamme, ettéd kyseiset muunnelmat méarittelevat tarkalleen sa-
mat jonot.

Tarkastellaan ensin muunnelmaa, jossa jonon jasenten indeksit on syotet-
téava kanonisina k-kantaesityksiné.

Lause 4.4. Jono (a,) on k-automaattinen jos ja vain jos on olemassa sellai-
nen k-funktioautomaatti M = (Q, Xy, qo, A, 7), ettd a, = 7(0(qo, (n)x)) aina
kun n € N. Liséksi voidaan valita sellainen M, etta (qo,0) = qo.

Todistus. " = 7: Olkoon M = (Q, Xk, 6, qo, A, 7) k-funktioautomaatti, joka
generoi jonon (a,) mééritelmén 4.2 mielessé. Olkoon n € N. Koska (n); on
erds luvun n esitys kannassa k méaritelmén nojalla a,, = 7(5(qo, (n)x))-

"«=": Olkoon M = (Q, %4, J,qo, A, 7) sellainen k-funktioautomaatti,
ettd a, = 7(6(qo, (n)x)) aina kun n € N. Muodostetaan uusi tilajoukko
Q' = QU {q} lisdamalld joukkoon @) uusi alkutila ¢. Maaritellddn tran-
sitiofunktio 6" : Q' x ¥ — @' ja tulostusfunktio 7" : Q" — A asettamalla

8 (q,a) = (g, a), aina kun ¢ € Q ja a € Xy,

5/((1/ a) — 5(q0>a)7 kun a 7é 0
0 g, kuna =0

7'(qp) = 7(q0) ja
7(q) = 7(q) kun ¢ € Q.

Toisin sanoen k-automaattiin M’ lisitdan wuusi alkutila, joka ku-
vautuu uudessa tulostusfunktiossa samoin kuin alkuperainen alkutila
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k-funktioautomaatissa M. Alkuperédinen ja uusi alkutila ovat uuden tulos-
tusfunktion kannalta samat. Uuteen alkutilaan lisatadn O-transitio g SN 4,
jonka tarkoitus on poistaa syotteen alussa mahdollisesti olevien nollien vai-
kutus. Symbolit a # 0 muuttavat tilan ¢} tilaksi 6(go, a) eli samaksi tilaksi
kuin M muuttaa oman alkutilansa.

Olkoon n > 0 luonnollinen luku. Olkoon sana w € Xj luvun n jokin
k-kantaesitys. Talloin w = 0%(n) jollain ¢ > 0. Nyt

7' (' (g, w)) = (5" (g5, 0" (n)i))
=7'(0"(q0, (n))),

ja edelleen koska sanan (n); ensimmaéinen symboli on nollasta eroava

7'(6"(q0, (M)x)) = 7'(8(q0, ()k))
= 7(6(q0, (n)x))

= Qp,

eli k-funktioautomaatti M’ generoi k-automaattisen jonon (ay,).

Huomataan, etta edelld maaritelty k-funktioautomaatti M’ toteuttaa eh-
don 7'(0'(qp, (n)k)) = an, aina kun n € N ja §'(¢),0) = ¢. Lauseen 4.4
k-funtioautomaatiksi M voidaan valita M’.

[]

Huomautus 4.5. Edellisen lauseen nojalla mikali k-funktioautomaatti
M = (Q, Xk, 0, q0, A, T) generoi jonon (a,) voidaan olettaa, ettd d(qo, 0) = qo.
Liséksi voidaan olettaa, ettd aina kun M saa syotteeksi jonkin luvun n € N
tavallisen k-kantaesityksen se péétyy tilaan d(qo, (n)x). Jokainen luvun n ta-
vallinen k-kantaesitys on nimittiin muotoa w = 0°(n)g, missd 4 > 0. Talloin

(g0, w) = 6(qo, 0°(n)r) = 6(qo, (N)x)-

Esimerkki 4.6. Muokataan esimerkin 4.3 funktioautomaattia edellisesséa
lauseessa kuvatulla menetelmélld niin, ettd muokattu funktioautomaatti si-
saltad O-transition alkutilasta takaisin alkutilaan. Saadaan kuvan 5 funktio-
automaatti.

Aikaisemmat mééritelmét kayttivat jonon (a,) jasenten indeksdintiin lu-
vun n eniten merkitsevastd numerosta alkavia k-kantaesityksid. Automaatti-
set jonot voidaan méaaritella myos kayttden vahiten merkitsevéista numerosta
alkavia kantaesityksia.

Lause 4.7. Seuraavat véitteet ovat ekvivalentteja:

30



0 0 0
1
(ol Tany—
1
Kuva 5: 2-funktioautomaatti joka generoi Thuen-Morsen jo-
non, ja joka siséltédd O-transition g, iU q5-

(a) Jono (a,) on k-automaattinen

(b) On olemassa sellainen k-funktioautomaatti M = (Q, Xk, 6, qo, A, T),
ettd jos n € N ja [w];, = n, niin a,, = 7(5(go, wT))

(c) On olemassa sellainen k-funktioautomaatti M’ = (Q', Xk, 8, ¢i, A, '),
ettd a, = 7(8'(g), (n)F)) aina kun n € N.

Todistus. ”(a) = (b)”: Olkoon (a,) k-automaattinen jono. Lauseen 3.11
nojalla funktio f® : ¥¥ — A, joka kuvaa sanan w € X* peilauksen
symboliksi af,),, on automaattinen. Siten on olemassa funktioautomaatti
M = (Q,%,0,q, A, 7) joka laskee funktion ff. Olkoon n € N luku ja
w € ¥* sen k-kantaesitys. Tallsin 7(8(qo, w)) = ap), = an, joten (b) on
volmassa.

”(b) = (c¢)”: Luvun n kanoninen k-kantaesitys (n), on erds luvun n taval-
linen k-kantaesitys, joten jos k-funktioautomaatti toteuttaa kohdan (b) se
toteuttaa myos kohdan (c).

"(c) = (a)”: Oletetaan, ettd k-funktioautomaatti M’ toteuttaa ehdon (c).
Talloin funktio fure on automaattinen. Funktio fy kuvaa luvun n kanonisen
k-kantaesityksen peilauksen symboliksi a,,. Lauseen 3.11 nojalla f1}, on au-
tomaattinen, joten on olemassa k-funktioautomaatti M = (Q, Xy, J, qo, A, T)
joka laskee sen. Funktio f£, kuvaa luvun n kanonisen k-kantaesityksen
symboliksi a,, joten 7(d(qo, (n)x)) = a,. Lauseen 4.4 nojalla jono (a,) on
k-automaattinen eli siis (a) on voimassa.

O]
4.2.2 Jonon (k, D)-automaattisuus

Madéritelldan seuraavaksi jonon (k, D)-automaattisuus. Aakkosto D on jokin
aakkoston Y, siséltdva aakkosto. Sen sijaan, ettd funktioautomaatille syotet-
taisiin jonon indeksien tavallisia k-kantaesityksia, (k, D)-automaattisen jo-
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non generoiva funktioautomaatti saa syotteeksi k-kantaesityksid aakkostosta
D.

Maaritelma 4.8 ((k, D)-automaattiset jonot). Olkoon D aakkosto, joka si-
saltdd aakkoston Xj. Sanotaan, ettd jono (a,) on (k, D)-automaattinen, jos
on olemassa sellainen funktioautomaatti M = (Q, D, d, qo, A, 7), etta

an = 7(6(qo, w))
aina kun w € D* on luvun n k-kantaesitys.

My®s (k, D)-automaattisuus voidaan mééritella kdyttamalla vahiten mer-
kitsevasta numerosta alkavia indeksien esityksia.

Lause 4.9. Jono (a,) on (k, D)-automaattinen jos ja vain jos on olemassa
sellainen funktioautomaatti M = (Q, D, 0, q,, A, T), etta

a = 7(5(g0, w"))
aina kun w € D* on luvun n € N k-kantaesitys.

Todistus. "=—>": Todistetaan samoin kuin edellisen lauseen implikaatio
(a) = (b).

"«=": Olkoon M = (Q, D, 6, q,, A, 7) sellainen funktioautomaatti, etté
ay, = 7(8(qo, w™))

aina kun w € D* on luvun n € N k-kantaesitys. Funktio fy( on automaatti-
nen, joten lauseen 3.11 nojalla on olemassa funktioautomaatti M’ joka laskee
funktion f£. Siten jono (a,) on (k, D)-automaattinen.

O

My6hemmin lauseessa 5.16 osoitamme, etté jono on (k, D)-automaattinen
tarkalleen silloin kun se on k-automaattinen.
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5 Automaattisten jonojen ominaisuuksia

5.1 Jaksolliset ja lopulta jaksolliset jonot

Tarkastellaan téssa alaluvussa jaksollisten ja lopulta jaksollisten jonojen
k-automaattisuutta.

5.1.1 Jonon k-saikeet

Maaritellaén ensin hyodyllinen kasite, jonon k-sdikeet.

Maaritelméa 5.1. Olkoon a = (a,) € A* daretén sana, k > 2 kokonaisluku
ja d € A. Maaritellaan k-sdie Ix(a,d) = {(n)x | a, = d}.

Jonon a k-siie [(a,d) sisdltdd siis niiden indeksien n kanoniset
k-kantaesitykset, joissa jonon jésen on d.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd jono a on k-automaattinen jos ja vain jos sen
kaikki k-sdikeet ovat sdannollisia.

Lemma 5.2. Jono a = (a,) on k-automaattinen jos ja vain jos siikeet
Ix(a, d) ovat sédénnollisia aina kun d € A.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd jono a = (a,) on k-funktioautomaatin
M = (Q, Xk, 0,9, A, 7) generoima. Olkoon d € A symboli. Lauseen 3.7 no-
jalla kieli Lg(M) on sdannoéllinen. Séie Ii(a, d) koostuu niista kielen Lg(M)
sanoista, jotka alkavat nollasta eroavalla symbolilla, joten

I(a,d) = La(M) N0 (55 \ {0})Z5).

Kahden sdénnollisen kielen leikkaus on sédénnoéllinen, joten I (a,d) on séén-
nollinen.

Olkoon A = {dy,...,d,}. Oletetaan, etta siie I(a,d) on sdénnollinen
aina kun d € A. Muodostetaan jokaista d € A kohti sdannollinen kieli
Ii(a,d) = 0"Ix(a,d). Kielet I}(a, d) osittavat kielen 3, silla jokainen w € 3
on muotoa w = 0'u, missi ¢ > 0 on alun nollien mééra ja u kielen (X;\{0})3;
sana. Nyt u € Iy(a, ap,), joten w € I} (a, ay,, ). Lisaksi sdikeet ovat pareit-
tain alkiovieraita, joten niin ovat myos kielet Ij(a,d). Lauseen 3.8 nojal-
la on olemassa sellainen k-funktioautomaatti M = (Q, Xk, d, qo, A, 7), etta
Ly(M) = I} (a,d) aina kun d € A.

Oletetaan, ettd v € X} ja [v]r = n € N. Télloin v € I} (a, a,) = Lq, (M),
joten 7(0(qo,v)) = a,. Siten jono (a,) on k-automaattinen.

[
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Ix(a,d) Ii(b,d)

Kuva 6: Ix(b,d) = Ix(a,d) \ FUE

5.1.2 Melkein yhtasuuret jonot

Jos kaksi jonoa eroavat vain aarellisen monessa indeksissa, sanotaan etta ky-
seiset jonot ovat melkein yhtdsuuria. Osoitetaan, etta jos kaksi jonoa ovat
melkein yhtédsuuret ja toinen niistd on k-automaattinen, niin silloin molem-
mat jonot ovat k-automaattisia.

Lause 5.3. Oletetaan, ettd a = (a,) on k-automaattinen, ja b = (b,) jono.
Jos a ja b ovat melkein yhtésuuria, niin myo6s b on k-automaattinen.

Todistus. Lemman 5.2 nojalla aina kun d € A siie Ix(a,d) on sdédnnolli-
nen. Osoitetaan, ettd kaikki siikeet Ii (b, d) ovat saannoéllisid. Olkoon d € A
mielivaltainen ja olkoon

E = Ik(bv d) \ [k(av d)

niiden sanojen (n); joukko, jotka kuuluvat sdikeeseen [Ij(b,d), mutta ei-
vat séikeeseen Ii(a,d). Joukko FE esittdd niitd indekseja n € N, joissa
b, = d # a,. Koska jono b eroaa jonosta a darellisen monessa kohdassa, jouk-
ko E on aarellinen ja siten lauseen 2.8 nojalla saannollinen.

Vastaavasti méaritelladn aérellinen ja siten saénnollinen kieli

Kahden séénnollisen kielen erotus on sédédnnoéllinen, joten Ix(a, d)\ F' on sdin-
nollinen. Talléin

Li(b,d) = Iy(a,d)\ FUE

on kahden sadnnollisen kielen unionina sdannéllinen. Kuva 6 havainnollistaa
téata yhtaloa.

Koska d € A oli mielivaltainen, kaikki jonon b siikeet ovat sdannollisia.
Lemman 5.2 nojalla b on k-automaattinen.

]
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5.1.3 Jaksollisten ja lopulta jaksollisten jonojen k-automaattisuus

Osoitetaan, ettd jaksolliset ja lopulta jaksolliset jonot ovat aina
k-automaattisia. Lopulta jaksollisten jonojen k-automaattisuutta kaytetdan
myohemmin Cobhamin lauseen todistuksessa.

Lause 5.4. Oletetaan, ettd jono a = (a,) on jaksollinen. T&lloin se on
k-automaattinen.

Todistus. Olkoon jonon a jaksonpituus p € N-o. Tarkoitus on muo-
dostaa k-funktioautomaatti M, jolla on p tilaa jotka ilmaisevat kul-
loinkin luetun syotteen esittamédn luvun jéd&nnoksen modulo p. Ol-
koon M = (X,,%,6,0,A,7) k-funktioautomaatti, missa transitiofunktio
032, x X — X, on madritelty asettamalla

6(q,b) = (kg +b) (mod p)

aina kun ¢ € X, ja b € Xj;. Osoitetaan induktiolla pituuden r suh-
teen, ettd luettuaan sanan w = wyw; - - - w, funktioautomaatti M on tilassa

[w]x (mod p).

1° Olkoon w = e. Luettuaan sanan w funktioautomaatti M padtyy tilaan
0= [5]k

2° Oletetaan sitten, ettéd luettuaan sanan w funktioautomaatti M on tilas-
sa ¢ = [w] (mod p). Olkoon b € ¥ symboli. Koska [wb], = [w]x-k+b,

5(0,wb) = d6(q,b)
=q-k+b (mod p)
= [w]i - k +b (mod p)
= [wb]; (mod p).

Siten jos k-funktioautomaatti M lukee luvun n € N esityksen w, se paatyy
tilaan n (mod p). Méaaritelladan nyt tulostusfunktio 7 : 3, — A asettamalla

7(q) = a4 aina kun ¢ € ¥,

aina kun ¢ € ¥,,. Talloin 7(6(0,w)) = ap, missé h = n (mod p). Koska a on
jaksollinen ja sen jaksonpituus on p,

T7(0(0,w)) = an = ay,

eli jono a on k-automaattinen.

35



n n+p n—+2p n+3p n+4p

b ’ w’ w’ w w w w w w’ ‘

Kuva 7: Jonot a ja b.

Seuraus 5.5. Jos jono a = (a,) on lopulta jaksollinen, niin se on
k-automaattinen.

Todistus. Jono a on lopulta jaksollinen, joten on olemassa jaksonpituus
p € N5 ja sellainen luonnollinen luku n, ettd a4, = a; aina kun i > n.
Merkitadén m = [%W , jolloin mp > n. Olkoon u € A"™ sanan a etuliite.
Koska a on lopulta jaksollinen, on olemassa sellainen sana w € AP, etta
a = uw™. Toisaalta jos v € A™ on sanan a etuliite, on olemassa sellainen
sana w’ € AP, ettd a = vw’*>. Muodostetaan jaksollinen sana b = w’*, mis-
sé etuliite v on korvattu samanpituisella sanalla w’'™. Jono b on jaksollinen,
joten lauseen 5.4 nojalla se on k-automaattinen. Sanat a ja b eroavat toisis-
taan vain darellisen pituisen etuliitteen osalta, joten lauseen 5.3 nojalla a on
k-automaattinen. Kuva 7 esittda jonoja a ja b ja niiden hajotelmia sanojen
u, v, w ja w' katenaatioiksi.

m

Esimerkki 5.6. Jono x.,,. = abcabcabcabcabcabe. .. on jaksollinen, joten
se on 2-automaattinen. Muodostetaan 2-funktioautomaatti joka generoi sen.
Tilajoukkona on 33 = {0, 1,2}. Koska

0-2+0=0 (mod 3)
0-2+1=1 (mod 3)
1-240=2 (mod 3)
1-241=0 (mod 3)
2:24+0=1 (mod 3)
2.241=2 (mod 3)

lauseen 5.4 todistuksen nojalla kuvan 8 funktioautomaatti generoi jonon
abcabcabe . . ..

Esimerkki 5.7. Seurauksen 5.3 nojalla myo6s jono b, joka eroaa
jostakin k-automaattisesta jonosta a &aarellisen monessa kohdassa, on
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Kuva 8: 2-funktioautomaatti joka generoi jonon Xgp.

k-automaattinen. Voidaan ajatella, etta jonon b generoi k-funktioautomaatti,
joka "muistaa” sen darellisen etuliitteen, jossa a ja b eroavat. Koska kyseinen
etuliite on dérellinen, sen "muistamiseen” tarvitaan vain aarellinen maara ti-
loja ja transitioita.

Muodostetaan 2-funktioautomaatti, joka generoi jonon

Xabe = cbbebaabecabeabeabeabe . . . .

Jono X eroaa jonosta X, adrellisen etuliitteen cbbcba osalta. Kuvan 9 suun-
nattu graafi esittdd 2-funktioautomaattia, jonka transitiofunktio on osittai-
nen. Kun se saa syotteendan luvun n € {0,1,2,3,4,5} bindériesityksen, se
paatyy tilaan n.

Koska |cbbcba| = 6 = 0 (mod 3), voidaan kayttda kuvan 8 funktioauto-
maattia generoimaan jonon X.. alkiot indeksista 6 alkaen. Lisataan tiloihin
3, 4 ja 5 transitiot samalla logiikalla kuin lauseessa 5.4, toisin sanoen jos
q€{0,1,2,3,4,5} jap € {0,1,2}, lisitaan transitio

q——p

3:240=6=0 (mod 3)
3:24+41=7=1 (mod 3)
4.-240=8=2 (mod 3)
4-241=9=0 (mod 3)
5:-24+0=10=1 (mod 3)
5-24+1=11=2 (mod 3),

saadaan kuvan 10 funktioautomaatti, joka generoi jonon Xgp..
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1
(o——(

Kuva 9: Suunnattu graafi, joka "muistaa” sanan cbbcba.

Kuva 10: 2-funktioautomaatti, joka generoi jonon
cbbebaabeabeabe . . .
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5.2 Jonon koodaus ja jonojen karteesinen tulo

Seuraavaksi osoitetaan, ettda k-automaattisen jonon koodaus on myo6s
k-automaattinen.

Lause 5.8. Olkoon a = (a,) k-automaattinen jono joukossa A, ja olkoon
p: A — T koodaus. Talloin myo6s jono p(a) = (p(a,)) on k-automaattinen.

Todistus. Koska (a,) on k-automaattinen, lauseen 4.4 nojalla on olemassa
sellainen k-automaatti M = (Q, X, 6, qo, A, 7), ettd a, = 7(6(qo, (n)x)) aina
kun n € N. Muodostetaan automaatti M’ = (Q, Xk, 0, qo, I, p o 7). Téalléin
yhtaloketju

(p o 7)(6(q0, (n)&)) = p(7(6(qo, (n)r))) = plan) = p(@)n,

on voimassa aina kun n € N. Jono p(a) on siis k-funktioautomaatin M’
generoima.

[]

Maaritelladan kahden jonon a = (a,,) ja b = (b,) karteesinen tulo
axb=((an,bn)n).

Osoitetaan ettd kahden k-automaattisen jonon karteesinen tulo on myos
k-automaattinen.

Lause 5.9. Oletetaan, ettd a = (a,) € AP ja b = (b,) € Ay ovat kaksi
k-automaattista jonoa. Téll6in myos jono a x b on k-automaattinen.

Todistus. Oletetaan, ettd k-funktioautomaatti M, = (Qa, Xk, da, Gar Da; Ta)
generoi jonon a, ja ettd My = (Qp, X, O, @, Np, Tp) generoi jonon b.
Muodostetaan k-funktioautomaatti

Maxb - (Qa X Qb; Zka 57 <Qa7 Qb)> Aa X Aba 7'),

joka laskee automaattien M, ja M, tilan samanaikaisesti. Maaritellaén tran-
sitiofunktio 0 : (Q, X Q) X L — Q. X @, asettamalla

5(((]7 T)v CL) = (5G(Q7 CL), 55(7“, CL))

aina kun (¢,7) € Qq X Qp ja a € Xy.

Maéaéritelladn vastaavasti tulostusfunktio 7 : Q, x Q, — A, X Ay niin,
ettd tilan ensimmaéinen komponentti kuvataan tulostusfunktiolla 7,, ja toinen
komponentti tulostusfunktiolla 7,. Toisin sanoen méaaritellaan

7((g,7)) = (7a(q), (1))
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aina kun (¢,7) € Qg X Q.
Olkoon n € N luonnollinen luku, ja olkoon w € ¥* luvun n k-kantaesitys.
Talloin
6(((1117 Qb)a UJ) = (5a(QtI7 U}), 51)((]177 'lU))
Siten

7(0((qar @), w)) = T((0a(qa, w), dp(qn, w)))
= (Ta(0a(qa> w)), To(I6(qp, w)))
= (aThbn)?

joten k-automaatti M,x;, generoi jonon a X b = ((an, by,)).
]

Lauseista 5.8 ja 5.9 seuraa, etta mikali jonon c jasenet on muodostettu
k-automaattisten jonojen a = (a,) ja b = (b,) jasenista kdayttdmalla jotakin
funktiota, myos ¢ on k-automaattinen.

Seuraus 5.10. Oletetaan, ettd a = (a,) € AP ja b = (b,) € Ap° ovat kaksi
k-automaattista jonoa. Oletetaan lisdksi, ettd f: A, x Ay, — A on funktio.
Talloin jono f(a x b) = (f(an,b,)) on k-automaattinen.

Todistus. Lauseen 5.9 nojalla jono a x b on k-automaattinen. Funktio f on
koodaus aakkostosta A, x A, tulosteaakkostoon A, joten lauseen 5.8 nojalla
jono f(a x b) on k-automaattinen.

O

Esimerkki 5.11. Oletetaan, ettd jonot a = (a,) ja b = (b,) ovat
k-automaattisia. Tall6in seurauksen 5.10 nojalla my6s niiden summajono
a+b = (a, +b,) ja tulojono a - b = (a,b,) ovat k-automaattisia.

5.3 Funktioautomaatin ja transduktorin yhdiste ja jo-
non (k, D)-automaattisuus

Tassa alaluvussa tarkastellaan sellaisia jonoja, joiden jasenet voidaan las-
kea syottamalla jasenen indeksin k-kantaesitys transduktorille, ja edelleen
transduktorin tulostama sana jollekin k-funktioautomaatille. Havaitaan, et-
td nédin maaritellyt jonot ovat k-automaattisia. Sama pétee jos transduk-
torin sijasta kaytetadn p-transduktoria. Todistetaan tata p-transduktoria
kayttamaélla, ettd jono on k-automaattinen silloin ja vain silloin kun se on
(k, D)-automaattinen, minka Krebs jattaa todistuksessaan lukijan tehtavik-
si.
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5.3.1 Syotesanan transduktio

Aloitetaan todistamalla, ettd automaattisen funktion ja transduktorin yhdis-
te on automaattinen, mika voidaan tehdd muokkaamalla kirjan [2] lauseen
6.8.6 todistuksen funktioautomaattia.

Lemma 5.12. Olkoon M = (Q,%,d,q0,A,7) funktioautomaatti ja
T = (Qr, D, o7, qr, X2, \) transduktori. Tall6in on olemassa funktioautomaat-
ti M, joka luettuaan sydtesanan w € D* tulostaa sen symbolin, jonka M
tulostaa luettuaan sanan 7 (w). Toisin sanoen

fav(w) = (fao T)(w) = fraa(T(w)) = 7(6(q0, T (w))).

Todistus. Tavoitteena on muodostaa funktioautomaatti M’, joka laskee funk-
tioautomaatin M ja transduktorin 7 tilat samanaikaisesti. Kun luetaan syo-
tesana w, halutaan, ettd M saa syotteeksi sanan T (w), jolloin saadaan tu-
losteeksi 7(0(qo, T (w))). Téma voidaan toteuttaa seuraavasti: oletetaan, etta
M on tilassa p ja T tilassa ¢, ja ettd luetaan symboli a € D. Paivitetdan
tila p siksi tilaksi, johon M péaatyy tilasta p lukemalla sanan A(q, a). Samal-
la on péivitettiva transduktorin 7 tilaa a-transition mukaisesti. Syotesanan
w symbolit siis muunnetaan yksi kerrallaan transduktorin 7 tulostesanoiksi,
jotka sitten annetaan automaatille M syotteeksi. Samalla paivitetaén trans-
duktorin 7 tilaa.

Seké funktioautomaatin M ettéd transduktorin 7 tilat on pidettévi muis-
tissa samanaikaisesti, joten valitaan tilajoukoksi () x Q7. Alkutilaksi valitaan
(q0, qr)-

Maééritelldan transitiofunktio 6" : (Q x Qr) x D — @ X Qr ja tulostus-
funktio 7/ : Q x Q7 — A asettamalla

5 ((p,q), a) = (3(p, \g,0)) , dr(g, a)) ja
7'((p,q)) = 7(p)

aina kun (p,q) € Q x Qr jaa € D.
Muodostetaan sitten funktioautomaatti

M, = (Q X QT, D75,7 (QO7qT)7A77J)‘

Osoitetaan induktiolla, ettd aina kun w € D* on sana

5 (90, ), w)) = (8(g0, T(w)) , dr(gr,w)). (8)
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1° Oletetaan etta w = . Talloin

5,< (q0,q7) , w) = 5/< (90, q7) 5)
= (0(q0, Mar,2)) , orlgr.e))
= (8(q0, T(2)) , drlar,e))
= (8(q0, T(w)) , Sr(gr,w)).

2° Oletetaan sitten, etté sana w € D* toteuttaa yhtalon (8). Olkoon a € D
symboli. Talloin

5 (90, ar), wa) = &' &'((q0,4r),w) , @)
= 5'( (dur(ao, T(w)), br(gr,w)) , a)
= (0(6(qo, T(w)) . A@r(ar. w).a) ) , or(dr(qr,w),a) )
= (5(%; T<w)>‘(5T(QTaw)>a>) , 0r(qr, wa) )
= (d(q0, T(wa)) , or(qr,wa) ),

joten sana wa toteuttaa yhtalon (8).

Olkoon w aakkoston D sana. Talloin

7 (0 ((@sar) s w))) =7 (3la0, T(w)) , drlar,w)
= 7 (8(q0, T(w))).

Siten far (w) = 7(8(qo, T (w))) aina kun w € D*, toisin sanoen funktio frs07
on automaattinen.

]

Vastaava on voimassa myo6s, jos transduktorin sijasta kaytettadn
p-transduktoria:

Seuraus 5.13. Olkoon M = (Q,%,d,q0,A,7) funktioautomaatti ja
T = (Qr, D, o7, qr, X, \) transduktori. Olkoon u : Qr — X* funktio. Tal-
16in on olemassa funktioautomaatti M’; joka luettuaan syétesanan w € D*
tulostaa sen symbolin, jonka M tulostaa luettuaan sanan 7, (w). Toisin sa-

noen fr(w) = fr(Tu(w)) = 7(5(q0, Tp(w)))-

Todistus. Muodostetaan M’ = (Q x Qr, D, 0", (qo,qr), A, 7") muutoin sa-
moin kuin lemmassa 5.12, paitsi ettd maéaritelldan tulostusfunktio uudelleen
asettamalla

((p, ) = 7(0(p, 1(q)))-
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Toisin sanoen automaatin M tulostusfunktiota ei kiayteta suoraan lopulliseen
tilaan, vaan annetaan automaatin M ensin lukea vield sana p(q) € £*. Jos
nyt w on aakkoston D sana, niin

(6" ((gnr, qr), w)) = 7'(8(qo, T (w)), 0r(gr, w))
(

[
49
/N /N

I
\]
—
[@%Y

S
—
=)
2
Sl
—~
8
N—
N—

]

Kayttamalla lemmaa 5.12 ja seurausta 5.13 voidaan todistaa seuraavat
kaksi lausetta:

Lause 5.14. Oletetaan etta k-funktioautomaatti M = (Q, Xk, 0, qo, A, T) ge-
neroi jonon (a,). Olkoon T = (Qr, Xk, dr, g1, Xk, A) ddrellinen transduktori.
Muodostetaan jono (b,) asettamalla

bn = AT (-
Talloin jono (b,) on k-automaattinen.

Todistus. Sovelletaan edellistd lemmaa k-funktioautomaattiin M ja trans-
duktoriin 7. Ei voida taata sitd, ettd transduktori 7 kuvaisi luvun n jokai-
sen k-kantaesityksen sellaiseksi tilaksi, jonka tulostusfunktio 7 kuvaisi alkiok-
si 7(0(qo, T((n)x))). Jotta saataisiin yksikésitteinen jono, on siis kaytettava
syotteena vain kanonisia esityksia. Lemman 5.12 nojalla on olemassa sellai-
nen k-funktioautomaatti M’ = (Q', X, ', g, A, 7'), etta

7(0"(qo, (n)&)) = 7(0(q0, T((n)x)))

aina kun n € N. Toisaalta 7(5(qo, T ((n)r))) = a[7((n),), = bn, joten jono (by)
on lauseen 4.4 nojalla k-automaattinen.

]

Lause 5.15. Olkoon (a,) k-funktioautomaatin M = (Q, X, 9, g0, A, T) ge-
neroima k-automaattinen jono. Oletetaan, ettd T = (Qr, Xk, o1, qr, Xk, A)
on aarellinen transduktori, ja ettd p: Qp — X7 on funktio. Muodostetaan
jono (b,) asettamalla

bn = a7, ()i
Téalloin jono (b,) on k-automaattinen.

Todistus. Todistetaan samoin kuin edellinen lause, mutta sovelletaan seu-
rausta 5.13 funktioautomaattiin M ja p-transduktoriin 7,,. O
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5.3.2 k-automaattisuuden ja (k, D)-automaattisuuden ekvivalent-
tius

Todistetaan seuraavaksi, ettd jono a on k-automaattinen silloin ja vain sil-
loin kun se on (k, D)-automaattinen. Tamé tarkoittaa sitd, ettd on yhden-
tekevaa madaritelladnko automaattiset jonot syottamaélla funktioautomaateil-
le tavallisia k-kantaesityksia vai mielivaltaisia k-kantaesityksia. Tata tulosta
kaytetadn myohemmin Cobhamin lauseen todistuksessa.

Lause 5.16. Olkoon a = (a,) jono. Olkoon D C N sellainen jouk-
ko, ettd ¥ C D. Jono a on k-automaattinen jos ja vain jos se on
(k, D)-automaattinen.

Todistus. Jos jono a on (k, D)-automaattinen, se on myos k-automaattinen,
silla ¥, C D. Riittda siis osoittaa, ettd jonon a k-automaattisuudesta seu-
raa sen (k,D)-automaattisuus. Oletetaan, ettd a on k-automaattinen.
Lauseen 4.7 mnojalla on olemassa sellainen k-funktioautomaatti
M =(Q, %, 0,q0, A, T), etta

a = 7(5(g0, w")) (9)

aina kun w € X5, on luvun n € N tavallinen k-kantaesitys.
Olkoon 7, lauseen 3.16 kielen D* sanat normalisoiva p-transduktori. Tél-
16in yhtalo
[Tu(w) i, = [w" (10)

on voimassa aina kun w € D* ja [w®]; =n € N,
Lemman 5.13 nojalla on olemassa sellainen funktioautomaatti
M =(Q x Qr,D,d, ¢, A, 7'), ettd

7'(0'(qp, w)) = 7(8(q0, Tu(w)))

aina kun w € D*.
Valitaan n € N ja jokin sen k-kantaesitys w € D*. Téall6in

7'(8"(g5, w™)) = 7(3(qo, Tu(w'™))),
ja yhtélon (9) nojalla
7-(5(%7 ﬁ(wR))) = Q[T,,(wR)E]j,-

Yhtélon (10) nojalla
[To(w™) i = [w]y =n,

joten /(&' (gh, w)) = a,. Lauseen 4.9 nojalla a on (k, D)-automaattinen.
[
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Kuten aiemmin lauseissa 4.4 ja 4.7 havaittiin, jos funktioautomaateil-
le syotetadan lukujen tavallisia k-kantaesityksia alkaen suurimmasta tai pie-
nimmasta numerosta, paddytaan k-automaattisiin jonoihin. Lauseiden 4.9 ja
5.16 nojalla sama patee, kun funktioautomaateille syotetadn mita tahansa k-
kantaesityksia. Tassd mielessa k-automaattisten jonojen méaaritelma on hy-
vin perustavanlaatuinen: kun muodostetaan jonoja syottamaélla funktioauto-
maateille lukujen k-kantaesityksia, paddytaan vaistamétta k-automaattisiin
jonoihin.

5.4 Morfismien kiintopisteet ja Cobhamin pieni lause

5.4.1 Cobhamin pieni lause

Seuraavaksi tarkastellaan automaattisten jonojen tutkimuksen erasté perus-
tulosta, Cobhamin pientd lausetta. Sen mukaan k-automaattiset jonot ovat
tarkalleen k-uniformisten morfismien kiintopisteiden koodauksia.

Lause 5.17 (Cobhamin pieni lause). Jono a € AN on k-automaattinen silloin
ja vain silloin kun se on jonkin k-uniformin morfismin kiintopisteen koodaus.

Todistus. Olkoon W = wowws--- € 'Y jonkin k-uniformin morfismin

¢ I'" — I'* kiintopiste. Oletetaan, ettd p : I' — A on koodaus. Muo-

dostetaan jono a = p(w). Osoitetaan, ettd a on k-automaattinen.
Muodostetaan k-funktioautomaatti

M = (T, 5y, 6, wo, A, p),
missé transitiofunktio on méaritelty asettamalla
6(¢,b) = ().
Osoitetaan induktiolla luvun n € N suhteen, etta aina kun n € N
wy, = §(wg, (n)g)- (11)
1° Olkoon n = 0. Télléin 6(wo, (n)x) = 0(wo, €) = wy, kuten vaitettiinkin.

2° Oletetaan sitten, ettd w; = d&(wp, (i)x) aina kun ¢ < n. Olete-
taan, ettd (n)y = ning---ny. Merkitddn n' = [nying - - n;_1]. Talléin
n = kn' + n;. Kun M lukee sanan (n)g, se paatyy tilaan

5(1007 (n)k) = 5(100, ning - - 'nt)
= (5(5(’(!)0, ning - -- nt—1)7 nt)

= 0(8(wo, (n')1), nt)-
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Induktio-oletuksen nojalla §(wg, (n')x) = w,, joten saadaan yhtasuu-
ruus

d(wo, (n)r) = 8(wnr, ny),

joten transitiofunktion maéritelmén nojalla

5(w07 (n)k) = @(wn’>nt-

Lauseen 2.4 nojalla

Qp(wn’)nt - (wkn’wkn’—l—l T wk(n’—i—l)—l)nt
= Wkn'+n;
= Wy,

Yhtalo (11) on siis voimassa aina kun n € N.
Koska tulostusfunktio on koodaus p, luettuaan sanan (n); funktioauto-
maatti M tulostaa

p(0(wo, (n)r)) = p(wn) = an,
eli jono a on lauseen 4.4 nojalla k-automaattinen.

Oletetaan sitten, ettd jono a on k-automaattinen, ja ettd sen generoi
k-funktioautomaatti M = (Q, Xy, d, qo, A, 7). Lauseen 4.4 nojalla voidaan
olettaa, ettd d(qp,0) = qo. Madritelladn morfismi ¢ : Q* — Q* asettamalla

Nyt v(q0) = 6(qo,0)0(q0,1) -+ (qo, k — 1). Koska §(qo,0) = qo, morfismi ¢
on symbolia gy pidentdvi. Lemman 2.4 nojalla w = wowyws - - - = ¢>(qo) on
morfismin ¢ kiintopiste.
Osoitetaan induktiolla sanan y € Xj pituuden suhteen, ettd aina kun
y € X
(0, y) = Wy, (12)
1° Oletetaan, etté |y| = 0. Talléin 6(qo,y) = 0(qo,€) = qo = wo = Wy},
Toisin sanoen yhtélo (12) on voimassa.

2° Oletetaan, ettd yhtéld (12) on voimassa aina kun |y| < 4. Oletetaan,
ettd x € Yitja a € Xy Tallsin 6(qo, za) = §(8(qo, 7), a), joten koska
z € X" induktio-oletuksen nojalla

d(qo, za) = 6(wg,, @)

Morfismin ¢ mééritelmén nojalla 0(wp,,a) = (W, )e. Lemman 2.4
nojalla
O(Wialy)a = Wiialpt+a = Wiealy

joten §(qo, va) = Wiy, -
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Yhtilo (12) on siis voimassa aina kun y on aakkoston 3, sana.
Jono a on k-automaattinen, joten

an = 7(0(q0, (M) = T(Wiiny,1,.) = T(wn).

Néin ollen a = 7(w), eli jono a on morfismin ¢ kiintopisteen w koodaus.

]

5.4.2 Jonon k£™-automaattisuus

Lause 5.18. Oletetaan, ettd m € Nso. Télléin jono a = (a,) € AN on
k-automaattinen jos ja vain jos se on k™-automaattinen.

Todistus. "=": Oletetaan, ettd jono a on k-automaattinen. Cobhamin pie-
nen lauseen nojalla a voidaan ilmaista jonkin morfismin ¢ : ¥* — 3* kiin-
topisteen koodauksena. Jos kyseinen kiintopiste alkaa symbolilla a € X, se
on p*>(a). Olkoon 7 : ¥ — A sellainen koodaus, ettd a = 7(¢>(a)).

Kiytetdan morfismista ¢™ merkintad . Sana v'(a) on seki sanan p™(a)
ettd sanan v*°(a) etuliite aina kun ¢ € N. Sanoilla »*>(a) ja v*°(a) on
siis mielivaltaisen pitkid yhteisida etuliitteitd, joten v*°(a) = ¢>°(a). Siten
a = 7(7*°(a)). Cobhamin pienen lauseen nojalla a on k™-automaattinen, sil-
14 v on k™-uniformi.

7«<=": Oletetaan, ettd a on k™-automaattinen. Lauseen 5.2 nojalla siikeet
I, = Iim(a,d) = {(n)gm | a, = d} ovat sdénnollisid. Osoitetaan, ettéd siikeet
Ir(a,d) ovat saannollisia. Maaritellidn morfismi 3 : X5, — X7, joka kuvaa
luvun 5 € ¥m sen tavalliseksi m-pituiseksi k-kantaesitykseksi. Lauseen 2.6
nojalla kielet (1) ovat sdénnollisia.

Kielen 3(I4) sanojen alussa voi olla nollia. Muodostetaan kieli

(B(1a)"/07)", (13)

joka koostuu sanoista jotka on saatu poistamalla jokin maara nollia kielen
B(I) sanojen alusta. Sdénnéllisten kielten joukko on suljettu peilauksen ja
osamdaran suhteen, joten kieli (13) on sddnnollinen. Nollasta eridavilla sym-
boleilla alkavien sanojen kieli {e} U (X, \ {0})X} on sdannoéllinen, joten

(BI2)"/07) " N (e U (S \ {01 E}) = {(n) | an = d} = I(a, d)

on sdannollinen. Lauseen 5.2 nojalla jono a on k-automaattinen.

]

Esimerkki 5.19. Thuen-Morsen sana on 2-automaattinen, joten se on myos
2M_automaattinen aina kun m > 1.
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5.5 Jonon k-ydin ja k-automaattisuus

Olemme maéritelleet k-automaattiset jonot kayttaen funktioautomaatteja ja
k-uniformisten morfismien kiintopisteiden koodauksia. k-automaattiset jonot
voidaan karakterisoida viela kolmannella tavalla: k-automaattiset jonot ovat
jonoja joiden k-ydin on aarellinen.

Miiritelméa 5.20. Maiéritellidin jonon a = (a,) € AN k-ydin
Kerg(a) = {(apimij)n | i € Nja 0 < j <K'}
Jonon a = (a,) 2-ydin Kery(a) koostuu siis osajonoista

1=0, j=0: apaia2a3a4a5a6a7a3a9a10Q17 - -

1= 1, j =0: Qg1 A25A40 Al Ag LA

izl, j:l a|1-oas30, a7 Ag apy - -
122,j20 Qap ay as
222,j:1 a as Qg
Z=2,]:2 as Ag aio
Z:2,j:3 as (024 a -

Lause 5.21. Olkoon k > 2. Jono u = (u,) € A" on k-automaattinen jos ja
vain jos Kery(u) on dérellinen.

Todistus. ” = ”: Oletetaan, etta u on k-automaattinen. Lauseen 4.7 nojalla
on olemassa sellainen k-funktioautomaatti M = (Q, X, 9, qo, A, 7), etté aina
kinneNjateN

un = 7(8(q0, (n)0")),
silla (n)ff0' on erds luvun n véihiten merkitsevistd numerosta alkava
k-kantaesitys.

On tarkoitus osoittaa, ettd k-ytimeen Kerg(u) kuuluva osajono
U = (Upip,)n madraytyy siitd, mihin tilaan M péatyy luettuaan syotteen
i ensimmdistd symbolia. Oletetaan, ettd w € X} on i-pituinen luvun j esi-
tys kannassa k. Sana w on luvun j kanoninen k-kantaesitys, jonka alkuun
on lisatty riittdva maéra nollia. Toisin sanoen on olemassa sellainen ¢ € N,
ettd w = 0'(j);. Oletetaan, ettd luettuaan sanan w’ funktioautomaatti M
paatyy tilaan q.

Tarkastellaan kuinka funktioautomaatti M kuvaa luvun &°-n + j esityk-
sen. Olkoon ensin n > 0. Talloin

[(n)ewlr = [(n)elk - K™ + [w], = K - n + 4,
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joten (k% -n + j) = (n)rw. Talldin

8(qo, (K" -+ j)i) = d(qo, w™ (n)y)
= 3(8(qo, w"), (n)).

Koska M piityy tilaan ¢ luettuaan sanan w’

3(8(q0, w™), (n)y) = d(q, (),
joten upip; = 7((q0, (k' -+ j))) = 7(0(q, (n))).
Olkoon sitten n = 0. Talléin (k" - n + j)r = (j)&, joten
7(0(qo, (K" -+ 5)i)) = 7(3(q0. (5)x))
(6(q0, w™))
(6(q,¢€))
= 7(8(q, (n);))-

\]

\]

Siten aina kun n on luonnollinen luku

W) = Uiy = 7(0(q0, (K" n+ 5)i)) = 7(3(g, (n)y)),

joten lauseen 4.7 nojalla k-automaatti (Q,Xy,d,q, A, 7) generoi jonon u.
Tiloja g on dérellinen médré, joten niin on myds jonoja u”. Siten Kery(u)
on aarellinen.

"«=": Oletetaan sitten, ettd Kery(u) on &érellinen. Maaritelldén aak-
koston 3, sanojen bindarirelaatio = seuraavasti: * = y jos ja vain jos
Uglal.ppt[z], = Ukllnfy), &i0Na kun n € N. Toisin sanoen = = y silloin ja vain sil-
loin kun ul®ll#lx = ul¥ll¥lx . Jonojen yhtésuuruus on ekvivalenssirelaatio, joten
my0s = on ekvivalenssirelaatio.

Olkoon @ = {[z] | € X} relaation = ekvivalenssiluokkien joukko. Ydin
Kerg(u) on éérellinen, joten myos @ on dérellinen. Maaritelldén siirtymafun-
tio 0 : Q X ¥ — @ ja tulostusfunktio 7 : ) — A asettamalla

([z], a) = [az]
7([2]) = up,

aina kun z € X} ja a € Xj;. Tulostusfunktio siis kuvaa ekvivalenssiluokan [z]
sanan r maaraamén osajonon ensimmaéiseksi symboliksi.

On tarkistettava, ettd 0 ja 7 ovat hyvinmaéariteltyjia. Oletetaan, etta
[z] = [y]. Olkoon n € N. Tall6in

uk‘“z|-n+[am]k = uk|z|+1-n+a-k‘m|+[m]k = uk‘m|-(kn+a)+[a:]k'
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ja vastaavasti
Uglavl.ntlayly = Uklvl- (knta)+[y]s-
Koska [x] = [y]
Uklel.(knta)+[z], — Wklvl-(kn+a)+[y]x>
joten
Uglaz|.pt[az), = Uklovlnt{ay]s-

Koska n on mielivaltainen luonnollinen luku, [ax] = [ay]. Transitiofunktio ¢
on siis hyvinmaéritelty.
Myos tulostusfunktio on hyvinméaaritelty, silla

Ulz)y = Uglel.o+[z], = Yklvl.o4+[y]y = Ulylk-

Osoitetaan induktiolla etta
5([e], w™) = [w] (14)

aina kun w € ¥}. Ensinnékin 6([¢],e) = [¢]. Oletetaan ettd ([e], w?) = [w].
Talloin

eli siis yhtdlo (14) on voimassa aina kun w € .

Muodostetaan k-funktioautomaatti M = (Q, X, 0, [¢], A, 7). Funktioau-
tomaatti M generoi jonon u, silld 7(6([e], w®)) = 7([w]) = ujy),. Jono u on
k-automaattinen.

[
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6 Cobhamin lause

Tassé luvussa tarkastellaan tarkedd Cobhamin lausetta. Esittelemme sille
Thijmen J. P. Krebsin aiempaa helpomman ja lyhyemman todistuksen, joka
on artikkelista [1].

Maaritellaégn multiplikatitvinen riippuvuus ja multiplikatiivinen riippu-
mattomuus:

Maaritelma 6.1. Olkoot k£ ja h kokonaislukuja. Sanotaan, ettd k ja h ovat
multiplikatiivisesti riippuvia, jos on olemassa sellaiset aidosti positiiviset ko-
konaislukueksponentit n ja m, ettd k™ = h™. Jos k ja h eivat ole multiplika-
tiivisesti riippuvia, sanotaan etta ne ovat multiplikatiivisesti ricppumattomia.

Tiedetaan, ettd lopulta jaksolliset jonot ovat aina k-automaattisia (lause
5.5). Cobhamin lause antaa ehdon sille, milloin automaattinen jono on lopul-
ta jaksollinen. Oletetaan, ettd k > 2 ja h > 2 ovat kaksi multiplikatiivisesti
riippumatonta kantalukua. Cobhamin lauseen mukaan jono a on sekéd k— et-
téd h-automaattinen silloin ja vain silloin kun se on lopulta jaksollinen. Cob-
hamin lausetta voidaan kayttaa siihen, ettd jono osoitetaan lopulta jaksolli-
seksi, tai mikali tiedetaan etté jono ei ole lopulta jaksollinen sita kayttamalla
voidaan osoittaa ettei jono ole h-automaattinen.

Lause 6.2 (Cobham). Oletetaan, ettd luvut k£ € N ja h € N ovat multipli-
katiivisesti riippumattomia. Tall6in jono (a,)nen on k— ja h-automaattinen
jos ja vain jos se on lopulta jaksollinen.

Cobhamin lauseen todisti ensimmaéisend Alan Cobham vuonna 19609.
Vaikka lauseen véite onkin yksinkertainen, sen todistus on vaikea. Useat ma-
temaatikot ovat yrittaneet 16ytéa sille helpomman todistuksen.

6.1 Aputuloksia

Lemma 6.3. Olkoon ¢ > 0 aidosti positiivinen reaaliluku. Oletetaan, etté
k > 2 ja h > 2 ovat luonnollisia lukuja. Téll6in on olemassa sellaiset aidosti
positiiviset kokonaisluvut m ja n, ettd |k™ — h™| < eh™.

Todistus. Voidaan olettaa ettd k& > h, silli muutoin voidaan kayttaa luvun
k sijasta lukua x = k!, missi | € N5 on niin suuri, ettd &' > h. Mikéli on
olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku pu, ettd |* — h™| < eh™, niin
voidaan valita m = [y, jolloin |k™ — h"| = |k — h*| = |k# — h"| < eh™.

Muodostetaan lukujono (a;);>0 asettamalla a; = max{j € N | k' > h/}.
Jonon (a;) mééritelmén nojalla

k' > hoi (15)
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aina kun 7 € N, joten .
E'h™% > 1. (16)
Toisaalta k‘h~% < h. Tehdédin vastaoletus, eli oletetaan ettd k'h=% > h.

Talloin k' > h%*! mika on ristiriidassa luvun a; maksimaalisuuden kanssa.
Toisin sanoen aina kun 7 € N

k'h= € [1,h). (17)

Osoitetaan, ettd jono (a;) on aidosti kasvava. Koska k& > h, kertomal-
la epayhtédlon (15) vasen puoli luvulla k, ja oikea puoli luvulla h, saadaan
epayhtalo k1 > bt joten

a;+1e{jeN|ET >n}

Siten
a; +1 <max{j € N| k' > hi} = a;yy,
eli jono (a;);>0 on aidosti kasvava.

Etsitdén nyt sellaiset luonnolliset luvut < y, etta |[kYh=% — k*h=%| < e.
Oletetaan, ettd on olemassa sellaiset luvut = ja y, ettd k*h=% = kYh™=%.
Talloin [kYh~% — k*h™%| =0 < ¢.

Jos taas k*h™% # kYh~% aina kun x # y, jono (k'h™%); saa adretto-
mén monta eri arvoa, jotka ovat sisaltymisrelaation (17) nojalla vélilla [1, h).
Vali [1,h) voidaan osittaa [%W yhté suureen perdkkiiseen osavéliin. Tal-
16in kunkin osavéalin pituus on pienempi kuin €. Lokeroperiaatteen nojalla
jotkin kaksi lukujonon (k*h~%); jasenistd kuuluvat samaan osaviliin. Olkoot
nama kaksi jasenta k*h~% ja kYh~%. Voidaan olettaa, etta x < y. Talloin
|kYh=% — k*h~%| < ¢, silld osavélin pituus on lyhyempi kuin e.

Kertomalla epayhtalo

|kYh™% — k*h™%| < ¢
puolittain luvulla k~*h% saadaan epayhtalo
|k~ Ch% (EYh™% — k*h™%)| = |[kY™% — h% % | < ek™"h%.
Jonon (a,) méaaritelman nojalla k=% < h™% joten
|kY™% — hv ™% | < ek~ "hY < eh% %,
Valitaan nyt m = y — z ja n = a, — a,, jolloin epayhtélo
|k™ — " < eh”

on voimassa. Koska x < y, luku m on aidosti positiivinen. Jono (a;) on aidosti
kasvava, joten myos n on aidosti positiivinen.

]
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Maaritelma 6.4. Olkoon (a,) jono aakkoston A alkioita, ja olkoon I C N
vali. Sanotaan, ettd jonolla (a,) on vililla I paikallinen jakso p > 1, mikéli
An = Apip aina kun (n,n+p) € I x I.

Lemma 6.5. Oletetaan, ettd jonolla (a,,) on paikallinen jakso p valilla I C N,
ja paikallinen jakso ¢ vélilla J C N. Jos lisdksi |[I N J| > p + ¢, niin jonolla
(ay,) on paikallinen jakso p valilla I U J.

Todistus. Valien I ja J leikkaus on epatyhja, joten I U J on véli. Valitaan
miké tahansa pari (n,n +p) € (I UJ) x (I UJ). Oletetaan ensin, etta
(n,n+p) € I x I. Télléin a,, = a4, sillé jonolla (a,) on paikallinen jakso
p joukossa I.

Oletetaan sitten, etta (n,n+p) ¢ IxI elisiis jokon € J\I tain+p € J\I.
Koska |[INJ| > p+q, vilin I \ J etaisyys vélistd J \ I on vahintdén p + q.
Koska [n — (n+p)| =p < p+ q, sekd n ettd n + p kuuluvat viliin J.

Jokin ¢:sta ensimmaéisesta vilin [ N J alkiosta on kongruentti luvun n
kanssa modulo ¢. Olkoon m kyseinen luku. Jonolla (a,) on paikallinen jakso
q valilla J, joten koska n ja m eroavat toisistaan jakson ¢ kokonaislukumoni-
kerran verran,

Up = Gy (18)

Toisaalta koska [INJ| > p+q my6s m+p € INJ, joten (m,m +p) € I x 1.
Jonolla (a,) on paikallinen jakso p vélilla I, joten

A = Qpgp- (19)
Lisdksi m +p =n+p (mod q) ja (m+p,n+p) € J X J, joten

Qm4p = An4p- (20)

Yhdistamalla yhtalot (18), (19) ja (20) saadaan yhtéloketju

an = Gm = Qmip = Anp,

joten a, = a4, myOs siind tapauksessa ettd (n,n +p) ¢ I x I. Kuva 11
havainnollistaa tata tilannetta.
On siis osoitettu, ettéd a,, = a,+, aina kun n € I U J. Toisin sanoen jonolla
(a,,) on paikallinen jakso p valilla I U J.
O

Masritelmad 6.6. Olkoon x > 0 reaaliluku ja r € [0,2z]. Mé&éritel-
l48n r-sdteinen a-keskinen pallo B(z,r) = {y € Nl|lz —y| < r}
joukossa N. Olkoon k£ € N luonnollinen luku. Kéytetdan merkitadn
Dy = B(k, k) = {0,1,...,2k}.
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m m-+p

m+p=n+p (mod q)

n

n—+p

m=n (mod q)

Kuva 11: Tapaus (n,n + p) ¢ I x I. Laatikoiden leveydet
esittavat jaksojen p ja g pituuksia.

Lemma 6.7. Olkoon k > 2 kokonaisluku. Téll6in Dyn = B(k™, k™) C [D}]k
aina kun n € N.. Toisin sanoen jokainen vilin Dy luku voidaan ilmaista
n-pituisena k-kantaesityksena kayttaméalla symboliaakkostona aakkostoa Dy.

Todistus. Tavallisessa k-kantajarjestelméssa sanoilla, joiden pituus on n, voi
esittdd kaikki lukua k™ pienemmaét luonnolliset luvut. Siten

{0,1,2,-++ k" =1} = [{dudy - dy | ds € Si}| = [Sf] € [Dfle (21)

k =
Tarkastellaan kielen (k 4 ;)X C D} sanojen arvotuksia kannassa k :

[(k+ 2055 e = [{(k+ di)ds - d | di € Ty}

n—2
- {Uf + )k dik!

=0

di < Zk}

n—1

=0
= K"+ [k
=k"+{0,1,2,--- k" =2 k" -1}
={k" kK" +1,...,2k" — 1}.

Nain ollen

" K™+ 1,2k — 1} = [(k + Z)X s C [DYs- (22)

Lisaksi sanan (2k — 1)(k —1)---(k — 1)k € D} arvotus on

n—1
ko kU (k=) K 1=K k" — 141 =2k",

=0

o4



joten luvulla 2k™ on kieleen D} kuuluva k-kantaesitys. Toisin sanoen
2k"™ € [Dyli. (23)
Sisaltymisrelaatioiden (21), (22) ja (23) nojalla

Dkn = {0’1’72]{771}
={O,l,.../{:n—l}U{kn,kn—{—l,...,Qk’n—I}U{an}
C [Dylk-

6.2 Cobhamin lause

Lause 6.8 (Cobhamin lause). Oletetaan, ettd luvut k, h € N ovat multipli-
katiivisesti riippumattomia. T&ll6in jono a = (a,) on k— ja h-automaattinen
jos ja vain jos se on lopulta jaksollinen.

Todistus. Ensinnakin seurauksen 5.5 nojalla lopulta jaksollinen jono on
myo6s k— ja h-automaattinen. Riittda siis olettaa, ettd jono a on seké
k-automaattinen etta h-automaattinen. Talloin lauseen 5.16 nojalla aina kun
l € {k,h} jono a on (I, D;)-automaattinen. Siten kun [ € {k, h}, on olemassa
funktioautomaatti M; = (Q;, Dy, 6, q1, A, 1), joka generoi jonon a.

Maaritelladan jokaista ¢ € @); kohti kieli L;, = {w € D} | 6/(q;, w) = q},
eli niiden sanojen joukko, jotka luettuaan automaatti M; padtyy tilaan q.
Oletetaan, ettd w € L, ja v € Dj. Télloin

), = Ti(01(q, wv)) = 71(0i(g, v)). (24)

Oletetaan, ettd x,y € [Li]; ja z € [Dp];. Téllsin luvun z jokin
l[-kantaesitys u, kuuluu kieleen L;;, kuten my6s luvun y jokin [-kantaesitys
uy. Sana u,(2); esittdd lukua x4+ 2 ja sana wu,(2); lukua yl" + 2. Kdyttamalla
yhtéloa (24) kahdesti saadaan yhtaloketju

Ainyz = T1(01(qr, uz(2)1))
= 11(:1(q, (2)1))
= 71(01(q1, uy(2)1))

= Qyn4z,
joten aina kun z,y € [L;]; ja z € [D}]
Agingz = Qyin4z- (25)
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Kuva 12: Funktioautomaatti M; lukee sanat u,(z); ja u,(2);.
Koska z,y € [L;,]; funktioautomaatti paatyy tilaan ¢ luettu-
aan sanat u, ja u,.

Kuvan 12 graafi havainnollistaa sitd, miten funktioautomaatin M; tila muut-
tuu, kun se lukee sanat u,(z); ja u,(2);.

Maaéritellaédn funktioautomaatin M, tilojen osajoukko

Qoo = {q € Qn | [Lingln on ddreton }.

Tila ¢ € @Qp kuuluu joukkoon @).,, mikéli on olemassa darettoman monta
lukua joiden esitykset luettuaan funktioautomaatti Mj paityy tilaan q.

Osoitetaan, ettd kokoelma {[Ly]r | t € @k} on kokonaislukujen jou-
kon aarellinen peite. Olkoon n € N mielivaltainen luonnollinen luku. Tall6in
0k(qr, (n)) on jokin tila q¢ € Qx, joten n € [Lyglr € Useg, [Lit)r- Néin ollen
N C Useq, [Lrt)ks eli {[Lrx | t € Qi } on dérellinen peite.

Valitaan jokaista joukon @), alkiota s kohti sellainen ¢ € Qy, etta leikkaus
[Lps]n N [Lye]r on ddreton: aina kun s € Qo, joukko [Lps]n, € N on déreton.
Peitteessi {[Lit)x | t € Qr} on ddrellisen monta jasentd, joten johonkin peit-
teen jaseneen kuuluu ddrettoméan monta joukon [Ly]y, alkiota. Olkoon t € Q
jokin sellainen tila, ettd [ Ly, on jokin téllainen peitteen jasen. Valitaan kaksi
erisuurta lukua x4 ja ys leikkauksesta [Lps|n N [ Lt

Maaritelladén kokonaisluku

& =max{zs,ys | s € Qo } + 1.

Lemman 6.3 nojalla on olemassa sellaiset kokonaisluvut n € Nyg jam € Ny,
etta ]

E™ —h"| < —h",

- <

1
IR — ) < o (26)

eli toisin sanoen

Erityisesti A" — k™ < [k — h"| < gzh™ < gh", silld € > 1. Lisddmalld ™ ja
vahentamalla %h" puolittain saadaan epayhtalo

5

Eh” < k™. (27)
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Oletetaan, ettd luvun £™ — h™ merkki on sama kuin luvun x, — ys merkki.
Ellei nain ole, voidaan luvun x4 ja luvun gy, nimet vaihtaa péaittdin. Maari-
tellaan

Koska k ja h ovat multiplikatiivisesti riippumattomia &™ — h™ £ 0, joten
ps > 0. Siten

('Ts - ys)(km - hn)|
(s — ys)[|(K™ = h")].

Koska x4 ja ys ovat positiivisia, luvun ¢ maaritelman nojalla |z, — y,| < €.
Siten

bs = (l's - ys)(km - hn)
|
|

(25 = y) [[(F™ = B™)| < K™ = 1",

Epédyhtalon (26) nojalla

Ps =g (28)

Osoitetaan, ettd aina kun s € Qo ja & € [Lps|p, jonolla a on paikallinen
jakso p, valilla I, = B((x + 1)h", %h”) Havaitaan, etté

2 2
I,=B ((g; S Bh") — oh" + B <h”, 3h”> .

Siten aina kun luvut y ja y + ps ovat vililla [,, voidaan vali-
ta  sellainen lukupari (z,z + ps) eB(hn,ghn) xB(h",ghn), etti
(y,y 4+ ps) = (xh™ + z,2h™ + 2 + ps). Néin ollen paikallisen jaksollisuu-
den osoittamiseksi riittaa osoittaa, ettd azpny. = azpny.4p, aina kun

n 2pn 2 n 2pn n pn
(z,z + ps) € B(h ,5h ) . Koska B(h ,5h ) C B(h",h™) lemman 6.7
nojalla z ja z + ps kuuluvat joukkoon [D}],. Koska lisiksi x € [Lps|n ja
Ys € [Lns|n, yhtélon (25) nojalla

Qzpndgz = Ay hndz-

Lisdamalla ja vahentamalla indeksista y,&™ saadaan yhtaloketju

ayshn+z == ays(km_km+hn)+z

— ayskm+zfys(km,hn) .
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Osoitetaan, ettd z — ys(k™ — h") € [D}'], jolloin voidaan soveltaa yhtaloa
(25) symboliin Gy, gm 1 .—y, (km—pny. Luvun z — y, (K™ — h™) etéisyys luvusta k™
on

|z — ys (K™ — ™) — k™| = |z — A" + h™ — ys(E™ — h™) — k™|
= |z —h" — (ys + 1)(E™ — h"™)|.
Kolmioepayhtalon nojalla
|z = h" = (ys + (K™ = h")| < [z = h"[ + (ys + 1) K™ = A"].

Koska z € B (h”, %h”)
2
2= B (g DI = W7 < SR (g + D™ = B,

Luvun ¢ méaaritelmén nojalla (ys + 1) < & joten

2 2
§h" + (ys + D)JE™ = A" < gh" + &|E™ — h".

Epédyhtalon (26) nojalla
2 2 1 5)
—h" E™ —h" < A"+ =h" = =h".
3 ¢l < 3 * 6 6

Siten epéyhtélon (27) nojalla |z — y (k™ — k™) — k™| < 2h™ < k™, eli toisin
sanoen z—ys(k™—h") € B(k™, k™). Lemman 6.7 nojalla B(k™, k™) C [D}*],
joten z — ys(k™ — h™) € [D);.
Kéayttamalla nyt yhtaloa (25) saadaan yhtalo
Ay km 4 z—ys(km—hn) = Qg km4z—y (km—hn)s
josta saadaan muokkaamalla yhtéaloketju
Qg kmiz—ys(km—hn) = Qgg(hn+km—hn)4z—ys (k™ —hn)
= Qg hndzs(km—hn)+z—ys(km—hn)

= a/zshn+z+($s_ys)(km_h") '

Maéritelmén nojalla (xs — ys) (k™ — h™) = ps, joten

Qg hntz4(zs—ys)(km—hn) = Az hndz4p,-

Koska z + ps € [D}]n ja s € [Lps)n, voidaan kdyttédd yhtaloa (25) alkioon
Qg hnt24p, jolloin saadaan haluttu yhtasuuruus

Agpndz = Qghniz4p,-
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Néin ollen jokaista tilaa s € Q4 ja lukua = € [Lys], kohti jonolla a on
paikallinen jakso p, vélilla I,.

Olemme nyt muodostaneet jokaista tilaa s € (), kohti kokoelman
{I, | * € [Lps|n} vileja, joissa jonolla a on paikallinen jakso p,. Seuraa-
vaksi muodostamme jonon valeja, jotka peittavat kaikki luonnolliset luvut
jostakin luvusta alkaen. Kaytetdan néita valejé laajentamaan jonkin paikal-
lisen jakson vaikutusalue kattamaan mielivaltaisen suuria lukuja.

Kokoelma {[Lp]n | t € Qp} on luonnollisten lukujen &érellinen pei-
te, mika voidaan todistaa samalla tavalla kuin kantaluvulle k. Alikokoelma
{[Lnt)n | t € Qn \ Qoo } peittdéd vain dérellisen méérén lukuja, joten on ole-
massa suurin luku, jonka sen jidsenet peittdvét. Siksi on olemassa sellainen
luku m € N, etta kokoelma {[Lp]n | t € Qo } peittdd joukon m+N. Olemme
osoittaneet, ettd jokaista lukua ¢ > m kohti on olemassa paikallinen jakso
p; valilla I;. Yhtéalon (28) nojalla jokainen paikallinen jakso p; on lyhyempi
kuin éh”.

Osoitetaan induktiolla, ettd aina kun j > m jonolla a on paikallinen jakso
pm valilla UL, I

1° Kun j = m joukko

J m
UL=U L=1In,

on véli missa jonolla a on paikallinen jakso p,,.

2° Oletetaan, etté Uf:m I; on vili, ja ettd jonolla a on paikallinen jak-
so pn, valilld Ul_,, I;. Jonolla a on paikallinen jakso p;;; valilla
Iis1 = B((j + 1)h™ + h", 2h™). Koska
sty = G-+ 01+ (3] = (14 3) 0] = [+
on suurempi kuin

i 1 = G+ 1+ 87— 3] = [+ )]

WL I, todella on vili.
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Lisaksi

> 1N L

=max/; —minl; +1

=[G+3) ] = ([G+3)n]-1)
= |+ 3) 0] =[G+ 5)m]
[+ -G+

— %th

22 [

Edella viimeisin epéyhtalé johtuu epayhtalosta (28) ja siité, etta p,, ja
pj+1 ovat kokonaislukuja. Lemman 6.5 nojalla jonolla a on paikallinen

jakso pp, valilla 2} 1.

)

Koska ‘
j
lim U I; =min[,, + N,

Jj—00 =
jonolla a on paikallinen jakso p,, valilla min /,,4+N, toisin sanoen a on lopulta

jaksollinen. Olemme osoittaneet Cobhamin lauseen.
O

Esimerkki 6.9. Sanotaan, ettd sanassa w € X* on pddllekkdisyys, mikéli
on olemassa sellainen symboli a € ¥ ja sana u € X*, ettd auaua on sanan
w osasana. Kirjassa [7] osoitetaan, ettd Thuen-Morsen sanassa t ei ole pail-
lekkéaisyyksid. Osoitetaan, ettd t ei ole lopulta jaksollinen. Jos t olisi lopulta
jaksollinen, se sisaltéisi osasanan www, missd w # € on aakkoston {0, 1} sa-
na. Oletetaan, ettd a on sanan w ensimmaéinen symboli. T&ll6in on olemassa
sellainen sana u € {0, 1}*, ettd w = au. Sana www = auauau on Thuen-
Morsen sanan osasana, joten t sisiltda péallekkaisyyden, mika on ristiriita.
Siten t ei ole lopulta jaksollinen.

Esimerkin 5.19 nojalla t on 2™-automaattinen aina kun m > 1 on ko-
konaisluku. Cobhamin lauseen nojalla t on k-automaattinen vain silloin kun
k on luvun 2 potenssi. Muut kantaluvut ovat nimittain multiplikatiivisesti
riippumattomia luvun 2 kanssa, ja t ei ole lopulta jaksollinen.
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7 Lopuksi

Maarittelimme k-automaattiset jonot kayttdmalla k-funktioautomaatteja.
Funktioautomaatille syotettiin jonon indeksien tavallisia eniten merkitsevas-
ta numerosta alkavia k-kantaesityksia, ja saatu tuloste asetettiin jonon jase-
neksi. Lauseiden 4.4, 4.7, 4.9 ja 5.16 nojalla k-automaattiset jonot voidaan
maaritella syottamalla funktioautomaateille jonon jasenten indeksien mita
tahansa k-kantaesityksié.

Seurauslauseen 5.5 mnojalla jokainen lopulta jaksollinen jono on
k-automaattinen riippumatta kantaluvusta k. Cobhamin lauseen nojalla jos
jono a on k— ja h-automaattinen ja k ja h ovat multiplikatiivisesti riippu-
mattomia, a on lopulta jaksollinen. T&ll6in Cobhamin lauseen ja lauseen 5.18
nojalla k-automaattinen jono a toteuttaa vain toisen seuraavista vaitteistas:

1. Jono a on k-automaattinen olipa kantaluku k& > 2 miké tahansa koko-
naisluku. Lauseen 5.5 ja Cobhamin lauseen nojalla tallaiset jonot ovat
tarkalleen lopulta jaksollisia jonoja.

2. Jono a on k-automaattinen vain silloin kun k£ on jonkin kiinnitetyn
luvun potenssi. Esimerkin 6.9 nojalla Thuen-Morsen jono on téllainen
2-automaattinen jono.

Kaikkien automaattisten jonojen joukko koostuu siis kahdesta osajoukosta,
lopulta jaksollisista jonoista, ja niisté jonoista jotka eivat ole lopulta jaksolli-
sia. Naista edellinen joukko koostuu yksinkertaisemmista jonoista, nimittain
lopulta jaksollisista. Jalkimmaéinen sisdltad monimutkaisempia jonoja, mutta
kuitenkin siind madrin sdannollisia, etta niiden generoimiseksi riittda kayttaa
adrellisia funktioautomaatteja.

Cobhamin pienen lauseen ja lauseen 5.21 nojalla jonon a = (a,) € A"
k-automaattisuudella on kolme eri ekvivalenttia tulkintaa:

1. On olemassa sellainen k-funktioautomaatti M = (Q, X, 9, qo, A, 7), etta
afwl, = T(0(qo, w)) aina kun w on aakkoston ¥ sana.

2. On olemassa sellainen k-uniformi morfismi ¢ : I'* — I'*, sellainen
koodaus p : I' — A ja sellainen morfismin ¢ kiintopiste w, ettd a =

p(w).
3. Jonon a ydin Kery(a) on aérellinen.

Tassa tutkielmassa tarkasteltiin vain k-automaattisia jonoja, joiden jé-
senten indeksointiin kaytettiin luonnollisia lukuja. Indeksijoukkona voitaisiin
kaytda myos joukkoa N tai jotain muuta algebrallista rakennetta, kuten
Gaussin kokonaislukuja. Naitéd ja muita k-automaattisten jonojen yleistyksié
on esitelty kirjassa [2].
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