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Tassd matematiikan opettajalinjan Pro gradu -tutkielmassa tutustutaan matriisei-
hin ja niiden perusominaisuuksiin. Tutkielmaa voidaan kiytttaa esimerkiksi oppi-
materiaalina lukion matematiikan kursseilla. Lukijalta odotetaan peruskoulun ma-
tematiikan oppiméaran hallintaa.

Tutkielmassa esitelladn matriisien perusteet seké niihin liittyvét laskusdannct. Néi-
den ymmartadminen jatkon kannalta on valttdmatontéa. Lisdksi tutustutaan kuinka
ratkaistaan lineaarinen yhtaloryhméa matriisien avulla ja esitellidn vektoreiden ris-
titulon ja suunnikkaan pinta-alan vastaavuus. Tutkielmaan on koottu havainnollis-
tavia esimerkkejd tukemaan ymmaértamista.
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1 Johdanto

Matriisit ovat yleisesti matematiikassa kiytetty tapa ilmaista joukko lukuja kaavion
muodossa. Erityisesti matriiseja kdytetaén lineaaristen kuvausten, eli tietynlaisten
funktioiden kirjoittamisessa. Matriiseihin voi torméta monilla eri aloilla. Esimerkiksi
fysiikassa matriiseilla kuvataan kvanttimekaanisia operaattoreita eli toisin sanoen
systeemien mittaamia ominaisuuksia. Vastaavasti kemiassa matriisien sovelluksia
voidaan hyddyntaa esimerkiksi molekyylien symmetrian tarkasteluun.

Tama tutkielma on kirjoitettu matriiseihin tutustuville. Tutkielmaa voisi esimer-
kiksi hyddyntaa lukion matematiikan kurssina. Tutkielma pysyy lahella kiytonnon
sovelluksia, jonka vuoksi kurssi voisi sisdltyd jopa ensimmaéisen vuoden opintoihin,
silld pohjatiedoiksi riittdd peruskoulun matematiikka sekd mekaaninen laskutaito.
Toki analyyttisen geometrian ja vektoreiden tunteminen edesauttaa ymmarrysté.
Tutkielman tavoitteena on esittda matriisien perusteet seké esitelld joitakin sovel-
luksia.

Lukiokurssina matriisilaskenta ei ole uusi tuttavuus, silld moni koulu tarjoaa
kyseista kurssi koulukohtaisena yliméaéraisena kurssina. Mutta koska kurssi ei kuu-
lu opetussuunnitelmaan on aiheeseen lihes mahdotonta 16ytéda sopivaa kurssikir-
jaa. Matriisilaskennan perusteet olisi hyva lisd lukion matematiikan opetussuun-
nitelmaan, silld aiheessa tulee kerrattua hyvin mekaanista laskutaitoa. Samalla se
valmistaisi lukiolaisia jatkokoulutukseen, silla etenkin matemaattisilla seké teknilli-
silla aloilla matriiseihin torméaa varmasti. Lukion vuoden 2019 opetussuunitelman
yleisten tavoitteiden mukaan lukion matematiikan tulisi esimerkiksi rakentaa poh-
jaa jatkokoulutusta varten seké osoittaa matematiikan tarkeys opiskelijalle eri aloilla
[9].

Tutkielman sisalto seké Kkésitteisté on valittu niin, ettd se tukee matriisilasken-
nan laajempaa opiskeluakin ja helpottaa matriiseihin syventymistd mahdollisissa
jatkokoulutuksissa. Kaytetty termisté on samaa kuin esimerkiksi Turun yliopistossa
kéiytetadn.

Tutkielmassa tutustutaan aluksi erilaisiin matriiseja koskeviin kasitteisiin seké
laskusaantoihin. Néiden ldpikdyminen on valttdmatonta jatkon ymmaértamisen kan-
nalta. Tutkielman padaiheena on tutustua kuinka matriisilaskentaa voidaan hyodyn-
taa lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisemisessa, ja tata varten tarvitsemme riittavét
pohjatiedot ja -taidot matriisien kiyttaytymisesta.



2 Matriisit ja vektorit

Matematiikassa matriisilla tarkoitetaan alkioiden joukkoa, joka on jarjestetty rivei-
hin ja sarakkeisiin niin, ettd ne muodostavat suorakulmaisen taulukon. Matriisin
alkiot voivat olla niin lukuja kuin lausekkeitakin. Matriiseilla on monia sovelluk-
sia tekniikan, fysiikan, taloustieteen ja tilastotieteen sekd matematiikan eri aloilla.
Téasséd monisteessa matriiseja kiytetdén lineaaristen yhtéalorymien kasittelyyn seké
ratkaisemiseen.

Ennen kuin voimme siirtyéd lineaarisiin yhtaloryhmiin, on syyta kdyda matrii-
seihin ja vektoreihin liittyvia késitteitd sekd méaritelmia ja lauseita lapi. Tarkeim-
mistd madritelmistd on annettu esimerkkeja asian ymmartamista tukemaan. Luku
pohjautuu l&hteisiin [2] ja [3].

2.1 Nimityksia
Maaritelma 2.1. Taulukkoa

a11  A12 Ain
921 a2 ... (0579

A= . . . . = (aij)mXTw
Am1 Am2 ... Amn

jossa alkiot a;; ovat joitakin reaalilukuja, kutsutaan (m x n)-matriisiksi, eli toisel-
ta nimeltdan tyyppid m x n olevaksi matriisiksi. Matriisien pystyriveja kutsutaan
sarakkeiksi ja vaakariveja riveiksi. Matriisin koko maaraytyy naiden rivien ja sarak-
keiden perusteella. Jos matriisissa on m riviad ja n saraketta, sen koko on m X n.
Téama luetaan "m kertaa n". Merkinté a;; tarkoittaa matriisin A alkiota, joka on
rivilla ¢ ja sarakkeessa j.

Esimerkki 2.2. Matriiseja ovat esimerkiksi
.. la b
(2 x 2)-matriisi [c d]’

—1
2
(5 x 1)-matriisi |—3]| ja
4
)

(1 x 4) matriisi [x —21 0 100].

Joissakin ldhteissé saatetaan kiayttad myos esimerkiksi kaarisulkeita.



Esimerkki 2.3. Esimerkkiné (2 x 4)-matriisista on
5 8 10
9 10 2 4|

Téamén (2 x 4)-matriisin alkioita ovat a;; = 5, a1 = 8 ,a13 = 1, a1y = 0, asg = 9,
929 = 10, 923 = 2 ja o4 = 4.

Maéritelma 2.4. Matriisi A = (a;;)mxn o0 nelidmatriisi, jos siind on yhtd monta
rivid ja saraketta eli jos m = n.

Esimerkki 2.5. Esimerkkiné (2 x 2)-neliématriisista on

3

Matriisit A = (@;j)mxn ja B = (b;j)axp ovat keskendén samankokoiset, jos ja vain jos
niissd on keskenddn sama maéra riveja ja sarakkeita, eli toisin sanoen jos ja vain jos
m = a ja n = b. Esimerkiksi matriisit A = (a;j)ax2 ja B = (b;j)3x2 ovat keskendén
erikokoisia.

Maaritelma 2.6. Matriiseja, joissa on vain yksi sarake tai rivi, kutsutuaan vek-
toreiksi. Pystyvektoreissa sarakkeita on yksi, kun taas vaakavektoreissa riveja on
yksi.

Esimerkki 2.7. Esimerkiksi

0
2| on pystyvektori ja
9

[7 4 5 1 0] on vaakavektori.

Esimerkki 2.8. Matriiseja merkitdan yleisesti isoilla kirjaimilla, kun taas vektoreita
pienillé kirjaimilla, joiden péélle on piirretty viiva. Myos muita merkintatapoja nakee
eri lahteissé. Esimerkiksi matriisi A ja vektori © merkitdén

0 -1 9
A=12 10 -5|ja
9 1 0
7
o= |9].
0

Maaritelma 2.9. Nollamatriisissa kaikki alkiot ovat nollia.

Maaritelma 2.10. Identiteettimatriisi on neliomatriisi, jonka alkiot ovat nollia lu-
kuun ottamatta diagonaalilla esiintyvia alkioita, jotka ovat ykkosia. Identiteettimat-
riisia merkitaén kirjaimella . My6s merkintaé [,,, jossa n ilmaisee matriisin koon, eli
rivien ja sarakkeiden lukumaaran, voidaan kiayttaa mikali halutaan korostaa identi-
teettimatriisin kokoa.



Esimerkki 2.11. Esimerkkeinéd nollamatriisista ja identiteettimatriisista ovat

nollamatriisi [O 0 0] ja

0 0 0
1 0 00
) ) ) s 0100
indentiteettimatriisi I, = 0010
00 01

2.2 Peruslaskutoimitukset matriiseille

Matriiseilla voidaan suorittaa myos joitakin peruslaskutoimituksia; niitd voidaan
laskea yhteen tai vahentédd toisistaan. Niitd voidaan myos kertoa luvuilla tai jopa
toisilla matriiseilla. N&itd menetelmia hyodynndmme myohemmin lineaaristen yhta-
loryhmien ratkaisemisessa, mutta kiydaan niiden perusteet ensin esimerkkien avulla
lapi. Luku perustuu lahteisiin [4] ja [8].

2.2.1 Yhteen- ja vihennyslasku

Matriisien yhteen- ja vahennyslasku on mahdollista vain kun matriisit ovat keske-
néan samankokoiset. Erikokoisten matriisien yhteen- ja vihennyslaskua ei ole maari-
telty. Yhteenlaskeminen suoritetaan laskemalla yhteen niin kutsutut matriisien vas-
tinalkiot.

Maéritelméa 2.12. Samankokoisten matriisien A = (a;;)mxn ja B = (bij)mxn sSum-
ma on

A+ B = (a;; + bij)mxn

. . |1 3] . 2 1
Esimerkki 2.13. Kun A = [0 2] ja B = {_2 5], niin

e o [4 -Li 32- [

Esimerkki 2.14. Esimerkiksi summaa

21 9 6 0
2 9 + 1 —9 9
10

ei ole maaritelty, silld matriisit ovat erikokoiset.

Maéritelmé 2.15. Samankokoisten matriisien A = (aij)mxn ja B = (bij)mxn €rotus
on

A—B= (CL,;j - bij)mxn

4



Esimerkki 2.16. Matriisien vahennyslasku toimii vastaavalla tavalla kuin yhteen-
lasku. My6s perinteiset merkkisadnnot ovat kaytossd matriilaskuissa. Esimerkiksi

2 6] . -3 —4| .
kun A = [1 0] ja B = {_7 _J,nun

o= [ - o)
:'2+3 6+ﬂ
1+7 0+1
:E?]

. . 1 3. 2 1] ..
Esimerkki 2.17. Kun A = [0 2] ja B = {_2 5], niin

N NCE RS N

Matriisien yhteenlaskut toteuttavat ominaisuudet

A+(B+C)=(A+B)+C=A+B+C,
A+B=B+A,

mikéli matriisit A, B, C' ovat keskenddn samankokoiset.

2.2.2 Matriisin skalaarikertolasku

Mika tahansa matriisi voidaan kertoa jollakin reaaliluvulla ¢ ja tatéd toimitusta kut-
sutaan skalaarikertolaskuksi. Reaaliluvun ¢ ja matriisin A tulo saadaan kertomalla
jokainen matriisin alkio erikseen.

Maéritelméa 2.18. Reaaliluvun ¢ ja matriisin A = (@;j)mxn tulo on
cA = (caij)mxn

1
2

13] [2:1 2:3] [2 6
M_424_L224_L1J

2.2.3 Matriisitulo

Esimerkki 2.19. Kun A = [ 2] ja ¢ = 2, niin

Matriiseja voidaan myos kertoa keskenéddn. Aloitetaan vaaka- ja pystyvektorin ker-
tolaskulla. Siind summataan yhteen vektorien ensimmaisten alkioiden tulo, toisten
alkioiden tulo ja niin edelleen. Néin ollen tulokseksi saadaan uuden matriisin sijaan
jokin luku.



Maaritelméa 2.20. Vektorin 7 = (v;)1x, ja vektorin @ = (u;)nx1 tulo on
T-T=01uy + Uoly + -+ + Vgl = D | Vil

Jotta vektoreiden vilinen tulo voidaan laskea, on niissa oltava keskenédén yhta monta
alkiota.

1
Esimerkki 2.21. Lasketaan vektoreiden u = [3 9 1 5} jau = 120 tulo.
0
1
u-v=1[3 9 1 5] % =3-1+9-2+1-10+5-0=31
0
-1
Esimerkki 2.22. Vektoreiden u = [1 2 3} jav = 3 tuloa ei ole méaritelty,
—4

silla niissd on eriméaara alkioita.

Laajennetaan nyt vektoreiden vélinen kertolasku kahden matriisin véliseksi kertolas-
kuksi. Toisin kuin vektoreiden vélisessé kertolaskussa, nyt tulo on jokin uusi matriisi.

Maaritelmé 2.23. Jos A on (m x n)-matriisi ja B on (n X k)-matriisi, tulomatriisi
AB on (m x k)-matriisi, jonka alkioille patee

(AB)ij = >y @ity

Matriisien vélinen kertolasku voidaan laskea vain mikali vasemman puoleisen
matriisin riveilla on sama maéaaré alkioita kuin oikean puoleisen sarakkeissa. Toisin-
sanoen jos matriisi A on (m X n)-matriisi ja B on (I X k)-matriisi, ndiden vélinen
tulo voidaan laskea vain, mikali n = [.

Esimerkki 2.24. Esimerkkind matriisien valisesta kertolaskusta lasketaan

1 4 2 5 2 1-5+4-1+2-9 1-244-34+2-1 27 16
013 1 3=10-54+1-14+3-9 0-2+1-3+3-1| = |28 6
2 4 2 9 1 2:-5+4-14+2-9 2-2+4-3+2-1 32 18

Esimerkki 2.25. Matriisien

3 4 —2 3
A=19 19| jaB=|7 -8
17 9 5

tuloa AB ei ole médritelty, silli A on (3 x 2)-matriisi ja B on (3 x 2)-matriisi, ja

2 £ 3.



Neliomatriisin tuloa itsensa kanssa voidaan merkita tuttuun tapaan potensseilla.
Esimerkiksi A2 = A - A - A. Huomaa kuitenkin, ettd vaikka matriisien A ja B tulot
AB ja BA olisivat méaritelty ja samankokoiset, useimmiten AB # BA. Matriisitulo
ei siis ole vaihdannainen.

Esimerkki 2.26. Esimerkkilaskuista
2 3 . 0 2 (3 13].
5 0l |1 3 |o 107

0 2 |12 3 _1|100
1 3 5 0| |17 3
nahdéaén, ettd matriisien kertolasku ei ole vaihdannainen.

Koska mariisien kertolasku ei ole vaihdannainen, puhutaan vasemmalta ja oikeal-
ta kertomisesta.

Esimerkki 2.27. Olkoot matriisi A = F 3} ja matriisi B = [2 1}. Kerrotaan

2 1 0 5
matriisi A matriisilla B vasemmalta ja saadaan
4 7
BA = [10 5} ’
Kerrotaan matriisi A matriisilla B oikealta ja saadaan
2 16
w2 0

Huomataan siis, etté silld kummalta puolelta matriisia A kerrotaan matriisilla B on
merkitysta.

Tulon nollasé@énto ei myoskddn toimi matriiseille. Voi siis olla, ettd AB = 0, mutta
A#0jaB#0.

Esimerkki 2.28. Tulon nollasdéanto ei ole voimassa matriiseille, kuten esimerkki-

laskusta
-2 1 . 2 =11 100
0 0 4 =21 10 0

nahdaan.



2.2.4 Muita matriisitulon ominaisuuksia

Lause 2.29. Matriisitulo toteuttaa seuraavat laskulait, kun kyseiset matriisitulot
ovat madriteltyja:

o Kertolasku luvun kanssa:

A-(eB) = (cA) - B = cAB,
missd ¢ on jokin reaaliluku.
o Osittelulaki:

A-(B+C)=AB+ AC
(B+C)-A=BA+CA

o Luttannaisyys:

A(BC) = (AB)C = ABC

Todistus. Todistetaan néistd liitdnnéisyys laki. Merkitadn todistusta varten mat-
riisien koot seuraavasti A = (aij)mxn, B = (bij)nxk ja C = (¢ij)kpxi- Matriisitulon
madritelmén perusteella saadaan, ettd tulon BC alkioille patee

k

(Bc)ij = Z bitctj
t=1

- (dij>n><l'

Kerrotaan tdmé vield matriisilla A ja saadaan

n

(A(BO)) = auds,

s=1
n k
S (z bst%> |
s=1 t=1
Ryhmitelldan saatua summaa uudelleen ja saadaan

n k n k
S (z bst%) S anbacs
t=1

s=1 t=1

= Z(Z aisbst>ctj

t=1 s=1

= ((AB)C)

s=1

Tasta saadaan etta
(A(BC))mx1 = ((AB)C)mxi

eli A(BC) = (AB)C. Osittelulaki seké kertolasku luvun kanssa voitaisiin todistaa
[

vastaavalla tavalla.



2.2.5 Identiteettimatriisi

Identiteettimatriisi méariteltiin jo aikaisemmin. Se on siis neliomatriisi, jonka dia-
gonaalilla (vasemmasta ylakulmasta oikeaan alakulmaan) olevat alkiot ovat ykkosid
ja muut alkiot ovat nollia. Identiteettimatriisi kiyttaytyy hyvin pitkélti kuin reaali-
lukujen ykkonen, koska silld kertominen ei muuta toista matriisia.

Lemma 2.30. Identiteettimatriiseille sits on voimassa
I-A=A-1=A,
kunhan matriisit ovat sen kokoisia, ettd tulo on mddritelty.
Todistus. Todistus on kohtuullisen helppo ja ohitetaan sen vuoksi. O
Havainnollistetaan téta juuri esitettyd lemmaa seuraavalla esimerkilla.

Esimerkki 2.31. Identiteettimatriisilla kertominen

{1 0] . {5 —2] _ [5 —2}

0 1 9 6 9 6
el muuttanut matriisia, niinkuin lemmassakin jo todettiin.

2.2.6 Kaanteismatriisi

Maaritelma 2.32. Oletetaan, ettd matriisi A on (n X n)-matriisi. Jos matriisi B
toteuttaa ehdot

AB=BA=1,

niin B on matriisin A kddnteismatriisi ja merkitiin B = A~ Jos matriisilla A on
kédnteismatriisi, niin A on sddnndllinen (toisin sanoen kddntyvd). Jos kidnteismat-
riisia ei ole olemassa, on matriisi singulaarinen.

Lause 2.33. Jokaiselle n x n-matriisille on olemassa korkeintaan yksi kddnteismat-
T11S1.

Todistus. Jos matriiseista B ja C' kumpikin olisivat matriisin A kidénteismatriiseja,
niin AB =1 = BA ja AC' = I = C'A. Téllgin laskusdéantdjen nojalla

B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C.

Esimerkki 2.34. Matriisit
o[t on- [ 2]
ovat toistensa kddnteismatriiseja, silla
e[ 2=y )
ma- [} zH 11



Voidaan siis merkiti A = B~! ja B = A~!. Jatkossa riittii todeta vain toinen
ehdoista AB = I tai BA = I, silld voidaan néyttédé, ettd mikili toinen toteutuu,
toteutuu myos toinen.

Kaikilla neliomatriiseilla ei kuitenkaan ole kdanteismatriisia.

11
0 0
ei ole kaddnteismatriisia, silla
11'ab_a—|—cb—|—d7é10
0 0 c dl | 0 0 0 1

2.2.7 Matriisin transpoosi

Esimerkki 2.35. Matriisilla

Maaritelma 2.36. Jos matriisin

a1 a2 ... QA1np
921 22 ... QAon,

A= . . . . = (aij>m><n
Am1 Am2 - .. Amn,

vaakarivit vaihdetaan pystyriveiksi ja painvastoin, alkioiden jarjestys muuten sailyt-
tden, saadaan A:n transponoitu matriisi

ayp a1 ... Am1

T a1 A22 ... Qmn
Al = . . . . = (ajz'>n><m-

Aip A2n ... QAmp

Transponointi ei siis muuta matriisin diagonaalia.

Esimerkki 2.37. Esimerkkejé matriisien transpooseista ovat

5 217 -
13 {
9 1

19
231

—_

(12 5" =12

(S8

Transpoosi siis tekee (m x n)-matriisista (n X m)-matriisin.

10



Lause 2.38. Transpoosin muita ominaisuuksia ovat:
o (AT =
o (A+B)T = AT + BT
(rA)T =rAT
(

AB)T = BT AT

jos lisiksi A on neliématriisi ja kidntyvd, myds AT on kidntyvd ja (A7)t =
(A-Hr.

Todistetaan seuraavaksi naisté kaksi viimeisimpaa.

Todistus. Olkoon matriisi A = (@;;)nxm sekd B = (b;j)mxk- Silloin ndiden tulomat-
riisi AB = C' on madritelty ja sen koko on n x k seké sen alkio ¢;; voidaan kirjoittaa
muodossa

aitbij + aigbaj + - - - + Qi

Matriisi BT on (k x m)-matriisi ja AT on vastaavasti (m xn) matriisi. Niiden viillinen
tulomatriisi BT AT = D on siis mééritelty ja tyyppid k x n. Tulomatriisin alkio dj;
voidaan kirjoittaa muodossa

(BT)j1(AT)1s 4 (BT)j2(AT)gi 4+ -+ - 4 (BT) i (AT ) s
Tama voidaan vield sieventad muotoon
bija + bajain + -+ + byl

Se on siis sama kuin matriisin AB alkio ¢;;. Néin ollen (AB)"T = BT AT.
Viimeinen kohta saadaan hyodyntamallé dsken todistettua kohtaa. Edellisen kohdan
perusteella siis

AT(A71>T — (AflA)T — ]T =7

11



3 Lineaariset yhtaloryhmat

Koulussa lineaarisia yhtaloryhmia on késitelty jo peruskoulusta saakka, niita ei vain
ole nimitetty lineaarisiksi yhtéloiksi. Téassa luvussa tutustumme lineaarisiin yhtaloi-
hin ja yhtédloryhmiin, esitelladn uusi tapa niiden ratkaisemiseen seké tutustutaan li-
neaaristen yhtaloryhmien esittdmiseen matriisimuodossa. Luku perustuu ldhteeseen

171

3.1 Lineaarinen yhtalo ja yhtaloryhma

Lineaarinen yhtalo on toiselta, ehkd tutummalta nimeltdan ensimmaéisen asteen yh-
télo. Siiné siis jokainen termi on joko vakio tai jokin muuttuja kerrottuna vakiolla.
Lineaarisissa yhtéloissé ei siis esinny muuttujaa potensseihin korotettuina tai ker-
rottuna toisella muuttujalla.

Maaritelma 3.1. Yhtalo on lineaarinen mikili se voidaan kirjoittaa muodossa
a1xr] + e + -+ + ATy = b,

missa ay, as . . . a, ja b ovat tunnettuja reaalilukuja eli vakioita ja x1, zo, . . ., x,, muut-
tujia.

Esimerkki 3.2. Esimerkiksi seuraavat yhtalot

5 + 10y = 12 ja
7
L +9=0y—=z2

ovat lineaarisia, mutta yhtalot

622 =1,
Va2 +y?=3ja
y+dey =7

eivat ole.
Lineaarisessa yhtaloryhmaéssd on vahintadn kaksi lineaarista yhtaloa.

Maaritelma 3.3. Lineaarinen yhtaléryhmd on muotoa

a11T1 + 129 + *+ - + A1pTh = b1
a21T1 + A22%9 + ++ + + AopTy = b2
Y
Am1T1 + Qa2 + -+ ATy, = bm
Missa a1, .- -, Amn, b1, - - ., by, Ovat vakioita ja zq, x5 ...z, ovat muuttujia.
Lukuja aq1, ..., an, kutsutaan yhtaloryhmén kertoimiksi ja lukuja by, bs,... b,

vakioiksi. Monesti tuntemattomia merkitdan kirjaimilla z,y ja z.
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Esimerkki 3.4. Esimerkiksi yhtéloryhma

T+ y+z=1
2x +z=2
—r+3y—z=3

on lineaarinen.
Mikéli yhtaloryhmé koostuu vain kahdesta yhtalosta, on kyseessa yhtdalopari.
Esimerkki 3.5. Esimerkiksi
T4y =2
{217 =6

on lineaarinen yhtalopari.

3.2 Lineaarisen yhtaloryhman ratkaiseminen

Yhtaloryhmén ratkaisu koostuu niistd muuttujien arvoista, jotka toteuttavat kysees-
sé olevat yhtalot. Ratkaisuja voi olla nolla, yksi tai useampia.

Peruskoulussa on jo opittu ratkaisemaan lineaarisia yhtdlopareja. Lineaaristen
yhtéaloryhmien ratkaiseminen perustuu siihen, ettd yhtéloitd voidaan laskea puolit-
tain yhteen (tai vihentéé toisistaan) tai kertoa jollakin nollasta poikkeavalla luvulla
ilman etté ratkaisu muuttuu.

Esimerkki 3.6. Ratkaistaan yhtélopari

—r+y=1
20 —y =0
kahdella eri tavalla.

Tapa 1: Sijoitus. Ratkaistaan ylempi yhtalo muuttujan y suhteen, jolloin saadaan
y = 1 4+ x. Tama voidaan sijoittaa alempaan yhtaloon, jolloin saamme yhtalon
2r — (1 4+ x) = 0 ja téstd saadaan ratkaistuksi muuttujan z arvoksi 1. Sijoitetaan
saatu r = 1 ylempéaéan yhtaloon ja saadaan yhtalo —1+y = 1. Tamén ratkaistuamme
saadaan, ettd y = 2. Saimme siis yhtédloparin ratkaisuksi z =1 ja y = 2.

Tapa 2: Yhtéaloiden yhteenlasku. Lasketaan yhtalot puolittain yhteen.

—r+y=1
20 —y =20

r+0y=1

Sijoitetaan saatu x = 1 ylempéén yhtaloon ja saadaan
—1+y=1

Tasté vield muokkaamalla saadaan, ettd y = 2, jolloin ratkaisuksi saatiin siis z = 1
ja y = 2, joka on siis sama ratkaisu kuin ensimmaéiselld tavalla.

Yhtéaloparista tai -ryhmasta riippuen valitaan yleensé jompikumpi ratkaisu tapa.
Molemmat tuottavat oikean ratkaisun, mutta monesti toinen on selkeésti lyhyempi
ja nopeampi tapa.
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3.3 Gaussin eliminaatiomenetelma

Lineaarisille yhtéloryhmille on kuitenkin muitakin ratkaisutapoja, joista yksi on
nimeltddn Gaussin eliminaatiomenetelmé. Gaussin eliminaatiomenetelméassa idea-
na on muokata yhtéloryhmaa tiettyja rivioperaatioita kdyttamaélla niin, ettd se on
helpompi ratkaista. Rivioperaatiot eivat muuta yhtaloryhmén ratkaisua, vaan seka
alkuperaiselld ettd muokatulla yhtaloryhmaélld on sama ratkaisu.

Tarkemmin sanottuna Gaussin eliminaatiomenetelméssa on tarkoituksena saada
muokattua yhtaloryhmé muotoon, jossa ensimmaéinen yhtalo sisaltda kaikki muut-
tujat. Seuraava sisiltda kaikki paitsi ensimmadaisen muuttujan ja niin edelleen, kun-
nes viimeinen yhtalo siséltdaéd vain yhden muuttujan. Talloin viimeinen muuttuja on
helppo ratkaista ja sen avulla lahteéd laskemaan muita muuttujia.

Lause 3.7. Rivioperaatiot

e yhtdloiden vaihto keskendan,

e yhtalon kertominen nollasta poikkeavalla luvulla sekd

e yhtdlon kertominen jollakin reaaliluvulla ja sen lisddminen toiseen yhtdloon
ewdt muuta yhtdalon ratkaisuja.

Esimerkki 3.8. Ratkaistaan seuraava lineearinen yhtélopari soveltamalla Gaussin
eliminaatiomenetelméaa
r+y=1
T

2¢+y =0

Lisdatdan ensimmainen yhtélo toiseen luvulla —1 kerrottuna ja saadaan

(—UT{x+y:1

r+0=-1

Edelleen lisdamalla toinen yhtalo ensimmaéiseen luvulla —1 kerrottuna saadaan

y=2
r=-1

3.4 Lineaaristen yhtaloryhmien ominaisuuksia

Yhtaloryhmén ratkaisuja ovat ne muuttujien arvot, joilla jokainen ryhméan yhtalois-
td on tosi saman aikaisesti. Mikali yhtalot eivit ole tosia saman aikaisesti milladn
muuttujien arvoilla, yhtalolla ei ole ratkaisua.
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Lause 3.9. Lineaarisella yhtdloryhmdalld on ratkaisuja joko
o tasan yksi,
o ¢i lainkaan tai
e aarettoman monta.

Kaydaén jokaisesta kohdasta esimerkki lépi.

Esimerkki 3.10. Ratkaistaan yhtélopari

rT+y=2
2z =4

Alemmasta yhtélostd saadaan ratkaistua x = 2. Sijoittamalla tdmé ylempéan yhté-
166n saadaan 2 4+ y = 2 ja tastd voidaan ratkaista y = 0. Néin saatiin yhtaloparille
ainoaksi ratkaisuksi x = 2 ja y = 0.

Esimerkki 3.11. Tarkastellaan lineaarista yhtaloparia

20 +y =2
20 +y =20
On selvaa ettemme voi 16ytaa sellaisia lukuja x ja y, ettd molemmat yhtéalét toteu-

tuisivat saman aikaisesti. Yhtédloparin mukaan 2 = 0, luvuista x ja y riippumatta.
Yhtaloparilla ei siis ole ratkaisua.

Esimerkki 3.12. Tarkastellaan yhtaloparia

T+ y=2

20 +2y =4
Huomataan nopeasti, ettd alempi rivi on sama kuin ylempi, mutta kerrottuna luvul-
la kaksi. Toinen yhtélo ei siis anna lisdtietoa x:n ja y:n arvoista. Yhtéalopari voidaan
siis kirjoittaa lyhyemmin yhtena yhtalona x + y = 2, jolle tieddmme olevan olemas-

sa aarettoméan monta ratkaisua. Ratkaistaan tama vielda havainnollistamisen vuoksi
Gaussin eliminaatiomenetelmalla.

-(—2>¢{ T u=2

20+ 2y =4

Lisatdan ensimmaéinen yhtalo toiseen luvulla —2 kerrottuna ja saadaan

T+ y=2
0z +0y=0
Nyt alempi yhtalo toteutuu kaikilla = ja y arvoilla. Yhtélopari voidaan siis kirjoittaa
lyhyemmin yhtené yhtalona
T+y =2,

jolle on olemassa aédrettémén monta ratkaisua.
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3.5 Lineaarisen yhtaloryhman matriisimuoto

Maaritelma 3.13. Olkoot lineaarisessa yhtéloryhmaéssa

a1, + ajoxg + - + a1y = bl
(9121 + Q999 + - -+ + agpxy, = b2
Am1T1 + A2l + - -+ + GppTy = bm

m yhtaloa ja n tuntematonta, missé kertoimet a;; ja termit b; ovat vakioita seka
symbolit x; muuttujia. Kaikki yhtaloryhméan yhtalot voidaan esittda kahden m x 1-
vektorin yhtasuuruutena seuraavasti:

1121 + a19T9 + - - - + a1y, b1
(21T + A22%2 + -+ - + G2p Ty by
Am1T1 + Am2T2 +- 4+ Qmndn bm

Jokaisella rivilla esiintyvéat samat muuttujat z;, joten ne voidaan kirjoittaa erilliseen
vektoriin ja esittdd yhtalon vasen puoli matriisien tulona seuraavasti:

a1 a2 ... QA1 T bl
21 22 ... QAon, i) b2
Am1 Am2 .. OGmp Tn bn

Otetaan vield kiyttoon lyhyemmét merkinnét

a1 aip ... QA1 I b1

921 929 P Aop, B ) - bg
A= , T = jab=

Ami Am2 o Omn Ty b,

Nyt koko yhtéaloryhmé voidaan kirjoittaa matriisimuotoon
A-z=b
Esimerkki 3.14. Lineaarinen yhtaloryhma

20 +3y+ 2=6
—r+ y—2z=2
3r =95y +3z2=7

voidaan esittdad matriisimuodossa
2 3 1 T 6
-1 1 =2 -|y| =12
3 -5 3 z 7
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Lauseen 3.7. mukaan lineaariselle yhtaloryhmalle voidaan suorittaa tiettyja ri-
vioperaatioita ilman, ettd yhtaloryhmén ratkaisu muuttuu. Vastaavia operaatioita
voidaan tehdd myos matriiseille:

e matriisin kahden rivivektorin vaihtaminen kesken&dan,
e rivivektorin kertominen nollasta poikkeavalla luvulla ja
e rivivektorin kertominen reaaliluvulla ja lisidminen toiseen rivivektoriin.

Niin saatua uutta matriisia vastaavalla lineaarisella yhtaloryhmalla on samat rat-
kaisut kuin alkuperaistdkin matriisia vastaavalla.

Maaritelma 3.15. Matriisi A on riviekvivalentt: matriisin B kanssa, jos B saadaan
suorittamalla matriisille A rivioperaatioita.

Esimerkki 3.16. Esimerkiksi matriisit

2 1] . 10
A_{?, 2]333_[0 1}

ovat keskenddn riviekvivalentteja, silla matriisista A voidaan muokata matriisi B
suorittamalla rivioperaatioita seuraavasti:

;o

Lisdatdan ensimmainen rivi toiseen riviin kerrottuna luvulla —1, jolloin saadaan

|

Seuraavaksi kerrotaan alempi rivi luvulla —1 ja lisdtédén se ylempéén riviin ja saa-

daan
1 0
1 1|

Lopuksi vield lisdtdan ensimmaéinen rivi toiseen riviin kerrottuna luvulla —1, jolloin

saadaan
10
19s
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4 Matriisit

Téassé luvussa opitaan ratkaisemaan lineaarinen yhtéléryhma matriisimuodon avul-
la. Ratkaisu perustuu kié&nteismatriisin l0ytdmiseen ja silla kertomiseen. Taté varten
tarvitsemme vield muutaman késitteen matriiseille. Luku perustuu ldheitiin [3| ja

[7].

4.1 Determinantti

Determinantti on neliomatriisista laskettava luku, jonka avulla voidaan tarkistaa
onko yhtaloryhmalla yksikasitteisté ratkaisua. Determinantilla on myos monia muita
ominaisuuksia. Determinantti kertoo onko matriisilla A kiinteismatriisi A~! eli onko
matriisi A sddnnollinen.

Maéritelma 4.1. Neliomatriisin A = (a;)nxn determinantti on

a;; a2 ... Q1
21 G2 ... Q2 n it )

det(A) = : _— : =2 i (=1)"a;;det(A4;;), kan i =1,...,n,
ap1 Ap2 ... Ay,

missé matriisi A;; saadaan poistamalla matriisista A ¢mnnes rivi ja jmnes sarake.
Determinantti voidaan siis laskea niin sanotusti kehittdmaélla se i:nen vaakarivin
mukaan. Kaavaa toistetaan kunnes matriisi A;; on 2 x 2 -matriisi, jolloin sen deter-
minantti voidaan laskea kaavalla

a b
det(A) = . d‘ = ad — be.
Esimerkki 4.2. Lasketaan matriisin
1 3 2
A=1[0 3 -1
-1 2 1

determinantti kehittdmalld se ensimmaéisen rivin mukaan.

1 3 2
det(A)=10 3 -1
-1 2 1
3 —1 0 -1 0 3
I

=1-(31-(=1)-2)=3-(0-1—(=1)-(=1)) +2-(0-2=3-(=1))
=1-5-3-(-1)+2-3
=14

Samaan tulokseen paadyttaisiin kehittamélla matriisi jonkin muun rivin suhteen.
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Maaritelma 4.3. Neliomatriisia kutsutaan alakolmiomatriisiksi, kun sen paaléavis-
tajan ylapuolella olevat alkiot ovat nolla, eli toisin sanoen jos a;; = 0, kun ¢ < j.
Vastaavasti neliomatriisia kutsutaan ylakolmiomatriisiksi, jos a;; = 0, kun ¢ > j.

Esimerkki 4.4. Esimerkiksi matriisi

2 0 0

A=11 4 0

-2 5 -1

on alakolmiomatriisi ja matriisi
7T -2 1 1
0 1 8 —4

B = 0 0 2 1
0 0 0 5

on ylakolmiomatriisi.

Seuraus 4.5. Alakolmiomatriisin A determinantti lasketaan mdadritelmdn 4.1 mu-
kaan seuraavasti:

aiy 0 c. 0
21 A922 ... 0
det(A) =

Ap1 Ap2 ... Qpp
929 0 ce 0
aso asz ... 0

= an

Ap2 QAp3z ... Qpp

= = Q110922 ... App-
Vastaavasti ylikolmiomatriisin determinantti on diagonaalin alkioiden tulo.

Esimerkki 4.6. Lasketaan edellisen esimerkin matriisille

1 3 2
A=|0 3 -1
-1 2 1

determinantti muokkaamalla matriisi A vaakarivimuunnoksilla ylakolmiomatriisiksi.
Aloitetaan lisdamaélla ensimméinen rivi alimpaan riviin, jolloin saadaan

1 3 2
0 3 -1
05 3

Kerrotaan seuraavaksi toinen rivi luvulla ’?5 ja lisdtdan se kolmanteen riviin. Nain
saadaan yldkolmiomatriisi
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Nyt voidaan laskea detereminantti soveltaen yldkomiomatriisin determinantin kaa-
vaa, jonka mukaan determinantti on

2

-1]=1-3-2 =14
14

1
det(A) = |0
0 3

S W W

Huomataan, ettd tulos on sama kuin edellisessé esimerkissa.
Muita hyodyllisid determinantin perusominaisuuksia ovat seuraavat:

e Vaaka- tai pystyrivin yhteinen tekija voidaan siirtdéd koko determinantin teki-
jaksi seuraavasti

Ay Ay
cAp| = c|Ag|, missd A;:t ovat matriisin A vaakariveja.

Ay Ay

Vastaava on voimassa myos pystyriveille.

e Jos jokin pystyrivi on kahden pystyvektorin summa, determinantti voidaan
hajoittaa myos vastaavaksi summaksi seuraavasti

Ay Ay Ay
Ay —|— By| = |Ag| + | By |, missd A;:t ovat matriisin A vaakariveja.
A | a4l A,
e Jos determinantissa jokin pystyrivi tai vaakarivi koostuu pelkista nollista, niin
det(A) = 0.

Jos matriisin kaksi vaakarivia tai pystyrivia vaihdetaan kesken&én, niin deter-
minantin merkki vaihtuu.

Mikéli determinantissa on kaksi samaa pysty- tai vaakarivid, niin det(A) = 0.

Determinantti pysyy samana, mikéli jokin vaakarivi lisdtaén toiseen kerrottuna
jollakin vakiolla.

Determinantin perusominaisuuksien todistukset 16ytyvét lédhteesté [6].
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4.2 Kainteismatriisin 10ytaminen

Matriisin A sanottiin olevan sdénnéllinen, eli kiddntyvé, jos ja vain jos silld on ole-
massa kidnteismatriisi A7!. Nyt opimme 16ytdméasn tdméin kiinteismatriisin.

Lause 4.7. Matriisi A on sddnndéllinen, jos ja vain jos sen determinantti on erisuuri
kuin nolla eli det(A) # 0.

Todistus. Todistus sivuutetaan. O

Neliomatriisin A kdénteismatriisi voidaan laskea esimerkiksi Gaussin ja Jordanin
menetelmalld, kuten 1&hteessi 7] on todistettu. Vastaavaa menetelméé (Gaussin eli-
minaatiomenetelméi) kiytettiin lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisemiseen. Gaussin
eliminaatiomenetelmaéssa tavoite oli saada yhtaloryhma muotoon, jossa ensimméinen
yhtalo sisaltaa kaikki muuttujat, seuraava yhtalo sisaltaa kaikki paitsi ensimmaéisen
muuttujan ja niin edelleen.

Gaussin ja Jordanin menetelméssé idea on sama, mutta késitellaén yhtéaloryh-
mien sijaista matriiseja. Siind alkuperdisen matriisin rinnalle asetetaan saman ko-
koinen identiteettimatriisi seuraavasti

aijpr Qi ... Qip | 10 ... 0

21 Q29 ... Qon ‘ 0 1 0
(A1) = |

S e I R R |

Tamén jalkeen Gaussin eliminaatiomenetelmia soveltaen muokataan matriisista
A indentiteettimatriisi. Samalla alkuperéisestd identiteettimatriisista muokkautuu
kidinteismatriisi AL,

Esimerkki 4.8. Etsitddn matriisille

12 3
A=|-1 -1 -3
1 2 4

kidnteismatriisi A~! soveltaen Gaussin ja Jordanin menetelmii. Aluksi asetetaan
matriisi A ja saman kokoinen identiteettimatriisi I3 vierekkéin seuraavasti

1 2 3 | 100
(A|I)=|-1 =1 =3 ] 0 1 0
1 2 4 o001

Aloitetaan matriisin A muokkaaminen identiteettimatriisiksi lisddmaélla ensimmaéi-
nen rivi toiseen riviin kerrottuna luvulla 1 ja kolmanteen riviin kerrottuna luvulla
—1, jolloin saadaan

1 23] 1 00
010 1 10
001 ]| —-101

Seuraavaksi kerrotaan toinen rivi luvulla —2 ja lisdtédéan se ensimmaéiseen riviin, jol-
loin saadaan

21



03 | -1 —2
10| 1 1
01 ] -1 0

o O =

0
0f.
1

Lopuksi viela lisdtaan kolmas rivi ensimmaiseen riviin kerrottuna luvulla —3, jolloin
saadaan

| 2 -2 -3

Lause 4.9. Olkoon A sddnnéllinen matriisi. Silloin
AB=AC <— B=C
Jja
DA=FA < D=F,
kun kyseessd olevat matriisitulot ovat mddriteltyjd.

Todistus. Oikealta vasemmalle véitteet ovat selkedt. Riittdé siis ettd todistetaan
viiitteet vasemmalta oikealle. Kerrotaan kiinteismatriisilla A~! vasemmalta ja saa-
daan

AB = AC = AY(AB) = A1 (AO)
= (A'A)B = (A'A)C
= IB=1IC
= B=C
Implikaatio DA = EFA = D = A todistetaan samalla tavalla, mutta kertomalla

kidanteismatriisilla A~ oikealta. O

4.3 Cramerin saanto
Cramerin sddnnon avulla voidaan ratkaista lineaarisia yhtaloryhmia.

Lause 4.10. Olkoon A tyyppii n X n oleva sadnnollinen neliématriisi. Kdaytetddn
merkintdd A;; matriisista, joka on saatu poistamalla matriisista A rivi i ja sarake
7. Kadnteismatriisin alkiot saadaan kahden determinantin osamddrindg seuraavasti

1 _(=1)"idet(Ay;)
(A = — gy

Kaanteismatriisikst saadaan siis
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-+d€t(A11) —d6t(A12) —I—det(A13) e :i:det(Aln)_ !
—det(Agl) +d€t(A22) —det(AQ;g) C. :i:det(Agn)
A—l = - 1(A) +d€t(A31) —d€t<A32) +d€t(A33) . :i:det(Agn)
et
_id@t(Anl) :l:(Ang) :t(Ang) c. :I:det(Ann)_

Jos lausetta 4.10. kiiytetdan matriisiin A = [CCL d] , alimatriiseiksi saadaan seu-

raavat (1 x 1)-matriisit
Ay =d, Ay =c, Ay =bja Ay = a.

Néiden alimatriisien determinantit ovat kyseiset luvut itsessédén, jolloin kaanteis-
matriisiksi saadaan

A7l =

1 |: det(AH) —det(Au)} T
det(A) —det(Alg) d@t(Agg)

1 d —c"
det(A) [—b a}
B 1 d —b
~ ad —be {—c a } ’

Esimerkki 4.11. Todistetaan, etté sdédnnollisen (2 x 2)-matriisin A = CCL Z] kadn-

. .. d —b
teismatriisi on A™' = L [ } .
—c a

1 d —=b a b
1 . )
A 'A_ad—bc{—c a} [c d]

B 1 {da—bc 0 }

Huomataan etta,

ad — be 0 ad — ¢cb

:[é ﬂ.

Néin ollen séénnollisen (2 x 2)-matriisin A kiddnteismatriisi on

d —b
-1 __ 1
A ~ ad—bc |:—C :|

a
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-2 3 -1

Esimerkki 4.12. Lasketaan matriisin A = | 1 2 —1| kid&énteismatriisi sovel-
-2 -1 1

taen Cramerin sdintod, kun tiedetdén ettd det(A) = —2. Lauseen 4.7. mukaan mat-

riisi on sédnnollinen, silld det(A) = —2 # 0, joten sen kidnteismatriiksi saadaan

lauseen 4.10. mukaan

det(AH) —det(A12) det(Alg) T

1
A_l q A — det(Agl) det(Agg) det(Agg)
et( ) det(Agl) det(Agg) d6t<A33)
(12 -1 |1 -1 121"
-1 1 -2 1 —2 —1
RN -2 -1 |2 3
=2 -1 1 -2 1 -2 -1
3 —1 -2 -1 -2 3
2 -1 1 -1 1 2| |
R r
=3 -2 —4 -8
-1 -3 -7
[1 —2 —1
:—% 1 —4 -3
3 -8 -7
-1 21
_ ! -1 4 3
-3 8 7

Lause 4.13. (Cramerin sdidnté). Jos yhtdloryhmdn

ap xry + -+ 1Ty =C

ap1T1 + -+ AppTyn = Cy

kerroinmatriisi A = (a;j)nxn on kidntyvd, niin ryhmdlld on yksikdsitteinen ratkaisu

_ det(A;)
J T Tdet(A)’

jossa A; on matriisi, joka saadaan kun matriisista A korvataan pystyrivi j pystyri-
villd (c1, ¢y ... )T

Todistus. Todistus on esitetty ldhteessa [1]. O
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Esimerkki 4.14. Ratkaistaan yhtaloryhma

20+ 3y =1
{—43: + y=-9
kiyttamalld edellisté lausetta. Nyt siis kerroinmatriisi on
A
ja sen determinantti
2 3

det(A) = ’_4 1

‘:2-1—3-(—4):14.

Kerroinmatriisi on siis kidntyvé (det(A) = 14 # 0). Nyt ryhmalld on yksikésitteinen

ratkaisu
_det(Aq)
{x = det(Al)

_ det(A2)
Y= det(Az)

Matriisit A; ja As saadaan, kun sijoitetaan pystyrivien 1 ja 2 paikalle (1,—9)7.
Lasketaan matriisien A; = {_19 ﬂ ja Ay = [_2 4 _19} determinantit ja saadaan
det(A;) = 28 ja det(Ay) = —14. Sijoitetaan ndmé ratkaisun kaavaan, ja saadaan

ratkaisuksi
T = % =2
y=5; =-1

4.4 Yhtaloryhman ratkaisu matriisimuodossa

Seuraus 4.15. Jos yhtaloryhman

a11r1+ -+ a1, =0

Ap1T1 + -+ QpnTy = Cp

kerroinmatriisi A = (@ij)nxn on sadnnéllinen, niin yhtdloryhmdlla AT = ¢ on yksi-
kdsitteinen ratkaisu, missd & on muuttujista x; muodostettu vektori ja ¢ on vakioista
c; muodostettu vektori. Tamd voidaan kirjoittaa muodossa

Todistus. Kertomalla alkuperdinen lineaarinen yhtaloryhmé matriisimuodossa va-
semmalta kiinteismatriisilla A~ saadaan Ar = ¢ < = = A"lc. O
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Esimerkki 4.16. Ratkaistaan yhtélopari

20+ by =12
T+2y=>5
kiyttadmalld kddnteismatriisia. Nyt kerroinmatriisi on A = E 2]. Aikaisemmin

esimerkissé 2.34 totesimme, ettd A on sddnnollinen ja sen kiédnteismatriisi

e {—2 5

. 21 . Yhtéalopari voidaan kirjoittaa muotoon

2 5 |x| |12
1 2|yl |5
Seurauksen 4.15 mukaan yhtaléryhmaélla on yksikésitteinen ratkaisu
x| =2 5|12 | —2-12+5-5| |1
yl |1 =2]|5]| [1-124(=2)-5| |2
Elisiis x =1 jay = 2.

Kaydaén vield selvyyden vuoksi yksi esimerkki lineaarisen yhtéloryhmén ratkai-
semisesta lapi alusta loppuun.

Esimerkki 4.17. Ratkaistaan lineaarinen yhtéaloryhma

r+y—2=0
20 +y+2=0.
— —z=1

Aloitetaan muodostamalla yhtéloryhmaésté kerroinmatriisi

1 1 -1
A=12 1 1
-1 0 -1

ja etsitédin sen kiifinteismatriisi A~! soveltaen Gaussin ja Jordanin menetelmii. Aloi-
tetaan asettamalla vierekkdin matriisi A ja saman kokoinen identiteettimatriisi /3
seuraavasti

1 1 -1 | 100
(AllL)y=12 1 1 | 0 1 0f.
-1 0 -1 | 001
Aloitetaan lisddmalld ensimmaéinen rivi toiseen riviin kerrottuna luvulla —2 ja kol-

manteen riviin kerrottuna luvulla 1, jolloin saadaan

1 1 -1 ] 1 00
0 -1 3 | =21 0].
01 —-21] 1 01

Seuraavaksi lisdtddn toinen rivi ensimmaéiseen ja kolmanteen kerrotuna luvulla 1,
jolloin saadaan
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1 0 2] -110
0 -1 3 | =2 1 0.
00 1] -111

Lisatéan viela kolmas rivi ensimmaéiseen riviin kerrottuna luvulla —2 ja toiseen riviin
kerrottuna luvulla —3, jolloin saadaan

1 0 0] 1 -1 -2
0 -10] 1 -2 —3]|.
00 1] -1 1 1

Kerrotaan viela toinen rivi luvulla —1 ja saadaan

100 1 -1 =2
010 ] -1 2 3
001 ] -1 1 1
Tastd nahdédan ettd kdanteismatriisi
1 -1 =2
Al=1-1 2 3
-1 1 1

Nyt siis tiedamme, ettéd kerroinmatriisi A on séddnnéllinen, joten yhtaloryhmalla on
yksikésitteinen ratkaisu

= A_l

INEENS
_ o O

Sijoitetaan kd#dnteismatriisi ja ratkaistaan yhtéloryhmaé seuraavasti

T 1 -1 =2] [0 1-0+(=1)-0+(=2)-1 —2
yl=|-1 2 3] |0] = —1-0+2-0+43-1 =13
z -1 1 1] |1 —1-0+1-041-1 1

Eli siis yhtaloryhmén ratkaisu on x = =2, y =3 ja 2 = 1.
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5 Vektorien ristitulo

Tassé luvussa opitaan mité yhteistd on vektorien ristitulolla seké suunnikkaan pinta-
alalla. Luku perustuu lahteisiin [4] ja [5].

Vektoreille on maéritelty avaruudessa operaatio, jota kutsutaan ristituloksi tai
vektorituloksi. Maaritelldén ristitulo avaruudessa R? erdsind determinanttien sovel-
luksena. Tarkastellaan seuraavaa tulosta

I~

det =0 =det

Iy
[S{ER~{INe]|

<l

missi 4 = (uy, Uz, uz) ja v = (vi, ve,v3) € R3. Tuloksen ensimmiinen matriisi on siis
tyyppid 3 X 3 oleva matriisi, joka vaakariveja ovat vektorit u, u ja v. Determinantti
on nolla determinanttien perusominaisuuksien perusteella, silla matriisissa on kaksi
samaa vaakarivid. Kehitetdan namé determinantit niiden ensimmaisten vaakarivien
suhteen ja saadaan

U
det |u| = ulCH + UgClg + U3013
v
ja
v
det |u]| = Ulcll + Ugclg + U3013.
v

Naissa komplementit C;; ovat molemmissa matriiseissa samat

Uy U3

Uy usg
7012 = -
V2 3

U1 U3

Uy U2
V1 U2

Ci = ja Ci3 =

Summia u;Chqp + usCha + u3Cis ja v1Chq + v2C9 + v3C,3 kutsutaan vektoreiden
u ja v sisdtuloiksi vektorin (Chq, Ch2, C13) kanssa. Vektoreiden sisdtulo maaritelldén
vastaavasti yleisemminkin, kuten seuraavassa maaritelméssa ndhdaan.

Maaritelma 5.1. Vektoreiden @ = (ug,us,...,u,) ja v = (v1,v2,...,v,) sisitulo
eli pistetulo on

(U, 0) =00 =uvy + ugvy + - -+ + Uy vy,

Lause 5.2. Vektoreiden sisdtulot toteuttavat seuraavat ominaisuudet, kun v, U ja
w e R":

e Josu =0, niin (u,u) =0, muulloin (u,u) >0,

u,v) = a(u,v), kun a on jokin reaaliluku.

[ ]
—~
IS
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Todistus. Todistetaan sisdtulon ensimméinen ominaisuus. Olkoon 4 = (uy, ug, . . ., Uy).
Kun vektorin % jokin termi u; on erisuuri kuin nolla, niin sisdtulon (%, %) = u? +u3+
-+ + 2, jokin termi u? # 0 ja liséiksi u? > 0. Sisétulo on siis aina ei-negatiivinen ja
nolla vain kun @ = 0.

Muiden kohtien todistukset onnistuisi helposti kdyttden reaalilukujen ominai-
suuksia seka sisdatulon maaritelmas. m

Maééiritelma 5.3. Vektoreiden @ = (uy, ug, uz) € R? ja v = (v, v9,v3) € R? ristitulo
eli vektoritulo on vektori

ﬂXT)Z(

= (uzv?, — U3V, U3V1 — U1V3, U1V2 — UQUI)

Uz U3
V2 U3

us Uy
Vs U1

Uy U2

’ V1 U2

Y

Esimerkki 5.4. Lasketaan vektoreiden u = (3,1,2) ja v = (1,2,3) ristitulo ja
saadaan

(1-3-2.2,2-1-3-3,3-3-1-1)
= (=1,-17,5).

uUXv

Ristitulon sovelluksia voidaan hyodyntaa esimerkiksi kohtisuoria vektoreita et-
siessa.

Maaritelma 5.5. Vektorit v ja u ovat ortogonaaliset eli kohtisuorassa toisiaan
vasten, jos v - u = 0. Tallloin voidaan merkita v L .

Lause 5.6. Vektorit i ja v € R3 ovat kohtisuorassa ristituloaan @ x U vastaan. Eli
(uxv)Laja(uxv) L.
Todistus. Huomataan, etta

(u X 0) - u = (ugv3z — UzVg, U3V — UV3, U Vg — UgV7) + (U7, Uz, Ug)

= (Ugvg — U3U2) - U+ (U3U1 — Ul’Ug) - Ug + (U1U2 — Ugvl) *Us
= UoVU3U1 — U3V2UT + U3V1U2 — ULV3U9 + U VU3 — U2V U3

= 0.

Vektorit (u x @) ja u ovat siis kohtisuorassa toisiaan vastaan. Viitteen toinen osa
osoitetaan samalla tavalla. O

Lause 5.7. Vektoreille u, v ja w € R® pitee seuraavat laskusddnnit:
o U xw=—(wx0),
e ux (V+w)=uxv+uxw,

e c(vxw)=(cv) xw="1vX (cw), kun ¢ on jokin reaaliluku,
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e 4 (v xw)=(ux0D)- w.
Todistus. Todistukset seuraavat ristitulon méaritelmésta. ]

Ristitulolla on my6s olemassa pistetuloon liittyvia sdantojéa. Niitd varten tarvit-
semme maaritelmén vektorin pituudelle.

Lause 5.8. Vektorin v = xi+yj+zk pituudelle |0| saadaan sisitulon avulla seuraava

kaava:
o] = = /r?+y?+ 22

Todistus. Tama voidaan todistaa helpostl pythagoraan lauseen avulla. O
Lause 5.9. Olkoot € R3, tdlloin pitee

Jo— (0~ w),

8 |

tu,v
o (uxc)Xx (’
e ux (vxw)=(u-w)v—(u-v)w ja

o [o xw|*= v} |w|? — (v-w)* (Lagrangen identiteetti).

Todistus. Todistetaan Lagrangen identiteetti kiyttamaélla lauseen 5.5. viimeisté koh-
taa ja lauseen 5.7. ensimmaistd kohtaa ja saadaan

o x w|? = (v x W) - (v xw)
=((v xw) xv)-w
=((v-0)w—(v-w)v) - w
= ([ol*'w — (v- w)v) - @
= [of*(@- @) - (v @) (v )
[o]*|@f” — (v @)
Taten siis Lagrangen identiteetti patee. [

Maaritelma 5.10. Vektoreiden v ja u viliselle kulmalle o péatee 0° < a < 180° ja

<l

-

|
Lause 5.11. Jos v, € R3, v # 0 ja @ # 0, niin

cosa =

<l
E

|v x w| = |v||w|sin «,
missd a on vektoreiden v ja w vdlinen kulma.

Todistus. Todistukseen kéiytetéiéin Lagrangen identiteettid, vektoreiden vélisen kul-
man maaritelmaa cos a = \vH | ja tulosta sin? a+cos? @ = 1. Lagrangen identiteetist
saadaan

o x wl]* = [of|lw® - (v w)?
o?|w]* — (cos alv|w|)?
= [o]|w]?* = cos® alp]*|w]?
= [o]*|w]*(1 — cos® @)
= |’|2|1’U|2 sin’
|| :



Vektoreiden vilisen kulman maéaritelmastda 0° < o < 180° seuraa, etta sina > 0.
Vektoreiden pituudet ovat aina positiivisia, joten |0 x w| > 0 ja |v||w|sina > 0.
Saadusta yhtdlosta saadaa siis, etta

v x w| = |v||w| sin «
joka todistaa lauseen. O

Seuraus 5.12. FEdellisesta lauseesta seuraa, ettd vektorin v X w pituus on yhtd suurt
kuin vektorien v ja w rajaaman suunnikkaan pinta-ala, kuten kuvassa 1 on esitetty.

Todistus. Olkoon vektoreiden v ja w vélinen kulma «. Nyt suunnikkaan korkeus on
|w| - sin . Suunnikkaan pinta-ala lasketaan siis |w| - sin « - |v]. Edellisessé lauseessa

totesimme, ettd |0 X w| = |v||w|sin«, joten suunnikkaan pinta-ala on yhta suuri
kuin ristitulovektorin v x w pituus. O
VX w
w,
a
v

Kuva 1: Vektoreiden v ja w rajaaman suunnikkaan pinta-ala on yhté suuri kuin
ristitulovektorin o x w pituus.

Esimerkki 5.13. Lasketaan vektoreiden o = 2i + j — 2k ja @ = 5j + 3k rajaaman
suunnikkaan pinta-ala. Aloitetaan laskemalla ristitulovektori

bxw=(21,-2) x (0,5,3) = (13, -6, 10).

Tamai vastaa siis vektoria o x @ = 137 — 6 + 10k. Lasketaan tdmén vektorin pituus
ja saadaan

[0 x | = /132 4 (—6)2 + 102 = /305 = 17,4642... ~ 17.

Vektoreiden v ja w rajaaman suunnikkaan pinta-ala on siis noin 17.

31



Viitteet

[1] Allaire, Gregoire ja Kaber, Sidi Mahmoud: Numerical Linear Algebra, Ranska
2002

[2] Ford, William: Numerical Linear Algebra With Applications, Lontoo, 2015

[3] Koppinen, Markku: Lineaarialgebra Osa 1, luentomoniste, Turun yliopisto, 2008
[4] Koppinen, Markku: Matriisilaskenta, luentomoniste, Turun yliopisto, 2012

[5] Pitkdranta, Juhani: Calculus Fennicus, Helsinki, 2015

[6] Ranto, Sanna: Lukuteoria ja algebra, oppimateriaali Turun Yliopisto, 2003

[7] Strang, Gilbert: Introduction to Linear Algebra, Fourth Edition, Cambridge,
2009

[8] Tilvis, Ville ja Kairema, Anna: Matriisilaskenta, Helsinki, 2017

[9] Opetushallitus: Lukion opetussuunnitelman perusteet 2019, Haettu 1.11.2021:
https://www.oph.fi/fi/koulutus-ja-tutkinnot /lukion-opetussuunnitelmien-
perusteet

32



	Johdanto
	Matriisit ja vektorit
	Nimityksiä
	Peruslaskutoimitukset matriiseille
	Yhteen- ja vähennyslasku
	Matriisin skalaarikertolasku
	Matriisitulo
	Muita matriisitulon ominaisuuksia
	Identiteettimatriisi
	Käänteismatriisi
	Matriisin transpoosi


	Lineaariset yhtälöryhmät
	Lineaarinen yhtälö ja yhtälöryhmä
	Lineaarisen yhtälöryhmän ratkaiseminen
	Gaussin eliminaatiomenetelmä
	Lineaaristen yhtälöryhmien ominaisuuksia
	Lineaarisen yhtälöryhmän matriisimuoto

	Matriisit
	Determinantti
	Käänteismatriisin löytäminen
	Cramerin sääntö
	Yhtälöryhmän ratkaisu matriisimuodossa

	Vektorien ristitulo

