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Joulukuu 2021

Kokonaislukujen laatoituksilla tarkoitetaan kaikkien kokonaislukujen peittimis-
td, jonkin tietyn joukon translaatioilla ilman p&ilekkiisyyksid. Téllaisia laatoi-
tuksia on tutkittu pitkdan, mutta erityisesti kiivaasti 1990-luvulta alkaen niiden
tutkimus on edennyt paljon. Vaikka tutkimusala ei ole endd yhtd vilkas kuin
2000-luvun alussa, edelleen julkaistaan uusia tuloksia siitd millaiset laatat voi-
vat laatoittaa kokonaisluvut.

Laatoituksien jaksonpituuden tutkiminen on erityisen kiintoisaa siksi, etti voi-
daan todistaa, etté kaikki laatoitukset ovat jaksollisia ja jaksonpituus on ylh&il-
ta rajoitettu. Tahén liittyen on loydetty erilaisia laatoituksia, joiden jaksonpi-
tuus on erittdin pitkid niihin kiytettavin laatan pituuteen verraten.

Tassé tutkielmassa tarkastellaan kokonaislukujen laatoituksiin liittyvid tuloksia.
Aluksi tutustutaan muutamiin tuloksiin siitd millaiset laatoitukset ovat mahdol-
lisia, jonka jilkeen syvennytddn tuloksiin laatoituksien jaksonpituuksista. Lo-
puksi esitelldin esimerkkejd muutamista pitkijaksoisista laatoituksista.
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1 Johdanto

Laatoituksella tarkoitetaan matematiikassa sita, ettd jokin tila kiytetddn ko-
konaan erilaisilla tai samanlaisilla laatoilla, siten, ettd yhtddn tilaa ei jaa yli,
mutta toisaalta laatat eivit myoskdin mene keskendin padlekkiin. Esimerkiksi
jos kuvitellaan, ettd (2 x n)-kokoinen lauta ruutuja peitettiisiin dominoilla,
tdma olisi kyseisen laudan laatoitus. Voidaan kuitenkin ajatella laatoituksia
my6s paljon laajemmin, kolmessa tai vaikka kymmenessd ulottuvuudessa.
N&améi ovat usein hankalia tapauksia ratkaista, koska meilld ei ole niitd varten
yhtd hyvad intuitiota. Tassd matematiikka ja formalismi voi kuitenkin auttaa.

Erilaisia laatoitusongelmia on tutkittu ahkerasti jo ainakin 1900-luvun
alkupuolelta ldhtien. Kuuluisat matemaatikot kuten Nicolaas G. de Bruijn
(1918-2012), Donald J. Newman (1930-2007) ja Robert Tijdeman (1943-) ovat
tutkineet niitd, silld niilli on ldheiset yhteydet joukkojen summiin, jaksolli-
suuteen, syklotomisiin polynomeihin ja laskettavuuteen liittyviin ongelmiin.
Monasti itse laatoitusongelma ei olekaan se miki tutkijoita on aluksi kiinnosta-
nut, vaan se mitd muuta sen avulla voidaan todistaa.

Edelleen monet laatoitusongelmat ovat avoimia. Vasta viime vuosituhannen
lopulla on esimerkiksi onnistuttu todistamaan kriteereji laatan muodolle,
jotka takaavat laatan laatoittavan kokonaisluvut. Ei kuitenkaan olla pystytty
todistamaan, ettd ne ovat kattavat.[12] Moniulotteisesta tapauksesta tiedetain
vieldkin vihemméin. Samat ongelmat on my6s laajennettu tutkimuksessa kos-
kemaan reaalilukuja ja niiden laatoittamista erilaisilla funktioilla.

Tasséd tutkimuksessa keskitytdan kokonaislukujen laatoituksiin ja erityisesti
niiden jaksonpituuteen. Ala on kehittynyt paljon 2000-luvun ensimméiisen
vuosikymmenen aikana, miké tekee tutkielmasta ajankohtaisen. Kokonaisluku-
jen laatoitukset ovat kiinnostavia monille tutkijoille erikoistapauksena, mutta
niiden ymmaértimiselld on my6s kiytdnnon sovelluksia. Laatoitukset ovat jo
muutamia vuosikymmenid olleet térked osa kaanonien teoriaa matemaattisen
musiikkiteorian parissa ja saatua ymmérrysta ja erityisesti laatoitusten luokit-
telua voidaan soveltaa erilaisten musiikin ohjelmistojen kehityksessa.

2 Polynomien jaollisuuden teoriaa

Laatoitusten teoriassa on tapana rinnastaa laatat polynomeihin. Siksi monis-
sa todistuksissa, varsinkin jaksonpituuksiin liittyvien lauseiden yhteydessi, on
hy6dyllisté tuntea joitain lauseita asiaan liittyen. Erityisen hyddyllinen kisite on
jaoton polynomi, jota voidaan verrata laatoitukseen, joka ei koostu lyhyemmista
alijaksoista.

Maééritelmé 2.1. Polynomi P(z) € Q[z] on jaoton, jos kaikille mahdollisille
hajotelmille P(z) = Q(z)R(z), Q(z), R(x) € Q[z] pétee, etti joko Q(z) € Q tai
R(z) € Q. Muulloin polynomia sanotaan jaolliseksi.



2.1 Primitiiviset polynomit

Erds tapa kisitelld ja tutkia polynomien jaollisuutta on kiyttdd primitiivisen
polynomin kisitetta.

Maiéritelma 2.2. Polynomi P(z) € Z[z] on primitiivinen, jos sen kertoimien
suurin yhteinen tekiji on 1.

oo aiz’ sellainen, ettd jokin ker-

Esimerkki 2.3. Olkoon polynomi P(z) =
=1, eli polynomi P(z) on primitiivinen.

roin a; = 1. Talléin pétee sytq<;<,,(a;)

Mainitaan muutamia hyodyllisid primitiivisiin polynomeihin liittyvid tulok-
sia. Todistukset lemmoille 2.4 ja 2.5 voi 16ytaid esimerkiksi Magidinin ja McKin-
nonin tutkimuksesta.[15]

Lemma 2.4. Jokainen polynomi P(x) € Q[z] voidaan kirjoittaa muodossa
P(z) = cP*(x), missd ¢ € Q on vakio ja P*(x) on jokin primitiivinen poly-
nomi joukossa Z[x).

Erds kuuluisa ja monikiyttdinen lemma polynomien jaollisuudesta on niin
kutsuttu Gaussin lemma primitiivisyydestd. Se on nimetty Carl Gaussin mu-
kaan. Gauss esitti ja todisti vuonna 1801, kirjassaan Disquisitiones Arithme-
ticae, lemman joka on kiytdnnossd yhtipitivi! seuraavaksi esitettiivin moder-
nin muotoilun kanssa. Gauss oli tulloin vain 24 vuotias.[6]

Lemma 2.5. Olkoot P(z),Q(x) € Z[x] primitiivisic polynomeja. Tdlloin poly-
nomi P(x)Q(x) on myds primitiivinen polynomi.

Erityisesti Andras Biron todistuksessa on hyodyllistd pitdéd mielessi seuraava
lemma.

Lemma 2.6. Olkoot Pi(x),Py(z) € Z[x] kaksi polynomia siten, ettd
Py (x)|Py(z) renkaassa Q[x] ja polynomin Pi(x) ensimmdisen termin kerroin

a1 Py(z)
on 1. Tdlldin 575 € Zlx].

Todistus. Polynomi P;(z) on primitiivinen, koska sen ensimméinen termi on 1
ja siis kaikkien kertoimien suurin yhteinen tekija on myos 1.

Tutkitaan nyt polynomia Q(z) = %Ei; € Q[z]. Lemman 2.4 mukaan timé

polynomi voidaan kirjoittaa muodossa Q(z) = c@*(x), missd ¢ € Q on vakio ja
Q*(z) on jokin primitiivinen polynomi joukossa Z[z].

Gaussin lemman 2.5 mukaan polynomi P;(z)Q*(x) on primitiivinen ja nyt
voidaankin kirjoittaa

Py(z) = cPi(2)Q" (z) := cPj (),

missd Py (z) on lemman 2.4 mukainen primitiivinen polynomi polynomille Ps(x).

LGaussin muotoilun mukaan kahden polynomin P(z),Q(z) € Q[x], joiden kertoimet eivit
kaikki ole kokonaislukuja ja joiden suurimman asteisen termin kerroin on 1, tulolle pitee
P(z2)Q(z) € Q[z] ja sen suurimman asteisen termin kerroin on 1, mutta toisaalta P(z)Q(z) &
Z|x].



Koska Py(z) € Z[z] on selvéd, ettd ¢ € Z. Talldin, kun ¢ € Z,Q*(x) € Zx],
saadaan

Q(x) = cQ*(z) € Z[z],

mika todistaa véitteen. O

2.2 Syklotomiset polynomit

Maaritelma 2.7. Syklotominen polynomi on sellainen yksikisitteinen koko-
naislukukertoiminen polynomi ®4(x), s € N, ettd se jakaa polynomin z° — 1,
muttei jaa yhtisin polynomia z* — 1, kun k < s. Syklotomisen polynomin juuret
ovat siis primitiiviset ykkosenjuuret €2iﬂ§, joille syt(s, k) =1, eli

S

Py (z) = H (:C - 62”5)
k=1
syt(k,s)=1

Laatoituksien parissa tyoskennellessid on erityisen hyddyllistd muistaa syklo-
tomisten polynomien yhteys polynomiin z* — 1.

Lemma 2.8. Syklotomiset polynomit ®(x), s € N, toteuttavat ehdon
H O (z)=2" -1
sln

kaikilla n € N.

Todistus. Kirjoitetaan

k=1
n
T (e-et)
s|n k=1
syt(k,n)=s

Tamai todistaa vaitteen. O

Lause 2.9. Olkoon p jokin alkuluku. Tdlloin syklotominen polynomi ®,(x) =
Py &t on jaoton renkaassa Qz].

Todistus. Lauseen voi todistaa suoraan Gaussin mukaan hieman yleisemmén
lauseen nojalla.[7] Modernilla notaatiolla todistuksen on Gaussin mukaan esit-
tanyt esimerkiksi Weintraub.[24] O

Monissa polynomien jaollisuuden todistuksissa, erityisesti syklotomisten po-
lynomien yhteydessé, kiiytetddn Eulerin totienttifunktiota, jonka Leonhard Eu-
ler (1707-1783) kehitti 1750-luvun lopulla ja julkaistiin hinen tutkielmassaan
Theoremata arithmetica nova methodo demonstrata.[10] Funktio kuvaa niiden
lukujen lukuméaarid, joiden suurin yhteinen tekija luvun n kanssa on 1.



Maéiritelma 2.10. Funktio ¢ : N — N mééritelldin

o)=Y 1
d=1
syt(d,n)=1

ja sitd nimitetdin Eulerin totienttifunktioksi.

Télle on olemassa muutamia eri muotoiluja, joista seuraava lienee meille

hyodyllisin.
Lause 2.11. FEulerin totienttifunktio on
- 1
om=n [ (1--).
p=2 p
PEP,p|n

jossa P on alkulukujen joukko.

Té&sté seuraa suoraan seuraava lemma, jonka todistus on jokseenkin triviaali.

Lemma 2.12. Olkoot ¢(n) Eulerin totienttifunktio ja k € N. Nyt pitee

1. ¢(p*) =p"’<1 — 1%)
2. ¢(p)=p—1.

3. ¢(p*) > $p.

Gauss on todistanut kuuluisan tuloksen Eulerin totienttifunktioiden sum-

masta jo vuonna 1798.[5]

Lemma 2.13. Eulerin totienttifunktiolle pdtee

> ¢(d) =n.

d=2,d|n

Lisaksi Eulerin totienttifunktiolla on seuraavat ominaisuudet.

Lause 2.14. Olkoot n,m € N, d = syt(m,n) ja ¢(n) Eulerin totienttifunktio.

Nyt pdtee seuraavat lauseet.
L. ¢(mn) = $(n)p(m) 5

9. o(2m) = 4 200m), jos m on parillinen
' "\ é(m), jos m on pariton

3. ¢(n™) =n"""¢(n)
Todistus. Kayttden lausetta 2.11

mn X e (1-3) " (1-1
Qﬁ(nm) = nm H (1 _ 7) — nm pEP,p|n pEP,p|lm
_ D Hd _ (1 _ l)
p=2 p=2 >
pEP,p|lnm peP,p|d



Nyt, jos m on parillinen d = syt(2,m) = 2 eli

2
$(2m) = ¢(2)¢(m)@ = 2¢(m)
ja jos m on pariton, niin d = syt(2,m) = 1 eli
1
¢(2m) = ¢(2)¢(m)M = ¢(m).
Lisdksi, kohdassa 3, kun d = syt(n,n) = n saadaan
p(n™) = ¢(n)d(n™~ )W == ¢(n)o(n) o) n™p(n)

3 Kokonaislukujen laatoitusten teoriaa

3.1 Hyddyllisid maaritelmia

"Kokonaislukujen laatoitus” voi kisitteené olla hieman oudolta kuulostava. Mi-
ten lukuja voi laatoittaa? Intuitiota parantaa kokonaislukujen kuvitteleminen
ddrettomand nauhana ruutuja. N&itd ruutuja peitetddn “laatoilla”, esimerkiksi
dominoilla eli (1 x 2)-laatoilla. Hyviksyttéva laatoitus on sellainen, ettd do-
minot eivit mene péilekkiin toistensa kanssa ja peittdvit kaikki luvut, kuten
kuvassa 1.

6 -5|-4 -3/-2 -1 |

Kuva 1: Kuvassa on mééritelmén 3.1 mukaan laatoitus {0,1} & 2Z = Z laa-
talla {0,1} eli ?dominoilla”. Kuvassa on merkitty erikseen kokonaisluvut, jotka
dominot peittévit, ja eri vareilld eri dominot.

Tamé on kuitenkin vain hyodyllinen intuitio, eikd sellaisenaan ole hyodylli-
nen meille. Tarvitaan siis muutamia tarkkoja méaaritelmié, jotta voimme todis-
taa asioita laatoitusten rakenteesta.

Maiéritelmi 3.1. Olkoon A C Z &érellinen joukko kokonaislukuja. Olkoon
B C Z sellainen kokonaislukujen joukko, ettd jokainen kokonaisluku n € Z
voidaan kirjoittaa yksikésitteisesti muodossa a+b, jossa a € A, b € B. Merkitdin
talloin A@ B = Z ja kutsutaan joukkoa A laataksi, joka laatoittaa kokonaisluvut.

Maiéritelmé 3.2, Jos A on laatta, olkoon laatan pituus diam(A) = max A —
min A.

Maééritelmi 3.3. Jos A on laatta, olkoon laatan koko |A|.

Maaritellddn viela tarkemmin kiytettévit jaksollisuuden kisitteet.



Maééritelmi 3.4. Olkoot t,n € N\ {0} ja B C Z tai B C Z,,. Jos B = B® {t}
sanotaan, ettd se on jaksollinen osajoukkona.

Maiéritelmé 3.5. Olkoot ¢t € N\ {0} ja A® B kokonaislukujen laatoitus siten,
ettd B = B ¢ {t}. Talloin ¢ on laatoituksen jaksonpituus eli jakso.

Maééritelmé 3.6. Laatalle A olkoon K(A) pisin mahdollinen A-laatoituksen
jakso. Jos A ei laatoita kokonaislukuja, méiaritellaan K(A) = 0.

Maééritelm& 3.7. Maéritelldédn, ettd D(n) = max{/(A) | diam(A4) < n}.

Toisin sanoen funktio D(n) kuvaa pisintd mahdollista n pituisten laattojen
laatoituksen jaksoa.

3.2 Vilin laatoituksen jaksollisuus

Tassd tutkimuksessa tullaan kiymaéain lapi pitkdjaksoisia kokonaislukujen laa-
toituksia. Lukijaa ei kuitenkaan ole tarkoitus johtaa harhaan. Onkin mainittava,
ettd tdhan mennessé ei ole 10ydetty yhtddn laattaa, joka laatoittaisi vain pit-
kijaksoisesti. Lisdksi on muistettava, ettd vilin laatoittaminen pitkéjaksoisesti
(tdssé: siten, ettd jaksonpituus on suurempi kuin 2n jos laatan pituus on n) ei
ole mahdollista. Mihail Kolountzakis muotoili tdmén lauseeksi vuonna 2002[13]
seuraavasti:

Lause 3.8. Jos0 € ANB,n > 1,A®B = {0,1,...,n—1},A,B C Z ja
max A > max B niin A on jaksollinen joukon Z,, osajoukkona.

Hén todisti lauseen viittaamalla Calvin Longin vuonna 1967 todistamaan
tulokseen.[14]

Lemma 3.9. Olkoot joukot A,B,C,D C {0,1,...,n — 1} sellaiset joukot, ettd
jollekin kokonaisluvulle m > 2 pitee A =mC +{0,1,...,m — 1} ja B =mD.
Olkoon p > 1 jokin kokonaisluku. Tdalloin A® B = {0,1,...,mp—1} jos ja vain
jos C® D ={0,1,...,p}.

Lisiksi Kolountzakis todisti[13] seuraavan lemman, joka seuraa lauseesta 3.8.

Lemma 3.10. Jos A C {0,...,n},0 e AnB,A®B ={0,1,...,k — 1} on
laatoitus joukossa 7 ja k > 2n on olemassa sellainen t < k siten etti t|k ja
A®(Bn{0,1,...,t —1}) ={0,1,...,t — 1} on myds laatoitus joukossa Z.

Todistus. Koska k — 1 = max A + max B seuraa, etti max B > max A. Nyt
lauseen 3.8 nojalla B = B + ¢ joukossa Zj, jollekin ¢ € {1,..., k — 1},t|k. Tasta
seuraa, ettd A@(BN{0,...,t—1}) ={0,1,...,t—1} on my0s laatoitus joukossa
Z. O

Itse asiassa pitkdjaksoisia laatoituksia voidaan Kolountzakiksen mukaan
parhaiten kuvailla siten, ettd pitkd &&rellisen pituinen sykli laatoitetaan
epdjaksoisesti.[13] T&atd kuvailee seuraava lemma

Lemma 3.11. Olkoon laatta A C {0,1,...,M — 1}, jossa M on positiivinen
kokonaisluku. Olkoon lisiksi B C Z joukko, jonka jaksonpituus on M eli B =
B'®MZ, jossa B' C{0,1,..., M —1} ja toisaalta B' C Zys. Talloin ASB =17
ja M on joukon B pienin jaksonpituus jos ja vain jos A® B’ = Zy; ja B’ ei ole
jaksollinen joukossa Zyy.



Todistus. Oletetaan ensin, ettd A @& B = Z. Téastd seuraa, ettd
Ae(B'®MZ)=7. Talloin A®&B' =Z/MZ =Zy. Josnyt t € {1,..., M —1}
ja B' = B’ 4+t joukossa Zj; niin B = (B’ +t) 4+ MZ = B + t, miki on ristiriita
sen kanssa, ettd M on pienin B jaksonpituus.

Oletetaan nyt kiédnteisesti, ettd A @ B’ = Zjs ja, ettd B’ ei ole jaksollinen
joukko joukossa Zp;. Tallsin A@B=AeB' @&@MZ={0,... M—-1}6MZ =17
on M-jaksoinen kokonaislukujen laatoitus. Liséksi, kuten edelli, jos joukolla B
on pienempi jaksonpituus t = {1, ..., M —1} seuraa, ettd joukon B’ jaksonpituus
on t joukossa Z,;, miki on ristiriita. O

3.3 Mahdolliset laatoitukset

Mielenkiintoinen on toki my6s kysymys millaiset laatoitukset ovat mahdollisia.
Tami ei ole lainkaan triviaali kysymys, silld edelleenkin kriteerit sille millai-
nen laatan tdytyy olla, jotta se laatoittaisi kokonaisluvut tunnetaan vain niille
laatoille joiden koolla on hyvin pieni miard alkulukutekijéitd. Donald Newman
ratkaisi ongelman yhden alkuluvun potensseille vuonna 1977 julkaisemassaan
artikkelissa.[16]

Lause 3.12. Newmanin lause - Olkoot ay,as, ..., ay eri kokonaislukuja, siten
etti k = p“, jossa p on alkuluku jo o € N. Jokaiselle parille a;,a;, i # 7,
i,j € {0,1,...,k}, merkitadin, ettd p®i on korkein alkuluvun p potenssi, joka
jakaa luvun a; — a;. Laatta A = {a1,as,...,a} laatoittaa kokonaisluvut jos ja
vain jos on olemassa korkeintaan o erilaista lukua e;;.

Lause voi olla téllaisenddn hieman hankalaselkoinen, joten annetaan siité
esimerkki.

Esimerkki 3.13. Olkoon laatan A koko k = 3. Nyt, koska luku 3 on alkuluku,
on selvdd, ettd o = 1. Olkoon laatta A = {0,a,b}, jossaa =1 mod 3 jab=2
mod 3. Nyt selvisti

a—0=1 mod3
0—a=2 mod3
b—0=2 mod 3
0—b=1 mod3
b—a=1 mod3
a—b=2 mod3

eli vain 3° jakaa nimi luvut. Toisin sanoen, lukuja e;5 on yksi, jolloin lauseen
3.12 nojalla tdllainen laatta laatoittaa kokonaisluvut.

Koska Newmanin lause kattaa vain laatat joiden koko on alkulukujen po-
tenssi, edes laatojen joiden koko on 6 laatoituksia ei voitu karakterisoida katta-
vasti. Tilannetta ovat parantaneet matemaatikot Ethan Coven ja Aaron Meye-
rowitz vuonna 1999, todistamalla kriteerit kaikille laatoille, joiden koko on muo-
toa |A| = p*p5?.|4] Tamé karakterisoi kaikki laatoitukset, joiden koko on alle
30 = 2-3-5 lukua. Téssé esitetddn Franck Jedrzejeweskin muotoilu lauseesta.[12]



Lause 3.14. Covenin-Meyerowitzin lause - Olkoot A ddrellinen joukko po-
sititvisia kokonaislukuja jo A(x) = Y ., x® sellainen polynomi, etti |A| =
A(1). Olkoon lisiksi Sa alkulukupotenssien s = p* joukko, siten ettd niiti vas-
taavat syklotomiset polynomit ®4(x) jakavat polynomin A(x). Kutsutaan seu-
raavia kahta ehtoa Covenin- Meyerowitzin ehdoiksi:

(T1)
A1) = ] @)
sESA
(T2) Jos s1,82,...,5m € Sa ovat eri alkulukujen potensseja, niin g, ,...s, ()

jakaa polynomin A(zx).
Naille ehdoille patee

1. Jos polynomille A(x) patevat ehdot (T1) ja (T2), niin A laatoittaa koko-
naisluvut.

2. Jos A laatoittaa kokonaisluvut, niin polynomille A(x) pdtee ehto (T1).

3. Jos A laatoittaa kokonaisluvut ja luvulla |A| on korkeintaan kaksi alkulu-
kutekijiad niin ehto (T2) pdtee.

Triviaalisti voidaan tiivistdd lause lyhyempain muotoon.

Lemma 3.15. Olkoot laatta A, |A| = pT'p3?. A laatoittaa kokonaisluvut jos ja
vain jos sille pitevit molemmat Covenin-Meyerowitzin ehdot.

Andrew Granville, Izabella Laba ja Yang Wang todistivat vuonna 2001 tu-
loksen laatoituksista joissa laatan koko on muotoa |A| = p{*p32p5?, joille he

paransivat Covenin-Meyerowitzin ehtoa (T2).[8]

Lause 3.16. Olkoot A ja B kaksi laattaa siten, ettd |A| = p{'p32ps®, |B| =
p1peps ja A @ B = Zy, jossa M = |A||B|. Nyt jos syklotomiset polynomit
D, (x), Dy, (x) ja Pp, () jakavat polynomin A(z) niin myds syklotomiset poly-
nomit (I)Plpz (.%‘), cI)Plpg (.13), (I)Pzps (.T) ja ¢)P1P2P3 (3?) jakavat sen.

Tamaé karakterisoi monet kokoa 210 =2 -3 -5 - 7 pienemmit laatoitukset.

Lisdksi Emmanuel Amiot vuonna 2005 [1] ja Franck Jedrzejewski vuonna
2009 [12] ovat todistaneet vastaavia tuloksia tietyille kaanoneille musiikkiteorian
kontekstissa. Kaanon viittaa musiikkiin, jossa sama melodia toistuu useasti eri
aikoina. Musiikkiteoriassa kaanonit on 1990-luvulta Dan Tudor Vuzan (1955-)
pohjatyostéd 1dhtien analysoitu samalla tavalla kuten laatoitusten kontekstissa
on analysoitu laatoitukset eli hajottamalla ne melodioiksi (laatoiksi) ja niiden
toistoajoiksi (laattojen paikat madraavd ryhmé).[12] Jedrzejewski kdyttas lisdksi
apuna késitettd Hajosin ryhmi, jonka Gyorgy Hajos (1912-1972) esitteli vuonna
1942.[11]

Maiéritelmé 3.17. [1] Olkoot A, B C N &aérellisia joukkoja ja n kokonaisluku.
Olkoon kyseessd kaanon, jos sisdrytmille A, ulkorytmille B ja jaksonpituudelle
n patee

A®Bo®nZ="7.



Maéaritelma 3.18. [12] Abelin ryhmé G on Hajésin joukko, jos kaikilla jaoilla
joukoiksi A ja B, siten ettd A @® B = G, ainakin toinen joukoista on jaksollinen.

Jos joukko G on muotoa Z,, on selvitetty kaikki joukot, jotka ovat Hajos
joukkoja. Tdmén on osoittanut muun muassa Arthur Sands vuonna 1962.[18]

Lause 3.19. Z, on Hajésin joukko jos ja wain jos n on muotoa: p* kaikille
k>0, pkq kaikille k > 1, p>q?, pqr, p>qr tai pgrs neljille eri alkuluvulle p, q,
T ja s.

Amiot todisti, ettd kaikkille Z,,, jotka ovat Hajosin joukkoja pétee seuraava
tulos.[1]

Lause 3.20. Jos laatta A laatoittaa jaksonpituudella n ja Z,, on Hajosin juokko,
niin Covenin-Meyerowitzin ehto (T2) patee.

Jedrzejewski osoitti lisdksi, ettd ei-jaksollisille kaanoneille patee puolestaan
lause.[12]

Lause 3.21. Olkoon n = pipaningsng sellainen kokonaisluku, ettd Z, ei ole
Hagjosin joukko. Olkoot K1 ja Ko joukot

K1 = nzng({oa 17 sy P2 — 1} D {O7p2n1a 2p2n17 sy (pl - 1)p2n1})a
Ky =nin3({0,1,...,p1 — 1} ® {0, p1na, 2p1na, ..., (p2 — 1)pina}).

Olkoon lisiksi T;(K2) = {j} ® Ky joukon Ky translaatio luvulla j. Olkoot joukot
A ja B sellaiset, etti |A| = nina, |B| = p1p2ps ja

A =n3({0,pana, ..., (n1 — D)pana} © {0, p1n1, ..., (n2 — )pini}),
71371
B= | T;(K>).
§=0
Niiden joukkojen kaanon on ei-jaksollinen kaanon jota kutsutaan kesykst kaa-
noniksi.

Kuten huomataan, ei olla pystytty todistamaan, ettd kaikille laatoituksil-
le piatee myos Covenin-Meyerowitzin ehto (T2), joka karakteroisi kaikki laa-
toitukset, tai esittdmé&in vastaesimerkkié, jolle se ei péde. Vaikka on pystytty
lausumaan paljon eri joukkojen rakenteesta, ilman tatd yhteyttd laatoitusten
jaksonpituuden tutkimus joutuukin kulkemaan eri teité.

4 Jakson maksimipituuden ylarajat

Kun tiedetddn minks tahansa kokonaislukujen laatoituksen olevan lopulta
jaksollinen, on jarkevd#d kysyd mikd on pisin mahdollinen laatoituksen jakso.
Tatd kysymystd on tutkittu jo kauan ja vastaus on tiedetty &irelliseksi jo
1970-luvulta 1dhtien.

Useimmat jakson yldrajoihin liittyvat todistukset pohjautuvat kuitenkin sii-
hen, ettd todistetaan jaksonpituuden &ddrellisyys jollain keinolla. Newmanille
riitti naiivi kyyhkyslakkaperiaate, mutta myohemmét tutkijat 1ahestyvat ldhes
aina kysymysti samaistamalla laatoitukset polynomeihin. Soveltamalla polyno-
mien jaollisuuteen liittyvia seikkoja he pystyvit todistamaan, ettd ne implikoi-
vat ylarajan jakson pituudelle.



4.1 Newmanin triviaali ylaraja

Donald J. Newman (1930-2007) julkaisi vuonna 1977 tutkimuksen Tesselation of
Integers, jossa hén tutki millaiset laatoitukset ovat mahdollisia.[16] Léhes kaikki
nykytutkijat viittaavat hinen ratkaisuunsa ensimmaéiselle tunnetulle yldrajalle,
joten tassékin esityksessé ldhdetdin samasta artikkelista. Newmanin triviaalina
ylidrajana tunnetaan nykyiin seuraava toteamus.

Lause 4.1. Kaikille n € N pdtee

D(n) <27,
Tama ei varsinaisesti ole Newmanin tulos, mutta seuraa kuitenkin jokseenkin
triviaalisti havainnosta, ettd K(A) < 292m(4) Niin on kiiytinnossi kaikkien
muidenkin ylirajojen laita.

Todistus. Olkoon A,,.. sellainen laatta, ettd diam(A,,q..) < n ja K(Amaz) =
D(n). Talloin selvisti

D(TL) = ’C(Amaac) < Qdiam(Amaz) < 2",
O]

Newmanin tarkoitus ei tutkimuksessaan ollut tutkia laatoitusten jaksonpi-
tuuksia, vaan tdmaé havainto esitettiin erdén toisen todistuksen osana. Newma-
nin tarkoitus oli todistaa, ettd jos |A| on jonkin alkuluvun p potenssi, se laa-
toittaako A kokonaisluvut riippuu siitd kuinka monella alkuluvun p potenssilla
A jasenten erotukset ovat jaollisia. Tatd varten han tarvitsi aputuloksen

Lause 4.2. Olkoot a1,as,...,a jotkin tietyt kokonaisluvut. Seuraavat vditteet
ovat yhtdpitdvid.

(I) On olemassa joukko X = {x;} jolla on tiheys 1, siten etti jokainen koko-
naisluku voidaan ilmaista muodossa a; + x;.

(II) On olemassa joukko X = {x;} siten ettd jokainen kokonaisluku voidaan
yksikdsitteisesti ilmaista muodossa a; + x;.

(II1) On olemassa N € N ja jaannosluokat x1,xo,...,xn mod (N - k), siten
ettd jokainen jidnndsluokka mod (N - k) voidaan yksiselitteisesti ilmaista
muodossa a; + x;.

Té&ssé esitetddin vain tarpeellinen osa, jossa Newman todistaa halutun rajan,
eli (IT)—(III). Todistus etenee samoin kuin Newmanin tutkimuksessa, mutta
sitd laajennetaan sanallisesti selkeyden vuoksi. Itse asiassa alkuperéisesséi meil-
le térked yldraja ilmaistiin ohimennen sanomalla "selvisti on vain 27 erilaista
blokkia”, joten se, etté tutkimukseen viitataan siten kuin Newman olisi kisitellyt
ylidrajaa tarkemminkin on minusta kyseenalaista.

Todistus. Oletetaan, ettd (II) pétee ja olkoon

C, =

1, kun n on jokin z;,
0, muulloin
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Olkoot z1, 2 € X ja oletetaan, ettd n — a1 = x1,n — as = xo. TAll6in selvisti

n—ay = I

{ =N =a1 + T = az + T2,
n—az = I

miki on ristiriita, koska jokaisella kokonaisluvulla n on yksikésitteinen esitys

muotoa a; + x;. Toisaalta, koska néin on, on olemassa sellaiset ¢ ja j, ettd

n —a; = x;. Saadaan siis erotusyhtéloé Cy,_q, +Cr—q, +...+Cr_q, = 1. Toisin

sanoen jokainen peitetty luku méairida yhden edeltidvin peitetyn luvun.

Tarkastellaan nyt arvoja Crut1, Crt2, - - - s Crgr, jOSSQ

T = max a; — min a,.
1<i<k 1<i<k
ja m € Z. Jokaiselle luvulle | € {m + 1,...,m + 7} pétee, ettd C; voi
olla joko 0 tai 1. Siksi mahdollisia sarjoja Cy,41, Cnt2, - - ., Crqr 00 27 erilaista.

Koska méara on rajallinen on kyyhkyslakkaperiaatteen nojalla olemassa kak-
si blokkia C, 41, Cny42, -+, Cnytr ja Cngg1, Cngtay - - oy, Chyrry jotka ovat ident-
tiset. Koska 7 blokki C,,:id maards koko sarjan, voidaan padtelld, ettd C,, on
identtisesti yhtasuuri Cj4pn,_n,:n kanssa eli C,, on jaksollinen. Toisin sanoen
x;:t ovat jaksollisia ja muodostavat jadnnosluokat ja (III) seuraa helposti. [

Newmanin yléraja ei ole endi rajoista paras, eiké sitd sellaiseksi oletettukaan.
Se on kuitenkin rajoista ainoa, jolla ei ole yleisid rajoituksia ja joka pétee myos
pienilld laatan pituuksilla, ei eksponentiaalisesti kasvavilla arvoilla. Tdmén takia
Newmanin raja on relevantti vield nykyainkin.

4.2 Ruzsan ylaraja

Imre Z. Ruzsan (1953-) kuuluisa parannus esitettiin ensi kerran Rob Tijdema-
nin artikkelin Periodicity and Almost-Periodicity liitteessd vuonna 2002.[22]
Artikkelissaan Tijdeman laajentaa Budapestissa 10.6.2002 pitdmé&insad esi-
telmié, ja esittdd oman jaksollisuuden parissa tekeménsi tyon hedelmid ja
avoimia kysymyksia.

Niistéd ongelmista toinen kuuluu: "Mikd on jaksonpituuden paras yléaraja
laatan pituuden diam(A) funktiona?’. Ruszan hénelle ldhettdm&d osittaista
ratkaisua Tijdeman kuvailee jilkiruoaksi, hinen itsensi tarjoileman péiiruoan
jilkeen. Seuraavaksi esitettivi todistus seuraa Ruzsan todistusta.

Lause 4.3. On olemassa vakio ¢ > 0 siten, ettd

D(n) < VT In(n)

kaikille tarpeeksi suurille n.

Todistus. Olkoon A C Z laatta, jonka pituus on n, ja B C Z sellainen joukko,
etti A @ B = Z. Yleisyyttd menettimétti voidaan olettaa, ettd mingc4 a = 0.
Olkoon B* = BN0,00)jaC={n€Z:n>0,n=a+b,ac Abe B,b<0}.
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Toisin sanoen BT on niiden positiivisten lukujen b joukko, jotka osoittavat
ainoastaan positiivisia lukuja peittdvien laattojen paikat. C on niiden positii-
visten kokonaislukujen joukko, jotka tarvitsevat negatiivisia arvoja b hajotel-
massaan eli se sisiltii vain ne positiiviset kokonaisluvut, joita A ® BT ei peité.
Maéritellddn vield kolme funktiota

:Zx“, Zx,Jah Zz

acA beBTt ceC

Nyt, koska jokainen summa a + b on yksikésitteinen kokonaisluku, saadaan

ﬂwwm+mw=:§jx+§jm_§:x

1€EN\C ceC

Téassd f ja h ovat ddrellisen pituisia polynomeja. Kokonaisluku & on joukon
B jaksonpituus jos g(z)(1—z*) on #irellinen polynomi. Koska laatoitukset ovat
kaikki jaksollisia lauseen 4.1 nojalla, téllainen k£ on olemassa. Tassd halutaan
osoittaa, etti se voi olla pieni. Olkoon n = maxc 4 a, jolloin selvisti deg f = n.
Nyt saadaan

k@) 1-(1-o)h@@)  p)
1= T Ao 0f@ @)

jossa p ja q ovat keskenédin jaottomia polynomeja. Télloin voidaan kirjoittaa

. _ﬁ;:pwxl—wh
g(z)(1 ) @

Koska p ja q ovat keskeniin jaottomia ja toisaalta g(z)(1 — 2¥) on #irellinen
polynomi jako menee tasan ja ndhdian, etta

|1 — :ZZ H (I)d
dl|k
jossa @4 on d:s syklotominen polynomi. Toisin sanoen
(@) =[] ®a(=)
deD

jossa D C {d : d|k,d € N} on jaksonpituuden k tekijéiden joukko. Kadnteisesti,
jos q(x) = [Tyep Pa(x) ja madritelldéin k = pyjge pd, niin ¢(k)[1 — 2, joten

p(x)(1 —z*)

2)(1—2F) =
o)1 o) = B2

on #drellinen polynomi. Nyt saadaan

n+1>degq= Zdegfbd: Z¢(d)

deD deD
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jossa ¢ on Eulerin totienttifunktio. Olkoot pi*,...,p% luvun k jakavat alkulu-
kupotenssit, jotka ovat aidosti suurempia kuin L. Oletetaan, ettd L > 2, jolloin
¢ (py*) > 2. Jokainen p;* jakaa tasan jonkun d € D. Kdyttamalld toistuvasti
epayhtalod xy > x + y, joka pitee kun z,y > 2, ndemme, ettd

1 r o T o 1
5;1% S;pi (1_}72_)
=> o ()
i=1

<o (pi*) - (i)
=¢((py" i)

<n+1
Nyt r < 72(";1) ja

. 2(nt1)
. n cin

[Ir<m+n7F <nr

i=1

Tasté seuraa, etté
K
k < Hp;,‘lipyj1<l<l,—1l < R%BQL — elnn%eCQL _ 6lnn%+¢:2[‘.

i=1
Tehd&in sijoitus L = vVnlnn. Nyt

k < eln”%+c2l‘ = elnn\/%Jcm vrlnn _ glertez)vninn < ecm/m

4.3 Kolountzakiksen ylidraja

Mihail N. Kolountzakis todisti vuonna 2002 itsendisesti seuraavan Ruzsan
ylarajaa heikomman tuloksen. Kolountzakiksen yldrajan todistus on hyvin
samanlainen kuin Ruzsan, mutta Ruzsan on saanut ylirajastaan terdvimmén
kiyttamalla kriittisessd kohdassa tulon asemesta lukujen pienintd yhteistd
jakajaa

Seuraavassa esitetdén Kolountzakiksen todistus yldrajalleen, joka julkaistiin
2003 artikkelissa Translational tilings of the integers with long periods.[13]

Lause 4.4. On olemassa sellaiset vakiot c1,co > 0, ettd

D(TL) < CleCQﬁln nvInlnn

kaikille n > 1.
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Todistus. Oletetaan, ettd A C {0,...,n}, n < M jaettd Ad B’ = Z,y, jollekin
B’ C Zy;. Riittaa nayttdi, ettd jos M on tarpeeksi suuri niin B’ on jaksollinen.
Talloin lause seuraa lemmasta 3.11.

Jos joukko B’ on jaksollinen, on olemassa t € Zy;\{0} siten, etti B’ = B’ +t.
Tama on yhtépitivi sen kanssa, ettd kun mille tahansa kokonaislukujen joukolle
FE méaéritelladn polynomi

E(z) = Z "

nek

péitee aina
B'(z) = 2'B'(z) mod z™ — 1.

Tém3 taas on yhtépitivi sen kanssa ettid M —1 | (2'—1)B’(x). Tdmi tarkoittaa,
ettd kaikki syklotomiset polynomit ®4(x) siten, ettd d | M, d > 1 jakavat
polynomin z! — 1 tai polynomin B’(z). Toisaalta, koska A & B’ on joukon Z s
laatoitus

Alx)B' (z) =14z + 22 +---+ 21 mod 2™ -1
mikd on ekvivalentti sen kanssa, ettd

M 1

aM 1| A(z)B'(z) —

b

r—1

joka tarkoittaa, ettd kaikille M:sille ykkosenjuurille paitsi luvulle 1 pétee,
ettd ne ovat joko polynomin A(z) tai polynomin B’(x) juuria. Yhtdpitdvasti
jokaiselle d | M, d > 1, vastaava syklotominen polynomi ®4(x) jakaa joko
polynomin A(z) tai polynomin B’(z).

Nyt, jos ¢t on joukon B’ jakso, riittéé todistaa, ettd kaikki syklotomiset po-
lynomit ®4(x), siten, ettd d | M, d > 1, jotka jakavat polynomin A(z) jakavat
my6s polynomin z! — 1. Olkoot @, (z),..., P, (x) kaikki syklotomiset polyno-
mit ®4(z) siten, ettd s > 1, 1 < 51 <52 < ... < 53 ja g, () # @, (7), jotka
jakavat polynomin A(z). Koska deg ®(z) = ¢(s), jossa ¢(s) on Eulerin totientti
funktio, ndhd&én, ettd

P(s1) + ...+ ¢(sk) < deg A(z) < n.

Toisaalta on todistettu, ettéd kaikille n > ng pétee

¢(n) > ¢

= “hnn’
jossa cg = e~ 7 — ¢ ja mg on luvusta € > 0 kidinteisesti riippuva vakio. Nyt
$(n) 2 c3 Inlnn
¢(n)Ilnlnn > c3n
In(¢(n)Inlnn) > In(czn)
Ing(n) +Inlnlnn > Ines + Inn.

n
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Nyt jos valitaan sopiva vakio n siten, ettd ng < n; < n saadaan

Ing(n) <lnn < 2lné(n).
Nyt saadaan

k
LD IRED I
=1

si<ni s;>1nq

<n? + Z (e77 +¢e)p(si) Inln s;

5i>n1

<ni+ (€77 +¢e)ninlnsy,

<n? + (e +e)n(ln2 4 Inlnn)
<(e77 +2¢e)nlnlnn,

kaikille ny < m, jossa ny on positiivinen vakio. Nyt koska kaikki s; ovat eri lukuja
patee

k
(e77+2e)nlnlnn > Z Si.
i=1

Nyt, madritellddn vakio ¢y = /2e~7 + 4¢, saadaan helposti
kE<+\/(2¢=7 +4e)nlnlnn = c4Vnlnlnn,

josta seuraa, ettd kaikille n > ng péatee

i k
Hsi < <Z 51) <((e77 4 2¢)nlnlnn)k

=1 i=1
<((e™ + 2e)nInlnp)cVrnnn
:604\/m1n((6—7+28)n1n In n)

<664\/n1n Inn2lnn

Nyt voidaan yksinkertaisesti méaaritell, ettd jakso ¢t = Hle s; siten, ettd kaikki
syklotomiset polynomit, jotka jakavat polynomin A(x) ovat myds polynomin
zt — 1 jakajia. Koska jaksonpituus on ylh#ilts rajattu niin olemme itse asiassa
todistaneet, ettd # — 1|(x! — 1) B’(z), eli t on joukon B’ jakso, vain jos t < M.
Koska B’ on kuitenkin ei-jaksollinen niin on oltava, etté

cov/nlnnyInlnn
M < cie 2v/n ,

kuten haluttiinkin, jossa co = 2¢4 ja ¢; > 1 on niin pieni, etté lause pitee kaikille
n. O

John Steinberger on jo vuonna 2004 todistanut, ettd Ruzsan ylaraja on paras
mahdollinen yldraja, jos kokonaislukujen laatoitukset laajennetaan koskemaan
myos sellaisia yksiulotteisia laatoituksia, joissa on useampia riveja kokonaislu-
kuja, niin kutsuttuja monijoukkoja (eng. multiset). Tama pétee kuitenkin vain
monijoukkojen laatoituksille, jotka ovat hajoavia (eng. decomposable) ja joissa
on hyvin suuri mééré riveji.[19, 20|
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4.4 Bir6n ylaraja

Matemaatikko Andras Biron ylaraja perustuu polynomien jaollisuuteen ja on
tahan astisista ylarajoista paras. Kuten edelld todettiin, monijoukoilla voi olla
pidempid laatoituksia kuin Birén yliraja kertoo.

Vuonna 2005 julkaistussa tutkimuksessaan Bir6 kiittd4 Rob Tijdemania siité,
ettd tAma tutustutti hinet kokonaislukujen laatoitusongelmaan.[3] Seuraavassa
esitetddn Birén tuloksen todistus hénen esitystddn mukaillen. Todistus on pit-
ki, mutta koska se on tdménhetkisistd tuloksista paras, on sen sisillyttdminen
perusteltua.

Lause 4.5. Olkoon laatan A maksimipituus n > ng ja € > 0 ng:sta riippuva
positiivinen vakio. Tdlloin

kaikille tarpeeksi suurille n.

Tamén todistamiseksi Bird tarvitsi joukon lemmoja ja kiytti hyvaksi dérel-
listen kuntien teoriaa.

Lemma 4.6. Olkoon p(x) #Z 0 kompleksiarvoinen polynomi, jonka aste on n ja
jolle pitee % — 1| p(z). Olkoon p*(z) = 22 . Tillgin

T oxd—1-

lp™ ()] < nllp@)]],

jossa ||p(x)|| tarkoittaa polynomin vakiokertoimien absoluuttisten arvojen sum-
maa.

Todistus. Merkitaan

p(x) = ap + a12 + agx® + ... + apa”

p*(x) = by + bix + box? + ...+ by_gr” %

Tarkastelemalla polynomien jakoalgoritmia ndhdéén suoraan, ettd

Li/d]
7bj = Z Aj—td-
t=0
Téssd summa laskee siis yhteen vakiokertoimet a;,a;_q,...,a; mod 4. Nyt néh-

d&&n, ettd kaikille j € {0,1,...,n — d} pétee

L5/d] Li/dl n

il = | D ajota < Y Ja-eal £ ladl = p(@)]l
t=0 t=0 t=0

jolloin

I @)l =D [b;| <D lIp()|| = nllp()]

j=0 =0
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Birén seuraavan lemman todistus kiyttda kuuluisaa Mobiuksen funktiota
wu(n), joka riippuu luvun n alkulukutekij6istd ja niiden mé&&rdstd. Tarvitaan
liséksi syklotomisen polynomin mé&aritelma.

Maiaritelma 4.7. Olkoon Mdbiuksen funktio u: N — {—1,0,1}, primitiivisten
ykkostenjuurien summa, joka voidaan myos kirjoittaa muodossa

0 jos luku ei ole nelio-vapaa
u(n) = ¢ —1 jos luvulla on pariton méira alkulukutekijbitsi, ja on nelit-vapaa
1 jos luvulla on parillinen méara alkulukutekijoité, ja on neli-vapaa

Esimerkki 4.8. u(6) = u(2-3) =1, u(30) = p(2-3-5) = —1 ja u(18) =
w(2-3%)=0.

Lemma 4.9. Olkoon ¢ > 0 jonkin vakio ja olkoon p(x) # 0 kompleksiarvoinen
polynomi siten, etti degp(z) < n, kun ng < n, jossa ng on vain vakiosta €
ritppuva vakio. Jos m on positiivinen kokonaisluku siten, ettd p*(x) = (Dp(f;) ja
By () | pla), miin

lp* (@)l < e [lp(z)ll.

Todistus. Syklotominen polynomi ®,,(z) voidaan ilmaista muodossa

Bon(e) = [T (@ — D)

dlm

- ( I1 (xd—l))( [ - 1)—1)
d|m,p(2)=1 dim,u()=-1

7 Hd|m,u(%):1(md —-1)

- apmum )= (@ = 1)

_ (@)

- Op(a)

Télloin voidaan my6s polynomi p*(x) kirjoittaa uudelleen muotoon

L) @)@
O S oS B S

Toisin sanoen p(z)®*(x) on jaollinen polynomilla @} (z). Olkoon funktio
7 : N — N kaikkien luvun r € N jakajien lukumé&iré. Lisdksi ndhd&an helposti,
etta

deg ®37 (x) < deg [[ (2 — 1) < mr(m)
d|m

ja

oz @i < | I - o] < | )3 () <z

=0
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Talloin saadaan soveltamalla toistuvasti lemmaa 4.6

(@) < (Ip(@)lI127) (n + mr (m))™™)

Kun liséksi ®,, (z)|p(x) niin luvun m ykkdstenjuurten lukumaird ¢(m) < n.
Lisiiksi tunnetusti r1=¢ < ¢(r) sekii 7(r) < r€ tarpeeksi suurille r, joten timéi
todistaa lemman. O

Tarvitaan vield seuraava lemma

Lemma 4.10. Olkoon ¢ > 0 vakio ja K jonkin sellainen reaaliluku, ettd K >
Ky, jossa Kg on jokin tarpeeksi suuri vain vakiosta € riippuva luku. Olkoon
C =10°log K. Tdlléin

Z Cw(r) < KlJrE,
1<r<K

missd w(r) on luvun r jekavien alkulukujen lukumddra.

Todistus. Olkoon funktio

plr,p>P

jossa p kuuluu alkulukuihin ja parametrit A ja P mairitellddn tarkemmin myo6-
hemmin. Erityisesti jos p’ on alkuluku

A ’
oty = Hoar 0 n 2
Hp‘p,7p>Pe , kun p’ < P

_Je* Jkanp > P
)0 ,kunp <P
Tallsin

Cw(r) < e)\ﬂ(P)(C«ef)\)w(r)f(r)

kaikille r > 1, jossa 7 on alkulukujen kertyméfunktio. Koska jokaisella luvulla
on yksikésitteinen alkulukuhajotelma, on selvdd etté kaikilla m,n > 1 pétee

fmifmy= [ ¢ I[ = I ¢ =rmm)
plm,p>P pln,p>P plmn,p>P
joten voidaan lausua
—1
& 2 i S IO (- 1) comat

r p
1<r<K 1<r<K p<K

joka pitee kun £ < 1 kaikilla p, joka taas pétee kun e* < £ Nyt saadaan

kaikille tarpeeksi suurille K, etté
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1 In K
Y S <2k jaw(r) <2 kaikille 1 < r < K,
p Inln K

jolloin

In K A
Z Cw('r) < K(Cef)\)Qme)\P+4e lnan7

1<r<K

kaikille tarpeeksi suurille luvun K arvoille, jos e* < g ja e < C. Tehdiin
valinta P = 2e* ja A = Inln K — 2InlnIn K, jolloin tulos seuraa. O

Lemma 4.11. Olkoon P # 0 sellainen n-asteinen polynomi, ettd jokainen sen
kerroin on 0 tai 1. Olkoon n > ng, jossa ng on jokin tarpeeksi suwuri luku.
Olkoon d € N. Téllgin, jos syklotominen polynomi ®4(z)V|P(z), niin V <
(1001n n)« (),

Todistus. Olkoon d = d1p®, missd p on alkuluku, joka ei ole luvun d; tekiji, ja
« > 1. Kaikille kokonaisluvuille U > 0 saadaan

q(z)" Y|P (), | PO < n¥(n+1) <n"2,

missi P(U) on polynomin P kertaluvun U derivaatta. Tllsin
V-U
[1 2©) |v= T PV
£eU(dy) £eU(dy)

Jossa U(d;) on kertaluvun d; primitiivisten ykkostenjuurten joukko. Tiede-
tddn, ettd N € Z ja |N| < (nU+2)¢(4) ja toisaalta

II 2«©= ]I I @ —&mn.

£eU(dy) £1,82€U(d1) nel(p>)

Tissé oikea puoli on jaollinen luvulla p?(41). Ttse asiassa, kun &; = & ja muis-
tetaan, etta

I[I a-n=2.0)=p

nel(p)

tamé on triviaalisti selvdi. Talloin

(*0) VN o [N| < (nF2)70).
Jos lisdksi IV # 0 saadaan

VU < pV=U < pU+2 _ ((U+D)Inn,

Jos valitaan V' > 1001lnn ja U < % tdmé on selvésti ristiriita suurille n,
joten luvun N on oltava 0.
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Olemme nyt todistaneet, etti jos n > ng, ®q(x)V|P(z), V > 100lnn ja
U < 1505 pitee g, (z)V1|P(2). Nyt jos d = p* - - p* on luvun d alkuluku-
hajotelma, voimme yksinkertaisesti soveltaa edellistd tulosta ¢ kertaa. Talloin

seuraa, ettd jos V' > (1001lnn)?, niin P(1) = 0, mikd on ristiriita oletusten
kanssa.

Tamé todistaa viitteen. O

Lause 4.12. Olkoon ¢ > 0 jokin vakio ja olkoon 0 % q(x) € Z[z], jonka
suurimman asteen termin kerroin on 1. Oletetaan, ettd on olemassa poly-
nomi Q(x) # 0 siten, ettd kaikki polynomin Q(x) kertoimet ovat 0 tai 1 ja

q(@)|(1 = 2)Q(x)-

Merkitddn luvulla n polynomin (1 —x)Q(x) astetta ja oletetaan, etti n > ny,
jossa ny on vain luvusta € risppuva kokonaisluku. Jos on olemassa positiivinen
kokonaisluku k siten, etti q(x)|x* — 1, tdllgin pienimmiille tillaiselle k pitee

Ink < n3te.

Todistus. Biron mukaan: Jos g(x)|z* — 1 jollekin k niin q(z) = [ ep Pa()
jollekin joukolle D. Madritellddn, ettd luku k = pyj{d : d € D}. Arvioidaan nyt
luvun k kokoa. Muistetaan, etté

degg =) ¢(d) <n

deD

ja olkoot ni < M < %n% ja L > 2nz parametreja, joiden arvot méairitelldin
myohemmin tarkemmin. Nyt saadaan nelja tapausta

1. Jos p on alkuluku, o > 1, p®||k ja p® > L ja p®|d jollekin d € D. Ei voi olla
kahta alkuluvun potenssia pi* ja p5?, jotka jakavat luvun d € D, koska
silloin

6(d) > B )o(ps?) > (;pgn> (;pQ)

ja, koska p* > L ja L > 2n:

() () () () () () -

miké on ristiriita sen kanssa, ettd degq = ;. p ¢(d) < n. Téten jokainen
alkuluvun potenssi jakaa eri luvun d € D ja jos p®|d niin ¢(d) > ¢(p®).
Téll6in
1 1 o o
Ly 12l 8 e ¥ s Soaen
p|lk,p><L p|lk,p*>L p|lk,p*>L deD

Tami kertoo, ettd jokaiselle p® pitee p® < 2n ja sellaisia alkulukujen
potensseja on enintdin %”, jolloin

H p < (Qn)%n

|| k,p>*>L
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2. Jos sen sijaan p® < M niin selvisti
H pag H pageclM,
p|lk,p*<M p*<M
jossa c1 on vakio.

3. Jos sen sijaan M < p® < L ja lisdksi a > 2, ndhd&in, etta

11 < J[ pr eVt

p||k,M<p*<L,a>2 p*<L,a>2

4. Jos taas M < p® < L ja lisdksi a = 2 on yksinkertaisesti kyseessa tapaus

11 = 1] »

p||k,M<p*<L,a=1 pllk,M<p<L

Kuvitellaan ensin, ettd on kolme alkulukua pq, ps ja ps, jotka jakavat luvun
d € D niin

8(d) > (p1~1)p2 —~ ps — 1) > M* > (nh) =,

koska ns < M , mikd on ristiriita. Siis on korkeintaan kaksi alkulukua,
jotka jakavat kunkin luvun d € D ja lisiiksi ¢(d) > (py — 1)(p2 — 1) > M2
Tésta seuraa, etti

n
n>Y g(d)>d M =MD :M2|D|@|D\§W.
deD deD deD

Téastd seuraa, ettd sellaisia alkulukuja p, jotka jakavat jonkin joukon D
alkion d, mutta samalla jokin toinen alkuluku p’ jakaa alkion d on kor-
keintaan % Tamé raja saavutetaan, jos jokaisella 7z alkuluvulla on
pari. Voidaankin sanoa, etti

[T r<ii#]]w
pllk,M<p<L pEP
jossa P C {p|lk : M < p < L} on joukko, jonka alkioista korkeintaan yksi

jakaa kunkin joukon D alkion d. Talloin jokaiselle p; € P on olemassa
dy, € D, siten, ettd jos p; # p; niin d,, # d,; ja liséksi

n > Z o(d) > Z o(dp).

deD pEP

Koska pl|k kaikille p € P, tiedetitin, etté syt(p, %) = 1. Tallsin

o) =)0 () = (0= 116 (%) = cater)ns (‘;) ,

misséd €7 on vakio ja luku c3(e1) riippuu vain vakiosta 1. Olkoon lisdksi
luku K > Ky, jossa K on vain vakiosta 1 riippuva suuri luku. Jos p € P
ja ?” > K, niin selvésti
d 1—e1
d)(dp) Z C3(81)M (;) Z C3(61)MK1761.
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Maééritellddn uusi joukko P’ = {p : 1 < %” < K,p € P} C P. Tallgin
voidaan nyt kirjoittaa

[v< (I )z

peEP peEP’

Jaetaan joukko P’ osajoukkoihin P, = {p € P’ : d, = rp}, jolloin P’ =
Ui<r<x Pr- Olkoon V, > 0 suurin kokonaisluku, jolle pitee ®,(z)"" |
Q(z)(1 — z) ja olkoon

Q)1 — )

Nyt Q*(¢) # 0 kaikille £ € U(r) ja lemman 4.9 mukaan ||Q*| < 2ne'™"™".
Jos nyt méaritellaan

vi= ] @©

§eU(r)

saadaan v € Z, v # 0 ja |v| < [|Q*||?"). Nyt joukon P, miritelmin
nojalla saadaan liséksi, ettd ¢(z) | Q(z)(1 — ) ja

[T @) | ale) ja syt(@(), T @prle)) = 1.

Nyt polynomin @Q* méiaritelmin nojalla seuraa, ettd

[ ®0l@) | Q" (@),
pEP,
jolloin luvun v ma&ritelméan mukaan
I1( 11 2©)|~

peEP, £€U(r)

Selvasti syt(p,r) = 1 kaikille p € P,, koska p||k kaikille p. Téaten kaikille
p € P, pitee

H Py (§) = H H (&1 — &),

EeU(r) &1,62€U(r) nelU(r)

jossa oikea puoli on selvisti jaollinen luvulla p?(") | joten niin on vasenkin.
Koska tdma pitee kaikille p € P, ndhdéén, ettd

H ( H épr(§)> ‘1/ = H p™ ‘ v.
)

peEP. £€U(r pEP,

Nyt voidaan kootusti lausua

I1 »< Qi < 2ne¥”

pEP:
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ja koska p > 2 niin tarpeeksi suurille n pétee
|P.| <c5(V 4+ 1)n®t.

Tosin sanoen

11 = I »

pe ||k, M<pe<L,a=1 pllk,M<p<L

< [] v

pEP

2n cq(e1)n
SL M2 MKEI—€1 ( p)

2n + cq(ep)n
<[, MZ T pgI-er

2n 4 cq(e1)n
SLMZ MKI—€1 ( L)

2n cqa(e1)n
:LW+A1K1—51 H LlPrl

1<r<K

n 4 (e1) e

S i asTre—n H 1,5 (Ve 1)n®t
1<r<K

caleq)n
<L%+7N14K€11_51 L21§T<K 55(Vr+1)n51

n (e1)n
<L#Jr A;‘;:l{; +esntl 2157‘<K(VT+1).

Nyt tapauksien 1.-4. perusteella voidaan kootusti sanoa
2n
Ink <= In(2n) + enM + V'L

+ ege1) In(L)(Kn)™ (% + ﬁ + > W+ 1)).
1<r<K

Jos valitaan L = n3 niin oV L = czn%. Lemman 4.11 mukaan suurille luvun
1

n arvoilla pitee V. 4+ 1 < (200Inn)“("). Jos lisiksi tehd#én oletus K > niw ja

kiytetddn lemmaa 4.10 saadaan

Ink < cr(e1)(Kn)*:? (né + M + % + ﬁ —|—K).

Jos valitaan, ettd K = n%, M = 2n3s jaL= n3 saadaan

+K)

n

1 n n
Ik Ser(ex)(Kn)2 (nd + M + 25+ —

:07(51)(71é -n)%e (n% +2n5 + lﬁ +—
ns  2ns-n
11 1
()
€1

+5t

ol

+n

)

ol

8egq
207(51)n 3

:Cg(El)n%
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Jos tehdéén valinta € = 10e; niin tarpeeksi suurille n pétee
Ink = 08(51)71%"‘8%1 < p3tiler n%+87
miki todistaa viitteen. O

Tamén jilkeen Biré voi viimeinkin todistaa lauseen, jota olemme etsineet.
Lauseen 4.5 todistus kuuluu Birén mukaan:

Todistus. Voidaan yleisyyttd menettdmitta olettaa, ettd laatan A pienin luku
on 0 ja suurin luku on n. Méiritellidn seuraavat joukot

Bt =BN0,00)
C={ne€eZ:n>0,n=a+bac Abec B,b<0}

seki polynomit

acA
glz)= > a°

beB+
h(z) = Z xc.

ceC

Koska A © B = Z on laatoitus seuraa

F@)gw) +hiz) = Yo' = =

i€z
Talloin ndhd&in, etti

_ 1= =-2)h() _ p)

90 =TT @ )

missd polynomeilla p(z) ja g(x) ei ole yhteisid tekij6itd joukosta Z[x]. Erityi-
sesti, polynomin ¢(z) suurimman asteen termin kerroin on 1 ja ¢(z)|(1—z) f ().

Koska joukko B on aina jaksollinen, kuten Newman, Ruzsa ja Kolountzakis
ovat osoittaneet, on olemassa sellainen k, ettii g(x)(z* — 1) on polynomi. Koska
polynomeilla p(z) ja q(x) ei ole yhteisié tekijoitd nihdiin, ettd g(x)|z® — 1.

Kun lisdksi polynomin f(x) kertoimet ovat kaikki joko O tai 1, voidaan so-

veltaa lausetta 4.12. Koska deg f(x) = n, on olemassa positiivinen kokonaisluku
k siten, etta

q(z)|z* —1,ja Ink < nste.

Riittda siis todistaa, ettd k on joukon B jaksonpituus. Kun tarkastellaan &ire-
tontd polynomia g(x) ja dérellistd polynomia g(z)(x* — 1), voidaan nyt péitelld,
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ettd k on jokin joukon B jaksonpituus. Nyt siis
Ink < nite

k< e"éﬂ

5 Jakson maksimipituuden alarajat

Hyvin pitkidén ainoa tunnettu alaraja oli tunnettu laattaa {0,n} kiyttden saatu
laatoitus, jonka jaksonpituus on 2n. Vuonna 2002 Kolountzakis esittikin [13]
tuon ajan tietdmyksen muodossa:

Lemma 5.1. Olkoon n laatan pituus. Tdlldin
2n < D(n) <27
kaikilla n € N.

Tama lemma johtuu lauseista 5.3 ja 4.1 ja onkin mielenkiintoinen nyky&in
ldhinna siksi, ettd se patee kaikille laattojen pituuksille, ei vain hyvin pitkille
laatoille.

Poiketen jaksonpituuden ylarajan tutkimusperinteesté alarajaa nostavat tut-
kimukset ovat poikkeuksetta esimerkkipohjaisia. Kukin tutkija pohjaa uuteen,
joskus vanhaan perustuvaan, konstruktioon joka todistaa uuden pitkijaksoisen
laatoituksen olemassaolon. Usein helpoin tapa loytda téllainen laatoitus on sa-
maistamalla ryhmé&isomorfismilla n-ulotteisen avaruuden epéjaksoinen laatoitus
kokonaislukuihin. Seuraavassa esitelldsin alarajaa koskevia tuloksia, jotka paran-
tavat yldrajaa huomattavasti. Nykyajan tietdmyksen voikin tiivistds lemmaan:

Lemma 5.2. Olkoon laatan A maksimipituus n > ng ja € > 0 luvusta ng
rigppuva positiivinen vakio. Talloin

ln(n)2 n%i»a

etmimn < D(n) <e

kaikille tarpeeksi suurille n € N,

5.1 Vilien alaraja

Yksinkertaisin mahdollinen alaraja jakson maksimipituudelle on 2n, jota tés-
sd kutsun véilien alarajaksi, silld sille ei kirjallisuudessa ole selkedd omaa ni-
med. Pitkddn oli avoin kysymys onko tdtd pidempijaksoisia laatoituksia edes
olemassa[4], mutta Mihail Kolountzakis todisti 2000-luvun alussa, ettd sellaisia
laatoituksia todella voidaan konstruoida.[13] Vilien alaraja on jossain méiérin
triviaali alaraja, joka pitee laattojen pituudesta riippumatta.

Lause 5.3. Olkoon laatan A maksimipituus n € N. Tdlloin pdtee
2n < D(n)
kaikille n.
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Todistus. Olkoon laatta A = {j} @ {0,n}, jossa j,n € N. Télloin diam(A) = n.
Nyt ja valitaan laattojen paikkoja kuvaavaksi joukoksi = {0,1,...,n — 1} &
2nZ saadaan

1 jakso

~lo[1][2B o] ]2]8]o 123 o2 2Bl o[22 8] o] -

1 jakso

Kuva 2: Laatoitus laatalla {0,4}. Kuvassa yksittdiset jaksot ja laatat on ko-
rostettu kiyttidmalld numeroita ja vireji. Kokonaista jaksoa vastaa tietty véri,
ja sen muodostavat laatat on véiritetty eri sivyilld ja niihin on lisidtty laatan
numero.

AeT={j}e{0,n}®{0,1,...,n—1} & 2nZ
={j}e{0,1,....n—1,nn+1,....2n—1} ® 2nZ
={itez
=7Z.

Koska A ® T = 7Z méiritelmin mukaan A laatoittaa kokonaisluvut jaksolla 2n,
mikd todistaa véitteen. Kuva 2 selventda laatoituksen muotoa.
O

5.2 Kolountzakiksen alaraja

Vihdoin vuonna 2003 kreikkalaismatemaatikko Mihail N. Kolountzakis paransi
alarajaa konstruoimalla nelijaksoisen laatoituksen. Toisin sanoen, laatoituksen,
jonka jaksonpituus on cn?, kun laatan pituus on n.

Lause 5.4. On olemassa sellainen ¢ > 0, ettd kaikille n > 1 pdtee
en? < D(n)
Seuraavassa esitetdan Kolountzakiksen todistus lauseelle.

Todistus. Lemman 3.11 nojalla riittdd konstruoida kaikille n > n; sellainen
joukko A C {0,...,n} ja ei-jaksollinen joukko B C Zj; siten, etti A® B = Z
on laatoitus ja M > cgn?, jossa cg > 0 on vakio joka médritellisin tarkemmin
mydhemmin. Vakioksi ¢ valitaan niin pieni luku, etti cn? < D(n) myds kun
n<ni.

Olkoon n; = 10000. Jos valitaan m = 555, ndhdéén selvésti, ettd 555, 25
[m, 2m] U [2m, 4m], jolloin T8ebySovin lauseen mukaan vililld on ainakin kaksi

ool =
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alkulukua.? Voidaan siis valita alkuluvut p ja g siten, etti p,q € (565> 25)- Olkoon
M=2-3-5-p-q, jolloin

n \2 30
M=2.3.5p- >30(7) - 2
P =250 2002
Tehd&in siis valinta cg = 2382.

Ryhm4 Zj, on isomorfinen ryhmén Zsz, X Zsq X Z2, joka voidaan visualisoida
sérmiénd (), jossa z-akselin suuntainen pituus on Zs,, y-akselin suuntaien
pituus on Zs, ja z-akselin suuntainen pituus on Zs. Kolmiulotteinen avaruus
voidaan helposti tayttad téallaisilla sdrmidilla.

Olkoon suorakulmio A = {(4,7,0) : 0 < i < 3,0 < j < 5}. Kédyttden tétd
suorakulmiota voimme tdyttda joukon @ ei-jaksollisesti:

1. Laatoitetaan ensin jaksollisesti.

2. Siirré tasossa jotakin rivid vektorin (1,0,0) mukaisesti.

3. Siirréd seuraavassa tasossa jotain rivia vektorin (0, 1,0) mukaisesti.

Né&in on siis selvdd, ettd B = LU U, jossa L = {(4,4,0)} siten, ettd j saa
kaikki arvot < 5 >C Zs, ja ¢ saa kaikki arvot < 3 >C Zs,, paitsi kun j = 5,
jolloin 4 saa arvot < 3 > +1 C Zs,. Samoin U = {(4,4,1)} on joukko, jossa ¢
saa kaikki arvot < 3 >C Zg, ja j saa kaikki arvot < 5 >C Zs,, paitsi kun 7 = 3,
jolloin j saa kaikki arvot < 5 > +1 C Zs,. Toisin sanoen:

L ={(i,5,0) : (3k,0,0),(3k + 1,5,0) ja (3k,5l,0), jossa 0 < k < p,2 <1< q}
ja
U ={(i,5,1) : (0,50,1), (3,5 + 1,1), (3k,5,1), jossa 2 < k < p,0 < | < q}.

On triviaalisti selvdd, ettd B is ole jaksollinen joukko. Muodostetaan nyt
ryhméisomorfismi ¢ : Q — Zjps ja mééritellddn joukot X = ¢(A4) ja Y = ¢(B).
Koska kyseessd on ryhméisomorfismi, jotka eivit muuta jaksollisuutta, on selvaé,
ettd X @Y = Zj; on laatoitus ja ettd Y ei ole jaksollinen joukko joukossa
Zyr- Nyt on endd laskettava joukon X pituus. Maaritellddan ryhmaisomorfismi
1) seuraavasti

¥(i, j, k) = i(2-5q) + (2 3) + k(3p5q) mod M,
jossai €{0,...,3p—1} j € {0,...,5¢ — 1} ja k € {0,1}. Tallin saadaan
joukko X = 1(A), joka on muotoa
X =¢({(4,5,0) : 0 <7 <3,0 < j <5}
={0, 10q, 20q, 6p, 12p, 18p, 24p, 10q + 6p, . .., 20q + 24p}.

2Tunnetaan myds nimelld Bertrandin postulaatti sen esittéjin Joseph Bertrandin mukaan.
Lauseen mukaan kaikille n > 1 pitee, ettd vililld [n,2n] on ainakin yksi alkuluku. Bertrand
esitti lauseen vuonna 1845 ja osoitti sen pitdvin paikkansa, jos 5 < 6000000.[2] Pafnuti Tge-
bysov todisti lauseen vuonna 1850[23]. MyShemmin muutkin kuuluisat matemaatikot, kuten
Srinivasa Ramanujan vuonna 1919[17] ja Paul Erdés vuonna 1932[9], ovat todistaneet lauseen
eri tavoin.
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Tama tarkoittaa, etti joukon ldpimitta on 20q+24p < 20n 4 254—0” = %n < n.

50
Kun samalla 532;n? < M, timi todistaa viitteen. O

Joukon Y koko riippuu vakioiden p ja ¢ valinnasta ja sen koko voidaan
ilmaista muodossa |Y| = 2pq. Sen sijaan laatan X koko on vakio eli 15 alkiota.

Erés todistuksesta huomattava seikka on, ettd vakio ¢ on jossain mé&irin
sattumanvarainen. Valinta tehddén vain siksi, ettd Kolountzakis haluaa lauseen
patevin kaikille kokonaisluvuille n. Olisi kuitenkin aivan mahdollista muotoilla
lause kaikille kokonaislukua n; = 10000 suuremmille kokonaisluvuille.

Lemma 5.5. Kaikille n > 10000 pdtee

30
2002 < P

Yhta mielekiistd olisi myOs muotoilla lause my6s tarpeeksi suurille n.

Lemma 5.6. Kaikille n > n' pitee
n? < D(n)

Kolountzakiksen konstruktiota mukailevalla k-ulotteisella Steinbergerin kon-
struktiolla saavutetaan lemman 5.6 mukainen laatoitus kun n’ = 335657. Ko-
lountzakiksen konstruktiolla t&hin ei kuitenkaan vield padsté.

5.3 Steinbergerin polynominen alaraja

John P. Steinberger julkaisi vuonna 2006 tutkimuksen, joka laajentaa Kolountza-
kiksen alarajaa n”-pituisiin laatoituksiin asti.[21] Steinbergerin todistus on si-
ninsi ainutlaatuinen, ettd vaikka Steinberger haluaa nimenomaan todistaa, et-
td tarpeeksi suurille n pitee n* < D(n), hin ei muotoile siti tutkimuksessaan
lauseeksi. Poikkeamme téssd siis Steinbergerin tutkimuksessa sen verran, ettd
toteamme lauseen spesifisesti.

Lause 5.7. Olkoon A laatta ja n = diam(A). Talloin kaikille n > ny on ole-
massa sellainen laatoitus A ® B = 7 ettd

n® < D(n).

Karkeaksi arvioksi luvulle n; Steinberger ilmoittaa ni(k) ~ (k + 1)*+1 Kk,
jossa K on kaikkien ensimmaéisten k + 2 alkuluvun tulo. Toisin sanoen n; (k)
on erittdin nopeasti kasvava funktio. Steinberger kertoo l0yténeensd lauseen
toteuttavat laatoitukset siten, ettd nq(2) < 316673 ja nq(3) < 783748556833.
Katso kuitenkin lukua 6.3, jossa esitdn, ettd niissd arvioissa on virheitd ja
oikeammin nq(2) < 335657 ja nq(3) < 783749905213.

Steinberger todistaa tutkimuksessaan lemman, joka on Kolountzakiksen
kiyttiman lemman 3.11 yleistys.

Lemma 5.8. Olkoon 2 < k ja A, By,...,By C Z, joukkoja siten, ettd B; #
B;,A® B; = Ly, kaikille i € {1,...,k} ja jokaiselle alkuluvulle p|n on jokin B;,
joka ei ole jaksollinen mod % joukossa Z,,. Tdlloin joukolla p' A on laatoitus,
jonka pienin jaksonpituus on p'n, jossa p' > k on pienin alkuluku, joka ei jaa
lukua n.
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Todistus. Naytetddn ensin, ettd on olemassa joukko B C Zy, siten, ettd
p'A® B = Zy,y ja B is ole jaksollinen mod % millekddn alkuluvulle p|p'n.

Olkoon N pienin sellainen luvun n monikerta, ettd patee N = 1 mod p’.
Olkoon joukko B méiiritelty seuraavasti:

k p -1
B = <Up'B¢+(i—1)N> U U o' By, +iN mod p'n
1=1 i=k

Té&ssé jokainen osajoukko on erillinen, koska jokaisen osajoukon jisenet ovat
eri kongruenssiluokassa mod p'n. Koska p’ A® (p'B; +¢) = p'Zy,, + ¢ ja joukot
ovat erillisid, on selvii, ettd

k p'—1
AP B=pAD (Up’Bi—l—(i—l)N) U U p' By +iN

=1 i=k

k p’ —1
= (Up’A@ (0'Bi + (i — 1)N)> Ul | P»Ae @B +iN)

i=1 i=k

k p'—1
= (U P Lypn, + (i — 1)N> U U P Zyprn +iN
=1 i=k

p —1
= U ' Zpin +iN

=1

= Zprm.

On vield tarkistettava, ettd B ei ole jaksollinen mod ”/7" joukossa Zy,, kai-
kille alkuluvuille p|p’n. Jos p’ # p niin on olemassa jokin B; siten, ettd se
p'n

on ei-jaksollinen mod % joukossa Z,,, joten p’B; on ei-jaksollinen mod -

joukossa Zyry,.

En&i on tarkistettava, ettd B on ei-jaksollinen mod p}:? = n joukossa Zy,.

Koska By # Bs on jokin r siten, ettd r € By,r € Bsy. Talloin p'r € B, mutta
(p'r + N mod p'n) ¢ B vaikka p'r ja (p'r + N mod p'n) eroavat luvun n
monikerralla. Talloin B ei voi olla jaksollinen modulo n, miké todistaa viitteen.

O

Tamén tuloksen todistettuaan Steinbergerin téytyi enid esitelld sopivat A
ja B pystyékseen todistamaan lause 5.7. Téssé erotetaan eksplisiittisesti osuus
lauseen 5.7 todistukseksi, vaikka Steinberger ei niin itse teekkddn.

Todistus. Analysoidaan kokonaislukujen joukkoa Z polynomien avulla ja mer-
kitdan C(z) = >, , @' Jokaista kokonaislukujen joukkoa vastaa samoin yk-
sikdsitteinen polynomi, jonka kertoimet ovat 1 tai 0. Talloin huomataan, etté
A® B =7 jos ja vain jos

A@)Bz)=1+z+2°4+---+2"' mod1—2z"
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Erityisesti A ® B = Z,, jos ja vain jos A(1)B(1) = n ja jokainen kertalukua n
oleva ykkdsenjuuri on joko polynomin A(z) tai polynomin B(z) juuri.

Olkoot nyt alkuluvut p;, i € {1,...,k + 1} ensimmiiset k + 1 alkulukua ja
olkoot alkuluvut ¢;, i € {1,...,k} jarjestyksessd k erilaista perdkkiistd alkulu-
kua, jotka ovat kaikki (paljon) suurempia kuin pg41. Madritellddin seuraavaksi
luvut

Pa.
L; 45
Dj
P
M; _PQ _ n
4j 4aj
jossa j € {1,...,k}. Naiden avulla médritelldsin seuraavaksi polynomit
k
H(ler 2LJ‘+...+I(P;'*1)LJ')
( v M Mi+...+x(qi71)Mi)
k
Bi(z) =Bi(z) [] (1+x i 4 22M; +...+x<qj—1>Mj),
Jj=1,j#i

joiden kaikkien ymmérretddn tédssd olevan modulo 1 — z". Namia kaikki vas-
taavat selkedsti kokonaislukujoukkoja, koska niiden kertoimet ovat joko O tai
1. Lisdiksi ndhdaédn, etta ﬁ € B;, mutta 0 ¢ B;, koska 7 on ainoa termi
polynomissa B;(x), joka on 0 modulo g; kaikille indeksin j arvoille, joten B; ei
ole jaksollinen modulo ﬁ. Samoin, koska M; € B;,0 ¢ B;, ndhdéin, ettd B; ei
ole jaksollinen modulo M;. Tami tarkoittaa, ettd jokaiselle alkuluvulle p|n on
jokin B;, joka ei ole jaksollinen modulo %.

On vield niytettavi, ettd A @ B; = Z, kaikille i € {1,...,k}. Kun huo-
maamme, ettd A(1) = P ja B;(1) = @ riittdi todistaa, ettd jokainen kertaluvun
n ykkosenjuuri paitsi 1 on joko polynomin A(z) tai polynomin B;(z) juuri. Ol-
koon ( jokin ykkdsenjuuri kertalukua m > 1. Nyt, koska kaikille luvuille M ja
luvuille r|n pétee

kaikille kertaluokille m|rM, mutta m { M. Nyt, koska m|n = ¢;M; saa-
daan B;({) = 0, jos m ei jaa lukua M; jollekin j # i, joten selvésti
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m|Pg; = syt(M; : j # i). Toisaalta, nyt ndhdéin, ettd luku m jakaa luvun
piL; = Pg; ja mikdli m ei jaa lukua L;, niin A({) = 0, joten luvun m on
jaettava L; = %.

Jos luku ¢; ei jaa lukua m niin m jakaa luvun P, joten alkuluku p; on luvun
m tekijé jollekin indeksille j ja m on luvun p;L; tekijé, ilman, ettd se on luvun
L; tekija, joka tarkoittaa, ettd A(¢) =0.

Voidaan siis olettaa, ettd ¢;|m. Toisaalta, koska t&lloin luku m ei

olg luvun M; tekija ja Cﬁ = 1, koska m jakaa luvun [L;, saadaan, etti
Cri + Moo @@= DMi — ) ja siis B;(¢) = 0, joka todistaa viitteen.

Niin ollaan todistettu joukkojen A, By, Bo, ..., Br_1 ja By toteuttavan lem-
man 5.7 vaatimukset. Valitaan p’ = pp11, jossa luku pr11 on jarjestysluvultaan
alkuluku k+ 1. Jo aluksi mé&ariteltiin, ettd kaikki alkuluvut ¢; ovat eri alkuluku-
ja kuin pg41. Olkoot lisdksi n’ = p'n, P’ = p' P ja A’ = p’ A. Tallgin K£(A") > n'.
Saadaan

K K k
diam(A') =p' Y (pj —1)L; <p' Y _Pgj =Py q; <kP'g.

j=1 j=1 j=1

Olkoon ¢ > 1 jokin vakio. Nyt, kun luvut ¢; ovat perdkkiiset alkuluvut ja
q1 — 00, jotka ovat suurimpia kuin yksikisitteisesti mééaritellyt alkuluvut

P1y-- s Pk+1-

Alkulukulause osoittaa, ettd kaikille tarpeeksi suurille ¢; pitee qr < cqi.
Tallsin

diam(A")* < kFP*ckgl < (KR PRy

Toisin sanoen diam(A’)* on ylhi#lté rajoitettu jollain luvun n’ monikerralla
kun ¢ — oo eli K(A’) > n’ on alhaalta rajoitettu jollain luvun diam(A’)*
monikerralla. Koska tdmé pétee kaikille £ > 2 ja tapaus £ = 1 on jo todistettu
lauseessa 5.3, tdmé todistaa lauseen 5.7. O

5.4 Granvillen eksponentiaalinen alaraja

Kun Steinberger kirjoitti tutkimustaan polynomisesta alarajasta, Andrew Gran-
ville kiytti heidén konstruktiotaan luomaan eksponentiaalisen alarajan. Stein-
berger kertoi myos Birén ehdottaneen hénelle samaa, mutta Granvillen kon-
struktio on se, jonka Steinberger julkaisi oman tutkimuksensa lisdni.[21]
Lauseeksi muotoiltuna Granville todisti, ettd

Lause 5.9. Kaikille tarpeeksi suurille n pdtee

ln(n)2

eitainn < D(n).

Seuraavassa esitetdin Granvillen todistus siind yksinkertaisessa muodossa
kuin se alun perin esitettiin Steinbergerin tutkimuksessa. Merkinnit ja késitteet
viittaavat osittain Steinbergerin lauseen todistukseen.

31



Todistus. Olkoon R = kl—[fill pi, jossa alkuluvut p; ovat ensimmadiset k + 1
alkulukua. Alkulukulauseen nojalla

R:( lflnk: )’“
elto(1)
InR=k(Ink+Inlnk —1+o0(1)

B InR
" InlnR —1+o(1)

=k

Valitaan ensimméiset alkuluvut ¢, ..., qr jotka ovat suurempia tai yhtasuuria
kuin R. Alkulukulauseen mukaan ne kaikki ovat (1 4+ o(1))R eli diamA’ =n =
(14 o(1))R%. Nyt

k
Rl a4 S Rk+1 In(n)?

AN > > eZlnlnn
KA)z — === ——=z¢

kaikille tarpeeksi suurille n. O

6 Pitkia laatoituksia

Lopuksi on hyvi vield esitelld kootusti muutamia pitkid laatoituksia kiytannos-
sd. Tkava kylla konstruktioiden luonteen vuoksi minkiinlainen kuvallinen esitys
ei kiytannossi ole mahdollinen. Verrattain pienilldkin laatoituksilla laattojen
pituudet ovat useita tuhansia.

6.1 Lineaarinen vastaesimerkki

Luvussa 5.1 kiytiin lépi esimerkki laatoituksesta, jonka jaksonpituus on 2n kun
laatan pituus on n. Téssd esitellddn vield vélien alarajan 2n < D(n) ylittavi
esimerkki. Esimerkin on kirjoittajalle esitellyt Jarkko Kari.

Tarkastellaan laattaa, jota kuvaa polynomi
Alx) = (1+2) (1 +a* +2%) =1+ 2* + 2% + 2% + 213 + 27
eli
A=1{0,4,8,9,13,17}.

Tama polynomi l6ydettiin Steinbergerin konstruktiota seuraamalla valitsemalla
alkuluvut ¢ = 3 ja ¢o = 2. Tdmi laatta laatoittaa sekdl jaksonpituudella
12 ettd jaksonpituudella 18. N&itd vastaavat joukot Bip = {0,2} @ 127 ja
Bys = {0,6,12} & 18Z. Laatoituksien rakennetta kuvataan kuvassa 3.

Maaritellddn nyt laatta A’ = 2A eli
A" =10,8,16,18,26,34}.

Sijoitetaan parillisiin arvoihin laatat laatoituksen A’ @ 2B, mukaisesti ja parit-
tomiin arvoihin laatoituksen A’ @ 2B;g @ {1} mukaisesti. Nyt saadaan
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Kuva 3: Laatoituksien A® Byg (ylld) ja A® Bio (alla) sisdiset rakenteet. Laatan
A =140,4,8,9,13,17} numerot on kirjattu laatoituksiin valkoisella. Mustalla ja
vihredlld on merkitty isompien laattojen A® {0, 6,12} ja A®{0,2} translaatiot,
joista laatoitukset koostuvat.

(A" ®2B1) U (A ®2B1s @ {1})
=(A"®2({0,2} ® 12Z)) U (A" ® 2({0,6,12} & 18Z) @ {1})
=(A"®{0,4} ®24Z) U (A’ ©{0,12,24}  36Z & {1})
=(A" @ {0,4} ®247Z) U (A" ® {1,13,25} @ 36Z)
=A"® (({0,4} ® 24Z) U ({1,13,25} ® 36Z))
=A"@ (({0,4,24,28,48,52} @ 72Z) U ({1,13,25,37,49,61} @ 727))
=A"@{0,1,4,13,24,25,28,37,48,49,52,61} & 727Z

:A/ © B727
jossa 72 = pyj(24,36). On siis olemassa laatoitus, jonka laatan pituus on 34 ja
joka laatoittaa jaksonpituudella 72 = i’—g -34 ~ 2,12-34. Laatoitus on siis riittava

todistamaan, ettd D(n) # 2n. Kyseinen laatoitus on lyhin, jonka kirjoittaja
tuntee talla hetkelld. Katso myos kuvaa 4.

68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 101 102 103

-l BN BN N = ||

Kuva 4: Laatoituksen A’ @ Byy sisdistd rakennetta. Kuvassa on mustalla ja
valkoisella merkitty isomman laatan A’ @ {0, 1,4, 13,24, 25,28, 37, 48,49, 52,61}
translaatiot. Kuva esittdd ensimmadisen ja toisen téllaisen laatan rajaa. Muu osa
laattaa koostuu perdkkiisistd luvuista 24-71.

6.2 Kolountzakiksen konstruktio

Luvut 53 ja 59 ovat pienimmat alkuluvut, jotka ovat suurempia kuin 12880 = 50.

Tamé kertoo, ettd pienimmét Kolountzakiksen konstruktion mukaiset laatat
ovat

{0, 318,590, 636, 908,954, 1180, 1226, 1272, 1498, 1544, 1816, 1862, 2134, 2452},
joka saadaan valinnoilla p = 53 ja ¢ = 59 ja

{0,354, 530, 708, 884, 1060, 1062, 1238, 1414, 1416, 1592, 1768, 1946, 2122, 2476},
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joka saadaan valinnoilla p = 59 ja ¢ = 53. Télldin konstruktiossa jaksonpituus

on M =2-3-5-53-59 = 93810, joka on suurempi, kuin 532;2476% = 4597, 932.

Millainen on néisté Kolountzakiksen konstruktion mukainen siirtymien jouk-
ko Y7 Kaydaan léapi jokin esimerkki. Kolountzakiksen konstruktiossa joukko Y
on ryhmaisomorfismilla saatu joukosta B, joka on puolestaan kahden joukon
unioini. Valinnoille p = 53 ja ¢ = 59 ndma ovat
L ={(¢,4,0) : (3k,0,0), (3k + 1,5,0) ja (3k,5l,0), jossa 0 < k < 53,2 <[ < 59}
={(0,0,0), (3,0,0),...,(1,5,0),(4,5,0),...,(0,10,0),...,(156,290,0)}
ja
U ={(i,4,1) : (0,51,1),(3,50 + 1,1), (3k,5l,1), jossa 2 < k < 53,0 < I < 59}
={(0,0,1),(0,5,1),...,(3,1,1),(3,6,1),...,(6,0,1),...,(156,290,1)}.

Néiiden kahden joukon muokkaamiseen tarvittava isomorfismi on néille valin-
noille

¥(i, §, k) = 590i + 3185 + 46905k mod 93810,

jossa i € {0,...,158}, j € {0,...,294} ja k € {0,1}. Néin saadaan joukko Y,
jonka koko on 6254 jésenté:

Y = {0, 15, 30,45, 60, 75,90, 105, . . ., 93780, 93795} & 93810Z.

Huomaa, ettd Y ei sisélld pelkdstadn luvun 15 monikertoja tai edes niité kaikkia.
Joukon Y osajoukoista (L) ndyttdid ensisilmiyksella joukolta

L'={zx€Z:x=30k mod 93810,k € Z},

mutta tdmi ei pidd paikkaansa. Esimerkiksi 410 € (L), mutta 410 ¢ L’. Toi-
saalta esimerkiksi luku 1590 € L/, mutta samalla 1590 ¢ «(L). Samoin osajouk-
ko ¢(U) muistuttaa joukkoa

U'={z€Z:x=30k+15 mod 93810,k € Z},

mutta tdmakddn ei pidd paikkaansa. Esimerkiksi luku 1293 € ¢(U), vaikkei
se selviisti ole joukon U’ jasen. Toisaalta luku 2565 € U’ ei kuulu joukkoon ¢ (U).

N&mi poikkeukset kumoavat mé&éréllisesti toisensa, siten, ettd |L/| =
[(L)| = 3127 ja |U'| = |¢(U)| = 3127. On selvii, ettd poikkeukset johtu-
vat Kolountzakiksen konstruktiossa tehdyistéd rivien siirroista”, jotka tekevit
joukosta Y ei-jaksollisen. Joukko Y voidaan kirjoittaa toisin

Y=(K'UuM)uU(Y'\ (KUM))®93810Z,
jossa joukot Y/, K, K', M ja M’ ovat
Y'={ke€Z:k=15m,m € {0,...,6253}}
K ={keZ:k=1590+ 1770m,m € {0,...,52}}
K' ={ke€Z:k=410+1770m,m € {0,...,52}}
M ={keZ:k="795+1590m,m € {0,...,58}}
M' ={k € Z : k = 1293 + 1590m,m € {0,...,58}}.
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6.3 Steinbergerin konstruktio

Steinbergerin konstruktiolla ei ole yht4 selkeité rajoja sille, miké on pienin mah-
dollinen laatta. Lisdksi konstruktiossa on erilaisia epdoptimaalisuuksia. Stein-
berger kertoo tutkimuksessaan [21] esimerkiksi, etti potenssille n* tiytyy tosia-
siassa soveltaa hinen konstruktiotaan asteelle k + 1. Lisdksi, jos valitaan kon-
struktiossa alkuluvut qq, ..., qr perdkkiisiksi aleneviksi alkuluvuiksi, eikd kas-
vaviksi alkuluvuiksi, tdmé& optimoi hieman tulosta. Jo edelld annetut arviot on
saatu seuraavasti:

1. Konstruktiossa valittiin alkuluvut ¢; = 773, g2 = 769 ja g3 = 761, jolloin
laatan pituus on 316673.3

2. Konstruktiossa valittiin alkuluvut ¢ = 120151579, ¢» = 120151561, g3 =
120151541 ja q4 = 120151531, jolloin laatan pituus on 783748556833.4

Kéaydain esimerkkiné l4pi millainen laatta ensimméiisessi kohdassa on ky-
seessd. Jos kiytetddn konstruktiota kolmelle alkuluvulle, saadaan luvut

P=2-3-5=30

30 - 787

Ly =" = 11595
30773

Ly =5 = 7690
30 - 769

Ly = = 4566.

Talloin laattaa A kuvaava polynomi on

A= (1 4 1‘11595) (1 4 $7690 4 x2~7690) (1 T .134566 e x4-4566)

=1 +£C4566 +(E7690 +.’E9132 +1,11595 +$12256 -|—(E13698 -|—£C15380
+ 5816161 4 3316822 4 .7318264 =+ 1,19285 + 5619946 4 $20727 4 3}21388

+ 1‘23851 4 £U24512 + 1‘25293 + {L‘25954 + 1‘26975 4 $28417 4 $29078
+ 1’29859 + I31541 + I32983 + 1733644 + I36107 + £E37549 + 1,40673

45239
+x ,

joka vastaa laattaa

A = {0, 4566, 7690, 9132, 11595, 12256, 13698, 15380, 16161,
16822, 18264, 19285, 19946, 20727, 21388, 23851, 24512,
25293, 25954, 26975, 28417, 29078, 29859, 31541, 32983,
33644, 36107, 37549, 40673, 45239}.

Tama laatta kerrotaan vield neljannelld alkuluvulla eli seitsemalld, jolloin saa-

3Steinbergerin tutkimuksessa on virheellisesti alkuluvut 787, 773 ja 769. N4ill4 alkuluvuilla
laatan pituus on 320047.

4Steinbergerin tutkimuksessa on virheellisesti alkuluvut 120151637, 120151579, 120151561
ja 120151541, N&illd alkuluvuilla laatan pituus on 783748708303.
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daan laatta A’.

A’ = {0, 31962, 53830, 63924, 81165, 85792, 95886, 107660, 113127
117754, 127848, 134995, 139622, 145089, 149716, 166957,
171584, 177051, 181678, 188825, 198919, 203546, 209013,
220787, 230881, 235508, 252749, 262843, 284711, 316673}

Tamén laatan konstruktion mukainen jaksonpituus on

3
p'n=p' [[piaj=2-3-5-7-761-769 773
=1
—94996976970
<3166732.

Tamé& on ristiriidassa Steinbergerin viitteen kanssa, ettd 316673 on riittavd
laatan pituus siten, ettd n?> < D(n). Sain itse timin tapahtumaan vasta
valinnoilla ¢; = 821, ¢go = 811 ja q3 = 809, jolloin laatan pituus on 335657 ja
sen laatoituksen jaksonpituus on 113118028590. Jos konstruktiota seurataan
tiukasti ja valitaan kasvavat alkuluvut, aikaisimmat sopivat valinnat ovat
q1 = 811, qo = 821 ja g3 = 823, jolloin laatan pituus on 338359 ja sen laatoi-
tuksen jaksonpituus 115075571730.

Lisiiksi, jos etsitéifin sellaista laattaa, ettdi n3 < D(n) ja kiiytetdin kon-
struktiota Steinbergerin antamille luvuille ¢ = 120151637, g2 = 120151579,
g3 = 120151561 ja g4 = 120151541, saadaan laatan pituudeksi 783748708303
ei 783748556833. Saatavan laatan pituus on lisdksi lilan pitkd verrattuna
saatavan laatoituksen pituuteen 481426417007843810773622025392156130. En-
simmaiset valinnat, joilla itse sain laatoituksen onnistumaan, ovat alkuluvut
q1 = 120151783, g2 = 120151777, g3 = 120151751 ja q4 = 120151729.
Niilld saatavan laatan pituus on 783749905213 ja laatoituksen jaksonpituus
481429309942454744673152023249627590.

7 Yhteenveto

Kokonaislukujen laatoituksien ongelmien tutkijat ovat tiivis joukko ja heid&n
yvhteistyonsi paistaa tutkimuksista lapi. Tutkijat kiittdvat toisiaan tutki-
muksissaan ja antavat kollegoilleen julkaistavaksi omia tuloksiaan. Tamé&
matematiikan ala onkin minusta malliesimerkki yhteistyén voimasta. Yhteis-
tyon avulla edistyttiin hyvin nopeasti sithen pisteeseen asti, ettd laatoitusten
jaksonpituuksien alarajan ja yldrajan tiedetdén riippuvan eksponentiaalisesti
laatan pituudesta, kun vield 1990-luvulla tiedettiin vain, ett& totuus on jossain
lineaarisen ja eksponentiaalisen vilissd. Kenelle tahansa matemaatikolle tAmén
pitdisi olla inspiroivaa.

Edelleen on silti tutkittavaa. Monijoukkojen ja pelkkien kokonaislukujen ala-
rajojen vilinen ero on todettu, muttei tdysin kvantifioitu eikd sen syistd olla
varmoja. Mikd on paras approksimaatio funktiolle D(n)? Voiko téssé esiteltyja
keinoja kiyttdd korkeamman asteen laatoitusongelmissa? Mahdollisuudet jatko-
tutkimukselle ovat 1dhes rajattomat.
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