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Peilausta hyvéksi kiyttden saatiin mééritelméd inversiolle ympyridn suhteen (Madritelmd 1) ja
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Tédmain tutkielman aiheena on inversio ympyran suhteen. Inversio tarkoittaa peilausta suoran suhteen
tai sitten inversiota ympyrdn suhteen. Peilauksella tarkoitetaan esimerkiksi sitd, ettd jokin piste
kuvautuu jonkun suoran suhteen ja inversio ympyran suhteen on taas sité, ettd tietyn sédnndn mukaan
tason pisteet kuvautuvat ympyradn. Tutkielmassa on myo0s tutkittu inversion vaikutusta suoriin ja

ympyroihin, eli inversiota algebrallisesti.

Jotta voidaan maddritelld geometriaa, jossa voidaan ainakin tutkia ympyrdiden ominaisuuksia,
tarvitaan ryhmédn muunnoksia. Euklidiset muunnokset ja esitellyt inversiot ovat nditd ryhmid, jotka
sitten sdilyttdvat niitd ominaisuuksia. Tédssd tutkielmassa kuvataan, miten tédllaiset muunnokset

voidaan esittdd kompleksilukuina.

Sitten on ldhdetty késittelemddn laajennettua tasoa, joka tarkoittaa, etti tasoa on laajennettu
ddrettomyyspisteitd hyodyntden. Tamdn avulla voidaan kisitelld inversiota laajemmin. Lopuksi
tarkastellaan inversiivistd geometriaa. Inversiivinen geometria tutkii niitd C kuvioiden ominaisuuksia,

jotka sdilyvét inversiivisilld muunnoksilla, eli toisin sanoen sitd voidaan luoda kayttamalla inversiota.

Tutkielmassa kéytin vain David Brannanin Geometry- kirjaa [1]. Tekstissd on tarkemmin kerrottu,

misté tieto 10ytyy kirjasta.



Kaikki kisitellyt asiat tdssd luvussa ovat ldhteen [1] kappaleista 5.1.1 ja 5.1.2.

Geometrisesti pisteen A peilaus suoran / suhteen tarkoittaa sitd, ettid suoran / toiselle puolelle
saadaan piste 4". Tdma tarkoittaa, ettd jana AA” leikkaa suoran / niin, ettd pisteen 4~ etdisyys

suorasta / on sama kuin pisteen A4 etdisyys suorasta /. Suora / ja jana A4 " muodostavat suoran

kulman (Kuva 1).

Kuva 1. Pisteen peilaus suoran suhteen

Olkoon m suora, joka on yhdensuuntainen janan 44 " kanssa. Eli nyt suora m ja suora / ovat
kohtisuorassa toisiaan vasten (Kuva 2). Sitten olkoon piste P suorien m ja [ leikkauspiste ja piste §
suoran / ja janan A4 " leikkauspiste. Kolmiot APAS ja APA’S ovat yhtenevid, koska sks-lause. Tasti
seuraa, ettd kulmat £ PAS ja £ PA’S ovat yhtd suuret. Merkintd £ PAA " tarkoittaa kulmaa, jossa

piste 4 on kulman kérjessi, piste P kulman oikealta kyljeltd ja piste A~ vasemmalta kyljelta.

Kuva 2. Peilaus suoran / suhteen



Tasta sitten johdetaan inversio ympyrén suhteen (luku 2.2).

Otetaan suora / pois ja piirretdédn sen paikalle ympyra C, jonka sédde » on dérellinen. Tutkitaan siis
Kuva 3. Piirretddn pisteestd 4 tangentti ympyrélle C. Olkoon P tangentin ja ympyrin leikkauspiste.
Piirretddn myds pisteestd P korkeusjana janalla OA ja olkoon sitten 4 " korkeusjanan kantapiste.
Piirrettdessé kaksi tangenttia muodostuu kaksi samanlaista kolmiota, APOA” ja AAOP, koska

kulmat OPA” ja OAP ovat yhti suuret. Talloin saadaan, etté

0A” 0P
OP  0A
eli
0A-0A = OP?

Kuva 3. Inversio ympyrin C suhteen

Koska OP on ympyrén sdde, niin

0A-0A" =12 (1)

Pisteelld A on siis vain ja ainoastaan yksi piste 4, jolle pétee yhtilo (1), ja piste P midrdd sen
yksikésitteisesti. Peilaus voi tapahtua myds toisin piin, eli piste 4~ kuvautuu pisteeksi 4. Liséksi

voidaan valita toisen tangentin ja ympyrén leikkauspiste, joka antaa saman pisteen 4 .



Miiritelmé 1: Olkoon C ympyrd, jonka keskipiste on O ja sidde  ja olkoon piste 4 mika tahansa
piste lukuun ottamatta pistettd O. Jos piste 4" on suoralla OA4 samalla puolella kuin piste 4 ja
toteuttaa yhtalon

0A-0A" =r?,
niin silloin 4 " on pisteen A4 inversiopiste ympyrassi C. Talloin keskipiste O on inversiokeskus ja C
inversioympyra.
Muutos médritelladn néin:

t(A)=4", t: R? — {0} -» R? — {0}, (A eR?—{0}).

Tatd tunnetaan nimelld inversio (Kuva 4).

Kuva 4. Inversio

Esimerkki 1: Olkoon C ympyri, jonka keskipiste on origossa ja sdde on 2. Olkoon liséksi piste

A= (1,0), joka on siis ympyrén C sisdpuolella. Nyt yhtdlon (1) mukaan saadaan, ettid

0A"-1 =22 04" = 4.

Piste A" on siis ympyrin C ulkopuolella.

Esimerkki 2: Olkoon C ympyré, jonka keskipiste on origossa ja sdde on 5. Olkoon liséksi piste 4
mika tahansa piste ympyran kehilld, eli O4=5. Saadaan, ettad

0A"-5 =52 < 0A" =5.



Koska 4 ja A" ovat samalla suoralla ja pisteen 4" etdisyys origosta on my0s 5, niin kehépisteet

kuvautuvat itselleen, eli A=A4".
Lause 1: Inversio ympyréssi on itsenséd kddnteiskuvaus.

TODISTUS

Voidaan kédyttda merkintdd 1(A) = A" ndyttdméiin, ettd piste A’ on pisteen A inversio. Inversio on

itsensi kddnteiskuvaus, koska I (I (A)) =Aelil =171.

Tutkitaan, miten inversio on yleistys peilauksesta. Toisin sanoen tutkitaan, mitd pisteen A
inversiopisteelle tapahtuu, kun ympyran sddettd pienennetéén.

Olkoon piste A ympyréin C, jonka keskipiste on O ja sdde r, ulkopuolella. Olkoon myds piste 4~
inversiopiste ja jana A4 " leikkaa ympyrad C pisteessd N. Télloin OA =r + AN jaOA" =r — A'N,

joten yhtildd OA - 0A” = r? saadaan muotoon
(r+AN)(r — A'N) = r2.
Poistamalla sulut, sieventdmaélld lausekkeet ja ratkaisemalla 4 "N termid saadaan

AN -r AN

r+ AN 1+g

A'N =

Kun péétetdén pisteet A ja N sekd annetaan siteen r 1dhestya ddrettomyyttd, huomataan, ettd peilaus
suoran suhteen voidaan pitdé rajoitettavana tapauksena ympyrin inversiossa, kun séteiti
suurennetaan (Kuva 5). Tésti sitten saadaan, ettd inversio -késite tarkoittaa joko peilausta suoran

suhteen tai inversiota ympyran suhteen.



Kuva 5: Peilaus pisteen suhteen ja inversio ympyran suhteen

2.3.1 Inversio algebrallisesti

Johdetaan kaava tapaukselle, jossa C on yksikkdympyri {(x,y): x% + y? = 1}. Merkataan ympyréi
symbolilla .

Olkoon A piste (x,y) € R? — {0} ja olkoon 4 " sen inversiopiste yksikkdympyrissi . Koska 4
sijaitsee samalla puolisuoralla kuin piste A4, siitd seuraa, etta pisteelld 4 " tdytyy olla koordinaatit
(kx, ky), jollekin positiiviselle luvulle £ (kuva 6).

Kun ympyrin g side on yksi, saadaan, etti 04 - 0A” = 1. Tilldin 0A? - 0A™ = 1 ja tisti sitten

(x? +y2)(k?x? + k?y?) = 1.

Saadaan, ettd

1
k? = ————,
(x2 + y2)2
eli
I — 1
C xZ4y?
Téten piste A" on (xzi—yz, sz_Fyz) Téstd saadaan Lause 2.



A" (kx, ky)

Kuva 6: YksikkOympyra g ja pisteet 4 ja 4’

Lause 2: Inversio yksikkdympyrissd  on funktio

t: e = () GR? — {0} > R = {0}, ((x,7) €R? — {0]).

Lausetta voidaan kéyttdéd 16ytddksemme inversiota mistd tahansa nollasta poikkeavasta

rationaaliluvun nelidsti R? yksikkdympyrissi .

Esimerkki 3: Inversio pisteelle (3, —2) yksikkOympyréssd on piste

(32 +?—2)2 ' 32 +§—2)2> - (13_3 _12_3>

Suoran kuva inversiossa on sen pisteiden kuvien joukko. Tutkitaan titd seuraavan esimerkin avulla.

Esimerkki 4: Méadritetdédn inversio yksikkdympyréssé g suoralle 2x + 4y = 1.
Olkoon (x, y) mielivaltainen piste suoralla 2x + 4y = 1 ja olkoon (x *,y ") inversiopiste
yksikkdympyrdssé . Sitten

) . y
(x,y) = <(x TG TG ,)2>.
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Kun x ja y liittyvét yhtdloon 2x + 4y = 1, niin my0s kuvapiste liittyy. Saadaan

2x’ 4 4y’ _ 1
2+ 02 D2+ ()2

Kertomalla yhtdléon molemmat lausekkeella (x)? + (y")? saadaan 2x" + 4y" = (x" )% + (y)? ja
Yy y y Yy )]

tasta sitten seuraava muoto:

(x'—1)2+ (y"—2)? =5.
Poistetaan heittomerkit:
(x—1)2+(@y—-2)*=5
Téstd sitten huomataan, ettd kyse on ympyristi, jonka keskipiste on (1,2) ja side v/5.
Eli siis jokaiselle (x”"— 1)? + (y" — 2)? = 5 pisteelle on inversiopiste suoralla 2x + 4y = 1. Piste

(0, 0) ei kuulu suoralle.

Esimerkissd 4 kaytettiin heittomerkkejd erottamaan alkuperdinen piste (X, y) inversiopisteestd
(x’, y). Kun kyseisen esimerkin laskumenetelmdd on ymmartinyt, voi alkaa kdyttimiin seuraavaa

laskustrategiaa, josta puuttuu heittomerkit.

Strategia 1: Yhtdlon méarittiminen inversiokdyrélle yksikkdympyrissé £:

1) Kirjoita yhtilo, joka liittyy kdyrédn x- ja y- koordinaattipisteisiin, eli

2) korvaa termi x termilld ja termi y termilla ja sievennd saatu yhtilo.

x2+y2 x2+y2

Esimerkki 5: Mairitetddn inversiokuvaus yksikkdympyrissé g suoralle y = x.

x
x2+y2

Kun termié x korvataan termilld ja termid y termilla xzi—yz , saadaan

y _ X
x2+y2_x2+y2'

Siten
y = X.

Paadyttiin samaan yhtéloon, kuin alussa. Eli suora x = y kuvautuu itseensé inversiossa (kuva 7).
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Kuva 7: Suoran y=x inversiokuvaus
Voidaan kidyttdd termid punkteerattu, kun jostain suorasta tai ympyrédstd on poistettu jokin piste.

Esimerkiksi piste A on poistettu suorasta tai ympyrastd. Tdlloin sanotaan, etti se suora tai ympyra on

punkteerattu pisteessd A.

Lause 3: Suorien inversiokuvaus:

Inversio ympyréssd, jonka keskipiste on O:

1) Suora, joka ei kulje keskipisteen O ldpi, kuvautuu ympyréksi, josta on poistettu ympyrén
keskipiste O.
i1) Suora, joka on punkteerattu pisteessd O, kuvautuu itselleen.
TODISTUS

Olkoon piste O origossa ja pituusyksikkond ympyrén sdde. Inversio tapahtuu siis yksikkdympyrin

§ suhteen.
1) Jos [ on suora, joka ei kulje origon lédpi, se noudattaa yhtiloa
ax +by+c=0,
missi ¢ ei ole nolla. Kayttdmalld ylld olevaa strategiaa, ndhddén, ettd suoran / inversiokuvaus

yksikkdympyrdssd on muotoa

12



ax N by
x2+y2 x2_|_y2

Kun c ei ole nolla, yhtdl64 voidaan myds kirjoittaa muotoon

cx?+cy?+ax+by =0,

joka voidaan vield kirjoittaa muodossa

x? + 2+gx+é =0
yoT PR

Kuva 8: Suoran / inversiokuvaus yksikkdympyrassé g

Edelld mainittu yhtdlo on siis ympyrélle C. Jos piste O poistetaan ympyréastd, jokainen jiljelld oleva
piste 4" on kuvaus pisteestd 4, missd OA4 "leikkaa suoraa /. Téstd seuraa, ettd suoran / kuvaus on koko

punkteerattu ympyrd C — {0} (ks. kuva 9).

i1) Tadmén osan todistamiseen voidaan my0s kdyttdd strategia /, mutta on helpompi tutkia sitd
suoraan inversion madritelmastd. Nyt, jos / on suora, joka on punkteerattu pisteessd O,
niin jokainen suoran / piste yksikkdympyrin g sisélld on kuvaus yksi suoran / pisteelld

yksikkdympyrén g ulkopuolella ja pdinvastoin (ks. kuva 9).
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Kuva 9: suoran / kuvaus

Seuraavaksi tarkastellaan ympyrdn peilausta inversion suhteen. Koska inversioympyrdn pisteet
kuvaavat itseddin, my0s tuon ympyrdan kuvaus on ympyré. Lisdksi mikd tahansa ympyrd C, jonka
keskipiste on inversion keskipiste O, kuvautuu toiseen ympyriin, jonka keskipiste on myos O. Syy
tdhdn on se, ettd symmetrian perusteella jokaisen ympyrén C piste kuvautuu yhté suurelle etdisyydelld
pitkin sddettd (ks. kuva 10). Tédssd kohtaan herdd kysymys, kartoittaako inversio aina ympyrit

ympyroiksi.

Kuva 10. Ympyrén peilaus

Esimerkki 6: Kaytd strategia 1 madrittddksesi ympyrdn C, jonka keskipiste on (2, 0) ja sdde 1,

inversiokuvaus yksikkdympyréssé .
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RATKAISU

Ympyrin C yhtild on (x — 2)2 + y? = 1, jota voidaan my®&s kirjoittaa muotoon

x?+y2—4x+3=0.

Y1lld olevan strategian avulla voidaan pédtelld, ettd ympyrin C inversiokuvauksen yhtilo

yksikkdympyréssd g on muotoa

( a )+( 24 ) " 3=
x2+y2 x2+y2 x2+y2 -

Tassd kohtaan voidaan laskea yhteen yhtdlon kaksi ensimmadistd termid saadaksemme seuraavan

yhtdlon
! i +3=0
x2 + yz x2 + yz -
jota voidaan jarjestdd uudelleen muotoon
4 1
2 2 _ —=0
x“+y 3 x + 3 .

Lopuksi yhtdld saadaan muotoon

Tama onkin yhtdlé ympyrille, jonka keskipiste on (g, 0) ja sdde é

Esimerkissd 6 ndhdain, ettd ympyrd C todellakin liittyy toiseen ympyrddn. Huomataan kuitenkin, etti
ympyrdn C keskipiste (2, 0) osuu pisteeseen (%, 0), joka ei ole ympyrdn C inversiokuvauksen

keskipiste. Téstd seuraa, ettd vaikka inversio kuvaa yhden ympyrén toiseen, se ei vilttdméttd kohdista

keskipisteitd toisiinsa.

Esimerkki 7: Olkoon C ympyrd, jonka keskipiste on (-2, 0) ja sidde 2, punkteerattu origossa. Maariti

ympyran C inversiokuvaus yksikkdympyréssi .
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RATKAISU

Ympyrin C yhtild on (x + 2)? + y? = 22, jota voidaan muuttaa muodoksi

x2+y2+4+4x=0.

Kayttdmalla sitd samaa strategiaa saadaan, ettd inversiokuvauksen yhtdlé on muotoa

X 2 y 2 4x
(2 2) +<2 2>+ 2 > =0.
x“+y xXc+y xc+y

Sitten
1 + 4x 0
x2 + yz x2 + yz -
ja 1+4x=0.
Tastd seuraa, ettd pisteytetyn ympyrin C kuvaus on suora 1, jonka yhtdlé on x = — i. Kuvasta 11 kiy

selviksi, ettd jokaisen suoran / piste on kuvaus jollekin ympyrian C pisteelle, joten ei ole tarvetta

punkteerata suoraa /.

N
NI

Kuva 11. Esimerkki 7

Lause 4: Ympyrdiden inversiokuvaus:
Inversio ympyréssd, jonka keskipiste on O:

1) Ympyrd, joka ei kulje keskipisteen O kautta, kuvautuu ympyréksi.

16



i1) Origon kautta kulkeva origossa punkteerattu ympyra kuvautuu suoraksi, joka ei kulje

origon kautta.

TODISTUS

Valitaan pari koordinaattiakseleita, jotka muodostavat sen ympyrdn, jossa kédnndmme

yksikkdympyrén .

Nyt olkoon C mielivaltainen ympyri, jonka keskipiste on (a, b) ja sdde r. Tdman ympyrén yhtalé on
sitten

(x—a)?+ @y -b?=r?
eli

x?+vy2—2ax—2by +c =0,
jossac =a?+ b —r2

Kayttamalld strategiaa 1 kdyrien inversiokuvauksien mdiirittdmiseen padtetdén, ettd ympyrdn C

inversiokuvaukselle pitee yhtalo

X 2 y 2 2ax 2by
.X'Z _|_y2 X2+y2 x2_|_y2 x2_|_y2

Yhdistamalld yhtdlon kaksi ensimmadistd termid saadaan

1 2ax 2by

— — +c=0
xZ _|_y2 x2+y2 x2+y2

Sitten yhtdlén molemmat puolet kerrotaan termilld (x? + y?2), jolloin saadaan, ettd

1—2ax —2by + c(x? + y?) = 0. (1)

Tédmai on joko suoran tai ympyran yhtilo riippuen siitd, kulkeeko ympyrd C keskipisteen O kautta vai

el.
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1) Jos ympyra C ei kulje keskipisteen O kautta, c ei ole nolla. Eli nyt yhtélod (1) voidaan

jakaa termilld c, jolloin saadaan

2py2 2% 22y 1 1o0
X y Cx Cy C—.

Taméa on ympyrin yhtéld, joka siséltdd alkuperdisen ympyrian kuvan.
1) Jos ympyré C kulkee keskipisteen O kautta, niin silloin c=0. Téll6in yhtilo (1) saa muodon
1—2ax —2by = 0.

Tadma on suoran yhtélo, joka ei kulje keskipisteen O kautta. [ |

Seuraavassa laatikossa on tiivistelméd lauseiden 3 ja 4 tuloksista.

Inversiokuvaus ympyrille, jonka keskipiste on O:

1) Suora punkteerattu keskipisteessid O -> sama suora punkteerattu keskipisteessd O
2) Suora, joka ei kulje keskipisteen O kautta —> ympyré punkteerattu keskipisteessd O
3) Ympyrd punkteerattu keskipisteessd O -> suora, joka ei kulje keskipisteen O kautta

4) Ympyrd, joka ei kulje keskipisteen O kautta - ympyré, joka ei kulje keskipisteen O kautta

Tamén tiivistelmin yksityiskohtia ei tarvitse muistaa, koska sen ennusteet voidaan muistaa
intuitiivisesti seuraavasti. Ensinnékin pisteet origon lépi kulkevalla suoralla tai ympyrilld voidaan
valita mielivaltaisesti ldhelld origoa. Téllaisten pisteiden kuvaukset voidaan sen takia valita
mielivaltaisesti kaukana origosta, ja siksi niiden on sijaittava suoralla. Toiseksi suoran pisteen
voidaan valita mielivaltaisesti kaukana origosta. Néiden pisteiden kuvaukset voidaan valita
mielivaltaisesti ldhelld origoa, ja siksi niiden on sijaittava ympyrélla tai suoralla, joka on punkteerattu

origossa.
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Esimerkki 8: Miiritd seuraavien inversiokuvaukset yksikkdympyréssé .

a) suora /, jonka yhtdlo on x = 2

b) ympyra C, jonka keskipiste on (0, 2) ja siade 1

RATKAISU

a) Tiivistelmésta tiedetdén, ettd suoraa / kartoitetaan ympyrédén C, joka on punkteerattu origossa.
Tama ympyra kulkee pisteen (%, 0) lépi, koska G, 0) on pisteen (2, 0) kuvaus inversiossa.

Koska suora / on symmetrinen x-akselin suhteen, niin ympyrdn kuvaus pitdd myos olla

symmetrinen x-akselin suhteen. Ainoa ympyré C, joka tayttdd ndma kaikki ehdot, on ympyra,

jonka keskipiste (i, 0) ja sdade i (ks. kuva 12).

a8
KU; 2 x

Kuva 12. Esimerkki 8 a) -kohta

b) Tiivistelmidn mukaan ympyrdn C kuvaus on ympyrd C’, joka ei kulje origon ldpi. Sen pitda

olla symmetrinen y-akselin suhteen, koska ympyrd C on, ja sen pitdisi myds kulkea pisteiden

(0, %) ja (0,1). Ympyrin C” keskipisteen on télloin pakko olla (0,%) ja side § (ks. kuva 13).
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Kuva 13. Esimerkki 8 b) -kohta

Jotta voidaan maddritelld geometriaa, jossa voidaan ainakin tutkia ympyrdiden ominaisuuksia,
tarvitaan ryhmén muunnoksia. Euklidiset muunnokset ja edellisessd osiossa esitellyt inversiot ovat
nditd ryhmid, jotka sitten sdilyttdvit niitd ominaisuuksia. Tédssd osiossa kuvataan, miten tdllaiset

muunnokset voidaan esittdd kompleksilukuina.

Tama luku perustuu ldhteen [1] kappaleeseen 5.2.1

Aloitetaan ensin kertaamalla muutama asia liittyen kompleksilukuihin. Ensinnékin tason R? pisteiden
(x,y) ja kompleksitason C kompleksilukujen z = x + iy vélilld on yksi-yksi vastaavuus. Lukua x
kutsutaan kompleksiluvun reaaliosaksi Re ja luku y vastaavasti sen imaginaariosaksi Im. Kaikki
aritmeettiset operaatiot voidaan suorittaa kompleksitasossa C kuten reaaliluvuille, paitsi ettd
korvaamme i? luvulla -1. Jos zon kompleksiluku x = iy, niin sen konjugaatti z maéritelldin

seuraavaksi

zZ=x-—1y,
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ja sen moduuli
|zl = \x? + y2.
Muistetaan, etti |z|? = zz.
Lause 5: Jokainen tason isometria t voidaan esittdd kompleksitasossa jollakin seuraavista funktioista
t(z)=az+b tai t(z) =az+b,

missd a, b € C, |a| = 1. Piinvastoin kaikki tallaiset funktiot edustavat isometrioita.

TODISTUS

Todistetaan lause ensin funktion t(z) = az + b avulla. Valitaan kaksi pistettd z; ja z, ja lasketaan

funktioiden t(z;) ja t(z,) vilinen etdisyys:

[t(z1) — t(z)| = [(azy + b) — (az, + b)| = |laz; — az,| = |la(z; — z,)| = lal|z, — z,

=1-]zy — 23| = |2, — 23]
Saadaan, ettd pisteiden z, ja z, etdisyys on sama kuin funktioiden t(z,) ja t(z,).
Nyt tehdddn samaa toiselle funktiolle.

[t(z1) —t(zy)| = |(azq + b) — (az, + b)| = |azy — az,| = |a(zq — 2,)| = |allz; — z,

=1-|zq4 — 23| = |z, — 75|

Péinvastoin on helppo todistaa, koska jokainen kuvatun tyyppinen funktio on yhdistelmé edelld

kuvatuista perusisometrioista. Olkoon nyt # kompleksisen tason isometria ja olkoon
t(0)=bt(1)=c.
Jos korvataan termi (¢ — b) luvulla a, niin |a| on se etdisyys lukujen t(0) ja t(1) vililld ja koska t on

isometria, niin |a| = 1. Nyt olkoon s yhtidsuuruuden s(z) = az + b méérittelemd isometria:
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s(0) = b =t(0) ja s()=a+b=c=t(1).

Siis (s~ o t ) on isometria, joka kiinnittdd luvut 0 ja 1 ja koska sen on isometria, sen on kiinnitettiva

jokaisen x-akselin piste.

Koska (s™1 o t ) on isometria, joka jitti kaikki x-akselin pisteet muuttumattomana, voidaan piitelld,

etti (s1ot) on joko identtinen kuvaus tai heijastus x-akselilla. Jos se on identiteetti, niin

1

(sl ot (2)) =z, jossa t(z) = s(z) = az + b. Jos se taas on heijastus, niin (s‘ ° t(z)) = Z, jossa

t(z) =s(z) =az+b.
Lause 6: Jokainen isometria voidaan ilmaista heijastusten yhdistelména.
TODISTUS
Todistus 10ytyy ldhteen [1] sivulta 279.
Esimerkki 9: Olkoon luvun t midrittelema isometria
t(z) =iz+4+2i (z € ©).

a) Osoita, ettd funktio on isometria
b) Tulkitse funktio t heijastuksen, kierron ja translaation yhdistelména

c) Tulkitse funktio t heijastusten yhdistelména

RATKAISU

a) Vektorin z kerroin on i, jonka moduuli on |i| = 1. Néin lauseen 1 mukaan funktio ¢t on
isometria.

b) Siind kaavassa, jossa médritelldéin funktio t, konjugaatio vastaa heijastusta x-akselilla,
kertominen kertoimella i vastaa kiertoa vastapdivddn luvun % kautta ja 4 + 2i yhteenlasku
taas vastaa translaatiota vektorin (4, 2) lapi.

c) Ensinnikin olkoon r x-akselin heijastus, joka vastaa konjugaatiota. Seuraavaksi huomataan,

ettd vastapdivddn pyOriminen luvun g kautta voidaan tulkita yhdistelméksi 7y o r, jossa r on

jélleen heijastus x-akselilla ja r; on heijastus suoralla y = x origosta, joka muodostaa kulman
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% kanssa. Lopuksi ndhdddn, ettd translaatio vektorin (4,2) kautta voidaan tulkita

yhdistelmiksi 75 o1, , jossa r, on heijastus suoralla 4x + 2y = 0 origosta ja joka on

kohtisuorassa vektorin (4,2) kanssa. r; taas on heijastus yhdensuuntaisella suoralla
4x + 2y = 10, joka kulkee %(4, 2) =(2,1) kautta. Kaiken kaikkiaan meilldi on nyt

t =r301,01; oror tai koska r on oma kddnteensd niin t =13 01, o1y,

Lause 7: Inversio ympyrassé C, jonka sidde on r ja keskipiste (a, b), voidaan esittdd kompleksitasossa

muunnolla

t(z)=Zr_C+c (z€C—{c]),

missd ¢ = a + ib.

TODISTUS

Tarkastellaan ensin tapausta, missi ympyra C on yksikkdympyri . Pisteen (x,y) inversiokuvaus

yksikkdympyrissd g on piste (L 4 ) Tatd voidaan muotoilla uudelleen kompleksilukuina

x2+y2 4 x2+y2

kayttadmalla sitd tosiasiaa, ettd kompleksiluvun z = x + iy moduuli |z| tdyttdd identiteetin
x?+y? =|z|* = zz.
Siten pisteen z = x + iy inversiokuvaus on piste

X y o x+iy  z

+ L
i = =—=-
x2+y?  x?4+y? x?4+y? zz 1z

Seuraavaksi tarkastellaan sitd yleisempéd tapausta, jossa C on ympyri, jonka sidde on r ja keskuspiste

(a,b). Tassa tapauksessa ympyrdn C inversio voidaan ilmaista yhdistelménd t = t3 o t, o t;, jossa

ti(z) = Zr;c on translaatio ja skaalaus, joka ldhettdd ympyrdin C yksikkGympyréén;

t,(z) = i on yksikkéympyrén inversio;
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t;(z) = rz + ¢ on luvun t; inversio ja se ldhettdd yksikkGympyran takaisin ympyraén C.

Seuraavat asiat ovat ldhteen [1] kappaleesta 5.2.3.

Inversio ympyrén suhteen ei ole médritelty ympyrin keskipisteessd. Tarkastellaan se tilanne, jossa
meilld on suora /, jonka yhtilo on x = 2, ja ympyré C, jonka keskipiste on (i, 0) ja side i. Ympyra
C kulkee origon eli yksikkdympyrin g keskipisteen kautta, jota on poistettu ympyrastd C. Koska
inversio on itsensd kddnteiskuvaus, ympyra C kuvautuu suoraksi.

Nyt piste (2, 0) kuvautuu pisteeksi 1, 0), piste (2, 1) kuvautuu pisteeksi (3,1), piste (2, 2) pisteeksi
y 2 5’5

11, . TR _ . . . 2 y
(Z’Z) ja yleisesti jokin suoran x = 2 piste kuvautuu pisteeksi (4+y2 v ) (ks. kuva 14). Kun y

koordinaatti kasvaa, piste ympyrélldi C ldhestyy origoa vastapdivddn ja kun taas y koordinaatti
pienenee, piste ldhestyy origoa myotipdivdadn. Koska ei ole sellaista pistettd, joka olisi suoraan
inversiokuvauksena origo, niin ldhdetdidn kdyttdmidn niin sanottua ddrettomyyspistettd tdyttimain

aukkoa.

A

Kuva 14: Suoran x = 2 peilaaminen ympyrén C suhteen

Seuraavaksi laajennetun tason méaaritelmé, jossa on otettu tuo dédrettdmyyspiste otettu mukaan.

24



Miiritelmd 2: Laajennettu taso on Euklidisen tason R? ja &irettdmyyspisteen oo yhdiste
(R? U {oo}). Laajennettu kompleksinen taso taas on kompleksitason ja dérettdmyyspisteen yhdiste

(C U {oo}).

Miiéritelma 3: Olkoon C yleistetty ympyréd laajennetussa kompleksitasossa. Télloin laajennetun

tason inversio suhteessa ympyrddn C on funktio t, joka mairitelldin jollakin seuraavista sddnnoista:

1) Jos C on ympyrd, jonka sidde on r ja keskipiste O, niin
Pisteen A inversio ympyran C suhteen. jos A € C—{0},
t(4) = o, josA =0,
0, jos A = oo;
ii) Jos C on laajennettu suora I U {oo}, niin
Pisteen A peilaus suoran C suhteen, jos A €C,
t(4) = : N
0, jos A = oo,

Lause 8: Laajennetun tason inversiot kuvaavat yleiset ympyrét yleistetyiksi ympyrdiksi.

Miiritelmai 4: Funktio t, jota méérittelee

jos z € C,
, Jjos z = o,

t(z) = {Ozo'

kutsutaan laajennetuksi konjugaatiofunktioksi.

Mairitelmi 5:

a) Funktio t, jota méairittelee
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1

-, josz € C—{0},
t(z) ={% .

00, josz =0,

0, jos z = oo,

kutsutaan laajennetuksi kdénteisfunktioksi.

b) Funktio t on muotoa

az + b, josz €C
0, jos z = o,

t(z) = {

missd a,b € Cjaa # 0, kutsutaan laajennetuksi lineaarifunktioksi.

Seuraavan esimerkin ratkaisu osoittaa, ettd laajennettu kéénteisfunktio voidaan ilmaista kahden

inversion yhdistelména.

Esimerkki 10: Etsi se yhdistelmid t = t, o t;, missa

t; on inversio yksikkOympyréssi g,

t, on laajennettu konjugaatiofunktio

RATKAISU
Kun
1 .
- josz € C—{0}, . Z, josz €C,
t1(2) =1 oo, josz=0 12 to(2) = o0, jos z = oo,
0, josz = oo
niin

t(o0) =t ot;(0) =t,(0) =0,

t(0) = t; o t;(0) = ty(00) = c0.

Jaljelld oleville z € € — {0} arvoille meilld on
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Tastd seuraa, ettd t = t, o t; on laajennettu kaddnteisfunktio.

Aiemmin huomautimme, ettd jokainen lineaarinen funktio on t o s yhdistelmai, jota seuraa isometria
t. Koska jokainen isometria t on heijastusten yhdistelmi, niin jokainen lineaarinen funktio on
skaalauksen s yhdistelma 73, o ... o 1, o 1y o 5, jota seuraa joukko heijastuksia ry, 15, ..., 13,

Nyt ainoa ero lineaarifunktion ja laajennetun lineaarifunktion vililld on se, ettd jalkimmaiinen sisdltda
lisdpisteen ddrettomyydessa toimialueellaan. Koska tdma lisdpiste kuvataan itseensd, niin laajennettu
lineaarinen funktio on skaalaus, joka myos kuvaa ddrettomyyden ddrettoméddn. Tdtd myds seuraa
joukko heijastuksia, jotka myos kuvaavat ddrettomyyden oo itselleen. Mutta tima heijastus on vain
kddnnos pidennetysséd rivissd. Skaalaus, joka myds kuvaa dédrettdmyyden oo itselleen, on kahden
inversion yhdistelma. Téstd seuraa, ettd jokainen laajennettu lineaarinen funktio on inversioiden
yhdistelma. Kun tdmé yhdistetdén ylld olevaan esimerkin tulokseen, saadaan todistus seuraavalle

lauseelle (lause 9).

Lause 9: Laajennettu kddnteisfunktio ja laajennetut lineaarifunktiot voidaan hajottaa inversioiden

yhdistelmiksi.

Koska laajennetun tason inversiot kuvaavat yleistettyjd ympyrdita yleistetyiksi ympyroiksi, meilld on

seuraava seuraus lauseelle 9.

Seuraus: Laajennetut lineaarifunktiot ja laajennettu kddnteisfunktio kuvaavat yleistetyt ympyrat

yleistetyiksi ympyroiksi.
Esimerkki 11: Olkoon isometrian t méérittelema laajennettu lineaarinen funktio

t(2) = 2(-1+V3i)z+ (4 -20), jos z € C,
@, jos z = o,

[Imaise t laajennetun kompleksitason inversioiden yhdistelména.
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RATKAISU

Muunnos t skaalaa kompleksitasoa kertoimella |2(—1 + \/§i)| =4, kiertdd sen

Arg (2(—1 ++/3 l)) = 2?nja siirtdd vektorin (4, —2) verran.

Skaalaus kertoimella 4 voidaan jakaa yhdistelmaiksi t, o t;, jossa
t; on inversio yksikkdympyrissa £ ja

t, on inversio ympyrissé, jonka side on V4 = 2 ja keskuspiste origo.

Kierto kulman 2?71' voidaan hajottaa yhdistelmaéksi t, o t3, jossa
t; on inversio laajennetulla reaaliakselilla ja

t, on inversio laajennetulla suoralla I, U {0}, jossa I, on suora y = v/3x.
Vektorin (4, 2) kautta tapahtuva translaatio voidaan hajottaa t4 o ts, jossa
ts on inversio laajennetulla suoralla I U {00}, jossa I on suora 4x — 2y = 0 ja

te on inversio laajennetulla suoralla [, U {00}, jossa l4 on suora 4x — 2y = 10.

Koska tg, ts, ty, t3 ja t, o t; kuvaavat oo itseensd, niin

t=t6°t5 °t4°t3°t2°t1.

Kasitellyt asiat ovat ldhteen [1] kappaleesta 5.3.1.

kulman

Jokaista geometriaa kdytetddn tutkimaan avaruudessa olevien kuvioiden ominaisuuksia, jotka sdilyvét

sen muunnoksilla. Esimerkiksi Euklidean geometriaa kiytetdin tutkimaan tason R? kuvioiden

ominaisuuksia, kuten kulmaa ja etdisyytté, jotka tason R? isometriat sdilyttavit.

Koska jokaisen tason R? isometria voidaan hajottaa heijastusten yhdistelmiksi, voidaan ajatella, ettd

Euklidean geometriaan liittyvd ryhmé on kaikkien mahdollisten heijastusten yhdistelma.

Tamid kertoo, ettd meiddn pitdd madrittdd uudet geometrian muunnokset. Nyt sen sijaan, ettd

tarkastellaan heijastusten yhdistelmié, harkitaan inversioiden yhdistelmat.
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.o o0 . . 2 . .o . . . . . . . .
Miéritelmé 6: Muunnos t : C —» C on inversiivinen muutos, jos se voidaan ilmaista inversioiden

yhdistelména.

Esimerkiksi laajennettu kadnteisfunktio on inversiivinen muunnos, koska se voidaan ilmaista
yhdistelméni t, o t;, jossa t; on inversio yksikkdympyrissd ja t, inversio reaaliaksellilla. Samoin
kaikki laajennettu lineaarifunktio voidaan ilmaista inversioiden yhdistelmin4, joten ne ovat myos

inversiivisid muunnoksia.
Lause 10: Laajennettu kidinteisfunktio ja laajennettu lineaarifunktio ovat inversiivisid muunnoksia.

Jokainen inversio esimerkiksi sdilyttdd kulmien suuruudet. Sen takia saman tiytyy pited kaikkiin

inversioiden yhdistelmiin. Téastd saadaan lause 11.

Lause 11: Inversiiviset muunnokset séilyttivédt kulmien suuruudet ja yhdistdvit yleiset ympyrit

yleistetyiksi ympyrdiksi.

Ennen kuin voidaan kéyttdd inversiivisid muunnoksia geometrian maddrittdmiseen, pitdd ensin

tarkastella ryhmén muodostumista.
Lause 12: Inversiivisten muunnosten joukko muodostaa ryhmédn funktioiden yhdistelman
operaatiossa.
TODISTUS
Todistetaan, ettd seuraavat aksioomat pitivét paikkansa.

1. Paittdminen
Olkoot r ja s inversiivisid muunnoksia. Voidaan kirjoittaa, ettd

T:tlotzo... otk

ja

S =tgy1Otgs2 0 e Oy,
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missé tq, t,, ..., t, ovat inversioita. Tdten

ros=(tyotyo..ot;)o (tgs1°trsz - ©ty)
on inversioiden yhdistelma ja ndin my0s inversiivinen muunnos.

2. Identiteetti
Funktioiden yhdistelmien identiteetti on identiteettimuunnos, joka antaa
t(z) =z (z € 0.

Tamai on inversiivinen muunnos, koska t = s o s, missd s on inversio yksikkdympyrassa.

3. Inversio
Jos t on inversiivinen muunnos, niin
t=t;ot,0..0t,,
missi tq, t,, ... t, ovat inversioita. Tastd seuraa, ettd
tl=tlot; oot =t 0ty 1 0. 0ty,

joka on inversiivinen muunnos.

4. Assosiatiivisuus

Funktioiden yhdistelmé& on aina assosiatiivinen.

Koska kaikki ylld mainitut ehdot ovat voimassa, niin inversiivisten muunnosten joukko muodostaa

ryhmén funktioiden yhdistelmissa.

Nyt kun on osoitettu, ettd inversiiviset muunnokset muodostavat ryhmén, voidaan kéyttdd tétad

geometrian médrittdmiseen.

Miidritelméd 7: Inversiivinen geometria tutkii niitd C kuvioiden ominaisuuksia, jotka sdilyvét

inversiivisilla muunnoksilla.
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31



