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Pro gradu -tutkielma on kirjallisuuskatsaus, jossa tarkastellaan oppilaiden yleisempid virhekdsityksid
yldkoulun algebrassa. Tutkielman tavoitteena on selvittdd, mitkd ovat yleisimmait yldkoulun oppilailla
esiintyvét virhekdsitykset yldkoulun algebrassa sekd milld tavoilla nditd virhekésityksid voidaan
ennaltachkdisti opetuksessa ja kuinka niitd virhekisityksid voidaan korjata. Yldkoulussa algebraan
siirryttdessd matematiikasta tulee abstraktimpaa verrattuna oppilaiden aikaisempiin kokemuksiin
matematiikasta. Monet sanovatkin pudonneensa kirryiltd matematiikan opinnoissa kirjainmuuttujien jdlkeen,
joka on monelle oppilaalle ensimméiinen konkreettinen kokemus algebrasta. Algebraa pidetdfinkin
portinvartijana muihin matematiikan opintoihin.

Virhekésitysten syntymistd voidaan ldhestyd muutosvastaisuus ndkokulman avulla, jonka mukaan véérin
ymmdrretty tieto tai vajaaksi jddnyt ymmdrrys aiheesta ovat uuden oppimisen esteend. Virhekdsityksien
ymmartdmiseksi tulisi opettajan myods ymmaértdd oppilaan algebrallisen ajattelun taso. Algebrallisella
ajattelulla kuvataan oppilaan kykyé ilmaista algebran abstrakteja késitteitd matemaattisten symbolien avulla.

Tutkielmassa késitellddn virhekésityksid viidestd aiheesta, jotka ovat sulkeet ja laskujérjestys, yhtdsuuruus,
peruslaskutoimitusten symbolit, muuttuja ja funktion kisite. Kirjallisuuden ja tutkimuksien avulla esitelldén
ndihin aiheisiin liittyvid virhekasityksid ja yleisimpié oppilaiden virheitd, joina ndmé virhekasitykset yleensa
oppilaan vastauksissa esiintyvét. Opettaja voi huomioida virhekésitykset opetuksessaan valmistelemalla
oppituntinsa niin, ettd opetuksessa ennaltachkaistiin kyseisten virhekdsitysten syntymisti. Jos virhekisitysten
ennaltachkdiseminen ei onnistu, tutkielmaan on koottu erilaisia tehtivityyppejd, joiden tarkoituksena on
kehittdd oppilaan algebrallista ajattelua ja korjata oppilaiden virhekésityksid. Opettaja saa oman harkinnan
mukaan hyddyntdé niitd esimerkkejd opetuksessaan haluamallansa tavalla.

Opettajan tydaika on rajallinen, siksi néen itse tirked tutustua yleisimpiin virhekédsityksiin. Oman ja muiden
matematiikan opettajien tyoskentelyn tehostamiseksi uskon, ettd yleisimpien virhekdsitysten tuntemisesta on
hyotyd opetuksen suunnittelussa ja tuntitydskentelyn organisoinnissa. Keskeinen opettajan rooli luokassa on
luoda ymparistd, jossa oppilaat uskaltavat yrittdd ja oppivat omista virheistddn. Ndin opettajan on helpompaa
my0s ohjata oppilaan algebrallista ajattelua keskustelemalla oikeaan suuntaan. Opettajan tuntiessa yleisimmat
virhekdsitykset myds oppilaiden auttaminen tuntitydskentelyn aikana on helpompaa. Virhekésityksen
korjaaminen on lopulta oppilaan oman ajattelun ja ymmaérryksen kehittdmista.

Avainsanat: virhekisitys, algebra, ylakoulu, muutosvastaisuus, algebrallinen ajattelu
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1 Johdanto

Tutkielma on kirjallisuuskatsaus, jossa perehdytddn oppilaiden virhekédsityksiin yldasteen
algebrassa. Tutkielman tavoitteena on selvittda tyypillisimmat yldkoulun algebrassa esiintyvit
virhekdsitykset ja kuinka nditéd virhekésityksid voidaan ennalta ehkéisté ja korjata oppitunneilla.
Monissa opettajien ammattiliiton kyselyissd opettajat ovat ilmaisseet tyon uuvuttavuuden.
Tamin takia oman ja muiden opettajien jaksamisen seké rajallisten tydtuntien tehostamisen
kannalta opettajan on hyvd tiedostaa yleisimmdt yldkoulun algebrassa esiintyvét
virhekdsitykset. Ndin hian pystyy suunnittelemaan opetustaan niin ettd se ennaltachkiisee ja
korjaa oppilaiden virhekisityksid mahdollisimman tehokkaasti, parhaillaan tietdméttéén.

Ylékoulussa matematiikan luonne muuttuukin alakoulun mekaanisesta laskennasta algebraan
(Ryan & Williams 2007), jossa oppilaan kisitteiden ymmartdminen ja matemaattisen ajattelun
kehittdminen korostuu. Monet yksinkertaistukset ja hartaasti harjoitellut taidot eivdt enéa
riitdkddn siirryttdessd yldkouluun. Monta vuotta samanlaisena pysyneet késitteet laajenevat
merkittivisti, kuten yhtdsuuruus. Alakoulussa oppilaalle riittdd yhtdsuuruudesta kisitys
symbolina, joka erottaa laskun vastauksesta. Ylidkoulussa tdma késitys yhtdsuuruudesta ei endd
riitd esimerkiksi yhtélon ratkaisussa. Tétd erityistd haastetta oppilaan oppimisessa voidaan
pyrkid tulkitsemaan muutosvastaisuus nidkokulman avulla. Muutosvastaisuus nidkokulman
mukaan oppilaan virheellisen késityksen muuttaminen on hankalaa, koska oppilaalla on jo
vakiintunut ymmarrys késitteestdi (Welder 2012). Virhekésitteen korjaamiseksi tulee
ensisijaisesti kehittdd oppilaan algebrallista ajattelua. Algebrallisen ajattelun kehittyessa
oppilas kykenee itse havaitsemaan oman ajattelun ristiriitoja ja opettaja pystyy ohjaamaan
oppilaan ajattelua oppimisen kannalta oikeaan suuntaan (Wilkie 2016).

Ylékoulun algebrassa keskeisid uusia késitteitd on muuttuja ja funktio. Liséksi harjoitellaan
muuttujan arvon laskemista ja polynomien sieventdmistd (OPS 2014). Namai uudet kisitteet ja
laskutoimitukset ovat abstrakteja ja timén takia haastavat oppilaan ajattelua uudella tavalla.
Alakoulussa oppilas tottuu ajatukseen, jossa matematiikka on laskujen suorittamista ja loppujen
lopuksi vastaukseksi jaa yksi luku (Ryan & Williams 2007). Polynomilaskennassa oppilaalle
aikaisempaan opittuun verrattuna tilanne muuttuu huomattavasti. Vain saman asteen omaavat
termit voidaan laskea yhteen tai vdhentéa toisistaan. Néin tehtdvistd riippuen vastauksessa voi
olla useampia termejd. Oppilaan aikaisempi kisitys vastauksesta yhtend lukuna tai termind
atheuttaa ristiriidan oppilaan ajattelussa aiemmin opitun ja uuden asian valilld.
Muutosvastaisuus ndakdkulman mukaan ristiriita tilanteessa tai episelvéssi tilanteessa oppilas
turvautuu aikaisemmin toimivaksi osoitettuun ajatteluun. Polynomilaskennan tapauksessa
oppilas toimisi joko yhdistdméilld tai poistamalla termejd polynomilaskennan sddntdjen
vastaisesti, jolloin vastauksena jéisi yksi termi.

Moni oppilas kokee putoavansa karryiltd, kun kirjaimet tulevat mukaan matematiikassa (Ryan
& Williams 2007). Kirjaimien esiintyminen matematiikassa on oppilaille ensimmaéinen
havainto algebrasta. Algebrallista ajattelua ja ndin oppilaan valmiuksia oppia uusia algebrallisia
konsepteja voidaan harjoitella jo alakoulussa. Tétd kutsutaan varhaisalgebraksi (Ryan &
Williams 2007). Varhaisalgebran avulla voidaan kehittdd oppilaan kisityksid alakoulussa
kaytettdvistd matemaattisista késitteistd ja symboleista, niin ettdi ne ovat paremmin
yhdistettdavissd yldkoulun algebran kanssa. Térkedd on kehittdd oppilaan kykyd hahmottaa,
koska se auttaa abstraktien késitteiden ymmaértdmiseen. Varhaisalgebran avulla voidaan tuoda
oppilaan tietoisuuteen malleja ja konsepteja, joita hyddynnetddn ylikoulun algebrassa. Naista
esimerkkeji ovat vaakamalli, lukusuora, tai kahden suureen taulukointi seki suureiden suhteen



vertaaminen toisiinsa. Uusien asioiden oppiminen on helpompaa, jos niiden
havainnollistamiseksi kdytetddn ennalta tuttuja tapoja ja tekniikoita.

Algebraa voidaan pitdd portinvartijana muihin matematiikan opintoihin (Dougherty & muut
2015). Ilman algebran osaamista on hankalaa edetd matematiikan opinnoissa yldkoulussa tai
ylakoulun jélkeisissd matematiikan opinnoissa (Woong & Mao 2020). Yldkoulun algebra ei ole
ainoa matematiikan kompastuskivi oppilaan oppimispolulla, mutta oppilaan tulevaisuuden
mahdollisuuksien kannalta yksi merkittdvimmistd. Algebran osaamattomuus yldkoulussa
saattaakin johtaa siihen, etti oppilas hylkda kokonaan matemaattisille aloille suuntautumisen.
Suomessa kaikkia matemaattisten alojen korkeakoulu aloituspaikkoja ei saada tdytettyd ja
samaan aikaan ndiden alojen osaamisen kysyntd on kasvanut. Néiden alojen opetuspaikkojen
lisddminen, tai opiskelu paikan saamisen yksinkertaistaminen ei auta, jos opiskelijoilla ei ole
valmiuksia opiskella matemaattisilla aloilla. Ndin algebran osaaminen ja sen opettaminen
yldkoulussa tulee osaksi niin vihredd siirtyméaé kuin digitalisaatiota.

Virhekasityksid yldkoulunalgebrassa voi esiintyd ainakin sulkeissa ja laskujérjestyksessd,
yhtdsuuruudessa, peruslaskutoimitusten symboleissa, muuttujassa ja funktion késitteessa
(Welder 2012 ; Wilkie & muut 2018). Sulkeet ja laskujérjestys on yldkoulun matematiikan
aloittacssa ensimmadisid opeteltavia asioita. Tdmia tarjoaa tilaisuuden myos harjoituttaa
algebrallista ajattelua ja virheellisten késitysten korjaamiseen esimerkiksi yhtdsuuruuden osalta
ennen varsinaisten uusien algebrallisten késitteiden esittelyd. Yhtidsuuruuden oikeanlainen
ymmaérrys on keskeistd muuttujan ja funktion késitteen ymmairtdmiseen. Lisdksi yhtdlon
ratkaiseminen oikein on mahdotonta ilman oikeanlaista kisitystd yhtdsuuruudesta.
Peruslaskutoimitusten symbolien virheellinen késitys aiheuttaa ongelmia muuttujien lukujen
kanssa toimiessa. Parhaiten tdmi tulee esiin polynomilaskennan yhteydessd. Funktion
kisitteessd ymmartdmiseksi oppilaan tulee hallita erityisesti yhtdsuuruuden ja muuttujan
kisitteet. Funktion kisite on erittiin abstrakti ja ndin haastaakin oppilaan algebrallista ajattelua
uudella tavalla.

Kirjallisuutta on etsitty Turun yliopiston kirjaston Volter tietokantaa. Hakusanoina on kéytetty
muun muassa virhekésitys (misconception), muutosvastaisuus (change-resistance) ja algebra.
Tutkielman kolmannessa kappaleessa esitelldén yleisimpid yldkoulun algebrassa esiintyvid
virhekdsityksid ja neljinnessd kappaleessa annetaan neuvoja opettajalle, kuinka niitd
virhekasityksid voisi opetuksessa ennalta ehkiistd ja korjata. Ennen yleisempien
virhekasitysten esittelyd toisessa kappaleessa késitelldén virhekdsityksen muodostumisen
ymmartdmiseen liittyvid keskeisid kasitteita.



2 Virhekasityksen taustat

Kappaleessa kisitellddn taustoja, jotka helpottavat ymmartdmddn virhekdsitysten syntya.
Virheen syyni ei valttaméttd ole virhekésitys. Virhekésityksestd johtuvat virheet vaativat aina
opettajalta erityistd huomiota. Oppilaan virhekésityksen ymmartdmiksi opettajan on
keskusteltava oppilaan kanssa. Opettajan on ymmarrettdva, miten oppilas ajattelee ja kuinka
hin ymmartdd tehtdvin ratkaisussa tarvittavia kasitteitd. Virhekésityksien muodostumista
voidaan ldhestyd muutosvastaisuusndkokulman avulla (Welder 2012). Aikaisemmin tutut ja
vakiintuneet kisitteet eivét endd sovellu sellaisenaan yldkoulun algebrassa.

Oppilaan kykyéd ilmaista omaa ajatteluaan symboleilla kutsutaan algebralliseksi ajatteluksi
(Wilkie 2016). Algebrallisessa ajattelun avulla oppilas tulkitsee erilaisia sdént6ji ja systeemeji
kaavioiden kuvaajien ja funktioiden avulla. Oppilaan algebrallista ajattelua kehittdmalla
helpotetaan oppilaan kykyd omaksua algebran abstrakteja kisitteitd. Algebrallista ajattelua
voidaan ldhted kehittimiin varhaisalgebran avulla jo alakoulussa (Ryan & Williams 2007).
Varhaisalgebran avulla voidaan esitelld ja harjoitella yldkoulun algebran opiskeluun tarvittavia
tyotapoja. Algebrallisen ajattelun harjoittelu jo varhaisessa vaiheessa parantaa oppilaan
matemaattisia valmiuksia yldkoulusta valmistuttuaan (Woong & Mao 2020). Algebraa pidetdén
portinvartijana matemaattisille aloille (Dougherty & muut 2015), koska ilman algebran
hallintaa oppilaalle tulee suuria hankaluuksia my6hemmissd matematiikan opinnoissa. TAdmén
takia algebrallisen ajattelun kehittimiseen ja nédin oppilaan algebran osaamiseen tulisi kiinnittaa
erityistd huomiota.

2.1 Virhe ja virhekasitys

Virhekisitys ilmenee yleensd virheend, mutta kaikki virheet eivét johdu virhekasityksesta.
Virhe voi tapahtua asian viirin lukemisen, faktan vddrin muistamisen, huolimattomuuden tai
piittaamattomuuden takia. Thmiset keskittymisen taso riippuu siitd, kuinka tdrked asia on
hénelle (Ryan & Williams 2007). Mitd tirkedmmaiksi thminen kokee asian itselleen, sitéd
keskittyneempi hén on. Liika jannitys saattaa johtaa paniikkiin ja ndin hétdisiin vastauksiin sekd
huolimattomuuteen vastauksissa. Virhekésitys menee syvemmadlle. Oppilaan késitys tai
ymmaérrys matematiikasta on virheellinen. Virhekdsitys on viéra tai vddristynyt ymmarrys tai
mielipide asiasta, joka perustuu vialliseen ajatteluun tai pééttelyyn (Welder 2012). Kaikki
virheet eivit johdu virhekésityksestd. Tamén takia syy oppilaan virheelliselle vastaukselle tai
padtelmaélle on tarpeen tullen selvitettivd. Opettaja voi pyrkid korjaamaan virhekésitysté
keskustelemalla asiasta oppilaan kanssa tai kymalla ldpi tarkentavan esimerkin.

Havainnot oppilaan osaamisesta voidaan jakaa kahteen tasoon, jotka ovat pintataso ja syvempi
taso (Ryan & Williams 2007). Tatd jakoa on esitelty taulukossa 1. Pintatason havainnot
oppilaasta opettaja kerdd kokeista tai testeistd ja ne ovat oppilaan tekemié virheitd. Syvemmén
tason havainnot saadaan keskustelemalla tai muuten selvittdimélld oppilaan perustelu
vastauksesta. Syvemmalld tasolla késitellddn oppilaan virhekésityksid. Pintatason havainnot
oppilaista ovat kokeneelle opettajalle helposti tunnistettavissa, vaikka heilld ei olisi tarkkaa
teoriaa selittdmédn heiddn kykyéddn (Ryan & Williams 2007). Néin kokenut opettaja pystyy
my0s ennustamaan ja ennaltachkdisemain tyypillisid virheitd. Vastausstrategian merkityksen
korostamisella voidaan ennaltachkdistd huolimattomuusvirheitd, kuten kehottamalla oppilaita
pohtimaan vastauksen mielekkyyttd reaalimaailmassa tai vastauksen tarkistaminen



vélivaiheittain. Syvemmalld tasolla my0s kokeneilla opettajilla on hankaluuksia ymmértaa
virhekdsityksen taustoja ilman teoreettista pohjaa (Ryan & Williams 2007). Virhekédsityksen
muuttamiseksi on ehdotonta ymmartdd, miten oppilas ajattelee. Opettajan tulisi selvittda,
minkélaisia puutteita oppilaan matemaattisissa valmiuksissa on. Virhekésityksen taustojen
selvittiminen voi olla aikaa vievdd, mutta niiden oikominen on suuri tekijd opetuksen
onnistumisessa (Ryan & Williams 2007).

Taulukko 1 Pinta- ja Syvemmdn tason erottelu (Ryan & Williams 2007)

Oppilaan tieto Havainto Pedagogia
Pintataso: Oppilaan Virhe Koe tai testi Virheen korjaus
vastaus
Syvempitaso: Oppilaan | Virhekésitys Selitys ja ymmérrys | Vuorovaikutus ja
perustelu, selitys, tai ristiriita
ymmarrys

Monille henkiléille, niin oppilaille kuin opettajille virheiden myoOntdminen on hankalaa.
Virheitd pyritdén vélttdiméén ja niitd jopa peldtddn (Eggleton & Moldavan 2001). Tdmén takia
opettajan tulisi pyrkid luomaan virheisiin positiivisesti suhtautuva ilmapiiri. Osa opettajista
antaa esimerkkeja tyypillisistd virheisti tai varoittelee niistd etukéteen. Kuitenkaan varoittelun
ei kuitenkaan ole havaittu viahentdvéan ndiden virheiden tekoa (Eggleton & Moldavan 2001).
Oppilaat eivit vilttimattd ymmaérrd matematiikkaa loogisena ja deduktiivisena tieteend. Tdmén
takia oppilaat eivdt nde samoja loogisia ristiriitoja, joita virheellisilld esimerkeilld pyritdan
esittimddn. Opettajan tulisi mieluummin antaa oppilaiden kehittdd omaa matemaattista
ajattelua yritys ja erehdys periaatteella, jossa opettajan roolina olisi mahdollisimman vahén
ohjata oppilaiden ajattelua (Eggleton & Moldavan 2001). Téllainen tydskentely sopisi
esimerkiksi uuden asian johdattelussa.

Opettajajohtoinen opetus toimii matematiikan opetuksessa hyvin uuden asian opettamiseen,
mutta se ei anna oikeanlaista kuvaa matemaattisten ongelmien ratkaisemisesta ja tiedon
tuottamisesta. Oppikirjan tehtdvit ovat usein suljettuja tehtdvid, joihin on vain yksi oikea
vastaus ja vastaustapaa ohjaa oppitunnin aihe. Oppilaille jadkin virhekdsitys matematiikan
hyodystd kaytdnnon ongelmien ratkaisuihin (Eggleton & Moldavan 2001). Tehtdvien
ratkaisuihin avoimuutta voidaan tuoda esimerkiksi projekteilla, joissa voidaan myds yhdistda
muiden aineiden osaamista. Oppilaat oppivatkin paremmin silloin kun, heididn ponnistelunsa
johtavat konkreettisen ongelman ratkaisuun ja tiedon tuottamiseen (Eggleton & Moldavan
2001).

Virheitd ei pysty vilttiméadn matematiikassa ja nithin oikeinlaista suhtautumista on hyva
harjoitella matematiikan tunneilla. Oppilaiden tekemidt virheet ovat usein opettajan
ensimmdinen mahdollisuus tunnistaa oppilaiden virhekésityksida (Welder 2012). Virheistd
oppiminen ja oman ajattelun reflektointi on tirked osa oppimisen konstruktiivista ndkdkulmaa
(Eggleton & Moldavan 2001). Opettaja voi rohkaista luokassa titd luomalla keskustelevan
ilmapiirin, jossa otetaan huomioon useampia mahdollisia ratkaisu tapoja.



2.2 Muutosvastaisuus

Muutosvastaisuus ndkokulma (Change resistance approach) helpottaa ymmartamaan algebran
virhekasityksid ja niistd seuraavia oppimisvaikeuksia (Welder 2012). Nékokulman mukaan
vadrin ymmarretty tieto tai vajaaksi jdédnyt ymmarrys aiheesta ovat uuden oppimisen esteend
(Carey 2000). Tatd ndakokulmaa voikin hyvin soveltaa algebran opetukseen matematiikan
kumulatiivisuuden vuoksi. Algebran oppimista voidaankin edistdd tunnistamalla ja estimalla
oppilaiden viirinkisityksid algebran eri aiheista (Welder 2012). Téten opettajien kaikilla
oppimisen asteilla on hyvd ymmértaa kuinka pienillakin muutoksilla voi olla suuria vaikutuksia
oppilaiden ymmarrykseen algebrasta ja ndin mahdollisuuksiin edetd seuraavaan aiheeseen.
Suurimmat haasteet tulevat nivelvaiheissa esimerkiksi siirryttdessd alakoulusta yldkouluun,
jolloin luvuilla laskemisesta siirrytddn tyoskentelemdén muuttujilla, yhtiloilld ja funktioilla.
Tassd kohtaa alakoulussa opitut yksinkertaistukset laskemisessa saattavatkin olla suuri este
algebran oppimisessa yldasteella (Welder 2012). Témin takia opettajien on hyvi tietdd
yleisimmistd virhekédsityksid algebrassa ja miten opetustaan muuttamalla opettajat vélttavat
virhekésityksien syntymista.

Pienet virhekésitykset eivit alakoulun matematiikassa valttimattd vaikuta ratkaisevasti
oppilaan pirjddmiseen, mutta yldkoulun algebraan siirtyessd samat virhekisitykset ovatkin
oppimisen esteend (McNeil 2014). Erityisesti aritmetiikassa tehdyt yksinkertaistukset ovat
algebran opintojen alussa esiintyvien virhekidsityksien syynd (Welder 2012). Oppilaiden
ymmarrys matematiikan kisitteistd jd4 suppeaksi tai virheelliseksi, jolloin laajempien
algebrallisten kisitteiden ymmartdminen on hankalampaa. Tdmi haittaa myds algebrallisen
ajattelun kehittymisti, koska virheellisilla késityksiin pohjautuva ajattelu tuottaa virheellisié tai
puutteellisia péddtelmid. Matematiikassa muutosvastaisuus nidkokulma on ristiriidassa
ndkemyksen kanssa, jonka mukaan pelkdlld aritmetiikan harjoittelu parantaisi oppilaan
mahdollisuuksia oppia algebraa (McNeil 2014). Ilman vaihtelevia tydtapoja ja poikkeamista
rutiininomaisista tehtivistd, oppilaan ymmairrys matematiikasta jdi liian yksipuoliseksi.
My6hemmin tdméd aiheuttaa oppilaissa turhautumista. Turhautuneista oppilaista moni
luovuttaakin matematiikan suhteen, mikd on ongelmallista, koska ilman algebran hallintaa
toimiminen matemaattisilla aloilla on l&hes mahdotonta (Dougherty & muut 2015).

Oppilaan ajattelun muuttamiseksi ei riitd kertoa, ettd hdn on véirdssd, vaan opettajan tulisi
ohjata oppilasta nikeméén ajatustensa ristiriitaisuus (Zielinski & Glazner 2019). Tamain takia
opettajan on ymmarrettdvd, mikd on oppilaan késitys ja kuinka hdn ajattelee. Uuden asian
opettamisessa onkin hyva ldhted johdattelemaan kerdamalla tietoa, mitd oppilaat aikaisemmin
tietdvit aiheesta. Johdattelun voi aloittaa esimerkeilld, jotka ovat valmiiksi ristiriidoissa
oppilaan aikaisemman tiedon kanssa. Térkeintd olisi korostaa kuinka oppilaiden aikaisempi
ajattelu ei toimi endd laajemmassa kontekstissa (Zielinski & Glazner 2019). Aikaisemmin
opittujen asioiden ja késitteiden yhteys uuteen tulisi kdydé l4pi uuteen asiaan tutustuttaessa.
Esimerkiksi epédyhtdloiden opettamisen aikana on hyvé kdyda ldpi yhtenevidisyyksid yhtélon
ratkaisuun. Myohemmin uuden opitun asian ymmaérryksen vahvistamiseksi voidaan etsid
eroavaisuuksia muihin opittuihin kisitteisiin ja rakenteisiin, kuten epédyhtdloén ja vastaavan
yhtdlon ratkaisujen lukumééra ja niiden havainnollistus lukusuoralla tai koordinaatistossa. Néin
oppilaat pystyvét rakentamaan matematiikan késitystadn mééritelmien seké niiden yhteyksien
kautta. Opettajan on pyrittivd tekemddn ero ymmaérryksen ja ulkoa muistamisen valilla
(Zielinski & Glazner 2019).



2.3 Algebrallinen ajattelu

Algebrallinen ajattelu on analyyttistd ja siind asioita tai ilmiditd ilmaistaan symboleilla.
Algebrallisessa ajattelussa yhdistetddn reaalimaailman ilmi6itd matemaattisiin malleihin, kuten
funktioihin. Algebrallisen ajattelun kehittyminen voidaan jakaa neljdin tasoon. Algebrallisen
ajattelun l4htotasolla oppilas kykenee nikeméén aritmeettisen nakdkulman. Oppilas tunnistaa
matemaattisia yhtenevidisyyksii ja rakenteita ilman, ettd pystyy tuottamaan vastaavat rakenteet
itsendisesti. Toisella tasolla oppilas tuottaa algebralliset yleistykset epédsuorasti esimerkiksi
sanallisesti tai eleiden avulla, kuten taputtamalla. Seuraavalla tasolla nikee yhteneviisyyksid ja
kykenee ilmaisemaan niitd matemaattisten symbolien ja &didinkielensd yhdistelmana.
Algebrallista ajattelun korkeimmalla tasolla oppilas kykenee yleistimdin ajattelunsa symbolien
avulla, kuten numeroiden ja kirjaimien. Algebrallisen ajattelun tason on koottu taulukkoon 2.
(Wilkie 2016)

Taulukko 2 Algebrallisen ajattelun tasot (Wilkie 2016)

Taso Esimerkki

Aritmeettinen nikdkulma Vierekkdisten numeroiden erotus on 3.

Epésuora algebrallinen yleistiminen | Lukujonon seuraava jésen saadaan, kun lukujonon
edelliseen jdseneen lisdtién 3.

Tuettu symbolinen yleistiminen Lukujonon jésen = 3-(lukujonon jérjestysnumero) -1
Tésmallinen symbolinen a,=3n—1|n=1234..
yleistdminen

Algebrallisen ajattelun kehittymistd voidaankin arvioida, kuinka hyvin oppilas tulkitsee
erilaisten sddntdjd ja systeemejd kaavioiden, kuvaajien ja funktioiden avulla (Wilkie 2016).
Matemaattista havainnollistamista ei varsinaisesti voi itsessddan hyddyntéd, vaan se vaati aina
kontekstin. Algebrallista ajattelua voikin kuvailla oppilaan kyvyksi ymmaértdd matematiikan
rakenteita. Pelkkien laskujen ja algoritmien toteuttamisen sijaan oppilas kykenee analysoimaan
madréllisid suhteita, yleistdimiin, mallintamaan, osoittamaan tai todistamaan, ongelma
ratkaisuun ja nikemaéén erilaisia rakenteita (Dougherty & muut 2015).

Konteksti antaa algebralliselle ajattelulle merkityksen ja motiivin. Oppilaan visualisoinnin
kehittdiminen tukee oppilaan algebrallisen ajattelun kehittymistd. Algebrallisessa ajattelussa
yhdistyy sekd késitteiden ja méaritelmien pukeminen sanoiksi ettd samalla ndiden késitteiden
hahmottaminen ja ymmaértaminen. Tdmai vaatii molempien aivopuoliskojen toimintaa. Malleilla
voidaan auttaa oppilasta kehittdmididn omaa hahmotuskykyéédn. Esimerkiksi mallien avulla
voidaan havainnollistaa lukusuoralla eri lukujen suhteita toisiinsa, lukuparien taulukoimista
funktion havainnollistamiseksi, Venn-diagrammeilla havainnollistetaan lukujoukkojen
unioneja ja leikkauksia. Matemaattinen ongelmaratkaisu vaatiikin usein kykyd hahmottaa
ongelma abstraktisti. Oppilaan mahdolliset ongelmaratkaisustrategiat riippuvat oppilaan
matemaattisesta osaamisesta. Tdma sisdinen konteksti médritteleekin, miten oppilas paityy
ratkaisuun. Nadistd ratkaisuista voidaan arvioida oppilaan algebrallisen ajattelun puutteita.
Kuitenkin mitd tutumpi ongelman konteksti oppilaalle on, sitd helpompaa oppilaalle on soveltaa
algebrallista ajatteluaan. Téllaisia tuttuja konsepteja ovat esimerkiksi arkiset asiat, kuten
harrastukset tai ruokakaupassa asioiminen. Vastaavasti vieraampiin konteksteihin oppilaiden
on hankalampaa soveltaa jopa tuttuja algebrallisia konsepteja. (Ryan & Williams 2007)



2.4 Alakoulun laskennasta ylakoulun algebraan

Siirryttdessd alakoulusta yldkouluun matematiikan luonne muuttuu. Matemaattiset kisitteista
tulee abstrakteja, eikd niitd voi yhtd helposti yhdistdd reaalimaailmaan, kuin alakoulussa.
Monien jo tutuksi tulleiden merkintdjen ja késitteiden merkitys laajenee. Tdmén takia
yksinkertaistukset ja muistisddnndt, joiden avulla oppilas on pérjannyt alakoulun
matematiikassa ei valttimaétti pade endd yldkoulun matematiikassa. Algebran alkaessa monella
oppilaalla katoaakin kiinnostus matematiikkaa kohtaan, koska algebran luonne eroaa
radikaalisti oppilaan aikaisempiin késityksiin matematiikasta (Ryan & Williams 2007).
Opettajan pedagogian epdonnistuessa oppilaat turvautuvat selviytymismenetelméén, jossa he
kayttavat ulkoa opeteltuja rutiineja. Néin opitun asian ymmarrys jdd puutteelliseksi ja uuden
asian soveltaminen on hankalaa.

Algebran opettaminen ja oppiminen on erityisesti késitteiden ymmartdmistd. Keskidssé on,
kuinka oppilas 16ytdd yhteyksid algebran, numerojen, muotojen ja tilan vélilld. Algebrassa
ajattelua ilmaistaan symbolien avulla, joiden avulla liikutaan reaalimaailman ilmididen ja
algebrallisen ajattelun vililld. Yldkoulussa algebran opiskelu nédkyy oppilaalle
muuttujakirjainten manipuloimisena, kuten samanlaisten termien laskeminen yhteen,
lausekkeen sieventdmisend ja yhtdlon ratkaisuna. Varsinainen pohja algebralliselle ajattelulle
luodaan jo alakoulussa aritmetiikassa. Isona erona alakoulun ja yldkoulun vililld on yleistyksen
kisite. Yleistyksilld siirrytddnkin aritmeettisesta ndkokulmasta eteenpdin algebrallisessa
ajattelussa. Alakoulussa oppilaiden tulisi harjoitella erilaisten sééntdjen ja kuvioiden etsimista
sekd tunnistamista. Yldkoulussa sddntdjen yleistimiseen on intuitiivisempaa symboleilla, jos
sitd on sanallisesti harjoiteltu alakoulussa. Yleistyksen lisdksi my0s vaihtelevuuden késite on
keskeinen algebrallisen ajattelun kehityksessé. Yleistys ja vaihtelevuuden kisitteitd ilmaistaan
muuttujan avulla. (Ryan & Williams 2007)

Alakoulussa tapahtuvaa algebrallisen ajattelun harjoittamista kutsutaan varhaisalgebraksi (Pre-
algebra). Parhaimmassa tilanteessa varhaisalgebra tukee alakoulun aritmetiikan opiskelua.
Varhaisalgebra ilmenee esimerkiksi aritmetiikan sdintdjen havainnointina ja niiden sdantdjen
yleistdimisend. Tdmd voi olla muun muassa kertotaulun tai luonnollisten lukujen
ominaisuuksien tarkastelua. Alussa on tirkedd, ettd oppilas ilmaisee yleistyksid omin sanoin ja
termien matemaattisella tdsmillisyydella ei ole merkitysté. Idn karttuessa, kielen kehittyessa ja
matemaattisten valmiuksien parantuessa oppilaan yleistyksistd tulee tarkempaa ja téta
luokanopettajan tulisi myos vaatia. Kuvauksien matemaattinen tarkentuminen on merkittavaa
edistystd oppilaan algebrallisessa ajattelussa. (Ryan & Williams 2007)

Ylakoulussa oppilaat tarvitsevat tueksi kontekstin, mallin tai muita havainnollistuksia
algebrallisen ajattelun kehittimiseen. Uudet taidot ja tiedot rakentuvat vanhan tiedon pohjalle.
Vanhan tiedon pohjalta liittdiminen uuteen antaakin oppilaalle vankemman pohjan asian
ymmairtdmiseen (Dougherty & muut 2015). Alakoulussa jo varhainen algebrallisen ajattelun
harjoittelu antaa paremmat edellytykset oppilaalle yldkoulun opintoja aloittaessa (Ryan &
Williams 2007). Ajattelua voidaan kehittdd tehtdvilld, joissa oppilaan on perusteltava
vastauksensa matemaattisen tietdmyksensd pohjalta. Liian moni oppilas nidkee matematiikan
tietyssd jirjestyksessi tehtyind toimintoja, joiden jdlkeen saadaan vastaus. Jos tehtiville ei ole
annettu valmista esimerkkid, useimmilla oppilailla katoaa kiinnostus tehtdvdd kohtaan
(Dougherty & muut 2015). Oppilaiden ajattelua voidaan kehittda tehtdvilla, joissa on useampi
oikea vastaus ja jonka voi ratkaista useammalla eri tavalla.



2.5 Algebra portinvartijana

Algebran ajatellaan toimivan portinvartijana matemaattisille aloille (Dougherty & muut 2015).
Algebran osaamista vaaditaan erityisesti STEM-aloilla, eli toimittaessa tieteen, teknologian,
insinddritieteiden ja matematiikan aloilla. Oppilaan ylédkoulun algebran osaamisen on havaittu
ennustavan ylédkoulun jilkeisissd matematiikan opinnoissa menestymistd (Woong & Mao
2020). Algebran opinnoissa heikommin pérjanneilld oppilailla onkin huomattavan paljon
kirittdvad lukiossa ja matematiikan kumulatiivisuuden vuoksi yldkoulun jidlkeen tdmé on
hankalampaa verrattuna muihin oppiaineisiin. Algebran heikko osaaminen hankaloittaa myds
kemian ja fysiikan opiskelua. Erilaiset tilastolliset havainnollistus- ja tutkimusmenetelmat ovat
yhd enemmin kéytdossd muillakin kuin luonnontieteellisilld aloilla. Lisdksi Suomessa
korkeakouluhaussa pitkdstd matematiikasta saa pisteitd suhteessa muihin oppiaineisiin
enemman.

Algebrallisen ajattelun harjoittelun varhain on havaittu vaikuttavan positiivisesti oppilaan
matemaattisiin valmiuksiin yldkoulusta valmistuttua (Woong & Mao 2020). Tédmén takia
yldkoulun matematiikan opettajien on hyvé tiedostaa, kuinka kriittisid oppilaan kannalta
yldkoulun algebran opinnot ovat oppilaan tulevaisuuden kannalta. Yldkoulun opettajalle on
keskeistd tietdd, miten algebrallista ajattelua vahvistetaan. Kaikissa yldkoulun matematiikan
sisélldissd on mahdollista vahvistaa algebrallista ajattelua. Alakoulun luokanopettajien on hyva
ymmartdd, kuinka algebrallisen ajattelun harjoittaminen helpottaa yldkoulun algebran
omaksumista (Woong & Mao 2020).



3 Yleisia virhekasityksia

Tyypillisida ~ virhekésityksid  esiintyy  yldkoulun oppilaalla  sulkeiden  kdytossa,
laskujdrjestyksestd, yhtdsuuruuden ymmaértdmisessd, muuttujan kiytdssd, matemaattisten
symbolien kanssa (Welder 2012) ja funktion késitteessd (Wilkie & muut 2018). Namai
virhekasitykset liittyvdt keskeisesti peruskoulun opetussuunnitelman vuosiluokille 7-9
sisdltoalueisiin S3 Algebra ja S4 Funktiot (OPS 2014). Esimerkiksi algebran sisdllossd
perehdytddn muuttujan késitteeseen ja harjoitellaan polynomien eri laskutoimituksia. Funktion
kasitteen merkityksestd kertoo, ettd se erikseen mainitaan opetussuunnitelmaan keskeisissa
siséltd alueissa. Yldkoulun matematiikassa esitelldén paljon uusia késitteitd, kuten muuttuja,
polynomi, funktio ja verrannollisuus. Néitd késitteitd ja monia muita oppilaan tulisi osata
kayttdd ja yhdistid muihin matemaattisiin késitteisiin, sekd reaalimaailman ilmidihin (OPS
2014).

Kappaleessa esitellddn keskeisiin algebran aiheisiin liittyvid tyypillisind virhekésityksid ja
esimerkkejd, miten ndméa virhekidsitykset niakyvét oppilaan vastauksissa. Lisdksi keskeisissd
aitheissa madritellddn sopivalla tavalla oppilaan algebrallisen ajattelun taso, jota
havainnollistetaan esimerkeilld. Tarkoituksena on antaa opettajalle enemmin tydkaluja
ymmaértdd oppilaan ajattelua. Aiheittain yleisimpien virhekésitysten esittelyn lisdksi
tarkastellaan hieman oppikirjojen mahdollisesti aiheuttamia virhekisityksid, sekd opettajan
roolia yleisimmin virhekésityksien luojana ja ehk&isijéna.

3.1 Sulkeet ja laskujarjestys

Sulkeet ovat keskeinen matemaattinen notaatio algebrassa. Sulkeet kertovat, mitkd
laskutoimitukset tehddin ensimmaiisend. Suomalaisissa oppikirjoissa kdytetdédn kolmenlaisia
sulkeita aalto-, kaari-, ja hakasulkeita. Ensimmaiisend lasketaan aaltosulkeiden sisélld oleva
lasku, tdimén jdlkeen hakasulkeiden sisdlld oleva lasku ja lopuksi kaarisulkeiden sisélld oleva
lasku, kuten alla olevassa esimerkissa.

(-12:2+[-12-(16 —=3- )|} ={-6+[-12-4]} - (-1) = {—6 — 48} - (=1) = =54 (—1) = 54

Kyseinen tapa on tyypillinen tapa laskea aritmeettisia laskua. Puhtaasti vasemmalta oikealle ja
samalle riville suoritettava lasku, jossa yhtasuuruuksia on useampi perdkkiin saattaa aiheuttaa
opintojen edetessd hankaluuksia oppilaalle yhtélon ratkaisussa tai funktion kisitteessd (Welder
2012).

Sulkeita voidaan myos kéyttdd jakamaan tai luokittelemaan lausekkeen osia. Esimerkiksi
tehtdvissd “Laske polynomien P(x) = x + 1 ja Q(x) = 2x — 3 erotus” polynomit voidaan
erotella toisistaan sulkeiden avulla P(x) —Q(x) = (x+1) — (2x —3). Sulkeiden
oikeanlaisen kdyton yhdistiminen muiden laskujérjestyssddntdjen kanssa on havaittu olevan
hankalaa kaiken ikéisille oppilaille (Welder 2012). Yleensd oppilaat osaavatkin luetella oikein
laskujdrjestyksen, mutta kaytinnossd laskut suoritetaan vain oikealta vasemmalle.
Lansimdisessd kulttuurissa kirjoitetaan ja luetaan vasemmalta oikealle, joka edes auttaa
tillaisen virhekdsityksen syntymisen. Tamén takia laskujdrjestyssddnnot ovat ristiriidassa
oppilaiden aikaisempaan tapaan tekstin luvusta ja tiedon kisittelystd (Welder 2012). Oppilaille
yleensd opetetaan laskujirjestyssddnndt muistisdéntojen avulla, jotka eivdt korosta, mika
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operaatio on tehtéivd ennen toista operaatiota (Tabak 2019). Tdmain takia osalle oppilaista jad
irrallinen kisitys laskujérjestyksen tarkeydestd matematiikassa. Laskujérjestyksen heikko
ymmarrys peruslaskutoimitusten yhteydesséd onkin suuri este myos algebran oppimisessa, kun
siirrytddn luvuista muuttujiin ja vakiokirjaimiin. Myds myO0hemmin esiintyvd virheellinen
sulkeiden kaytto selittyy yleensé oppilaan virheellisestd késityksesti laskujirjestyksestd (Tabak
2019).

Laskujérjestystd harjoitellaan myds alakoulussa. Alakoulussa tulisi luoda pohja oppilaalle
laskea rationaaliluvuilla. Erityisesti tulisi harjoittaa oppilaiden kykyi operoida sekd murto- ja
desimaaliluvuilla ettd negatiivisilla luvuilla (Dougherty & muut 2015). Esimerkiksi keskustelut
oppilaiden kanssa, miksi kahden positiivisen luvun summa on suurempi kuin kumpikaan
summattavista luvuista, kun taas kahden negatiivisen luvun summa on pienempi kuin
kumpikaan summattavista luvuista. Kahden murtoluvun tulo taas on pienempi kuin tulojensa
tekijét. Tallaisten sddntdjen 16ytdminen ja niiden matemaattinen maarittdminen kehittdd myos
algebrallista ajattelua (Dougherty & muut 2015). Liséksi eri lukujen merkitsemistéd lukusuoralla
ja lukujen etdisyyden miirittdmisti toisiinsa lukusuoralla tulisi harjoitella oppilaiden kanssa.

Ylékoulun oppilaiden virhekésityksié tutkittiin 240 oppilaan osalta tutkimuksessa, jossa niitéd
selvitettiin oppilaiden vastauksien perusteella (Tabak 2019). Tutkimuksessa havaittiin, etti
oppilaiden vastauksista merkittdvisti enemméin oikein oli, kun lasku pystyttiin laskemaan
suoraan vasemmalta oikealle ilman, ettd laskujirjestyssddntdja tarvitsi soveltaa. Esimerkiksi
laskun 60 =+ 4 + 23 = sai oikein 93% oppilaista, kun taas laskun 89 — 60 + 3 = sai oikein
19% oppilaista. Suurin osa oppilaista osasi laskea sulkeiden sisilld olevan laskun ensin, mutta
jatkoi tdmén jélkeen laskua vasemmalta oikealle vélittimattd muista laskujarjestyssddnndista.
Avoimissa kysymyksissa tuli oppilaan tiettyjen laskutoimitusten avulla muodostaa lasku, jonka
vastaus oli ennalta médritetty luku. Esimerkiksi muodosta yhteen ja kertolaskun avulla lasku,
jonka vastaus on 24. Vastauksista 37% oli oikein, 67% virheellisié ja loput eivét vastanneet.
Tyypillisissd puutteellisissa vastauksissa lasku oli laskettu vaiheittain, eli ensin yhteenlasku 3 +
1 = 4 ja lopuksi kertolasku 4 - 6 = 24. Téssé tapauksessa oikeassa vastauksessa olisi pitdnyt
hyodyntdd sulkeita, jotta lasku olisi yksi lauseke, eli (3 + 1) - 6 =24. Suurin osa oppilaista,
45% ei vastannut avoimeen kysymykseen, jossa heidin piti keksid valmiiksi laskettuun laskuun
tehtdavin anto. Virheellisissd vastauksissa oli 31%, joissa korostui, ettd oppilaat eivdt kyenneet
keksimédn tehtdvaa jossa on useampaa eri laskutoimitusta. Tutkimuksessa kuitenkin suurin osa
osasi nimeté laskujérjestyksen, kuitenkin hankaluuksia osoittautui kdytannossa. (Tabak 2019)

3.2 Yhtasuuruus

Yhtésuuruudella on kolme oleellista merkitystd algebrassa. Yhtdsuuruus ilmaisee kahden
suureen yhtdasuuruutta, jakaa yhtdlon kahteen eri puoleen ja se on suhdetta kuvaava symboli
(Welder 2012). Aritmetiikassa harvoin painotetaan yhtdsuuruusmerkkid yhtdsuuruuden
ilmaisemiseen. Yhtdsuuruusmerkki ilmaisee enemmén jakoa, jossa lasku on merkin
vasemmalla puolella ja vastaus oikealla puolella. Liséksi yhtdsuuruutta kdytetéén ilmaisemaan
useampaa vélivaihetta laskussa vaakasuoraan perdkkdin. Oppilas tottuu kayttdimain
yhtisuuruutta alakoulussa kapeassa kontekstissa. Muutosvastaisuus nidkokulman mukaan
oppilaan kapeasta kisityksestd yhtdsuuruudesta on hankala laajentaa sopimaan algebran
opettamiseen (Chesney & muut 2018). Yhtdsuuruuden ymmaértiminen voidaan jakaa neljdin
tasoon (Cornelis & Bronwin 2017):
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- Taso 1: Jaykka toiminta. Oppilas ndkee yhtdsuuruuden operaationa, jossa lasku tapahtuu
yhtdsuuruuden vasemmalla puolella ja vastaus annetaan oikealla puolella.

- Taso 2: Joustava toiminta. Oppilas kokee, ettd yhtdsuuruuden tarkoituksena on ilmaista
laskun vastausta molemmilta puolilta yhtdlod. Oppilas pystyy tarkastelemaan yhtdlon
kéanteisesti, kuten 21 = x + 8taix + 8 = 21.

- Taso 3: Yhtdlon suhteellisuuden tiedostaminen. Oppilas tunnistaa yhtdsuuruuden
suhteellisen merkityksen. Néin oppilas ymmaértdd, miksi yhtdsuuruus sdilyy vain, jos
laskutoimitus tehddédn molemmille puolille yhtélo4.

- Taso 4: Yhtdlon suhteellisuuden vertaileminen. Oppilas tunnistaa yhtdlon kahden eri
puolen suhteita ja kdyttdd monipuolisia tekniikoita niiden ratkaisemiseen. Esimerkiksi
tehtdvéssd: [lman laskutoimituksia perustele yhtdsuuruus 56 + 80 = 55 + 81.

Yhtiasuuruuden virhekésityksii esiintyy kaikilla koulutuksen tasoilla ja jopa yliopisto oppilaat
kuvaavat yhtdsuuruutta operaationa (Welder 2012). Useammassa tutkimuksessa onkin todettu,
ettd oppilaiden ymmaérrys yhtdsuuruudesta on pinnallinen (Cornelis & Bronwin 2017).
Alakoulussa yleensi oppilas kédyttdd yhtdsuuruusmerkkié tilanteessa, jossa se jakaa laskun lasku
osuuden ja vastauksen vililld. Tadma johtaakin oppilaiden osalta kdsitykseen yhtdsuuruudesta
operaationa, jonka jdlkeen suoritetaan lasku tai jonka jélkeen esitetddn vastaus (Cornelis &
Bronwin 2017). Tama késitys yhtasuuruudesta riittddkin peruslaskutoimitusten kanssa, kuten
4 + 3 = 7. Kuitenkin yhtdsuuruutta lausekkeessa 5 + 2 = 3 + 4 oppilaiden on hankala nédhda,
vaan oppilaat erottavat ne kahdeksi lausekkeeksi 5 + 2 = 7 ja 3 + 4 = 7. My®os laskimien ="
-nappi, joka suorittaa laskimeen syotetyn laskutoimituksen vahvistaa oppilaiden virhekésitysti
yhtésuuruudesta laskuoperaation suorittamisen symbolina. Tasolle 1 jadnyt ymmaérrys tuottaa
hankaluuksia ratkaistaessa yhtélgitd. Oppilaiden tulisikin ymmaértad yhtasuuruus kahden puolen
suhteena, jossa kaksi puolta ovat yhtd suuria (Cornelis & Bronwin 2017).

Yhtdsuuruuden ymmarrystd tutkittiin 57 oppilaan osalta tutkimuksessa, jossa luokiteltiin
oppilaiden vastaukset ja niissd esiintyvit virhekésitykset neljddn kategoriaan. Pédéttdminen,
kaikkien numeroiden kidyttdminen, yhtdsuuruus jono ja kyvyttomyys kuvailla yhtdsuuruuden
merkitys. Padttamiselld tutkimuksessa tarkoitettiin, ettd kysymykseen 4 + 6 = x + 5 oppilaan
vastaus olisi x = 10. Virhekisityksessd oppilas tulkitsee yhtdlod vasemmalta oikealle ja
valitsee muuttujan paikalle luvun, joka saadaan laskemalla yhtdlon vasenpuoli. Kaikkien
numeroiden kayttdmisessd oppilas asettaisi kysymykseen 4 + 6 = x + 5 muuttujaksi x = 10
ja jatkaisi laskutoimitusta 10 + 5 = 15. Ndma oppilaat uskovat, ettd yhtdsuuruuden oikealla
puolella on oltava vasemmalta puolelta saadun laskun tulos, mutta he ottavat huomioon myos
muut oikealla puolella olevat laskut. Yhtidsuuruus jonossa oppilaat laskevat usean putkeen
virheellisesti usean vilivaiheen kautta vasemmalta oikealle. Esimerkiksi 4 + 6 =x + 2 =
10 + x + 2 = 12 + x. Tutkimuksessa huomattiin, ettd samoilla oppilailla oli sekd paattimiseen
ettd kaikkien numeroiden kayttimiseen liittyvid virhekdsityksid. Néiden virhekésitysten
omaavia oppilaita oli 10%. Neljdsosalla oppilaista havaittiin yhtdsuuruus jonon virhekésityksiin
viittaavia ratkaisuja ja yli puolet oppilaista kuvailivat yhtasuuruutta virheellisesti. (Cornelis &
Bronwin 2017)

Tutkimuksessaan Knuth (2008) kysyi 375 yldkoulu oppilaalta tutkimuksessaan, miten he
madrittelisivdt yhtdsuuruus symbolin. Enemmistd vastauksissa eli 58% kuvasi yhtdsuuruus
merkkid operaation suorittajana. Pientd parannusta vastauksissa havaittiin siirtyessa 7. luokalta
8.luokalle. Tutkimuksessa myos havaittiin, ettd oppilaat, jotka kuvailivat yhtdsuuruuden
merkityksen kahden puolen yhtisuuruutena, pystyivit paremmin ratkaisemaan yhtdloita.
Yhtasuuruuden syvempien tasojen ymmartdiminen helpottaa algebran oppimista ylédasteella.
Jotta yhtélolle tehtévit operaatiot olisivat sujuvia sitd ratkaistaessa, oppilaan on ymmaérrettivi,
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ettd yhtdsuuruus jakaa yhtdlon kahteen yhtd suureen puoleen. Yhtdsuuruus merkinndn ja
kasitteen puutteellinen ymmarrys on yksi isoimpia esteité algebran oppimiselle.

3.3 Peruslaskutoimitusten symbolit

Symboleilla pyritddn algebrassa helpottamaan ja yksinkertaistamaan lausekkeita.
Aritmetiikassa ja algebrassa peruslaskutoimitusten symboleilla ei ole tdysin sama merkitys.
Esimerkiksi aritmetiikassa seké yhtdsuuruus- ettd yhteenlaskusymbolin ilmaisevat laskua, joka
pitdd suorittaa. Ylidkoulun alussa yhteenlaskusymbolin avulla voidaan liittdd kokonaisluku ja

murtoluku yhteen sekaluvuksi, kuten 1 + % = 1% . Kuitenkaan polynomien yhteenlaskussa

tdma ei pade, eli termid 3 + x ei voida yhdistdd termiksi 3x. Yldkoululaisten onkin havaittu
tulkitsevan vidirin algebrallisia termejé, joissa on sekd numero- ettd kirjainosa. Esimerkiksi
termi 2x tulkitaan summana 2 + x eikd tulona 2 - x (Welder 2012). Aritmetiikassa oppilaat
oppivatkin, ettd vastauksen pitdd olla yksi termi. Esimerkiksi 5+ 10 ei ole hyvéksyttiva
vastaus. Tdmin takia peruslaskutoimituksen symboleista voikin jaada oppilaille késitys, ettd
nditd ei voi olla vastauksessa, joka johtaa termien yhdistimiseen symbolien poistamiseksi
vastauksesta (Welder 2012). Termien virheellinen yhdistdminen on ymmarrettivissi oppilaan
virheellisend késityksend matematiikan laskutoimituksista ja niiden kdyttimisestd symbolien
kanssa. Oppilaan ymmértdd yhteenlaskusymbolin (+) kahden suureen yhdistdvina
operaattorina. Peruslaskutoimitusten symbolien ymmaértdmiseksi onkin osattava kuvata
tapahtuma, jonka tietty symboli suorittaa (Welder 2012). Oppilaalla voikin olla oikea
kasitteellinen ymmarrys yhteenlaskusta, mutta han ei vield ymmaérrd milloin yhteenlaskun voi
suorittaa. Kuitenkin matematiikan vahvuus tulee symboleista, joiden avulla voidaan ilmaista
maailmaa lukemattomilla tavoilla (Welder 2012).

Virhekisityksen symbolien kanssa tuottavat ongelmia erityisesti polynomilaskennan alkaessa.
Polynomilaskennassa yhdistyy oppilaan ymmaérrys matemaattisista symboleista ja niiden
toiminnasta peruslaskutoimitusten symbolien kanssa. Erityisesti oppilaiden tarve laskea tai
suorittaa symbolien osoittamat laskutoimitukset (Welder 2012), vaikka kyseisid
laskutoimituksia ei voisi juuri ndille polynomin termeille suorittaa, aitheuttaa polynomien
opiskelussa hankaluuksia. Oppilaat pyrkivét tdlloin vikisin laskemaan yhteen erilaiset termit
muista matematiikan sddnndistd valittiméttad (Zielinski & Glazner 2019). Negaatio sulkeiden
edessd tulisi vaikuttaa kaikkiin termeihin sulkeiden sisdlli. Osa oppilaista joko
huolimattomuuttaan tai virhekésityksen perusteella ottavat negaation huomioon vain
ensimmadiseen sulkeiden sisdlld olevista termeistd. Kyseessd voi olla virhekésitys sulkeiden
merkityksestd jakavana symbolina ja negaation yhteys vastaluvun kasitteeseen. Virhekasitykset
on koottu taulukkoon 3 (Zielinski & Glazner 2019).

Taulukko 3 Esimerkkejd virhekdsityksen ilmenemisestd (Zielinski & Glazner 2019)

Kategoria Negaatio Kaikkien Murtolukujen Exponenttien
sulkeiden termien yhteenlasku yhdistdminen
edessd yhdistiminen yhdistimalla summassa

Virhe —(6x+1)—2 | —3x*+3x+1 3 3 6 x> +x? =x7
=—6x+1-2|=4x> a' b ab
=—6x—1
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3.4 Muuttuja

Ylakoulussa siirryttidessd algebraan muuttujalla ja muilla symboleilla kuvataan tuntematonta
muuttujaa tai tuntematonta vakiotermid. Algebran opiskelun alussa oppilailla on hankalaa
ymmartdd muuttujien merkitystd, vaan niiden merkitys vadrinymmarretdin tietyksi esineeksi
tai sanaksi (Welder 2012 ; Christou & Vosniadou 2012). Liséksi oppilaat eivét vélttdmatta
ymmarrd, ettd saman muuttujan esiintyminen lausekkeessa viittaa samaan numeroon (Kieran
1985). Eri muuttujilla voi myds olla myds sama numeerinen arvo. Néiden ominaisuuksien
ymmartdmisen jilkeen oppilaalla tulisi olla kyky ymmértdd muuttujan ilmaisevan tiettyd
tuntematonta arvoa, kuten yhtdlossd 5 + x = 11. Tassd yhtdlossd muuttujan x arvo voi olla
vain 6. Néiden tietojen avulla ymmarrys yhtdlostd, jossa muuttuja voi olla useampi luku on
vield hankalaa. Esimerkiksi suoran yhtédlossd y = 2x + 1 muuttujilla x ja y ddretdn miira
erilaisia vaihtoehtoja. Muuttajan késite aiheuttaakin hankaluuksia algebran opintojen alussa
oppilaalle, koska muuttuja voi kuvata kontekstista riippuen, tuntematonta lukua, miti tahansa
lukua tai tiettyd luku joukkoa (Ryan & Williams 2007).

Muuttujan kidsitteen ymmaértdminen ja sen merkitseminen onkin hankalaa, kun tarkastellaan,
miten oppilaat ovat kohdanneet kirjaimia matematiikassa aikaisemmin. Esimerkiksi
oppikirjoissa tehtdvien luokitteleminen alaluokkiin 1a), 1b), Ic), jne. vahvistaa oppilaiden
kisitystd, ettd kirjaimilla on jokin tietty arvo ja ne voidaan laittaa tiettyyn jérjestykseen
suhteessa toisiinsa (Welder 2012). Ennen algebraa oppilaat ovat kohdanneet kirjaimia
matematiikassa yksikkoini, kuten metreind "m” ja grammoina ”g”. Yksikon muunnoksissa taas
muunnos 1m = 100cm luettaisiin ”1 metri on 100 senttimetrid”. Téhdn aikaisempaan
ajatteluun nojaten oppilaat saattaisivat virheellisesti ajatella, ettd yhtdlo V = 10P tarkoittaisi
yksi valkoinen pallo on yhté suuri kuin 10 punaista palloa”. Kuitenkin algebrallisesti ajateltuna
tilanne on pdinvastainen. Téssd ajattelu tavassa oppilas virheellisesti nikee muuttujan tietyn
esineen tai asian tunnuksena. Osa oppilaista suoraan jattdd kokonaan huomioimatta muuttujan.
Esimerkiksi tehtdvd tyypissd lisdd polynomiin x + 4 luku 2. Oikea vastaus olisi x + 6 ja
muuttujan huomiotta jittdneelle oppilas taas vastaisi 6 (Lucariello, Tine & Ganley 2014).

Eri muuttujan virhekisitysten yleisyyttd tutkittiin yladkoulun ja lukion 483 oppilaalle. Neljdsosa
oppilaista ajatteli muuttujan olevan tietyn esineen tai asian tunnus. Oppilaista 19% ajatteli
muuttujan kuvaavan tiettyd muuttujaa ja 13% oppilaista jitti laskuissa muuttujan kokonaan
huomioimatta. Tutkimuksessa péételtiin, ettd muuttujaan liittyvét virhekésitykset ovat melko
yleisid. Tutkimukseen osallistuneista oppilaista 28% havaittiin vdhintddn yhdentyyppistd
virhekasitystd muuttujasta. Lisdksi havaittiin, ettd virhekésityksen omaavat oppilaat tukeutuivat
oman virheellisen késityksen pohjalta muotoiltuun selitykseen vahvasti, vaikka se olisi selkeésti
ristiriidassa tehtdvanannon tai vastauksen jirkevyyden kanssa. Téssd tutkimuksessa havaittiin,
ettd virhekisitysten miird kasvoi siirryttdessd yldkoulusta lukioon. Téhdn ei tutkimuksen
perusteella keksitty syyté. (Lucariello, Tine & Ganley 2014)

Oppilaiden kisitys luvuista vaikuttaa oppilaiden ymmaérrykseen muuttujasta (Christou &
Vosniadou 2012). Muuttujien ja niiden merkintd kirjaimina on suuri muutos siirryttidessd
aritmetiikasta algebraan. Moni oppilas kertookin ymmartdvénsd matematiikkaa ennen kirjaimia
ja muuttujia (Christou & Vosniadou 2012). Algebra onkin abstraktimpaa ja rakenteellisempaa
verrattuna oppilaan aikaisempiin kokemuksiin matematiikasta. Muuttuja on oppilaalle
konkreettinen kokemus algebran abstraktiuudesta. Useilla oppilailla on epéselvyyksid,
minkélaisia lukuja muuttujaan voi sijoitta (Christou & Vosniadou 2012). Suurin osa oppilaista
ajattelee, ettd muuttuja ilmaisee vain luonnollisia lukuja. Lisdksi muiden lukujen sijoittamisessa
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on havaittu tilanteesta riippuvia hankaluuksia. Erityisesti negatiivisen luvun sijoittaminen
negatiiviseen muuttujaan tuottaa ongelmia (Zielinski & Glazner 2019).  Murtoluvun
sijoittaminen on hankalaa nimittdjdssd sijaitsevaan muuttujaan ja osa oppilaista pitdd siti
mahdottomana (Christou & Vosniadou 2012).

3.5 Funktion kasite

Funktion kisitteen ymmartdmiseksi tulee hallita edelld olevat késitteet. Funktio kuvaa
vahintddn kahden suureen yhteyttd. Yldkoulussa tarkastellaan vain kahden suuruuden yhteytta.
Tamin ymmartdmiseksi erityisesti yhtdsuuruuden ja muuttujan kisitteen ymmaértdminen
korostuu. Liséksi funktion kisite haastaa oppilaan kykya hahmottaa ja ajatella abstraktisti aivan
uudella tavalla. Heikko algebrallisten kasitteellinen ymmartdminen onkin padsyyni oppilaiden
heikkoon funktionaalisten suhteiden hahmottamiseen (Wilkie & muut 2018). Esimerkiksi
lineaarisen funktion ymmarrys jid monelle pinnalliseksi (Wilkie & muut 2018). Opettajan
kannalta keskeistd on ymmaérta, milld tasolla oppilaan ymmérrys funktion késitteesté on (Ryan
& Williams 2007). Funktion késitteen ymmartidmisté voi tarkkailla esimerkiksi, kuinka oppilas
ymmartii suoraan ja kddntden verrannollisuutta. Tarkasteleeko oppilas jokaista kahden joukon
verrannollisuutta termi termiltd, vai vertaileeko hédn suureita kahtena kokonaisuutena. Kahden
joukon suhteesta voi havaita viisi eri kohtaa. Ensimmdiisen suuren muutos suhteessa toiseen
suureeseen, madrittdmalla muutoksen suunnan, madrittdmallda muutoksen maééarin,
madrittamélld keskimédrdisen muutosvauhdin funktiossa ja havaitsemalla vélittoméan
muutosvauhdin funktiossa (Wilkie & muut 2018).

Funktion késityksen ymmarrystd tutkittiin 215 yldkoulun oppilaan osalta. Tutkimuksessa
analysoitiin oppilaiden vastauksia funktiota koskeviin kysymyksiin ja heiddn perusteluitaan
vastauksiin. Tutkimuksessa huomattiin, ettd ylikoulun ylemmilld luokilla olevat oppilaat
hallitsivat funktion késitettd paremmin nuorempiin oppilaisiin verrattuna. Tdmén perusteella
péételtiin, ettd oppilaiden kyky ymmaértad funktion eri késitteitd ja tulkintoja kehittyy yldkoulun
aikana. Oppilaat osasivat kayttdd funktion eri tulkintoja, mutta niiden yhdistiminen tai
siirtyminen niiden vélilld osoittautui oppilaille hankalaksi. Tdméd havainto vahvistaa oletusta,
jossa oppilas ndkee funktion eri tulkinnat erillisind toisistaan. Tutkimuksen avulla ei voitu
kuitenkaan perustella, miksi oppilailla oli hankalaa yhdistdd funktion eri tulkintoja toisiinsa.
Tutkimuksessa suositeltiin aloittamaan funktion késitteen opettaminen mahdollisimman
aikaisin. (Wilkie & muut 2018)

Suoran yhtdlon avulla voidaan havainnollistaa monia kdytdnnon eldmén ilmidta ja tutustuttaa
oppilaita matemaattisiin mallintamiseen. Suoran yhtdlon ymmaértdminen ei takaa muiden
funktioiden ymmartdmistd, mutta suoran yhtélon avulla voidaan oppilaille esitelld kaikki
funktion kisitteen oppimisen kannalta keskeinen sisdltd. Funktion tulkitsemisen kannalta
keskeisend funktion arvot taulukoituna kahden muuttujan avulla, itse funktiota kuvaava kéyra
ja funktion yhtdld. Oppilaiden tulisi osata tulkita funktioita ndiden kolmen tavan avulla.
Kuvassa 1 on koottu ndmd kolme havainnollistusta esimerkkind suoran yhtdlo funktiona
(Tabach & Nachlieli 2015).
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Kuva 1 Funktion esitysmuotoja (Tabach & Nachlieli 2015)

Matamatiikassa funktion késitteeseen viitataan opetuksessa, jollakin kuvan 1 esittdmailld
tavalla. Ndin ne ovat osana niin opettajan ja oppilaan kuin oppilaan ja oppilaan vélistd
vuorovaikutusta. Opettajan pditehtivdnd on saada yhdistettyd aikaisemmat kisitteet, jotta
funktion késitteen oikeanlainen omaksuminen olisi mahdollista. Vaarana on, etti oppilaan
virhekasitykseksi jdd funktiosta vain merkintd f(x) (Tabach & Nachlieli 2015).

Useilla oppilailla on hankalaa yhdistié funktion eri tulkintoja itse funktion késitteeseen (Birgin
2012). Lisédksi oppilaan tulisi kyetd muodostamaan annatetun tiedon avulla muut keskeiset
tiedot funktiosta. Esimerkiksi suoran piirtdiminen sen yhtdlon avulla, tai suoran yhtdlon
muodostaminen muutaman valitun pisteen avulla koordinaatistosta. Néissd siirtymissé ainakin
suoran yhtdlon kanssa oppilailla on hankaluuksia (Birgin 2012). Ylékoulusta perdisin olevat
virhekdsityksen funktiosta aitheuttavat hankaluuksia toisella asteen matematiikan opinnoissa
ainakin raja-arvon, derivaatan ja integraalin késitteissa.

Ylékoulun oppilaille on hankalampaa ymmartda, miksi tietyt erityistapaukset ovat funktioita.
Tallaisia erityistapauksia ovat esimerkiksi vakiofunktiot, paloittain maédritellyt funktiot ja
diskreettien pisteiden avulla mééritellyt funktiot (Tabach & Nachlieli 2015). Lisédksi oppilaille
saattaa jaada virheellinen késitys, ettd vain lineaariset funktiot voivat kulkea kahden tietyn
pisteen kautta, vaikka vaihtoehtoja tietyn kahden pisteen kautta kulkevista funktioista on
lukemattomia. Oppilaat harvoin tukeutuvat funktion mééritelmédan mééritellessddn, onko
kyseinen kuvaus funktio ja médritelmad hyddyntévit oppilaat taas kiyttavét sitd ristiriitaisesti
(Tabach & Nachlieli 2015).
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3.6 Virhekasitykset muut tekijat

Virhekasityksid voi aiheuttaa myds opettaja niin alakoulussa kuin yldkoulussa. Alakoulun
opettajien on havaittu omaavan samanlaisia virhekésityksid kuin yldkoulun oppilaidenkin.
Tietenkin on ymmarrettivd, ettd luokanopettajat opettavat useampaa eri ainetta, eikd
aineenopettaja tasoista aineen hallintaa voida pitda realistisena vaatimuksena. Kuitenkin usein
luokanopettajilla on havaittu erityisesti matematiikan opettamisessa epdvarmuutta.
Aineenopettajien osalta haasteena saattavat olla haastavat ja ennalta odottamattomat
kysymykset. Niissd haasteena on, ettei opettaja yksinkertaista liikaa vastatessaan
kysymykseen, koska virhekasityksié voi syntya liiasta yksinkertaistuksesta. Tehokkaana opetus
metodina pidetddn tapaa, jossa uusi asia yhdistetddn jo opittuihin késitteisiin tai kykyihin.
(Ryan & Williams 2007)

Oppikirjat ovat jokaisen matematiikan opettajan apuviline opetuksessa. Matematiikan
oppikirjat sisdltdvit usein opetettavan teorian, esimerkkejd ja tehtdvdt. Liséksi opettajan
materiaaleissa on saatavilla kirjan tekijoiden mallivastaukset, esimerkkikokeita kurssialueesta
ja tuntisuunnitelmia tietyn asian opettamiseen. Oppilaat kayttivit oppikirjoja opiskeluun ja
tehtdvien tekoon. Oppikirjat ovatkin sekd yldkoulun matematiikan opetuksen kulmakivi etté
akilleenkantapdd (Kajander & Lovric 2009). Suomessa opetusta ohjaa opetussuunnitelma ja
oppikirjat perustuvat sithen, mutta oppikirjat ovat aina kuitenkin kirjan tekijoiden tulkinta
opetussuunnitelmasta. Harvemmin matematiikan oppikirjoja on tarkastelu, kuinka ne esittivat
opittavan asian (Kajander & Lovric 2009).

Opettaja voi hyddyntéa oppikirjaa virhekisityksen torjumiseen antamalla oppilaille tehtdvaksi
tutustua uuteen asiaan oppikirjan avulla ennen oppituntia. Néin opettaja voi keskittya tunnilla
asioihin, jotka olivat oppilaiden mielestd haastavia tai epdselvid. Ndin opetuksesta olisi
mahdollista saada enemmén vuorovaikutteisempaa ja aikaa voisi jdddd enemméan muuhun kuin
teorian luennoimiseen.

Oppikirja voi aiheuttaa virhekisityksid esimerkiksi yksinkertaistamalla késitteitd litkaa tai
késitettd on yleistetty liian laajaksi. Liian laajalle yleistetty kisite voisi olla esimerkiksi
tangentti. Tangentilla on trigonometriassa ja geometriassa erilainen merkitys. Liiallisella
yksinkertaistamisella oppikirjoissa yleensd médritellddn jo aikaisemmin esitelty késite
uudestaan tavoitteena tehdd siitd oppilaalle ymmarrettivimpi. Esimerkkind kaadnteisluvun
madritelma, kaksi lukua, joiden tulo on yksi ovat toistensa kéddnteisluvut. Yksinkertaistus olisi
esimerkiksi kdénteisluku saadaan vaihtamalla luvun osoittaja ja nimittdja keskendén. Liiallinen
yksinkertaistus voi olla my6s kappaleen lopussa yhteenvedon muodossa. (Kajander & Lovric
2009)

Opettajan tarkeimpénd tehtdvéand yldkoulun algebran opinnoissa on esitelld ja havainnollistaa
abstrakteja késitteitd oppilaille. Tdsséd tehtdvissa korostuu opettajan aineosaaminen. Toisena
tehtdvini on ohjata ja kannustaa oppilaita. Tédssd tehtdvissd korostuu opettajan vuorovaikutus
taidot ja pedagoginen osaaminen esimerkiksi oppilaiden yksilollisten virhekésitysten
tunnistamisesta. Virhekésitysten valttdmiseksi opettajan ilmaisu luokassa tulisi olla yhtenéista
ja uusi asia tulisi yhdistéé jo opittuun asiaan. Kokemattomalla opettajalla saattaa olla haasteena
reagoida oppitunnilla ja muokata tuntisuunnitelmaansa oppitunnin aikana. Kurssisuunnitelman
avulla tulee pohtia, mistd aiheesta lihdetdén liikkeelle, kuinka se esitellddn ja miten se tdméa
vaikuttaa tulevien aiheiden opettamiseen. Opettajan tulee selvittdd oppilaiden aikaisempi
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ymmairrys algebran opintojen alussa ja pyrkid korjaamaan mahdollisia virhekdsityksid heti
ylakoulun matematiikan opintojen alussa. (Leinhardt, Zaslavsky & Stein 1990)

Matematiikan oppimisen kannalta on keskeisti, ettd oppilas muodostaa itse oman kéasityksen ja
ymmarryksen tietystd matematiikan aiheesta. Opettajan tehtdvidnd on ohjata oppilaan kisitys
mahdollisimman tarkaksi. Oppilaan tulisi osata kertoa aiheesta omin sanoin. T4td omin sanoin
kertomista tulisi jatkuvasti formatiivisesti arvioida. Erityisesti késitteistd, joilla on eri merkitys
matematiikassa ja arkikielessd. Esimerkiksi algebran késitteilld funktio ja muuttuja on erilainen
merkitys arkikielessé. (Leinhardt, Zaslavsky & Stein 1990)

Onnistuneet esimerkit motivoivat oppilaita ja syventdvdt oppilaiden ymmairrystd. Usein
ylakoulun algebrassa esimerkkejé pitdd yksinkertaistaa, jotta niihin voidaan soveltaa yldkoulun
algebraa. Liiallisissa yleistyksissd on vaarana virhekdsityksien muodostuminen muihin
oppiaineisiin, kuten fysiikkaan tai taloustieteeseen. Varsinkin heikommat oppilaat muodostavat
késityksensd mieluummin esimerkkien, kuin tarkkojen méairitelmien varaan. Tamén takia olisi
hyvd, ettd ainakin vastauksen perustelu yhdistettdisiin matemaattisiin méiéritelmiin ja
kasitteisiin. (Leinhardt, Zaslavsky & Stein 1990)

Matematiikan opettaminen vaatii oikean sekoituksen pedagogista osaamista ja aineenhallintaa.
Paremman aineenhallinnan omatessa opettaja pystyy helpommin kertomaan, miten lasku
suoritetaan oikean ja mihin matematiikan sdéntdihin tima perustuu. Téssd yleensd ndhddén
aineenopettajan ja luokanopettajan ero. Opettajasta riippumatta kuitenkin matematiikkaa
opettaessa tulisi pysdhtyd pohtimaan sekd tapoja opettaa etti perusteluja miksi kyseinen
opetustapa on hyvéksyttivd matematiikan lakien ja sddntdjen mukaan. (Ryan & Williams
2007)
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4 Virhekasitysten huomioiminen opetuksessa

Tassd kappaleessa esitetddn ehdotuksia opetukseen edellisen kappaleen aiheisiin. Ndma
ehdotukset on valittu kirjallisuudesta ja niiden avulla pyritdédn antamaan vinkkejd opetukseen.
Vinkkien tarkoituksena on auttaa opettajaa jarjestimddn opetuksensa virhekdsityksid
ennaltachkdisevésti ja korjaavasti. Néitd ehdotuksia opettaja voi oman harkinnan mukaan
integroida opetukseensa. Kappaleessa esitelldén eri virhekasityksiin liittyvid tehtdvétyyppeja,
joita voidaan kéyttdd osana niin diagnostista testid kuin harjoituksina oppilaille tunneilla. Ndin
ndilld esimerkeilld voidaan sekd ottaa selvdd oppilaan algebrallisen ajattelun taso ettd
harjoituttaa oppilaan algebrallista ajattelua. Harjoitteet ja esimerkit eivit pelkdstddn keskity
kyseisen virhekésityksen harjoitteluun, vaan ne tukevat myds muiden algebran alojen
ymmarrysta.

Muutosvastaisuuden pienentdmiseksi esiteltdvid esimerkkejd ja tehtdvid voidaan hyoddyntdd
myds uuden asian tai késitteen johdatteluun. Lisdksi oppitunnilla voi tulla vastaan spontaaneja
tilanteita tai kysymyksié oppilailta, joihin reagoimiseen kyseisten esimerkkien tunteminen voi
helpottaa opettajan tyotd. Térkeintd muutosvastaisuuden murtamiseksi on saada oppilas
ajattelemaan, joko opettaja johtoisissa keskusteluissa tai oppilaiden kesken pienryhmissi
tyoskennellen. Keskustelu jalostaa oppilaiden algebrallista ajattelua ja antaa my0s opettajalle
ymmarrysté, kuinka hyvin késitteet on omaksuttu.

4.1 Sulkeet ja laskujarjestyksen opettaminen

Sulkeiden hyodyllisyys ja tarpeellisuus matematiikassa on tuotava oppilaille esille, niin etti ne
olisivat tarpeellinen véline matemaattisissa lausekkeissa. Yksi tapa tdhdn on luoda ristiriita
oppilaiden yleiseen ajatteluun lukea lausekkeita vasemmalta oikealla (Welder 2012).
Esimerkiksi laskussa 35 = 15 korvataan luku 5 lausekkeella 3 + 2. Nyt ilman sulkeita
lauseke 3+ 3 + 2 = 15 ei olekaan tosi, vaan se vaatii sulkeet. Sulkeiden kanssa yhtélo saadaan
taas todeksi 3-(3 + 2) = 15. Vastaavilla harjoituksilla, jossa oppilaiden on lisdttdava
lausekkeeseen sulkeet, jotta yhtdlon molemmat puolet olisivat yhtd suuret, perustellaan
luonnollisesti sulkeiden merkitys laskujérjestyksessd. Kyseisten tehtdvien jdlkeen voidaan
siirtyd harjoittelemaan laskujérjestysté laskemalla lausekkeita. Kyseinen tehtdvé tyyppi sopii
hyvin johdatteluna aiheeseen.

Myo6s muita laskujarjestyksen osia on hyvai tarkastella luonnollisena tapana kéyttaa lukuja, eika
joukkona sovittuja sdéntdjd. Laskujérjestyksen opettamista muistilistana tulisi valttdd (Welder
2012; Tabak 2019). Muistilistan tai lorun sijaan laskujérjestys voitaisiin esitelld algoritmin
muodossa. Niin saataisiin vahvistettua oppilaiden ymmarrysti laskujdrjestyksen toiminnasta.
Kuvassa 2 on annettu esimerkki laskujirjestysalgoritmista. Laskujirjestystd opettaessa on hyva
kohta oppilaalle harjoitella tarkastelemaan kriittisesti omia vastauksia (Ryan & Williams 2007),
kun oppilaan vastaus on virheellinen. Laskujirjestysti harjoitellessa omien virheiden etsiminen
on parhaita tapoja oppia laskujirjestys oikein (Tabak 2019).
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* |[F sulkeet:
» Laske kerto- ja jakolaskut sulkeiden sisalla.
» Laske yhteen- ja vahennyslaskut sulkeiden sisalla.

* [FELSE kertojajako:

» Laske kerto- ja jakolaskut sulkeiden sisalla.

* ELSE:

» Laske yhteen ja vahennyslaskut.

Kuva 2 Laskujdrjestysalgoritmi

Laskusédédntojen merkitys olisi hyvd kédyda lapi kdytdnnon esimerkkien avulla (Tabak 2019).
Esimerkiksi kuvan 3 vaakamallin lauseke voidaan ilmaista monella tavalla. [Imaisussa voidaan
hyodyntdd kertolaskua, eli 4-3+1-2=3-4+2 tai se voidaan ilmaista puhtaasti
yhteenlaskuna 3+3+3+3+1+1=4+4+4+ 2. Esimerkissd on tirkedd 10ytdd eri
lausekkeiden laskujérjestys ja vaakamallin vilinen yhteys. Vaakamallin avulla saadaan myds
esiteltyd ajatus yhtdlon kahdesta puolesta.

A

Kuva 3 Vaakamalli

Vaakamallin avulla voidaan johdatella myos yhtélon ratkaisuun tai vahvistamaan
yhtdsuuruuden késitettd. Kuvan 4 vaakamallin avulla voidaan auttaa oppilasta hahmottamaan
ja vastaamaan kysymyksiin, kuten milld muuttujan x arvoilla vaaka olisi tasapainossa, tai milld
muuttujan x arvoilla vaaka olisi kallellaan. Nédin laskujérjestyksen oppimisen tukemiseen
esitelty vaakamalli tuntuu oppilaille tutulta siirryttidessa kasittelemdén muuttujaa, yhtdsuuruutta
ja yhtélon ratkaisua.

A

Kuva 4 Vaakamalli muuttujalla
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4.2 Yhtasuuruuden opettaminen

Yhtasuuruuden virhekédsitysten vélttdmiseksi tulisi alusta asti korostaa kahden puolen
yhtdsuuruutta ja tasapainoa. Yhtisuuruutta voidaan korostaa esimerkiksi vaakamallin avulla,
joka on todettu tehokkaaksi havainnollistuskeinoksi (Welder 2012). Oppilaiden tulisi pystya
tulkitsemaan ja arvioimaan yhtdsuuruutta molempiin suuntiin, eli tarkistamaan onko yhtilon
vasen puoli yhté suuri kuin oikea puoli ja my0ds pdin vastaiseen suuntaan. Vaakamallia ei tulisi
esitelld vasta algebraan ja yhtdlojen opetuksessa siirryttdessd, vaan olisi tdrkedd, ettéd
yhtidsuuruutta olisi havainnollistettu oppilaalle jo aikaisemmissa matematiikan opinnoissa.
Yhtdsuuruuden ymmaértdiminen algebrassa pitddkin rakentaa oppilaan aikaisemman
kokemuksen ja ymmairryksen piille. Téarkedd onkin, kuinka opettaja puheessaan korostaa
yhtasuuruuden merkitystd. Esimerkiksi pelkdstddn laskuoperaation tulkintaa kielentdvéin
lauseen “’lukujen yksi ja neljd summa on viisi” sijaan opettaja korostaisi lausekkeen vasemman
ja oikean puolen yhtd suuruutta toteamalla ”lukujen yksi ja nelji summa on yhtd suuri kuin
viisi”.

Yhtidsuuruus merkki tulee vastaan hyvin varhain opintopolulla alakoulussa. Jo alakoulussa
yhtasuuruus merkin suhdetta symboleihin suurempi kuin >, pienempi kuin ”<” ja epétosi ’#
", tulisi korostaa. Esimerkiksi tehtévilld, joissa on annettu lausekkeen vasen ja oikea puoli,
jolloin oppilaan tulisi merkitd sopiva symboli, jotta lauseke olisi tosi. Yksinkertaisemmin
tehtévén voisi toteuttaa niin, ettd lauseke on annettu valmiiksi ja oppilaan tulisi todeta, onko
lauseke totta vai ei. Kolmantena vaihtoehtona lausekkeesta voisi jittdd yhden paikan tyhjiksi
ja oppilaan tulisi tdydentdd yhtdlo niin ettd yhtalo olisi tosi tai epétosi. Tehtdvien tulisi siséltda
tapauksia, jossa vain yhtdlon oikean puolen arvo tiedetddn. Niin saataisiin rikottua oppilaiden
ennestiddn oppimaa tapaa tulkita matemaattisia lausekkeita vasemmalta oikealle (Welder 2012).
Osan tehtévistd tulisi olla avoimia, eli niissd olisi useampi kuin yksi oikea vastaus. Tehtadvét
voitaisiin antaa my0s sanallisessa muodossa. Tehtévistd on koottu yhteenveto taulukkoon 4.

Taulukko 4 Esimerkki tehtdvid

Tyyppi Esimerkkitehtdvii

Téydennd lauseke sopivalla merkill4, jotta 1)5m6 2)8+2m103) 10+ 2m9
se olisi tosi.

Onko lauseke tosi vai epdtosi? 1)5>6 2)8+2=103)10+2+9

Taydenni luvulla, niin ettd lauseke olisi tosi. [ 1)5>m 2)8+ m =6+ m3)10+ m #9

Etsi kolme lukuparia, joiden avulla lauseke | 1)m +m =2, 2)5+ m # m,3) 100 —

on tosi. E>n

Sanallisia avoimia tehtdvii. Muodosta lauseke, jossa kahden luvun

summa on suurempi kuin luku 4.

Laajempien lausekkeiden sieventdmisessd paddytddn usein kirjoittamaan monta yhtdsuuruutta
perakkdin. Téllaiset yhtdsuuruus putket eivdt toimi yhtdlon ratkaisussa, jossa vilivaiheet
yleensd esitetddn allekkain, mikd onkin ristiriidassa oppilaan aikaisempien kokemuksien
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kanssa. Yhtend vaihtoehtona olisi opettaa laskemaan useamman vélivaiheen vaativat laskut
allekkain. Toisena vaihtoehtona olisi kdyttdd jotain toista merkintdd laskettaessa
laskutoimituksia perdkkiin. Aikaisemmassa laskuesimerkissi laskun putkeen laskemisen sijaan
allekkain laskettuna viltetddn monen yhtdsuuruuden putki vierekkain.

{(-12:24+[-12- (16 =3 - D]}
={—6+[-12-4]}- (-1
={—6—48}-(-1)

= —54-(-1)

=54

Niin usean vilivaiheen laskussa merkintd on erilainen verrattuna alkuperdiseen ketjuun. Nyt
lasku on lajiteltu selkedmmin vaiheittain, josta eri vaiheiden yhtdsuuruudet ovat helpommin
néhtavissa.

Yhtésuuruuden ymmaértaminen on ehdotonta funktion késitteen ymmaértamiseen ja yhtdloiden
ratkaisemiseen (Chesney & muut 2018). Muita tydtapoja, joilla voidaan pyrkid
monipuolistamaan yhtdsuuruuden késitystd oppilaissa olisi esimerkiksi laskutoimitusten
kielentdminen. Tutkimuksissa on havaittu, ettd oppilaiden késitys yhtdsuuruudesta oli parempi
jo aritmetiikka harjoitellessa, jos oppilaat olivat myos harjoitelleet laskujen kuvausta
sanallisesti (Chesney & muut 2018). Opettajan tulisi kiinnittdd erityistd huomiota, kuinka
oppilaat kuvaavat laskuja sanallisesti. Tdssd opettajan tulisi painottaa ’on yhti suuri kuin” -
lausetta. Yhtend ehdotuksena yhtdsuuruusmerkin késitteen liittyvien virhekésityksien
vélttdmiseksi olisi itse yhtdsuuruusmerkin esittely myohemmin oppilaille. Aritmetiikan
harjoittelun alkaessa yhtdsuuruusmerkin sijaan voitaisiin kdyttdd muuta merkintdd. Esimerkiksi
osassa Itd- ja Kaakkois- Aasian maista kéyttdd nuolta (Welder 2012; Chesney & muut 2018).
Néin my0ds useamman vélivaiheen laskut voitaisiin laskea perdkkéin ilman ristiriitaista kisitysté
yhtélon oikeasta ja vasemmasta puolesta, tai yhtdsuuruusmerkistd pelkkéni suoritetaan lasku
symbolina. Ndin my0s edelld oleva esimerkki saataisiin kirjoitettua tiiviimmin.

{(—12:24[-12- (16 =3 - D]} > {6 + [-12- 4]} - (=1) > =54 - (-1) > 54

Kiinalaisissa oppikirjoissa (Welder 2012) kéytetddin nuolia perustelemaan, miksi vaiheittain
laskettaessa yhtdsuuruusmerkkien kédyttdminen aiheuttaisi ongelmia 12-4 - 36 +3 - 12-
5-72+8-9-6 > 54. Yhtdsuuruusmerkin ilmaisua suhteena voidaan harjoittaa
esimerkiksi yksikdn muunnoksina, kuten 100cm = 1m, 1bar = 100000 PA, tai 11 =
0,001m3. Niin harjoitellaan myds funktionaalista ajattelua. Yksikdnmuunnostehtivissi
yhtdsuuruusmerkki voitaisiin my0s korvata sanallisesti (McNeil 2014) ja ndin myo0s
vertailemalla eri yksikoité toisiinsa. Esimerkiksi kysymyksilld onko 20€ dollareissa enemmén
vai vihemman kuin 20$.
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4.3 Peruslaskutoimitusten symbolien opettaminen

Symbolien opettamisessa tarkeintd on, ettd oppilas ymmartdd symbolin merkityksen ennen sen
kayttamistd (Welder 2012). Sekaluvuissa oppilaan tulisi ymmartda ensin, mitd yksi kokonainen

ja kaksi kolmasosaa tarkoittaa ennen kuin he rupeavat kéyttimaan merkintda 15. Samalla

tavalla oppilaan tulisi ymmartdd ensin, mitd merkintd 2a kéytdnndssd. Tilannetta voidaan
tarkastella kuvioiden avulla. Kuvioiden avulla on helpompi oppilaan ymmartida esimerkiksi,
mikd on merkintdjen 2a ja 2 + a ero.

Kuvassa 5 tilannetta on tarkasteltu pinta-alojen kautta. Ensimmaéisend sekalukua 1 2’ jota on

havainnollistettu kahden ympyrén avulla. Nimé ympyrit on jaettu kolmeen yhta suureen osaan
ja toisesta ympyra on véritetty kokonaan. Tima vastaa yhti kokonaista. Toisesta ympyristd on
véritetty kaksi osuutta kolmesta. Yhteensé véritettynd on yksi kokonainen ympyra ja toisesta
ympyrasti kaksi osuutta kolmesta eli yhteensé yksi kokonainen ja kaksi kolmasosaa.

2 . .
Kuva 5 Sekaluvun 1 3 havainnollistus.

Kuvassa 6 on pyritty havainnollistamaan merkintdjen 2a ja 2 + a eroa. Ensimmaiseksi kahden
palkin pinta-alat ovat a1 = a ja nditd palkkeja on kaksi kappaletta, joten niiden pinta-ala
yhteensd on a + a = 2 - a. Toisessa tilanteessa palkkien pinta-alat ovat 2-1 =2 sekia-1 =
a. Riippuen muuttujan a arvosta kahden palkin pinta-alat voivat olla erié, jolloin niiden summa
2+a.

Kuva 6 Luvun 2a ja 2+a ero.
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4.4 Muuttujan opettaminen

Matematiikassa kirjaimen kéytossd on paljon epdsdadnndllisyyttd. Tamén takia opettajan tulisi
aina korostaa kirjaimen merkitystd kyseisessd tilanteessa (Welder 2012). Esimerkiksi
kaytetdanko kirjainta tietyssé tilanteessa lyhenteend vai muuttujana. Alussa lyhenteet tulisikin
ensin kirjoittaa kokonaan nédkyviin ennen kuin niitd ruvetaan toistuvasti kdyttdmddn, eli
lyhenteen 6 m sijaan kirjoitettaisiin ensin 6 metrid (Welder 2012). Samalla tavalla yhtél6issé
oppilaiden tulisi ensin tulkita sanallisesti, mitd yhtélo tarkoittaa. Esimerkiksi yhtdlo V = 10P
tulisi ensin tulkita sanallisesti ”yksi valkoinen pallo on yhti suuri kuin kymmenkertainen méara
punaisia palloja”. Yhtdlojen sanallinen tulkinta voi olla aikaa vievdd, mutta ne pitkéssa
juoksussa ne auttavat oppilaita algebran sovelluksissa.

Muuttujan opetuksessa tulisi 1dhted sddntdjen etsimestd liikkeelle (Welder 2012). Saint6ja
voitaisiin ensin kirjata sanallisesti ja timén jdlkeen ottaa muuttujan késite mukaan ilmaisemaan
sdantdjd. Saantdjd voidaan esimerkiksi etsid lukujonoista. Muuttujan ymmaértimisessi
voitaisiin kdyttdd myos pohdintatehtivid, kuten milld muuttujan arvoilla yhtdlo h + m +n =
h+p+n on tosi? (Welder 2012). Kyseinen tehtdvd testaa oppilaan ymmérrysti
yhtésuuruudesta ja muuttujasta. Tehtidva on yksinkertainen, jos oppilas ymmaértaa, ettd kahdella
eri muuttujalla voi olla sama arvo.

Oppilaiden tulisi ndhdi yhteys, kuinka eri asioita tai tavaroita voidaan laskea yhteen lausekkeen
avulla ja eritelld eri muuttujiin. Esimerkiksi laatikko, jossa on 5 golfpalloa ja 8 tennispalloa.
Yhteensi pallojaon 5 + 8 = 13. Néin pallojen mééri voitaisiin yleisesti laskea yhteen kaavasta
g+t =p. Tdssd kaavassa pallojen médrd p voidaan laskea golfpallojen miirin g ja
tennispallojen t avulla. Taulukkoon 5 on koottu eri tehtivityypit muuttujan opettamiseen.

Taulukko 5 Tehtdvdityyppejd muuttujasta

Tyyppi Tehtdva

IImaise sanallisesti yhtdlon merkitys. V =10P

[Imaise sopivalla sdédnnolla. Kuva 7

Milloin yht&l6 on tosi? h+m+n=h+p+n

Muodosta lauseke. Muodosta lauseke, jonka avulla voidaan
laskea laatikossa olevien pallojen
lukumééra.

Kuva 7 Milld sddnndélld pallojen mddird kasvaa?

@ 0] @ @ @
@ @ @ @ @ ©® @ @
@ 0@ @ 00 @ 0 @
Qe e e @ ®© 0@

© 0000
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Muuttujan tilalle voi sijoittaa minkd tahansa luvun. Useimmille oppilaille tdmé voi jaada
epaselviksi (Christou & Vosniadou 2012). Muuttujaan sijoitettavien lukujen epdselvyyksien ja
virhekasityksien vilttdmiseksi opettajan tulisi kdyttdd esimerkeissddn monipuolisesti erilaisia
lukuja. Esimerkiksi yhtdlon ratkaisua harjoitellessa ratkaisuiksi tulisi tulla muitakin lukuja, kuin
kokonaislukuja. Erilaisilla pohdintatehtévilld voidaan harjoituttaa oppilaan algebrallisella
ajattelulla ja estdd virhekésityksien syntymistd. Pohdinta tehtdvien ratkaisujen tulisi vaatia
oppilailta erityyppisilld luvuilla vastaamista. Samaan tehtdvdén voidaan mahdollisuuksien
mukaan vaatia vastaamaan tietynlaisella luvulla kysymykseen, kuten anna esimerkki
desimaaliluvusta d, jolle lauseke 1/d > 10 on tosi. Tehtévin voi jittdd myods avoimemmaksi,
jolloin tilaa jaa my0Os oppilaiden véliselle keskustelulle, kuten vastauksien vertailulle.
Avoimesta tehtidvastd esimerkkind ”Valitse kaksi reaalilukua a, b niin, ettd lukujen suhde on
pienempi kuin yksi”. Kysymyksestd voidaan muokata vaativammaksi ehdolla a < b.
Vastaavasti hyvidnd pohdinta tehtdvina olisi tilanne, jossa vertaillaan molemmilla puolilla
epdyhtdlod, on sama muuttuja, mutta yhdelld puolella muuttuja on nimittéjassd ja toisessa
osoittajassa. Esimerkkind epiyhtdlo 4b > 4 /b, jossa haastetaan myds oppilaan funktionaalista
ajattelua, koska vertailua pitdd tehdd muuttuvaan arvoon, eikd vakioon.

Peruslaskutoimitusten symbolien eroavaisuutta voidaan havainnollistaa, varsinkin vakion
summaamista muuttujan kanssa ja vakion kertomista muuttujalla. Kun muuttuja x = 3, niin
mikd on lausekkeiden 3x ja 3 + x arvo tapaisella kysymykselld voidaan havainnollistaa
laskemalla ndiden lausekkeiden eroa. Termi 3x voidaan myds havainnollistaa hajottamalla se
termiksi x + x + x. Negatiivisen luvun sijoittaminen muuttujaan on oppilaille hankalaa
erityisesti, jos muuttujan edessd on miinusmerkki (Zielinski & Glazner 2019). Timén
korjaamiseksi tulisi harjoitella sijoittamista luvulla ja sen vastaluvulla, eli muuttujaan —b
sijoitettaisiin ensin luku +3 ja seuraavaksi luku —3. Samalla korostettaisiin useammalla
vélivaiheella sijoitusten eroa. Taulukossa 5 on koottu ndma esimerkit.

Taulukko 6 Esimerkit

Muuttuja(t) Sijoitus Vilivaiheet

—b +3ja—3 b=+3- —-b=-1-(b)=—-1-(+3) =-3
b=-3- —-b=-1-b)=—1-(-3)=3

3x 3 3x=3-3=9

3+x 3+x=3+3=6

x+x+x x+x+x=3+3+3=9

Niin késitystd muuttujasta ja funktion Kkésitteestd voidaan tehostaa tehtdvissd, joissa
epayhtdloissd on kahta eri muuttujaa. Haasteetta saadaan erityisesti, jos kaksi eri muuttujaa ovat
molemmilla puolilla epédyhtdlod. Esimerkkind tillaisesta epédyhtélostd olisi a +b > a/b.
Vastaaviin  tehtdviin  voidaan lisdtd lukuja, kuten epdyhtdlossd O9x <3 + y/x.
Miinusmerkkisilld muuttujien hyodyntdmistd kahden muuttujan epayhtédlossd voidaan edelleen
testata oppilaan kykyé sijoittaa lukuja muuttujaan, jonka edessé on miinusmerkki. Epédyhtdlot,
kuten —f > f + g/f, pakottavat oppilaan toimimaan negatiivisilla luvuilla ratkaistakseen
kyseisen tehtdvin. Kahden muuttujan sijoittamista vaativat epdyhtélot testaavat oppilaan
ymmarrystd yhtdsuuruuden késitteestd, laajempaa muuttujan késitteen ymmaérrystd ja



25

johdattelee oppilaalle tarpeellisia abstraktin ajattelun kykyjd funktion kisitteen oppimiseen.
Taulukkoon 6 on koottu esimerkkeji epayhtiloista.

Taulukko 7 esimerkki epdyhtdloitd

4.9 2x—y <0 —k—1>2/k
b
a+1>1/a 1/d > 10 Ix<3+y/x
—y<y+1/y %<1 —f>f+yg/f
—%<b 4b > 4/b a+b>a/b

4.5 Funktion kasitteen opettaminen

Yldkoulun algebrassa varsinaisesti funktioista tarkemmin késitelldén lineaarista funktiota.
Oppilaiden tulisi ymmairtdd kahden taulukoidun arvon suhde, kuinka tdméi liittyy suoran
kuvaajaan sekd suoran yhtdloon. Erityisesti yhteys yhtdlon ja kuvaajan vélilld ji4 monille
oppilaille epdselviksi (Wilkie & muut 2018). Hankaluuksia on siis yhtélon perusteella nihda
kuvaaja ja kuvaajan perusteella pédtelld yhtdlo. Erilaisia ndkemyksié ja késityksié siitd, missé
jarjestyksessd funktion kannalta keskeiset késitteen tulisi opettaa (Wilkie & muut 2018).
Yleistyksend yhtdlo kuvaaja ja siitd taulukoituja arvoja tulisi olla alusta alkaen oppilailla
ndhtavissd, kun funktioita opetetaan. Erityisesti funktioita opettaessa kayraltd 16ytyvid tulisi
olla havainnollistettuna kayrédlla ja taulukoituna, varsinkin jos selked sddntd ndhtavissa.

Funktion késitteestd tulisi tehdd ero matemaattisen mééritelmén ja muiden arkikielessd
esiintyvistd kasitteistd funktiolle, jotta ndmi eivédt aiheuta turhaa muutosvastaisuutta ja
hdmmennystd oppilaissa (Tabach & Nachlieli 2015). Opettajan tulisin seurata oppilaiden
kielenkdytt6d matemaattisista kaytoistd. Tatd voidaan yleisestikin harjoituttaa antamalla
oppilaalle késitteen mééritelmd ja tdmén jilkeen erilaisilla esitykselld tai tehtdvilld voidaan
antaa oppilaiden itse pohtimalla selvittdd, onko kyseinen esitys madritelmdn mukainen.
Vastaavanlaisia tehtdvid voidaan funktiosta pitdéd diagnostisena tehtévina, jolloin tarkkailtaisiin
oppilaan algebrallisen ajattelun tasoa.

Tehtdvisséd oppilaiden tulisi harjoituttaa oppilasta itse tuottamaan puuttuva tieto annetun tiedon
perusteella. Esimerkiksi suoran yhtdlon méérittdminen kuvaajasta ja muutaman pisteen
madrittdiminen kuvaajan tai suoran yhtdlon avulla. Ennen varsinaista funktion kisitteen
opettamista oppilaita tulisi mahdollisimman aikaisin havainnoimaan erilaisia muutos suhteita
kahden suureen viélilla (Welder 2012). Muutoksen havainnointi voidaankin aloittaa jo
lukujonoja  opiskeltaessa ja esittimédlld niitd lukusuoralle. Alussa tulisi ldhted
yksinkertaistuksista litkkeelle, kuten vakiolla kertomisella tai vakion lisddmiselld. Lopuksi
oppilaat tulisi kyetd ratkaisemaan kdytdnnon ongelmia. Kuva 8 on esimerkki
havainnollistuksesta, jossa samaan aikaan on havainnollistettu suoran yhtdlod useammalla
tavalla.
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Kuva 8 Suoran yhtdlon havainnollistus.

4

y=- x&—1.5

Funktion késitteen ymmarryksen vahvistamiseksi on harjoiteltava oppilaan kykyd péaatelld
késitteen perusteella, ovatko eri kuvaukset funktioita. Kuvauksia voidaan esittdd diagrammien,
taulukoiden tai kuvaajan avulla. Tédssd tdrkeintd oppilaan omat perustelut ja niiden
ilmaiseminen joko suullisesti tai kirjallisesti. Osaa funktiota f(x) = x? on havainnollistettu
diagrammina kuvassa 9, jossa ldhtdjoukon alkiot ovat vasemmalla ja maalijoukon alkiot
oikealla. Funktion ldhtdjoukon alkioiden kuvautumista maalijoukon alkioksi kuvataan nuolella.

Kuva 9 Kuvausdiagrammi (Tabach & Nachlieli 2015)
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Kuvan 9 kaltaisesta diagrammista oppilaan tulisi siis paitelld, onko kyseinen kuvaus funktio
funktion méaritelmén perusteella. Lisédksi muihin funktion kuvauksiin titd tulisi yhdistda niin
kuvaajiin kuin yhtiloihin. Esimerkiksi useammasta vaihtoehdosta oppilaan tulisi valita paras
yhtilo tai kuvaaja, mikd sopii parhaiten yhteen kuvan 9 kaltaisen diagrammin kanssa. Néin
saataisiin oppilas ajattelemaan ja toimimaan funktion késitteen pohjalta sekd yhdistda
havaintojaan muihin funktion kisitettd kuvaaviin tapoihin.

Funktion késitteeseen perustuvissa paattelytehtivissa tulisi olla myos kuvauksia, jotka eivit ole
funktioita. Kuvassa 10 on esimerkki samanlaisesta kuvausdiagrammista kuin kuvassa 9, mutta
nyt kuvaus ei vastaa funktiota. Lisdksi nyt ldhtojoukko on oikealla ja maalijoukko on
vasemmalla. Nuolella havainnollistetaan edelleen l&htSjoukon alkion kuvautumista
maalijoukon alkioksi. Kuvaus ei ole funktio, koska osa maalijoukon alkioista kuvantuu
useammaksi maalijoukon alkioksi. Télld tavalla funktion kuvauksia tulisi oppilaan tulkita
sekoittaen ldhtdjoukon ja maalijoukon paikkaa. Né&in oppilasta haastetaan ratkaisemaan
tehtdvéa ulkoa opettelun sijaan, oppilaan tulee turvautua funktion késitteen ymmartdmiseen.

Kuva 10 Toinen kuvausdiagrammi (Tabach & Nachlieli 2015)

Vastaavasti funktion kuvauksia voidaan esittdé taulukoituna ja funktion ldhtdjoukon kuvausta
maalijoukkoon merkinndlld f:x — y tai f:y — x. Nédin funktion kuvauksen matemaattisesti
oikeanlaista merkintdd hyodyntden oppilaan tulisi maéaritelld esimerkiksi taulukoiduista
muuttujan x ja y arvoja. Ndin riippuen kuvauksen suunnasta joko taulukon 7 tai 8 arvot
kuvaavat funktiota. Kuvien 9 ja 10 kuvauksista poiketen nyt oppilaan tulee yhdistdd
osaamistaan matemaattisesta notaatiosta ja funktion kéasitteesta.

Taulukko 8 Taulukko 9
x y X y
5 4 4 5
1 0 0 1
3 2 2 3
0 -1 -1 0
2 2
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Taulukoista 7 ja 8 on tarkoituksella jétetty yksi arvo taulukosta pois. Vastaavasti funktion
madrittelysta riippuen joko taulukon 9 tai taulukon 10 kuvaa funktiota. Nyt toisessa sarakkeessa
muuttuja on sama luku. Myds nyt oppilaan on turvauduttava ulkoa opettelun sijaan funktion
kasitteeseen péitellikseen kumpi taulukoiduista arvoista kuvaa funktiota. Oppilaan ratkaisua
voidaan edes auttaa hahmottelemalla pisteet koordinaatistoon.

Taulukko 10 Taulukko 11
x y X y
1 6 6 1
2 6 6 2
3 6 6 3
4 6 6 4
5 6 6 5

Virhekasityksen vilttdmiseksi, jossa vain yksi tietty funktio voi kulkea kahden pisteen vilill4,
voidaan pyrkid vélttimaidn tai korjaamaan etsimilld leikkauspisteitd kahdelle funktiolle.
Esimerkkien ja tehtidvien valinnassa on tissd tilanteessa otettava huomioon, ettd yldkoululainen
pystyy ratkaisemaan myo0s nollakohdat yhtdlon ratkaisun keinoin. Kuvassa 11 olevien
yhtéldiden leikkauspisteet voidaan ratkaista hyddyntéen tulon nollasdintoa.

Kuva 11 kahden funktion leikkaus
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5 Johtopaatokset

Virhekisitysten huomioiminen opetuksessa jdi lopulta opettajan paitettiviksi. Tutkielmassa
esiteltiin tapoja opettaa niin, ettd virhekisitysten muodostumiselta voitaisiin valttyd. Lisdksi
esiteltiin tehtdvid, joiden tavoitteena on vahvistaa sekd oppilaan algebrallista ajattelua ettd
korjata mahdollisia virhekésityksid. Jd4 opettajan arvioitavaksi miten kyseisid metodeja ja
tehtdvid hyodynnetddn omassa opetuksessa. Kyseisid tehtdvid voidaan kayttdd niin
diagnostisena testind, formatiivisena testind tai osana tunti tehtdvid. Vastaavasti tehtdvid
voidaan kéyttdd oppitunnilla johdatteluna uuteen aiheeseen. Tehtdvét on kuitenkin valittu tai
keksitty sen perusteella, ettd ne helpottaisivat opettajan tyotd kyseisten virhekasitysten
korjaamiseksi.

Tutkielmassa késiteltiin  yleisimpid yldkoulun algebrassa esiintyvid virhekasityksi.
Virhekasityksid késiteltiin viitend kokonaisuutena, jotka olivat sulkeet ja laskujérjestys,
yhtésuuruus, peruslaskutoimitusten symbolit, muuttuja ja funktion késite. Ndissd algebran
kokonaisuuksissa esiintyvit virhekdsitykset vaikuttavat myds muiden algebran kisitteiden ja
konseptien oppimiseen. Algebrassa esiintyvét virhekésitykset voivat hankaloittaa myos muiden
matematiikan osa-alojen oppimista. Geometriassa Pythagoraan lausetta on hankalaa kiyttdd
oikein, jos muuttujan kisitteen tai yhtdsuuruuden ymmairtdmisessd. Funktion késitettd ja
funktion tulkitsemiseen tarvittavia taitoja vaaditaan myds muissa yldkoulun oppiaineissa, joissa
tulkitaan dataa, tilastoja tai diagrammeja.

Virhekasityksia etsittiin kirjallisuudesta ja tutkimuksista. Sulkeiden ja laskujérjestyksen osalta
yleisimpid virhekadsityksid ovat kokonaan laskujdrjestyksen huomiotta jattdminen eli lasku
suoritetaan vasemmalta oikealle. Yhtidsuuruuden osalta yhtdsuuruus merkki néhddan
symbolina, jonka jidlkeen suoritetaan symbolin vasemmalla puolella oleva lasku. Tami
virhekdsitys tuottaa suuria ongelmia yhtélonratkaisua harjoitellessa. Peruslaskutoimitusten
symbolien osalta virhekdsitys liittyy lukujen ja muuttujien lisddminen toisiinsa, mika
hankaloittaa polynomilaskennan oppimista. Muuttuja on abstrakti kédsite ja sithen liittyvat
virhekasitykset ovat moninaisia. Virhekasitykset liittyvit muun muassa sithen minkélaisissa
konteksteissa oppilas on aikaisemmin tottunut kirjaimia kayttaméaan. Liséksi virhekasityksid on
muuttujan osalta, mitd lukuja muuttujaan voi sijoittaa. Funktion késitteen osalta keskeistd on
ymmartid, milld eri tavoilla funktiota voi havainnollistaa.

Eri virhekésitysten ennalta ehkdisemiseen ja korjaamiseen annettiin monipuolisesti ehdotuksia
opetukseen. Laskujdrjestystd ei tulisi opettaa muistilistana ja sulkeiden merkitystd voi
harjoituttaa tehtdvilld, joissa oppilaan tulisi lisdtd sulkeet lausekkeeseen. Yhtdsuuruuden osalta
sen suhdetta tulisi kasitelld yhdisti suurempi kuin, pienempi kuin ja epitosi késitteiden kanssa.
Pitemmissd laskuissa virhekdsityksen vélttiminen vilivaiheet tulisi laskea allekkain.
Peruslaskutoimitusten symbolien osalta voidaan havainnollistaa geometrian avulla. Muuttujan
kasitteen selventdmiseksi oppilaan algebrallista ajattelua tulisi vahvistaa. Téhdn annettiin useita
esimerkkitehtdvid. Funktion késitteen vahvistamiseksi annettiin esimerkkejd erilaisista
pohdintatehtivistd, joissa oppilaan tulisi funktion késitteeseen perustuen paitelld, onko kysytty
esitys funktio. Lisdksi funktion kédsitettd opettaessa se tulisi aina mahdollisuuksien tullen liittda
useampaan funktion havainnollistus keinoon.

Muutosvastaisuus nidkokulma perustelee, miksi virhekésityksistd tulee ongelma siirryttdessa
alakoulun laskennasta yldkoulun algebraan. Alakoulun matematiikassa oppilas pérjaa
yksinkertaisimmilla kaésitteisillda. Yldkoulun algebrassa tutuistakin késitteistd tulee
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abstraktimpia. Samalla tutut késitteet ja konseptit esiintyvdt uusissa oppilaille ennestddn
vieraissa tilanteissa. Jos oppilaan oma ajattelu ja késitys on ristiriidassa matematiikan sddntdjen
kanssa, oppilas helpommin muuttaa matematiikan lakeja omaan ajatteluun sopivaksi kuin
muuttaa omaa ajatteluaan matematiikan sdéntoihin sopivaksi. Opettajan tehtdvani on tunnistaa
ristiriidat ja muokata oppilaan ajattelua matematiikan sdéint6ihin soveltuviksi.

Matematiikan luonne muuttuu merkittdvisti yldkoulun algebran alkaessa. Muutoksen
pienentdmiseksi algebran opiskelussa kéytettdvid havainnollistus ja opiskelu tapoja tulisi
esitelld oppilaille ennen algebran opiskelujen avulla. Algebran opiskelu ei télld tavalla tunnu
oppilaalle yhti vieraalta, jos opiskelutavat ovat oppilaalle tutut. Tétd voidaan tehda alakoulussa
varhaisalgebran keinoin ja 7. luokalla oppilaiden siirtyessé alakoulusta yldkouluun. Ylidkoulun
matematiikan alussa kerrataan jo alakoulussa opittua aritmetiikkaa, jonka aikana myos
yldkoulun opettajalla on mahdollista syventdd oppilaiden ymmérrysti algebrassa tarvittavien
kasitteiden osalta, kuten yhtasuuruuden. Ylikoulun matematiikan opettajilla on siis aikaa ennen
varsinaisten algebran aiheiden esittelyd vahvistaa oppilaiden algebrallista ajattelua ja abstraktia
hahmotuskykya.

Tutkielman kirjallisuuskatsaus on péddasiassa tehty englanninkielisid l&hteitd hyddyntien.
Léhteissdé on tutkimuksia niin Euroopasta, Pohjois-Amerikasta kuin Aasiasta. Niin
kirjallisuuskatsaukseen on saatu tuotua monikulttuurista nikokulmaan eri maiden oppilaista.
En pidd suomalaisia oppilaita sellaisena erityistapauksina, joka estdisi ulkomaisten
tutkimustuloksien huomioon ottamisen opetuksessa.

Opettajan tydaika on rajallinen, siksi nden itse tdrked tutustua yleisimpiin virhekésityksiin.
Oman ja muiden matematiikan opettajien tyoskentelyn tehostamiseksi uskon, ettd yleisimpien
virhekésitysten tuntemisesta on hyoOtyd opetuksen suunnittelussa ja tuntityoskentelyn
organisoinnissa. Keskeinen opettajan rooli luokassa on luoda ympiristd, jossa oppilaat
uskaltavat yrittdd ja oppivat omista virheistddn. Ndin opettajan on helpompaa myds ohjata
oppilaan algebrallista ajattelua keskustelemalla oikeaan suuntaan. Opettajan tuntiessa
yleisimmit virhekésitykset my0s oppilaiden auttaminen tuntityOskentelyn aikana on
helpompaa. Virhekésityksen korjaaminen on lopulta oppilaan oman ajattelun ja ymmaérryksen
kehittamistd. Tdmén takia oppilaan algebrallinen ajattelu ja abstrakti hahmotuskyvyn taso
vaikuttaa heidin kykyynsd ndhdd oman ajattelunsa ristiriitaisuutta.
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