84 TURUN
?’/a \\\\ YLIOPISTO

VORONOIN DIAGRAMMIT JA NIIDEN SOVELTAMINEN
HYDROLOGIASSA

Mirka Méakinen

Pro gradu-tutkielma
Toukokuu 2022

Tarkastajat:
Prof. H. H.
Dos. D.D.

MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS



Turun yliopiston laatujarjestelmén mukaisesti tdmén julkaisun alkuperéisyys on tar-
kastettu Turnitin OriginalityCheck-jarjestelmalla



TURUN YLIOPISTO
Matematiikan ja tilastotieteen laitos

MIRKA MAKINEN: Voronoin diagrammit ja niiden soveltaminen hydrologiassa
Pro gradu-tutkielma, 38 s.

Matematiikka
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Tutkielmassa esitellddn Voronoin diagrammit ja niihin liittyvat Delaunayn kolmioin-
nit ja Thiessenin monikulmiomenetelmét. Voronoin diagrammeilla on tieteessa mo-
nenlaisia sovelluksia, ja tutkielmassa esitellaén Thiessenin monikulmiomenetelma,
jota on hydédynnetty hydrologiassa sadannan mallintamisessa.

Voronoin diagrammit perustuvat darelliseen pistejoukkoon ja pisteiden vilisiin kes-
kinormaaleihin, joiden avulla muodostetaan jokaiselle generaattoripisteelle oma so-
lu. Voronoin diagrammeja voi toteuttaa R™-uloitteisessa avaruudessa, mutta téssé
tutkielmassa keskitytdan ainoastaan kaksiuloitteiseen avaruuteen, silla Delaunayn
kolmiointia ja Thiessenin monikulmiomenetelméaé voi kiyttéad ainoastaan tasossa.

Delaunayn kolmiointi pohjautuu samoihin generaattoripisteisiin kuin Voronoin dia-
grammit, mutta siind keskinormaalien sijasta generaattoripisteet yhdistetdan toi-
siinsa janoilla, jos niiden Voronoin solut jakavat sdrméan. Laatoitus ei aina tuota
pelkéstédn kolmioita, jolloin kyseessd on Delaunayn esikolmiointi, jonka voi muut-
taa kolmioinniksi lisdédmaélla tarvittavat janat kolmioiden tekemiseen.

Hydrologia on maantieteen osa-alue, jossa tutkimuskohteena on vesi. Tutkielman
kannalta térked hydrologian osa-alueet ovat sadanta, haihdunta ja niitd yhdistéava
veden kiertokulku.

Thiessenin monikulmiomenetelméa perustuu Voronoin diagrammeihin, jolloin gene-
raattoripisteet ovat erimerkiksi sddasemia, joissa tehdéan sademittauksia. Generaat-
toripisteen ymparille muodostuvaa solua kutsutaan Thiessenin monikulmioksi, johon
kyseisen sddaseman mittaukset yleistetdan. Menetelméa on teknologisen kehityksen
vuoksi kuitenkin vahentynyt, ja tilalle on tullut tarkempia mallinnusmenetelmia.

Asiasanat: Voronoin diagrammi, Delaunayn kolmiointi, Thiessenin monikulmiome-
netelmé, sadannan mallintaminen.
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1 Johdanto

Tutkielmassa esitelladn Voronoin diagrammit ja niihin liittyvéit Delaunayn kolmioin-
nit ja Thiessenin monikulmiomenetelma. Voronoin diagrammeilla on kaytannollisia
ja teoreettisia sovelluksia monilla aloilla, pddasiassa tieteessé ja teknologiassa mutta
my6s kuvataiteissa.

Voronoin diagrammi on saanut nimensd Georgy Voronoin mukaan. Ensimmaéi-
send Vorononin diagrammeja tutki Peter Dirichlet (1805-1859) ja Georgy Voronoy
(1868-1908). Dirichlet tutki diagrammeja 2- ja 3-ulotteisessa avaruudessa ja Voro-
noi lajensi tdmén m-ulotteiseen avaruuteen. Voronoin diagrammi perustuu annet-
tuun darelliseen pistejoukkoon ja pisteiden vélisiin keskinormaaleihin. Keskinormaa-
lien avulla muodostetaan jokaiselle generaattoripisteelle solu. Solun seinié kutsutaan
sarmiksi. Voronoin diagrammeilla on monenlaisia ominaisuuksia, joista suurimman
osan Voronoi laajensi m-uloitteiseen avaruuteen, mutta téssa tutkielmassa keskity-
taan vain kaksiulotteiseen avaruuteen. [11]

Delaunayn kolmiointi perustuu samoihin generaattoripisteihin. Laatoituksessa
yvhdistetddn generaattoripisteet toisiinsa janoilla, jos niiden Voronoin solut jakavat
sarméan. Laatoitus ei aina tuota pelkdstddn kolmioita, jolloin sitd kutsutaan De-
launayn esikolmioinniksi, joka voidaan muuttaa Delaunayn kolmioinniksi lisddmalla
janoja. [11]

Meterologi Alfred Thiessen (1872-1956) hyodynsi kaksiulotteisia Voronoin dia-
grammeja sademéirien mallinnuksessa ja arvioinnissa. Tésta syntyi Thiessenin mo-
nikulmiomenetelma, jota kaytettiin erityisesti hydrologiassa sadannan alueellisessa
mallintamisessa. [11] Thiessenin monikulmiomenetelmélla on ollut erittéain téarked
rooli hydrologiassa ja meteorologiassa keskimééréisen sademéérén (ja muiden hydro-
meteorologisten tekijoiden, kuten auringon séteilyn) arvioinnissa rajatulla alueella
[4].

Tutkielman ensimmainen luku sisdltdd matemaattisen viitekehyksen, jossa esi-
telladn perustietoja, joita tarvitaan Voronoin diagrammeissa. Luvussa 3 esitelladn
seké Voronoin diagrammit ja niiden ominaisuuksia ettd Delaunayn kolmiointi ja sen
ominaisuuksia. Luvussa 4 esitelldidn hydrologian perusteita ja luvussa 5 Thiessenin
monikulmiomenetelmén kiyttoa hydrologiassa sadannan mallintamisessa.

2 Matemaattinen viitekehys

Voronoin diagrammit koostuvat pisteista ja niiden vélisistd keskinormaaleista. Jot-
ta Voronoin diagrammit voidaan méaéritella tarkasti tarvitaan mm. vektoreita ja
graafeja. Nama esitelladn seuraavaksi lyhyesti.

2.1 Vektorit

Téama luku perustuu Koppisen lineaarialgebra osa 1 -luentomonisteeseen [8]. Geo-
metriassa vektoreita kdytetaan kuvaamaan suureita, joihin suuruuden lisdksi liittyy
méaratty suunta. Kéaytettyjen vektorien koordinaatit ovat reaalilukuja. Geometri-
sesti vektoreita voidaan kuvata janoilla, joiden toiseen pddhén on tapana merkita



nuolenkérki. Tarkemman matemaattisen méaaritelméan mukaan vektori on matematii-
kassa vektoriavaruuden alkio. Tyypillisesti vektori on n:n luvun jarjestetty joukko.
Alkioiden lukuméérd n ilmaisee myos vektorin ulottuvuuden. Voronoin diagram-
meja voi késitelld n-uloitteisessa avaruudessa, mutta téassé pro gradu -tutkielmassa
keskitytddn 2-uloitteseen avaruuteen. Seuraavaksi esitellidn muutamia vektoreiden
ominaisuuksia.

Maaritelma 2.1. Paikkavektori on vektori, joka alkaa origosta ja paattyy johonkin
pisteeseen. Pisteen P = (x,y) paikkavektori on vektori, jonka alkupiste on origo ja
loppupiste on piste P.

Maaritelméa 2.2. (Vektorin kertominen vakiolla) Vektorin a kertominen vakiolla ¢
(kuva 1). Jos kerroin ¢ on positiivinen, tuloksena saatavaa vektoria esittédva jana on
samansuuntainen alkuperaisen kanssa, mutta sen pituus on alkuperaiseen verrattuna
c-kertainen. Vastaavasti jos kerroin ¢ on negatiivinen, saatu vektori on alkuperéiseen
nihden vastakkaissuuntainen, ja janan pituus on —c-kertainen.

2a

Kuva 1: Vektorin kertominen vakiolla. Vektori a ja sen kertominen vakioilla ¢; = —1
ja co = 2.

Maaritelma 2.3. (Vektorien yhteen- ja vihennyslasku) Kaksi reaaliavaruuden vek-
toria u = (u1,us)? ja v = (vy,v9)7 lasketaan yhteen laskemalla niiden vastaavat
koordinaatit yhteen (kuva 2),

Ug (%) Uy + Vg
Vastaavasti vektorista v = (v, v9)? viilhennetiin vektori u = (uy, uz)? viihentdmalli
ensimmaisen vektorin kustakin koordinaatista jalkimmaisen vektorin vastaava kor-

dinaatti (kuva 3),
(%) (%) Vg — U9



Kuva 2: Vektorien yhteenlasku.

Kuva 3: Vektorien vihennyslasku.

Maiéritelmd 2.4. Vektorien u = (uy,uz)? ja v = (vy,v9)7 sisiitulo (u,v) on reaa-
liluku, joka saadaan laskemalla

(0, v) = uyvy + ugvy
Sisdtulo merkitdin myos ulv.

Maaritelma 2.5. Vektorit ovat ortogonaaliset, merkitddn u, L v, jos ja vain jos
sisitulo u’v = 0



Maaritelma 2.6. Kaksi vektoria u ja v ovat lineaarisesti riippuvaiset, jos toinen
saadaan toisesta kertomalla vakiolla, muulloin vektorit ovat lineaarisesti riippumat-
tomat.

Miéiritelmi 2.7. Kahden pisteen u = (uy,u2)? ja v = (v1,v2)T euklidinen etiisyys
on

[u=vl[=V(@-v)T(u-v) = /(w1 —v1)? + (uz — v)*

2.2 Graalfit

Téamé luku peustuu Honkalan kombinatoriikka-luentomonisteeseen [5| ja Okaben,
Bootsin, Sugiharaandin ja NokChiun kirjaan Spatial tessellations [11]. Graafiteo-
ria on matematiikan osa-alue, joka tutkii kohteiden vélisten suhteiden esittdmiseen
kiytettavid matemaattisia malleja eli graafeja. Graafit koostuvat solmuista ja niita
yvhdistavista linkeisté, jotka voivat olla suunnattuja tai suuntaamattomia.

Maaritelma 2.8. Graafi G on pari (P, L), missd P on &érellinen ei-tyhjd joukko
ja L C {{u,v}|lu,v € P,u # v}. Joukon P alkioita kutsutaan graafin pisteiksi ja
joukon L alkoita kutsutaan graafin viivoiksi.

Maaritelma 2.9. Olkoon P = {pg1, ..., Dgn, } dérellinen joukko pisteitd 2- uloittei-
sessa Euklidisessa avaruudessa ja Ly = {L,1, ..., Ly, } joukko viivoja joukon P pis-
teiden vélilla. Viivat Lg; voivat olla suoria tai kaarevia, mutta niiden pitéa toteuttaa
seuraavat ehdot:

1. Jokainen viiva Lg4;, joka muodostaa silmukan, saa sisaltda vain yhden pisteen
pgi (kuvassa 4 piste py ja viiva Lg).

2. Viiva Lg; joka ei muodosta silmukkaa siséltédé 2 pistetta joukosta Py, jotka ovat
viivan paatepisteet (kuvassa 4 viiva Ly pisteille pgo ja pys3).

3. Kahdella viivalla Ly ja L,; ei saa olla yhteisia pisteitd, elleivat molemmat
pisteet kuulu joukkoon P, (kuvassa 4 viivat Ly ja Lgs jakavat pisteen pys ).

Jos graafi toteuttaa ndma kaikki ehdot, on se geometrinen graafi.
Maaritelma 2.10. (Yhdistetty graafi) Graafi G(P, L) on yhdistetty jos Vu,v €
P 3uy, .. uy s u=u,v=1u, jaVi{u,u } € L.

Maaritelma 2.11. Graafia kutsutaan puuksi (tree), jos se ei sisdlla yhtdén silmuk-
kaa.

Lause 1. Jos graafi on puu, niin
n, —n; =1, (1)
missa n, on pisteiden lukumddrd ja n; on viwojen lukumddrd.
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Kuva 4: Graafi G, = Gy,({pg1, .-, Pgs }, {Lg1, s Lgr})-

Jos graafi ei ole puu niin yhtilo (1) el valttdmétta ole tosi. Talldin tarvitaan
Eulerin yhtéloa (lause 2). Geometrisen graafin viivat jakavat tason alueisiin, jotka
voivat olla rajoitettuja tai rajoittamattomia. Olkoon n, ndiden alueiden eli solujen
lukumaéra. Jos graafi on puu, niin puun viivat eivit jaa tasoa, joten on vain yksi
rajoittamaton solu.

Lause 2. (Eulerin yhtdlé) Yhdistetylle geometriselle graafille pdtee
ny, — g +n, =2, (2)

missa n, on pisteiden lukumddrd, n; on viiwojen lukumddrd ja n, on solujen luku-
maarad.

Todistus. Lause todistuu iduktiolla. Jos n; = 1, niin n, = 2 ja n, = 1, joten yhtélo
pitee. Oletetaan, ettd yhtélo pétee, kun viivojen lukumééréd on n;. Tarvitsee todis-
taa, ettd yhtalo patee, kun viivojen lukuméara on n; + 1. Todistus jakautuu kahteen
tapaukseen:

Tapaus 1: Grafiin lisdtdan sekéd uusi piste ettéd viiva joka yhdistaa pisteen alku-
perdiseen graafiin, jolloin viivojen lukumaéra on nyt n; + 1 ja pisteiden lukuméaara
on n, + 1, jolloin yhtélo patee edelleen.

Tapaus 2: Yhdistetééin graafin kaksi pistetté toisiinsa viivalla (joka ei risted mui-
den graafin viivojen kanssa). Télloin viivojen lukumééra on n; + 1 ja solujen luku-
méara on n, + 1, joten yhtalo on edelleen voimassa. O]

Todistuksessa naytetdan vain sen padpiirteet. Tarkempi todistus 16ytyy Okaben,
Bootsin, Sugiharan ja Nok Chiun kirjasta Spatial tessellations [12].
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2.3 Muita tarkeita maaritelmia

Muita tarkeité késitteita on kollineaarisuus, konveksi verho ja rajoitettu solu. Nama
esitellddn seuraavaksi. Luku perustuu Okaben, Bootsin, Sugiharan ja Nok Chiun
kirjaan Spatial tessellations [12].

Madritelma 2.12. Joukon E alkioiden lukumédrdd merkitdéan |E|.
Maaritelma 2.13. Merkitdén [, = {1,2,...,n}.

Maaritelma 2.14. (Kollinaarisuus) Pistejoukko P = {p1, ..., p, } on kollineaarinen,
jos kaikki pisteet ovat samalla suoralla. Jos pisteité ei voi yhdistéé toisiinsa yhdella
suoralla ne eivat ole kollineaaisia.

Usein lisdiyksend méaaritelméaan 2.11 on, ettd 3 < n < oo, silla 2 pistetta ovat aina
samalla suoralla. Voronoin diagrammin voi kuitenkin muodostaa kahdesta pisteesta,
mutta Delaunayn kolmiointiin vaaditaan, etté pisteet eivét ole kollineaarisia, joten
2 pistetta ei riitd muodostamaan Delaunayn kolmiointia.

Voronoin diagrammeissa ja Delaunayn kolmioinnissa alueita, joihin taso jakau-
tuu, kutsutaan soluiksi. Solu voi olla rajoitettu tai rajoittumaton, mikd méaéritelldan
seuraavaksi.

Maaritelma 2.15. Tasossa solu on rajoitettu jos ja vain se siséltyy jonkun &déarel-
lissdteisen ympyran sisddan, muulloin solu on rajoittamaton.

Voronoin digrammeissa ja Delaunayn kolmioinnissa solut ovat konvekseja jouk-
koja, mikd méaritelladn seuraavasti.

Mairitelma 2.16. Joukko V' C R? on konveksi, jos kahta mielivaltasta pistetti
yhdistava jana siséltyy aina joukkoon V.

Ps Py p Py
(a) 3 (b)

Kuva 5: Konveksisuus: (a) kohdan solu on konveksi ja (b) kohdan solu ei ole konveksi.



Mairitelma 2.17. Joukon A C R? konveksi verho on

CH(A) =(){V CR*: ACV,V on konveksi}. (3)

Konveksi verho C' H (A) peittéda kaikki joukon A pisteet ja yhdistdmalld konveksin
verhon sisalla 2 mielivaltaista pistetté, kuuluu pisteiden véalinen jana myos konveksiin
verhoon (kuva 5).

3 Voronoin diagrammi ja Delaunayn kolmiointi

Voronoin diagrammi koostuu aérellisesté joukosta generaattoripisteité ja niiden vé-
lisid keskinormaaleja. Taso (tai m-uloitteinen avaruus) jakautuu soluiksi, jossa solun
sisalla on yksi generaattoripistejoukon piste ja kaikki tason pisteet, jotka ovat 1ahim-
pana kyseista pistettéd. Keskinormaalit muodostavat solujen seinét eli sdrmét. Delau-
nayn kolmiointi toteutaan samoista generaattoripisteistda kuin Voronoin diagrammi.
Laatoituksessa generaattorpisteet yhdistetdan toisiinsa janoilla, jos niiden Voronoin
solut jakavat sdrmén. Laatoitus on Delaunayn kolmiointi, jos kaikki muodostuneet
solut konveksin verhon sisélld on kolmioita, muulloin kyseessda on Delaunayn esikol-
miointi, joka voidaan muuttaa Delaunayn kolmioinniksi lisédmaélla janoja. [1]

Voronoin diagrammista kdytetddn mycs nimityksid Voronoin tessellaatio, Voro-
noin dekompositio, Voronoin partitio ja Dirichlet’'n tessellaatio, riippuen kirjoitta-
jasta. Soluja, joihin Voronoin diagrammi tason jakaa, sanotaan myo6s Thiessenin
monikulmioiksi. Nimi on kdytossé erityisesti hydrologiassa.

Tamé luku perustuu Okaben, Bootsin, Sugiharan ja Nok Chiun kirjaan Spatial
tessellations [11].

3.1 Voronoin diagrammien maaritelméa

Kirjallisuudessa tason perinteiseen Voronoin diagrammiin viitataan vain Voronoin
diagrammina, joten etuliite 'tason perinteinen’ jatetaan tasta eteenpéin pois kaytos-
ta. Kontekstista kdy ilmi, puhutaanko tason Voronoin diagrammeista vai Voronoin
diagrammeista yleisemmin.

Maaritelma 3.1. (Euklidinen etédisyys) Olkoon P = {pi,ps, ..., pn} joukko Eukli-
disen tason pisteitd, joiden karteesiset koordinaatit ovat (z11, Z12), ..., (Tn1, Tn2) (tai
paikkavektorit xq, ..., xp). Kaikille pisteille pitee, ettd x; # x;, kun i # j ja i,j €
I, = {1,...,n}. Olkoon p mielivaltainen piste Eukliidisessa tasossa ja olkoot sen
koordinaatit (zq,x2). Kuten Méaaritelmésta 2.7 nahtiin pisteiden p ja p; euklidi-
nen etiisyys on d(p,p;) = ||x — xil| = /(¥1 — x1)? + (22 — 212)2. Jos p; on pn
l1ahin piste (eli 1dhin naapuri) tai yksi lahimmistd naapuripisteisté, saadaan relaa-
tio ||x — xi|| < ||x — x;||, kaikille j € I,,. Tallin piste p on pistettd p; vastaavassa
Voronoin solussa.

Maaritelma 3.2. Voronoin diagrammi muodostuu joukosta generattoripisteitd P =
{p1,-..,pn} ja generaattoripisteiden ympérilld olevista alueista eli soluista. Solun
seinia kutsutaan Voronoin sarmiksi ja merkitadn pisteiden p; ja p; solujen valista
sarméé e(p;, p;). Kahden tai useamman sérmén yhteista pistettd kutsutaan kérjeksi.
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Kuvassa 6 on esitetty Voronoin diagrammi joukolle P = {py, ..., ps}.

¢
o2
o
o’
.p4 .p3

Kuva 6: Voronoin diagrammi.

Seuraava méadritelmé tasmentad Maaritelméan 3.2.

Maiéritelmé 3.3. Olkoon P = {py,...,p,} C R? missd 3 < n < o0 ja x; # X;
kaikille ¢ ja j , joille pétee @ # j ja i, € I,. Kutsutaan saatua aluetta

Vipi) = {xllx = xil| < flx = x| kaikille @ # j, j € I},

Voronoin soluksi muuttujalle p;. Joukon P = {py,...,p,} generoima Voronoin dia-
grammi on

Y ={V(p1),.... Vi(pn)}.

Avoin Voronoin solu maaritellaan vastaavasti
Ve(pi) = {x]l|x — xil| < [|x —x;]| kaikille i # j, j € I,.},

Kun Voronoin diagrammi on suljettu, se sisdltdd myos sen rajat 0V (p;). Raja
on unioini janoista, puolisuorista ja suorista, jotka ovat Voronoin sdrmid. Sérmien
leikkauspisteitd kutsutaan karjiksi.

Maaritelméa 3.4. (Degeneroitumattomuus) Jos jokaisen Voronoin kérjen jakaa ta-
san kolme sarmad, kutsutaan Voronoin diagrammia degeneroitumattomaksi.

Maéaritelmissa 3.1 ja 3.3 Voronoin diagrammi on rajoittumaton, kuten kuvassa 6,
mutta useissa kilytdnnon sovelluksissa on kyse rajoitetusta alueesta. Sitd kutsutaan
rajatuksi Voronoin diagrammiksi.



Voronoin diagrammi sisaltaa soluja, joita rajoittavat pisteiden keskinormaalien
muodostamat suorat. Merkitéén téta keskinormaalia pisteiden p; ja p; valilla b(p;, p;),
kun ¢ # j. Koska keskinormaali b(p;, p;) on yhtd kaukana pisteistd p; ja p;, voidaan
kirjoittaa, etta

b(pi, p;) = {xlllx —xil| = [lx —x;][}.
Keskinormaali jakaa tason kahteen alueeseen, josta saadaan

H(pi,ps) = {x{lx = xil| < [lx =]},

jota kutsutaan p;:n dominointialueeksi. Vastaavasti aluetta H (p;, p;) kutsutaan pis-
teen p;:n dominointialueeksi.

Mééritelmén 3.3 vol esittdd myds seuraavalla tavalla, silld ||x — x;|| < [|x — x|
jos ja vain jos x € H(p;, p;)-

Maiéritelmé 3.5. Olkoon P = {p;,...,p,} C R? missd 3 < n < o0 ja X1 # X;
kaikille 7 ja j , joille pétee i # j ja i,j € I,,. Kutsutaan aluetta

V)= (] Hpip))
J € In\{i}

Voronoin soluksi ja joukkoa V(P) = {V(p1),...,V(pn)} generaatiopistejoukon P
Voronoin diagrammiksi.

Jotta Voronoin diagrammeja olisi helppo késitelld digitaalisesti, voidaan ne digi-
talisoida. Digitoidussa Voronoin diagrammissa muodostetaan Voronoin diagrammin
paalle ruudukko n, x ny ja digitalisoidaan solujen sarmaét.

Maéritelma 3.6. Olkoon ¢;; = {(z,y) |[i <z <i+1,j<y<j+1}jai,j CZ,
jolloin tason joukon G' C R? kuva mééritellddn seuraavasti; Im(G) = {c;j|cij (G #

0}.

Maaritelmé 3.7. Olkoon ¥ = {V(py, ..., V(p,)} Voronoin diagrammi, joka toteut-
taa médritelméat 3.1, 3.2 ja 3.3. Talloin kutsutaan Im?" = {Im(V (py)), ...Im(V (p,))}
digitalisoiduksi Vorononin diagrammiksi, Im(V'(p;)) digitalisoiduksi Voronoin soluk-
si ja Im(8V (p;)) digitalisoidun Voronoin alueen reunaksi.

Digitaalista Voronoin diagrammia kutsutaan kirjallisuudessa myos nimella dis-
kreetti Voronoin diagrammi.

3.2 Delaunayn kolmiointi

Téassé kappaleessa méaritellddn Delaunayn kolmiointi, joka on osa Delaunayn laa-
toitusta. Delaunayn laatoitus on ’duaalilaatoitus’ Voronoin digrammille. Delaunayn
laatoituksessa kasitellddn ainoastaan 2-ulotteista avaruutta.

Maaritelma 3.8. Olkoon P = {py,...,p,} joukko ei-kollineaarisia pisteitd, jotka
muodostavat Voronoin diagrammin ja 3 < n < oco. Yhdistetddn pareittain generaa-
tiopisteet, joiden Voronoin solut jakavat Voronoin sdrmén. Kutsutaan saatua ku-
viota laatoitukseksi. Jos laatoitus sisaltda vain kolmioita kutsutaan sitd Delaunayn
kolmioinniksi ja jos se sisdltda yhden tai usemman muun monikulmion kutsutaan si-
ta Delaunayn esikolmioinniksi. Delaunayn esikolmiointi voidaan muuttaa Delaunayn
kolmioinniksi lisaédmalla janoja niihin soluihin, joissa solun muoto ei ole kolmio.



Kuvassa 7 esitetddn Delaunayn kolmionti ja esikolmiointi. Voronoin diagrammi
(viivat) ja Delaunayn kolmiointi/esikolmiointi (katkoviivat) muodostuvat samasta
pistejoukosta P = {p1, .., pi1, Pi2, Di3, Pids ---» Pn}. Kuvassa 7(a) jokainen Delaunyn
solu on kolmio, mutta kuvassa 7 (b) pisteet p;1, pi2, pi3 ja pis muodostavat nelikulmion
ja on télléin Delaunayn esikolmiointi. Kuvissa 7 (c) ja 7 (d) on esitetty 2 erilaista
Delaunayn kolmiointia kuvan 7 (b) Delaunayn esikolmioinnin pohjalta. Kuvassa 7
(c) on yhdistetty pisteet p;; ja p;3 janalla ja vastaavasti kuvassa 7 (d) on yhdistetty
pisteet p;s ja pis janalla.
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Kuva 7: Voronoin diagrammi (viivat) ja Delaunayn kolmiointi (katkoviivat): (a) De-
launayn kolmiointi, (b) Delaunayn esikolmionti, (c¢) Delaunayn kolmiointi (b) koh-
dasta ja (d) toisenlainen Delaunayn kolmiointi (b) kohdasta.

Maaritelmé 3.10 on ekvivalentti méaritelmén 3.9 kanssa, mutta esittda maaritel-
man matemaattisemmin.

Maaritelma 3.9. Olkoon 7/ (P) Voronoin diagrammi, joka saadaan pistejoukosta
P = {p1,...,pn} C R? ja3 < n < oo. Oletetaan, ettd pisteet eiviit ole kollineaa-
risia. Olkoon @ = {qi,...,¢,} Voronoin kérkien joukko. Olkoot x;i,...,X;, niiden
Voronoin solujen generaatiopisteiden paikkavektorit, jotka jakavat kirjen g;. Talloin
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maéadritelladn kirked ¢; vastaava Delaunayn solu

k‘i ki
T, = {x|x = Z)\jxij, jossa Z)\j =1,)\; > 0}, (4)
j=1 J=1
ja olkoon
2 ={T,...T,,}. (5)

Télloin 2 on konveksin verhon C'H(P) Delaunayn kolmiointi, jos k; = 3 kaikille
v € I,,. Jos on olemassa vahintaan yksi k; > 4, kutsutaan sitd konveksin verhon
Delaunayn esikolmioinniksi. Ne solut, joissa k; > 4 jaetaan kolmioiksi 731, ..., Tix,—o
sitten, ettd yhdistetdan niiden vastakkaisien kulmien janoilla. T&ll6in joukko

2 ={T, - Tigy-2, -, Toy1s ooy Ty, —2} (6)
on Delaunayn kolmiointi.

Yhtélostd (6) saadaan, ettd Delaunayn kolmiot ovat madritelty suljetuiksi jou-
koiksi, joihin kuuluu myo6s niiden reuna, joita kutsutaan Delaunayn sivuiksi.

3.3 Voronoin diagrammien ominaisuuksia

Tassa luvussa esitellddn muutamia Voronoin diagrammien geometrisia ominaisuuk-
sia. Luvussa kasitellidn Voronoin diagrammeja ainoastaan tasossa, mutta monet
ominaisuuksista voidaan laajentaa myos m-uloitteisiin Voronoin diagrammeihin.

Olkoon P = {py,...,pn} C R? (2 < n < 00) joukko pisteitd, jossa p; # p; kaikilla
1 ja 7. Méaritelladn Voronoin solut kuten edella

Vip) = {x [ lx = xill < llx=xyll i # j, j € In}. (7)

Télloin V (p;) on epétyhja konveksi solu. Soluilla on seuraavat ominaisuudet:

n

ja
V(i) \ OV ()] O [V (pj) \ OV (pi)] = 0, # j, i, € In. (9)

Voronoin diagrammi ¥ (P) on siis joukon P médrdaméi tason R? laatoitus.
Koska oletetaan, ettd n > 2, saadaan vahintdan kaksi Voronoin solua.

Lause 3. Olkoon P = {pi,...,pn} ddrellinen joukko, jonka Voronoin diagrammi on

¥V (P). Voronoin solu V(p;) on rajoittamaton jos ja vain jos p; on konveksin verhon
reunalla eli p; € 0CH(P).

11



Todistus. Osoitetaan, ettd Voronoin solu, jonka generaattoripiste p; on konveksin
verhon C'H(P) sisdpuolella, on rajoitettu (kuva 8). Jos konveksi verho on nelikul-
mio ja piste p; sattuu olemaan nelikulmion lavistdjien leikkauspiste, niin pisteen
pi ja nelikulmion (eli konveksin verhon) kérkien véliset keskinormaalit muodosta-
vat suunnikkaan, johon pisteen p; solu V(p;) sisiltyy, eli solu on rajoitettu. Muu-
toin pisteelle p; voidaan muodostaa kolmio niin, ettd sen kulmina toimii pisteet
pi1, Pi2 ja pis € P, jotka ovat generaattoripisteitd C'H(P):n reunalla (kuva 8) ja pis-
te p; on tdméan kolmion sisdpuolella. Seuraavaksi konstruoidaan kolmio puolitasojen
H(pi,pir), H(pi, pia) ja H(pi, pi3) leikkauspisteiden avulla (katkoviiva kuvassa 8 (a)).
Koska p; on kolmion p;1p;api3 sisdpuolella, on kolmio p;1pi;ops3 talloin rajattu ja

n

ﬂ H(pi,p;)) =V(pi) C  H(pi,pin) N H(pi, pi2) N H(pi, pis)-
J€lN\{i}

T#ll6in Voronoin solu V' (p;) on rajoitettu.

Oletetaan sitten, ettd Voronoin solu V(p;) on rajoitettu. Olkoon solun V'(p;)
sarméat e(p;,pj), j € Ji € I,. Télloin p; on konveksin verhon CH({p;,j € J;})
sisipuolella (kuva 8). Tadmé kolmio on rajoitettu, koska CH({p;,j € J;}) C CH(P),
piste p; ei ole joukon C'H(P) reunalla.

0

Kuva 8: Kuva lauseen 2 todistukseen.

Kollinearrisuudesta (mééritelmé 2.14) seuraa suoraan seuraava lause.

Lause 4. Kaikille Voronoin diagrammeille pdtee seuraavat ehdot, kun Voronoin
diagrammin generaattoripisteet ovat joukosta P = {p1,...,pn} (2 < n < 00)

1. Voronoin sarmdt ovat ddrettémid suoria jos ja vain jos joukon P pisteet ovat
kollineaariset.
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2. Voronoin sirmd e(p;,p;)(# 0) on puolisuora jos ja vai jos joukon P pisteet
ewdt ole kollineaarisia ja p; ja p; ovat perdikkdiset generaatioipisteet konveksin
verhon C'H(P) reunalla.

3. Voronoin sirmd e(p;,p;) on jana jos ja vain jos jana D;p; ei ole konveksin
verhon CH(P) reunalla.

Maéaritelméasta 3.5 huomataan, ettd Voronoin sdrmét ovat osa keskinormaalia,
mutta jokainen keskinormaali ei aina generoi Voronoin sidrméa. Seuraava lause ja
sen todistus tuottavat yhden Voronoin sédrmén.

Lause 5. Piste p; ja sitd lihin generaattoripiste generoi solun V(p;) sdarmdn.

Todistus. Olkoon piste p; ldhin pisteen p; generaattoripiste ja olkoon b(p;, p;) keski-
normaali, joka ei generoi Voronoin sarméé. Olkoon r,, janan p;p; keskipiste, kuten
kuvassa 9. Koska keskinormaali b(p;,p;) ei generoi Voronoin sdrméé, niin piste 7,
on solun V' (p;) ulkopuolella. Jana 7,p; leikkaa Voronoin solun V'(p;) jonkin sérmén
e(pi, pr) pisteessé r,. Télloin

PiDk DiDj

< PiTy < PiTm =

ja paadytéén ristiriitaan, silld piste p; on pisteen p; l&dhin piste. Talléin b(p;, p;)
generoi Voronoin séarmén e(p;, p;). O

Kuva 9: Kuva lauseen 5 todistukseen.

Lauseesta 5 seuraa seuraava lause.

Lause 6. Pistetta p; lihinnd oleva generaattoripiste on niiden generaattoripisteiden
joukossa, joiden Voronoin soluilla on yhteinen sirmd solun V (p;) kanssa.

Tamén lauseen avulla voidaan ratkaista seuraavat algoritmiset kysymykset, jotka
ovat esittdneet Shamos ja Hoey 1975 ja Bentley 1980.
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Kysymys 1: Etsi ldhin pari annetusta joukosta P. Sanotaan, ettd pari {p;, p;}
on lahin pari, kun se toteuttaa seuraavan ehdon. Pisteiden p; ja p; vélinen etaisyys
on pienin kaikkien joukon P pisteparien joukossa.

Kysymys 2: Annetulle dérelliselle joukolle P, etsi p;:n ldhin naapuripiste kaikille
pi € P.

Lause 7. Generaattoripiste p; on ldhin generaattoripiste pisteelle p jos ja vain jos
piste p € V(p;).

Kysymys 3: Annetulle joukolle P pisteité, etsi ldhin naapuripiste pisteelle p
joukosta P. Piste p ei valttaméatta kuulu joukkoon P.

Téata ongelmaa kutsutaan myos postitoimisto-ongelmaksi. Ratkaisuun kiytetdan
lausetta 7. Kun laatoitus on annettu, geometrian avulla voidaan etsid Voronoin
solu, joka siséltééd annetun pisteen. Kun tdmé solu V(p;) on tiedossa hyddynnetain
lausetta 7. Siitd saadaan, ettd p; on ldhin generaattoripiste.

Kysymys 4: Etsi kaikki parit p; ja p;, jotka toteuttavat seuraavan ehdon ||x; —
x;|| < 9, kun pisteet kuuluvat annetuun joukkoon P ja etdisyys ¢ on annettu.

Ratkaisuun kiytetddn Delaunayn kolmiointia. Ensin muodostetaan Delaunayn
kolmiointi annetusta pistejoukosta. Sitten valitaan Delaunayn sivut p;p;, jotka to-
teuttavat annetun ehdon ||x; —x;|| < J. Valitut sivut ja niiden pisteet muodostavat
graafin G(P,L,), missd P, on valittujen sivujen péétepisteet ja L, valitut sivut. Teh-
déaén syvyyshaku graafiin G(P,, L,) jokaisesta pisteestd p; € P,. Keskeytetddn aina
kun 16ydetdén piste pg, joka toteuttaa ehdon ||x; — x¢|| > 4, raportoidaan 16ydetyt
parit p;, pj, jotka toteuttavat ehdon ||x; — x;|| < 4.

Voronoin kérjilla on myos kiinnostavia ominaisuuksia. Niiden yhteydessa tarvi-
taan kasitettd tyhja ympyré, joka maéaritelladn seuraavaksi.

Maaritelma 3.10. (Tyhjad ympyrd) Olkoon P joukko aédrellisié pisteitd tasossa.
Kun ympyrin C sisédpuolella ei ole yhtdén pistettd joukosta P, niin ympyrad on
tyhja.

Tyhjan ympyran kehélla saa olla pisteitd. Voronoin diagrammien tyhjien ympy-
roiden kehét kulkevat naapurigeneraattoripisteiden kautta.

Lause 8. Olkoon Q = {q,...,q,} Voronoin diagrammin ¥ (P) karkien joukko. Kai-
kille Voronoin karjille q; € Q, on olemassa yksikasitteinen ympyrda C;, jonka keski-
pisteend on piste q; ja joka toteuttaa seuraavan ehdon.Ympyrin kehd sisdltdd vihin-
tadn kolme generaattoripistettd, mutta ympyrd ei sisdlla yhtadn generaattoripistettd
sen sisapuolella. Jos oletetaan degeneroimattomuus (mdadritelmd 3.4) niin ympyrd
C; kulkee tarkalleen kolmen generaattoripisteen kautta.

Todistus. Koska Voronoin kirki ¢; kuuluu viahintdéan kolmeen Voronoin soluun

V(pir), - V(pix), k > 3, pij € P,j € I, jossa vihintdén kolme Voronoin sdrméad
e(pi1, pi2), ---, €(pir, pi1) kohtaavat pisteessd ¢; kuvan 10 mukaisesti. Koska sdrmé
e(pij, pij+1) on yhtd kaukana sen generaattoripisteistd, huomataan, ettd Voronoin
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kirki ¢; on yhté kaukana kaikista sen generaattoripisteistéa p;;, p;j1+1 jne. Koska tama
pétee kaikille j € Iy saadaan, ettd d(q;, pi) = ... = d(q;, pix). Pisteet pj;1, .., pix ovat
siis samalla ympyrélla C;.

Vield pitda osoittaa ettei ympyrén sisilld ole generaattoripistetta eli ympyra C;
on tyhja. Oletetaan ettd pistettd p; € P\ {pi1,..., pix} l8hin generaattoripiste on
ympyran C; sisdpuolella (kuva 10). Talloin lauseen 7 mukaan ¢; kuuluu Voronoin
soluun V' (p;), joka johtaa ristiriitaan, silld vain V(p;), ..., V(pix) jakoivat pisteen g;.
Ympyra C; on siis tyhja. [

e(pi1=pi2)

V(pi3)

Kuva 10: Kuva lauseen 8 todistukseen.

Lauseesta 8 seuraa suoraan seuraava lause.

Lause 9. Kun ympyrd C; toteuttaa lauseen 8, niin ympyra C; on suurin mahdollinen
tyhya ympyrd, jonka keskipiste on Voronoin kdrki q;.

Kysymys 5: Etsi annetulle joukolle P mahdollisimman suuri tyhja ympyra,
jonka keskipiste sisaltyy konveksiin verhoon C'H(P).

Ympyran avulla etsitdin siis mahdollisimman suuri tyhja paikka Voronoin dia-
grammissa. Sitd voidaan soveltaa esimerkiksi, kun halutaan rakentaa uusi paloasema
mahdollisiman kauas jo olemassaolevista asemista.

Ympyré voidaan etsid seuraavalla tavalla. Olkoon () Voronoin diagrammin # niiden
kirkien joukko, jotka siséltyvéit konveksiin verhoon C'H (P) ja olkoon C; suurin tyhja
ympyré, jonka keskipiste on ¢;. Télloin suurin ympyra {C;|¢; € Q} antaa vastauksen
kysymykseen 5.

Voronoin diagrammien sarmillé, karjilla ja soluilla on muutamia topologisia omi-
naisuuksia ja niihin tarvitaan tason Vorononin diagrammien graafeja. Olkoot ¥ Vo-
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ronoin diagrammi, @ = {q, ..., ¢n, } Voronoin kérkien joukko ja E = {ey, ..., e, } Vo-
ronoin sarmien joukko. Koska ddrettomia séarmié ei ole geometrisissa graafeissa, niin
Voronoin diagrammia ei voi suoraan pitdd geometrisena graafina, joten ddrettomié
sdrmia pitdd ensin muokata. Muodostetaan kuvitteellinen piste gy kauas konveksista
verhosta C'H(P). Katkaistaan jokainen &ireton sdrmé ja yhdistetdén ne pisteeseen
qo (kuva 11).

Kuva 11: Kuvitteellisen pisteen gy muodostus ja dérettomien sédrmien yhdistdminen
siithen.

Maéritelma 3.11. (Voronoin graafi) Voronoin graafi on G(Q 1, Ep), missid Q41 =

QU{q} ja Ey = [E\ {e1, .. en. ] U{€p1, - €on, }, missé ey, ..., e, ovat ddrettamét
sarmat ja epy, ..., €y, Ovat Voronoin diagrammin muokatut sarmét.

Voronoin graafeille patee FEulerin yhtalo (lause 2), joka on kirjoitettu uuteen
muotoon seuraavassa lauseessa.

Lause 10. Olkoon n generaattoripisteiden lukumddrd, n, Voronoin kdrkien luku-
mddri ja n. Voronoin diagrammin sirmien lukumddrd Voronoin diagrammissa (R?
ja 2 <n < o0). Tdlloin

Ny —Ne+n=1 (10)
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Todistus. Koska Voronoin diagrammi on rajoittamaton, joudutaan luomaan kuvit-
teellinen piste gy, jotta siitd saadaan rajoitettu. Talloin kirkien lukuméara kas-

vaa yhdelld. Talloin Eulerin yhtalostd n — n. + n, = 2, jossa n on generaat-
toripisteiden lukumééra, n. sdrmien lukumaéaéréd ja n,kérkien lukumaééré, saadaan
(ny+1)—ne+n=2elin, —n.+n=1 O

Lause 11. Kaikilla karjilla Voronoin graafissa G(Qy1, Ep) on vdhintdadn kolme sdir-
mad, kun 3 < n < oo ja generaattoripisteet eivit ole kollineaariset. Sarmien luku-
mddrdlle n, pdtee tdilldin

> -7 11
Missa n, on karkien lukumddrd.

Todistus. Jokaisen kérjen jakaa vihintddn kolme sdrméd. Laskemalla kérjissa koh-
taavien sdrmien lukuméérit yhteen saadaan summaksi vahintaéan 3(n,+1). Jokainen
sarmé tulee lasketuksi kahteen kertaan, joten

> 3(n1,2+ 1).

Lauseiden 10 ja 11 avulla saadaan seuraava lause.

Lause 12. Olkoon n generaattoripisteiden lukumddrd, n, Voronoin kdrkien luku-
médrd ja n. Voronoin diagrammin sirmien lukumddrd Voronoin diagrammissa (R
ja 3 <n < o0). Tdlloin saadaan, ettd

ne < 3n—6 (12)
ny, < 2n — 5. (13)

Todistus. Ratkaistaan yhtélosta (10) ensin kidrkien lukuméira n, ja sijoitetaan se
yhtaloon (11). Téalléin

n, > 3((ne—n2—|— 1)+1)
3ne —3n+6

2
3N, —3n+6
—3n+6
n — 6.

Tle

2N,

_ne

IN IV IV
w

Te

Vastaavasti ratkaistaan yhtalostd (10) sdrmien lukumééré n., sijoitetaan yhtaloon
(11) ja saadaan
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3(n, +1)
2
2(-1+n+n,) >3n,+3

—2+2n+2n, > 3n, +3
Ny < 2n — .

—14+n+n, >

]

Vaikka oletetaan etteivét pisteet ole kollineaarisia, niin se ei ole valttaméattomyys,
silld jos generaattoripisteet ovat kollineaariset, niin n, = 0 ja n, = n.

Lause 13. Olkoon ¥ (P) Voronoin diagrammi ja P = {p1,...,pn} sen generaatto-
ripisteiden joukko, jossa 3 < n < 0o ja pisteet eiwdit ole kollineaarisia. Jokaisessa
rajoitetussa solussa on vdhintddin kolme sdrmdd ja rajoittamattomassa solussa on
vahintdan 2 sarmdd.

Todistus. Jotta solu on rajoitettu pitaa silld olla vahintdan kolme sarmaa, silla kah-
della keskinormaalilla ei saa tehtyé rajoitettua solua. Rajoittamaton solu on kon-
veksin verhon reunalla ja silld on aina vahintddn 2 naapuria, silla 3 < n, joten silla
on myo6s vahintadn 2 sdrmaa. O

Lause 14. Olkoon joukko P ddrellinen generaattoripisteiden joukko, jossa pisteet
ewdt ole kollineaarisia ja n on solujen lukumdadrd (3 < n < 00). Olkoon n. rajoit-
tamattomien solujen lukumddrd, joten rajoitettujen solujen lukumddrd on n — n..
Talloin sdrmien lukumdard toteuttaa

S 3(n —ne) + 2nc'

> S (14)

Ne

Todistus. Lauseesta 12 saadaan, etté jokaista rajoitettua solua reunustaa vahintédan
kolme sdrméé ja jokaista rajoittamatonta solua reunustaa vahintddn kaksi sarmaéa.
Soluja reunustaa siis kaikkiaan vahintédén 3(n — n.) + 2n. sirméi. Téalléin jokainen
sarma tulee lasketuksi kahteen kertaan, koska sdrmé on kahden eri solun reunalla.
Niéin ollen sdrmié on vihintaan

3(n —ne) + 2n,
p— 2 .

Ne

]

Lause 15. Olkoon joukko P ddrellinen generaattoripisteiden joukko, jossa pisteet
eidt ole kollineaarisia. Olkoon n (3 > n < co0) generaattoripisteiden lukumdadrd, n,
Voronoin kdrkien lukumddrd, n. Voronoin diagrammin sirmien lukumddrd ja n. ra-
joittamattomien Voronoin solujen lukumddrd Voronoin diagrammisa ¥ (P). Tdlldin
saadaan, ettd

Ne < 3ny +ne — 3 (15)
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n, > =(n—mn.) + 1. (16)

Todistus. Yhtalo (15) saadaan, kun ratkaistaan yhtdlostd (10) Voronoin solujen lu-
kumé&éra n ja sijoitetaan se yhtdloon (14). Téalléin

3((ne —ny + 1) — ng) + 2n,

Ne > 5
3Me — 3Ny + 3 — 3n. + 2n,
Ne > 5
2ne > 3n. — 3n, —ne+ 3
—Ne > —3Ny —Ne + 3
Ne < 31y +ne — 3.

Yhtélo (16) saadaan, kun ratkaistaan yhtalosta (10) Voronoin sdrmien lukumééra
n. ja sijoitetaan se yhtdloon (14). Télloin

3(n —ne) + 2n,

Ny +n—12>
> 3(n—n20)+2nc_n+1
nv23(n—nc);—2nc—2n+1
> 3(n—nc)—2(n—n6)+l
2

- 2
[l

Lause 16. Olkoon ¥ (P) Voronoin diagrammi ja P = {p,...,pn} sen generaattori-
pisteiden joukko, jossa 3 < n < oo. Yksittdisessd solussa keskimddardinen sdrmien
lukumddrd on alle kuusi.

Todistus. Koska siarmén jakaa aina kaksi Voronoin solua, yhtdlostd (12) saadaan,

e . e e . e . 2(3n—6
ettd sdrmien lukumééra yksittédisessa solussa on keskiméaérin korkeintaan % <

6. [l

Kysymys 6: Etsi joukon P generaattoripistiden sijainnit, kun degeneroitumat-
toman Voronoin diagrammin sdrmét tunnetaan.

Ratkaisu perustuu kuvaan 12. Olkoon ¢; Voronoin kirki, p;1, pi2, pis generaattori-
pisteet, jotka jakavat taméan kérjen ja q;1, ¢i2, ¢;3 ndiden generaattoripisteiden valilla

19



olevat Voronoin kérjet. Lauseen 7 mukaan ¢; on ympyréan keskipiste, joka kulkee pis-
teiden p;1, pi2, pis kautta. Koska Voronoin sdrmét e(p;1, pi2), €(pio, Pis) ja e(pis, pi1)
puolittavat kohtisuoraan janat pap;, Disp: ja Pipi, saadaan seuraavat yhtéalot

Apinqigin = £pisigin =

APi1qiGi2 = £PiqiGi2 = i
ADinqiGis = £PisiQis = Yi-

Koska 2a; + 28; + 2v; = 2w, saadaan, ettd o; = 1 — B; — v; = m — £qi2q;q;3. Tésta
saadaan seuraava lause.

(b)

Kuva 12: Voronoin sirmén generaattoripisteiden tunnistaminen.

Lause 17. Olkoon g;q; Voronoin sdrmda ei-degeneroituneessa Voronoin diagrammis-
sa ja olkoot Oy, ja 8, (k=1,2 tai 3) g;:n ja g;:n vastaavat kulmat, jossa k:n indeksit
ovat madritetty vastapdividn (kuva 12 b). Olkoon L;; puolisuora pisteestd q;, joka
muodostaa kulman m — 0,5 janan ¢;q; kanssa. Ja vastaavasti puolisuora Lj; pistees-
ti q;. Silloin L;i:n ja Lji:n (samoin symmetrisesti Liz:n ja Ljz:n) leikkauspisteet
muodostavat generaattoripisteet Voronoin diagrammalle, joka jakaa q;q;:n.

Seuraava lause saadaan laajentamalla lausetta 17, jolloin voidaan tutkia, on-
ko annettu tason laatoitus .7 = {5}, ..., 5,} Voronoin diagrammi. Oletetaan etté
laatoituksen .7 sisaltda vain konvekseja soluja ja jokaisesta kérjestd lahtee kolme
sarméaé ja olkoon g, ..., ¢;r, solun S; kérjet.

Lause 18. Tason laatoitus, jossa on konvekseja soluja, on Voronoin diagrammai jos
Jja vai jos pi = DPix = ... = Dik, patee kaikille i € I, , kun p;; toteuttaa lauseen 17
pisteille ¢; j ja q;j+1 (mod k).

3.4 Delaunayn kolmioinnin ominaisuuksia

Delaunayn kolmioinnille on samanlaisia ominaisuuksia kuin Voronoin diagrammeille.
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Lause 19. Olkoon joukko T; epdtyhjii soluja kuten mddritelmdn 3.10 yhtildssi (5)
ja olkoon joukko 2(P) = {11, ...,T,,} kuten yhtdls (6) mddritelmdssa 3.10. Talloin

GTZ» =CH(P) (17)
ja
T \OTI N [Ty \ 0T} = 0, kun i # j.i.j € L. (18)

Joukko Z(P) muodostaa joukon P konveksin verhon laatoituksen. Jos P:n pis-
teet eivit ole kollineaarisia, niin Z(P) on Delaunayn kolmiointi tai Delaunayn esi-
kolmiointi. Seuraava lause saadaan madritelmésta 3.3 ja lauseesta 3.

Lause 20. Delaunayn ulkoseindt kolmioinnissa 2(P) muodostavat P:n konveksin
verhon CH (P) reunan.

Koska C'H(P) on rajoitettu, niin kaikki Delaunayn kolmiot ja Delaunayn sivut
ovat rajoitettuja. Tama ominaisuus on eroaa Voronoin diagrammin lauseista 3 ja
4. Lauseissa 3-5 esitettiin lahimp&aan naapuripisteeseen liittyvat ominaisuudet Voro-
noin diagrammissa. Jotta saadaan samanlaiset ominaisuudet Delaunay-kolmioinnille
tarkastetaan Delaunayn kolmiointia kuvassa 13, jossa katkoviivat ovat Voronoin dia-
grammi ja kiinteét viivat Delaunayn kolmiointi.

Kuva 13: Delaunayn kolmiointi: (a) ei ole Pittewayn kolmiointi ja (b) on Pittewayn
kolmiointi.

Tarkastellessamme Delaunayn kolmioita T4, 73,7, kuvassa 13 (a) huomataan,
ettd lahin generaattoripiste mistad tahansa kolmion pisteestd on yksi kolmesta kol-
mion kérjestd, koska Voronoin diagrammin generaattoripisteet ovat kolmion kérjet.
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Toisaalta lahin generaattoripiste jostain kolmion 75, pisteestd on eri kuin kolmion
T, kolme kérked, koska kolme solua ei peitd kolmiota T5. Jos kolmiointi koostuu
vain edellisen tyyppisistd kolmioista, kuten kuvassa 13 (b), kutsumme kolmiota Pit-
tewayn kolmioinniksi. Jos yksikin kolmoiden sivuista ei leikkaa vastaavaa Voronoin
diagrammin sdrméé se ei ole Pittewayn kolmiointi (kuva 13 (a)).

Delaunayn kolmioinnin ja Pittewayn kolmioinnin vélilld on seuraava yhteys.

Lause 21. Joukon P Delaunayn kolmionti on joukon P Pittewayn kolmiointi jos ja
vain jos jokainen Delaunayn sisdseind leikkaa vastaavan Voronoin sdrmdn.

Lause 19 antaa tarpeellisen ja riittédvin ehdon Z(P):1le olla Pittewayn kolmiointi.
Seuraavaksi voi pohtia, jos pistejoukko P muodostaa Pittewayn kolmioinnin, onko
se vaistaméatta yhtapitava Z(P):m kanssa? Vastaus on ei. Vastaesimerkki on esitetty
kuvassa 14, jossa P koostuu neljastd pisteestd, jotka muodostavat rombin; (a) on
2(P), kun taas (b) ei ole. Kuitenkin molemmat (a) ja (b) ovat Pittewayn kolmion-
teja. Eli joukon P Pittewayn kolmiointi ei valttamatta ole yksikésitteinen, eiké se
valttdméatta ole sama kuin Delaunayn kolmiointi Z(P).

(a) (b)

Kuva 14: Kaksi neljan pisteen Pittewayn kolmiointia (viivat) ja Voronoin diagrammi
(katkoviivat): (a) on Dalaunayn kolmiointi ja (b) ei ole Delaunayn kolmiointi.

Voronoin diagrammeilla #'(P) ja Delaunayn kolmioinnilla 2(P) on vahva yhteys,
kun ne generoidaan samasta joukosta P. Ensinndkin Delaunayn kérjet ovat Voronoin
diagrammin generaattoripisteet ja toiseksi Voronoin diagrammin ¥ (p) kérjet ovat
Delaunayn ympyréiden keskipisteitd. Kolmanneksi Delaunayn sivujen lukumaéaéra on
suurempi tai yhtasuuri kuin Voronoin sarmien lukumaéaara. Jos joukon P pisteet ovat
degeneroitumattomia, niin Delaunayn sivujen ja Voronoin sdrmien lukumaérat ovat
yhtésuuret. Nama ominaisuudet on koottu seuraavaan lauseeseen.

Lause 22. Olkoon P joukko pisteitd jotka muodostavat Voronoin diagrammin ¥ (P)
ja Delaunayn kolmioinnin. Olkoon Q Voronoin diagrammin kdirkien joukko ja Qg De-
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launayn pisteiden joukko ja E Voronoin sdrmien joukko ja E4; Delaunayn sivujen
joukot. Olkoon Cy kolmen generaattoripisteen kautta kulkevien ympyrdiden keskipis-
teiden joukko. Talloin

1. Qd = P7
2. Cd = Q ja
3. |E4l > |E|;|Ea|l = |E| jos ja vain jos ¥ (P) ei ole degeneroitu.

Kun jokaiseen Delaunayn kolmioon piirretdan ympyra, niin ettd ympyran kehé
kulkee yhden kolmion kaikkien kérkien kautta muodostuu Delaunayn ympyra. Ym-
pyran ja kolmion yhteisia pisteitd kutsutaan luonnolliseksi naapurustoksi. Kuvassa
15 on esitetty Delaunayn kolmioiden ympyroité.

Kuva 15: Delaunayn kolmioinnin tyhjat ympyrat.

Seuraava lause perustuu mééaritelmaan 3.13.
Lause 23. Ympyrd, jonka kehd kulkee Delaunayn kolmion kdirkien kautta, on aina
tyhja.

Maaritelma 3.12. (Tyhjan ympyrén kriteeri) Olkoon P dérellinen joukko pisteita.
Annetun konveksin verhon C'H (P):n kolmioinnin kolmio toteuttaa tyhjan ympyran
kriteerin, jos sen jokaisen kolmion ympyra on tyhja eli ei sisilld joukon P alkioita
ympyrén sisélla.
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Lause 24. Olkoon P ddrellinen joukko pisteita. Joukon P kolmiointi toteuttaa tyhjin
ympyran kriteerin jos ja vain jos kolmuiointi on Delaunayn kolmiointi joukosta P.

Todistus. Olkoon p; € P piste kolmioinnissa 7. Olkoot p;, ..., p;x niiden kolmioi-
den kulmat, jotka jakavat pisteen p;, indeksoituna vastapaivaan ja olkoot ¢;1, ..., gk
kolmioiden Ap;p;1, pi2, ..., Apipipa ympyroiden Cjy, ..., Cy; keskipisteet. Jana p;p;;
on ortogonaalinen janalle G;q;;—1,7 = 1,...,k (kuva 16). Solu, jonka kirjet ovat
Gi1, ---» Qik, Saadaan laskemalla

k
m H(pi, pij)-
j=1

Oletuksesta kaikki joukon P muut pisteet paitsi p;, pi;, 7 = 1, ..., k, ovat ympyrdiden
Cit, ..., Ci ulkopuolella. Valitaan mielivaltainen piste p, € P\ {pi, pij, ---, Pir} ja
piirretédén jana p;p,. Jana p;p, leikkaa ympyrén Cj; kaaren. Olkoon 74, kyseinen
leikkauspiste. Piste ¢;; on H(p;, r,):n rajalla, koska 7, on ympyran kehalld ja

k
m H(pi,pij) C H(pi,rn) C H(pis pn)-

j=1
Tamé pétee kaikille pisteille p, € P\ {ps, pij, ..., pir. }. Joten

ﬂ H(pi,pij) = ﬂ H(pi,p;) =V (pi)-

J=1 JeI\{i}

Talloin solu, jonka kérjet ovat g1, ..., ¢;x on p;:n Voronoin solu. Toistamalla saman
prosessin kaikille pisteille p; € P, saadaan ¥ (P). Koska .7 on sama asia kuin #'(P):n
Delaunayn kolmiointi (M&éritelmé 3.8.), niin kolmiointi on joukon P Delaunayn
kolmiointi. [l

Voronoin diagrammeista poiketen Delaunayn kolmioinnissa sivut ovat aina pi-
tuudeltaan &direllisid, joten Delaunayn kolmiointi (tai esikolmiointi) on helpompi
muuttaa graafiksi.

Maaritelma 3.13. (Delaynayn graafi) Olkoon P Delaynayn kérkien joukko ja E,
Delaunayn sivujen joukko. Delaunayn kolmioinnin & Delaunayn graafi on G(P, E,).

Maaritelmien 3.14. ja 3.15. ja lauseen 18 avulla saadaan seuraava lause.
Lause 25. Delaunayn graafi G(P, E4) on Voronoin graafin G(Q.1, Eq) duaali graafi.

Tamén lauseen takia kirjallisuudessa kdytetdan ilmaisua, ettd Delaunayn kol-
miointi on Voronoin diagrammin duaali kolmiointi.

Lauseesta 20 ja 23 saadaan muutamia yhteyksid Delaunayn kirkien n, Delau-
nayn sivujen n., Delaunayn ulkosivujen n. ja Delaunayn kolmioiden n, lukumaéérien
vélille. Ensinnékin koska Delaunayn graafi on tasossa, niin Eulerin yhtalo (lause 2)
pétee eli n — n. + (n, + 1) = 2, joka on ekvivalentti lauseen 10 kanssa. Toiseksi
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Kuva 16: Kuva lauseen 22 todistukseen, jossa jokainen Delaunayn kolmioinnin kol-
mio toteuttaa tyhjin ympyran -kriteerin.

Delaunayn kolmioinnin sisésivun jakaa kaksi Delaunayn kolmiota ja Delaunayn kol-
mioinnin ulkosivu kuuluu vain yhteen kolmioon, joten Delaunayn sivujen lukuméara
on

1
Ne = 5(3% + ne). (19)

Yhdistdmalla tamé ja lauseen 10 yhtdlo (11) saadaan seuraava lause.

Lause 26. Olkoon Delaunayn kolmiointi Z(P) ddrelliselle degeneroitumattomalle
joukolle P pisteitd. Olkoon n, Delaunayn kolmioiden lukumddrd, n. Delaunayn si-
vugen lukumddrd ja n. Delaunayn ulkosivujen lukumddrd. Tdalloin seuraavat yhtdalot
ovat tosia:

Ny = 2N — Ny — 2

Ne = 3N — N, — 3.

4 Hydrologia

Téassé luvussa esitelladn Thiessenin monikulmiomenetelmén kannalta tarkeita hydro-
logian osa-alueita. Hydrologia on hyvin laaja maantieteen osa-alue, joten on tarkeas
ymmartaa muutamia késitteitd, jotta mallintaminen olisi jarkevaa.

Hydrologia on sananmukaisesti oppi vedestd, ja se juontaa juurensa maanvil-
jelyn kehittymisesta. Viljelyn tehostamiseksi on kdytetty mm. kastelua, patoja ja
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sdannostelyaltaita ja vesijohtoja jo varhaisimmissa kulttuureissa. [6] Se on puhutut-
tanut monia suuria filosofeja, kuten Platonia, Aristotelesta ja Thalesia. Esimerkiksi
Platonin mukaan "laskeutuvat kaikki, sekd maanpinnalla, ettd sen sisdssd olevat ve-
det mereen, josta ne suuren Tartaros nimisen aukon kautta tunkeutuu maan sisddn
ja alkavat sieltd kiertokulkunsa uudestaan”. [2] Nykyinen hydrologian teoreettinen
pohja muodostui vasta 1600-luvulla, kun Frenchman ja Perrault selvittivit hydro-
logisen kierron paapiirteet. 1970-luvulta ldhtien hydrologian kehitystd kuvaa mate-
maattisten menetelmien yha laajempi kiytto ja mallintateknologian soveltaminen
eri osa-alueilla. [6]

Hydrologia tutkii maapallon suolattoman veden varoja ja veden kiertokulkua.
Sen ldhtokohta on kidytannonlaheinen: talous-, kastelu- ja teollisuusveden saatavuus
ihmisen kayttoon. Hydrologian tutkimuskohteita ovat sadanta ja haihdunta, valunta,
jarvet ja joet, maaperén vesi, jaatikkohydrologia sekd nadmé yhdistava veden kierto-
kulku. Pohjavesi muodostaa maapallon merkittdvimmén nesteméisen suolattoman
veden varaston, ja joet ovat térkeitd veden ja ainesten kuljetusteitd sekd maiseman
ja maaperan muokkaajia. Jarvet ovat vesien valiaikaisia varastoaltaita, ja erityisesti
Suomen oloissa jarvihydrologian merkitys on ollut suuri. Jaitikotkin toimivat vesi-
varastoina,ja erdiden vuoristojaétikoiden sulamisvesia kiytetddn vesitaloudessa. [9]

4.1 Sadanta ja haihdunta

Hydrologiassa tarkeitd kasitteitd on sadanta ja haihdunta. Sadanta eli sademéaara
mittaa alueelle tietysséd ajassa sateena pudonnutta vettd eri olomuodoissa. Sadan-
taan sisiltyy vesi-, lumi-, rénté- ja raesade. [9] Sadetta syntyy, kun kosteutta sisél-
tava ilma kohoaa ja sen lampotila laskee. [lman kohoamisen syyn perusteella sateet
jaetaan kolmeen perustyyppiin. Ortografinen sade, konvektiivinen sade ja rintama-
sade. [6]

Ortografinen sade muodostuu ilmavirtauksessa, jossa maastoesteen kuten vuo-
riston vuoksi ilma joutuu nousemaan ylospéin (kuva 17). Pinnanmuodoilla on siis iso
merkitys sadannan jakautumiselle. Ortografiset sateet ovat yleisid esimerkiksi Nor-
jan rannikolla, jossa vallitsevaa tuulen suuntaa vastaan on korkea vuoristo. Kon-
vektiosade aiheutuu maanléheisen kerroksen paikallisesta ldmpenemisesté ja siita
syntyvésta konvektiosta eli ilman kohoamisesta (kuva 18). Konvektiosateita ilmenee
eniten mantereiden sisdosissa kesdaikaan. Rintamasateilla tarkoitetaan yleensé vain
syklonisateita, vaikka syklonisateet syntyvit matalapaineiden yhteydessa ilman ko-
hotessa ylospéin. [6] Rintamatoimintaan liittyvd sade on yleensé laaja-alaista ja sen
kesto on usein 6-12 tuntia. Suomessa suurin osa sateista liittyy rintamatoimintaan.
Rintamasateet jaetaan usein lammin-, kylmé- ja okluusiorintamasateisiin. [9]

Lémpimassa rintamassa lammin ilma joutuu kylmaa ilmaa vasten ja ajautuu
talloin kevyempéand kylmén ilman yldpuolelle ja aiheuttaa sadetta. Koska rajapin-
nan kaltevuus (kuva 19) on melko pieni, sadanta on melko vaimeaa, laaja-alaista ja
pitkakestoista. Kylméssa rintamassa kylma ilma joutuu lammintéa ilmaa vasten tor-
maétessadn sen alle, jolloin téstd johtuva ldmpimén ilman kohoaminen on &killista
(kuva 20). Koska rintaman kaltevuus on jyrkempi, sen aiheuttama sade on rankem-
paa, alueellisesti suppeampaa ja lyhytkestoista. Okluusiorintama muodostuu syklo-
nin kehityksen loppuvaiheessa matalapaineen keskuksen ympéri tapahtuvan kierto-
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Ortografinen sade

Vesihoyry
tiivistyy sateeksi.

Kuiva ja
laskeva
ilmavirtaus.

Kostea ja nouseva Sateinen, Kuiva, sateen

iimavirta. ilmavirtauksen katvealueen
p_uolelnen puoleinen
finne. .

Kuva 17: Ortografinen sade.

Konvektiosade

Kostea ja lammin ilma
kehoaa. Kohotessaan
jaahtyy ja muodostuu pilvia.

Kuva 18: Konvektiosade.

liikkkeen ja erisuuruisten kiertonopeuksien aiheuttamasta rintamien yhdistymisesta
(kuva 21). Muodostumisvaiheessa lammin ilmamassa liikkuu kahden kylmemmén

rintaman kanssa samaan suuntaan, mutta eri nopeudella. [9]

Sadepisara koostuu suuresta magrasta pienia pilvipisaroita. Sen putoamisnopeus

vaihtelee pisaran koon mukaan vaihteluvalilla 1 —80m/s. Sateen yleisimmét muodot
ovat Suomessa vesi- ja lumisade, mutta myos tihkusade, rakeet ja huurre luokitel-
laan hydrologiassa sateeksi. Sadantaa mitattaessa kiytetdén kuitenkin yleensé vain
vesisadetta ja tihkusadetta (mm/aika), silla padsdantoisesti lumisadetta mitataan
lumen syvyytend (m), mutta vuotuisissa sademéérissi on otettu huomioon kaikki
sadetyypit. [6] Sateet ovat jakautuneet alueellisesti hyvin epétasaisesti (kuva 22).
Esimerkiksi Afrikan koillisosissa keskimédrdinen sademéédrda on 0 — 10 mm vuodes-
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Lammin rintamasade

Rintama

Lammin ilma

Lammin iima kohoaa ylés ja

tiivistyy ja muodostaa pilvia. Kylma iima

Kuva 19: Ladmmin rintamasade.

Kylma rintamasade

v

Rintama
Lammin ilma

Lammin iima kehoaa ylos ja Kylmén liman killa tyéntaa
tiivistyy ja muodostaa pilvia. lampiman ilman jyrkkaan

nousuun, ja nostaa monesti

korkeita kuuro- ja

. ukkospilvia.
Kylma ilma

Kuva 20: Kylmé rintamasade.

sa ja pohjoisessa Eteld-Amerikassa taas yli 2500 mm vuodessa. Suomessa vuotuiset
sademéarat vaihtelevat 400 — 750 mm vélilla. Eniten sadetta on Lansi-Suomessa ja
vahiten Pohjois-Lapissa. [9]

Sademittauksilla méaritellddn tasolle tietyssd ajassa tullut sadanta. Sadantaa
mitataan mittauslaitteella. Mittalaitteen sijoittamisessa tulee ottaa huomioon muun
muassa paikan tuulisuus, puusto ja muut esteet ja maaston muodot. [6] Erityisesti
huomiota pitdé kiinnittad haihduntaan, silla sadantana keratysta vedesté, jopa 50%
voi haihtua. Sadantaa voidaan havaita myos sdatutkan avulla. Mittaus perustuu
sithen, ettd tutkasignaalin takaisinsironta riippuu kohteen vesipisaroiden konsent-
raatiosta, joka taas indikoi sateen intensiteettia. Menetelmén etuna on se, ettd yksi
ainoa sdatutka pystyy kartoittamaan sadannan jakautumisen sekd kulkeutumisen
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Okluusiorintama

Lammin ilma

Kylma ilma

Laajalla alueella kuurosateita

Rankkoja sateita Kylma ilma

Kuva 21: Okluusiorintama.

50 mm 750 mm 1,250 mm 1,750 mm 2,250 mm 3,000 mm

0 mm 2
No data 100Irnm 500 mm 1,000 mm 1,500 mm | 2,000 mm 2,500 mm 3,500 mm
1 1 |

Kuva 22: Sademéérét maapallolla [12].

suurella alueella. [9]

Haihtumisessa vesi muuttuu vesihoyryksi ja yksikkonéd kéytetddn yleensd mil-
limetrejé vuorokautta, kuukautta tai vuotta kohti, kuten sadannassa. Haihtumista
voi tapahtua vapaan veden, maan ja kasvipeitteen pinnalta, mita kutsutaan yleisesti
evaporaatioksi.[9] Néihin vaikuttaa erilaiset tekijdt. Esimerkiksi veden pinnasta ta-
pahtuvaan haihduntaan vaikuttaa meteorologiset, morfologiset ja veden laadulliset
tekijét. [6] Kasvien elintoimintaan kuuluvaa haihtumista, missé vesi kulkeutuu kas-
vien juuri—varsi-lehti -systeemin lévitse, kutsutaan transpiraatioksi. Yhdessa trans-
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piraatio ja evaporaatio muodostavat evapotranspiraation. [9]

Haihdunnan jakautuminen maapallon pinnalla riippuu toisaalta kiytettévissa
olevasta energian méarasta ja toisaalta kiaytettivissa olevasta vedestéd. Tamén vuoksi
haihdunta on véihaisté aavikoilla ja voimakasta paivintasaajan ympéariston runsassa-
teisilla alueilla sekd merissa erityisesti lampimien merivirtojen alueilla. Napa-alueita
ldhestyttaessd haihdunta viahenee, silld kylmén ilman absoluuttinen kosteus on ai-
na alhainen. Haihdunnan arvioinnin tekee vaikeaksi se, ettei siitéd ei saa visuaalista
havaintoa toisin kuin sadannan tapauksessa. |9]

Haihdunnan méarittdmisessa kiytetaén useita menetelmié, jotka perustuvat joko
vesitaseeseen, mittauksiin, energiataseeseen tai kosteudenvaihto-periaatteeseen. Suo-
messa vuotuinen haihdunta vaihtelee kisivarren 100 mm:sta Eteld-Suomen 500 mm:iin.

6]

4.2 Veden kiertokulku

Veden kiertokulku eli hydrologinen kierto toimii auringon séteilyenergian avulla (ku-
va 23). Vesi haihtuu meristé, jarvistd, maasta ja kasveista ilmakeh&én, jossa se tii-
vistyy ja tulee sateena alas. [6] Maahan satanut vesi joko haihtuu takaisin, imeytyy
maaperaan tai kulkeutuu pintavesiin. Maaperésséa on ylimpanéd maavesivyohyke, jos-
sa maahiukkasten véleissa on sekéd vettd ettd ilmaa, ja sen alla on pohjavesivyohy-
ke. Painovoiman ohjaamana maavesivyohykkeessé vesi painuu suoraan alaspiin, ja
pohjavesi virtaa kohti alempaa painetta. Pintavesistd ja maaperasta vesi vahitellen
kulkeutuu meriin tai haihtuu ilmakehé&én. [9]

3

Tiivistyminen

Sublimaatio

ol

Evapotranspiraatio
LN iR Haihtumine
\ 17 o~

Valtamerien virtaukset

Kuva 23: Veden kiertokulku [14].

Veden kiertokulun osat ovat toisiinsa kytkettyja [6]. Veden kiertokulku voi olla
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paikallinen, jolloin haihtuva vesi palaa sateena melko pian takaisin, tai pitké kierto,
veden kulkiessa useiden varastojen lavitse. Pddosa ilmakehéan siirtyvasta vedesta
on perdisin merista. [9]

5 Soveltaminen hydrologiassa

Matemaattisilla sovelluksilla on paljon kiayttoa hydrologiassa. Erilaisten hydrologis-
ten tapahtumien mallintaminen ja sitd kautta ennustaminen ovat térkea osa hydro-
logiaa ja yleisestikin tiedettd. On tarkedd ymmaértaé erilaisia prosesseja ja miten ne
tulevat vaikuttamaan maapalloon. Esimerkiksi ilmastonmuutoksen aiheuttamat sa-
dannan muutokset ovat vield hyvin tuntemattomia, mutta sadannan muutoksilla on
suuria vaikutuksia muuhun eliéstoon.

Erityisesti sadannan mallintaminen on ollut erittdin térkedd, silli on haluttu
maaperatutkimuksen lisdksi tietda alueiden sademaéérié, jotta viljely olisi mahdolli-
simman kannattavaa. Thiessenin monikulmiomenetelméa oli ensimmaisia sadannan
mallintamiseen kiytettavid menetelmid. Samaa menetelméd voisi kiyttaa myos haih-
dunnan mallintamisessa, mutta uudet menetelméat ovat syrjayttdneet suhteellisen
yksinkertainen Thiessenin monikulmiomenetelméan, ennen kuin haihduntaa on alet-
tu mittausmenetelmilld tutkimaan.

5.1 Thiessenin monikulmio

Thiessen hycdynsi Voronoin diagrammeja sadannan mittauksen yleistdmisessa mit-
tauspisteen ulkopuolelle, jonka takia hydrologiassa kiytetdan 2-uloitteisesta Voro-
noin diagrammista nimeéd Thiessenin monikulmiomenetelméa. Taméa luku perustuu
Rhynsburgerin artikkeliin (1972) [13] ja Aalto Yliopiston opetusmateriaaliin, jon-
ka on kirjoittanut Kokkonen, Kuusisto ja Vakkilainen (2003) [7], joissa esitellddn
Thiessenin monikulmio ja sen kiayttod hydrologiassa. Alkujaan Thiessenin monikul-
miot luotiin puhtaasti kiyttden harppia ja viivainta. Teknologian kehittyessa siir-
ryttiin algoritmeihin, jotka pystyiviat tuottamaan Thiessenin monikulmiot pelkista
mittauspisteista.

Thiessenin monikulmiomenetelmaéssé oletetaan kunkin sadannan mittauspisteen
edustavan sen ympérille piirretyn solun sadantaa. Kunkin solun sisilla kyseinen
mittauspiste on l&hin mittauspiste ja solun sédrmaélld 2 (tai useampi) sadeasema
on yhté lahelld. Solut muodostuvat sadeasemien yhdysjanojen keskinormaaleista ja
tarkasteltavan alueen rajoista, joten kaikki solut ovat aina rajoitettuja. Aluesadanta
lasketaan painotettuna keskiarvona, jossa painoina kaytetdan monikulmioiden pinta-
aloja seuraavan kaavan mukaisesti

S PA,
p=%""
A )

jossa P on aluesadanta, P; on aseman ¢ sadanta, A; on aseman ¢ monikulmion ala, ja
A on koko alueen pinta-ala. Thiessenin menetelmén etuna on objektiivisuus ja yksin-
kertaisuus. Heikkoutena taas on, ettd menetelmé ei huomioi esimerkiksi topografian
vaikutusta sadannan suuruuteen.
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Seuraavaksi méaritellidn Thiessenin monikulmio. Thiessenin monikulmio vastaa
Voronoin diagrammeja, jotka méariteltiin luvussa 3.1, joten esitetddn kertauksena
tarkein maaritelma ja lause liittyen suoraan Thiessenin monikulmioihin.

Maaritelmé 5.1. Olkoon P = {py, ..., p,} joukko pisteisté tasossa ja olkoon py € P
piste, joka ei ole joukon P konveksin verhon C'H(P) reunalla, vaan silld on naapuri
joka puolella, kuten kuvassa 24. Kun yhdistetddn naapuripisteet keskenéén janoilla
ja muodostetaan néiden janojen keskinormaalit saadaan muodostettua Thiessenin
monikulmio.

-"h. I' ol
\ ""'-.Q ’

\
‘ .

k3, % Pa ’

!
p'l '
[ ) k‘1 ‘:‘

Kuva 24: Thiessenin monikulmio pisteelle p,. Katkoviivat ovat pisteiden pi ja pg;
keskinormaaleja.

Lauseen 5 voi muotoilla seuraavalla tavalla Thiessenin monikulmioille.

Lause 27. Ldhin naapuri annetulle pisteelle on aina Thiessenin naapuri ja keskipis-
te niitd yhdistdvdlla janalla kuuluu aina monikulmion sdrmddn. Tdamd patee kaikille
pisteille, jotka ovat saman etdisyyden pddassa toisistaan.

Thiessenin monikulmiomenetelméssa on hyodyllistd, ettd yhden monikulmion
sarmalla olevan pisteen avulla pystytdan maarittaméan kaikki monikulmion kérjet.

Kysymys 7: Etsi Thiessenin monikulmion kirjet kun tiedetdédn monikulmion
naapurigeneraattoripisteet ja yksi piste kahden generaattoripisteen viliseltd sarmal-
ta.

Lauseesta 5 saadaan, ettd naapuripisteiden py ja pg; keskipiste m on yhdella

monikulmion sarmistéd. Pisteen py; ei tarvitse olla pisteen p, 1dhin naapuri, mutta
jokin naapuri kuitenkin. Yhdistamaélla piste p, janoilla kaikkiin sen naapureihin
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Dk2, ---, Pem ja tekemalld naille janoille keskinormaalit saadaan suoria, jotka leikkaavat
pisteiden pj ja pg; vélisen normaalin pisteen m molemmilta puolilta. Pistettda m
lahimmét leikkauspisteet ovat monikulmion seuraavat kérjet. Kun loydetadn kérjet
tulee tunnistaa viereiset sarmat. Téya jatkamalla pystytadn maérittelemadn kaikki
monikulmion kérjet ja sdmét. Jos keskinormaalia ei leikkaa mikdén suora, niin solu
on télldin rajoittamaton.

Kysymys 8: Etsi Thiessenin monikulmion viereinen sarméa kun tiedetdan yksi
kérki ja sen viereinen sarma.

Oletetaan, ettd generaattoripisteiden p; ja p; tiedetylld sdrmélla e(p;, p;) on piste
u ja karki g;;. Piste u saattaa olla pisteiden p; ja p; keskipiste, se saattaa olla toinen
kéirki tai se on mielivaltainen piste, jonka tiedetdén olevan sarmalla.

Tapaus on triviaali, jos sdrmén e(p;, p;) leikkaa vain yksi keskinormaali pisteessé
¢ij- Oletetaan, ettéd pisteessd ¢;; sirmén e(p;, p;) leikkaa vihint&én kaksi keskinor-

maalia ¢ ja cg. Viereisen sdrmén loytdminen toiselta suoralta tehddan graafisesti
(kuva 25).

Kuva 25: Kuva kysymyksen 8 ratkaisuun.

Piirretdén suora k, niin ettd se kulkee pisteen p; kautta ja on sdrmén e(p;, p;)
kanssa yhdensuuntainen. Merkitdén suorien £ ja ¢; leikkauspistetta kirjaimella z ja
vastaavasti suorien k ja cy kirjaimella y. Piirretaan myo6s suora [, niin etté se kulkee
pisteiden p; ja ¢;; kautta. Merkitaén suorien k ja [ leikkauspistetta kirjaimella z.

Viereinen sidrmaé sijaitsee siis kulman « sisédpuolella. Se kumman suoran ¢; vai co
valinen kulma suoran [ kanssa on pienempi on suora, jolla sirma sijaitsee. Vastaavasti
sitd vastaa lyhempi etdisyys pisteistd x ja y pisteeseen z. Naméi etdisyydet ovat
adrellisid, silla solu on konveksi ja etdisyydet ovat suurempia kuin nolla, silld sarma
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e(p;,p;) el kulje pisteen u kautta. Etdisyydet d(x, z) ja d(y, z) eivét voi olla yhta
suuret, silld kaksi generaattoripistetta eivit voi olla samat.

Talla yksinkertaisella tavalla eristetdén viereinen sarmé muista mahdollisista sér-
misté ja menetelma maérittelee myos sen suunnan karjesta g;;.

5.2 Sadannan mallintaminen Thiessenin monikulmiomenetel-
man avulla

Vesistojen hoito ja hydrologinen mallinnus edellyttavét erittain tarkkoja sademéaaraa
koskevia tietoja, jotka usein mitataan sademittareilla tai sddasemilla.[10] Menetel-
mié on useita, kuten Thiessen monikulmiomenetelmé, kiadnteisen etdisyyden paino-
tus, ja kriging, joista Thiessenin monikulmiomenetelmé on ensimmaéisia tutkimuksis-
sa kéytettyjd menetelmia, silld se on menetelmisté yksinkertaisin. [3] Huolimatta sen
merkityksestd hydrologiassa, laskennallisisia tutkimuksia Thiessenin monikulmiois-
ta on tehty vain vahén [4]. Thiessenin monikulmiomenetelméssi hyddynnetédén mit-
tauspisteissa tehtyja sademadramittauksia ja yleistetddn ne mittauspistettd ympé-
roivélle solulle. Solun tahkolla hyodynnetdén kahden (tai useamman) mittauspisteen
sademadria, silla sen etdisyys lahimpiin mittauspisteisiin on yhta pitka.

Kaksi automatisoitua lahestymistapaa Thiessenin monikulmioiden hyodyntami-
sessa hydrologiassa ovat kolmiomittausmenetelméa ja grid-menetelméa. Kolmiomit-
taus kérsii koodauksen hankaluudesta ja hitaasta laskentanopeudesta pienelld maa-
ralld mittareita, mutta muuten on toimiva menetelmé. Grid-menetelmé on helppo
toteuttaa, mutta laskennallisen ruudukon koon, tarkkuuden ja nopeuden vililld on
tehtévi kompromissi. [4]

Matemaattisesti kolmiomittausmenetelmé perustuu Delaunayn kolmioihin, jos-
sa on joukko pisteitd, jotka téyttévit tyhjan ympyrdn kriteerin (mééritelma 3.15).
Voronoin diagrammi voidaan tuottaa Delaunayn kolmioinnin perusteella. Voronoin
diagrammin mukana tulee kaksi ongelmaa sen muuntamisessa Thiessenin monikul-
miokaavioksi (eli rajoitetuksi Voronoin diagrammiksi): (1) monet solut ovat rajoitta-
mattomia eivitkd muodosta oikeita monikulmioita; (2) joitain sdrmiéd puuttuu rajoit-
tamattomien Voronoin solujen valistd niiden rajoittamattomuuden vuoksi. Naiden
ongelmien ratkaisemiseksi kaikki mittarit peilataan neljadn suuntaan tutkittavan
alueen keskipisteen suhteen. Kuvassa 26 on esitetty kolmiointimenetelmén paapiir-
teet. [4]

Grid-menetelmé on numeerinen ldhestymistapa ja tarkkuutta menetetédén jonkin
verran algoritmin yksinkertaisuuden ja nopeuden vuoksi. On tehtévd kompromissi
ruudukon resoluutiosta ja numeerisesta tarkkuudesta. Hieno ruudukon koko tuottaisi
korkealaatuisia Thiessenin monikulmioita, mutta vaatisi pidemmaén suoritinajan ja
painvastoin. Kéytdnnossd grid-menetelmé voidaan toteuttaa kahdella tavalla: (1)
yhdistaa grid-generointi ja -allokointi yhdeksi aliohjelmaksi ja (2) erottaa ndmé kaksi
toimintoa eri alirutiiniksi siten, ettd kopioitua grid-generointiosaa kiytetadn kerran
ja vain gridallokaatiofunktio kutsutaan myShemmissé simulaatioissa. Kuvassa 26 on
esitelty grid-menetelmén péadpiirteet. [4]

Kahdella esitetytta lahestymistavalla on sekd vahvuudet etta heikkoudet nopeu-
den, koodauksen ja tarkkuuden suhteen. On téarkedé huomata, etté laskentamenetel-
mén optimaalinen valinta tulee riippua projektin luonteesta, eiké ole olemassa yhta
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Kolmiointimenetelma Grid-menetelma

Toteutetaan 4 peilausta kartoitettavan alueen Valitaan grid-tason koko ja mittauspisteiden
keskipisteen suhteen. lukumaara n.
! |
[ Kutsutaan Voronoi-funktio. ] [ Generoidaan grid.
' '
p
Valitaan monikulmiot, joiden generaattoripisteina Valitaan grid sopivasti suhteuttamalla se
toimii alkuperaiset mittauspisteet, tutkittavan alueen leveys- ja pituuspiireihin.
A
] ) l
Tuotetaan lopullinen monikulmiojoukko Voronoi- Jokaiselle N- grid solulle ]‘*2“ mittauspisteelle
funktion tuottaman diagrammin avulla. lasketaan etdisyyden nelié dij’ jossaionsolul =
i = Njajonmittauspistel =j = n.
i ] )
!
[ Tarkistetaan monikulmion segmentointi. J
I Jokaiselle gridsolulle i (1 < i < N) annetaan
tunnus: min[d?j yli kaikkien1 = j =n}.
[ Lasketaan monikulmioiden pinta-alat. ] I J
l -~ =
{ Johdetaan mittauspisteiden painot. } Lask(.eltfiin 'saman tunnukst.en saan.eld_en solu!en
lukumaara, jotta saadaan mittauspisteiden painot.

vy

Kuva 26: Kolmiointi- ja grid-menetelmien paapiirteet [4].

menetelmad, joka sopisi kaikkiin sovellustapauksiin. Jos esimerkiksi laskentanopeus
on ratkaiseva tekija projektissa, kolmiomittaus- tai ruudukkomenetelmén kayttoon-
otto riippuisi mittareiden méaarasta. 4]

Yleisesti Thiessenin monikulmio -menetelmén ongelmana on sen kaksiuloittei-
suus. Topografian huomioon ottaminen on téarked osa hydrologisia tutkimuksia. Mit-
tauspisteen topografinen sijainti vaikuttaa sademaéériin, jolloin yleistys koko soluun
aiheuttaa virheitad. [2] Esimerkiksi, jos sademittari on sijoitettu vuoriston ilmavir-
tauksen puoleiselle rinteelle, on sademéarat huomattavasti korkeammat kuin sateen
katvealueen puoleisella rinteella.

5.3 Muita mallinnusmenetelmia

Mallintaminen kehittyy jatkuvasti ja teknologian kehittyessd, my6s mallintamises-
ta tulee koko ajan tarkempaa. Hydrologisessa tutkimuksessa ei tarvitse endd tyytya
karttaan ja kompassiin vaan ohjelmistot voivat tehda laskelmat ja kartat tutkijan
puolesta. N&itd menetelmia esiteltiin Lyn, Charlesin ja Degrein artikkelissa Diffe-
rent methods for spatial interpolation of rainfall data for operational hydrology and
hydrological modeling at watershed scale [10], johon tdmé luku perustuu.

Tietokoneella tehtévit hydrologiset mallit, jotka simuloivat suurimman osan hydro-

logisesta kierrosta, ovat olennainen tyokalu hydrologisen jarjestelmian ymmartami-
sessd ja kuvauksessa. Kun ndmé mallit onnistuvat saamaan tarkkoja tuloksia, ne
voivat ennustaa, mitd hydrologisessa jarjestelméssa tapahtuu. Tésté voi olla hyotya
ilmastotutkimuksissa esimerkiksi sademaéran tai haihdunnan suhteen.

Jotta malli olisi mahdollisimman paikkaansa pitédva, siséltdd se nykyaan paljon
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ennemman tietoa kuin Thiessenin monikulmiomenetelmééan on mahdollista sisallyt-
tad. Malleihin sisdllytetddn mm. digitaalinen korkeusmallin (DEM), maaperén ja
ilmaston tdrkeimmat avaruudellisesti hajautetut tietojoukot ja ilmastotiedot, kuten
ilman ladmpotila, auringon siteily ja sademaérd. Sademéird, joka on perinteisesti
keratty sademittareilla tai sddasemilla, on erittédin térked parametri, jolla on suo-
ra vaikutus valumaan tai valuma-alueeseen. Suurella vesistomittakaavalla sateiden
alueellinen vaihtelevuus on otettava huomioon sen sijaan, ettd mallin syotteena kay-
tettaisiin alueellista keskiméaraistd sademédrdd. On olemassa useita erilaisia inter-
polointitekniikoita ja ndméa menetelmét voidaan yleisesti luokitella kahteen péaaryh-
méan: deterministiset menetelmét ja geostatistiset menetelmét.

Ensimmaisen ryhmén yleisimmin kéytetyt deterministiset menetelmét ovat Thies-
sen monikulmiomenetelma (joka esiteltiin aiemmin luvussa 5), kidnteisen etédisyyden
painotus (Inverse Distance Weighting) ja polynomin interpolaatiomenetelmé (Poly-
nomial Interpolation), jotka perustuvat mitattujen asemien sijaintiin ja mitattuihin
arvoihin ja hyodynnetédan painoteuttua keskiarvoa mallintamisessa ja ennustamises-
sa. Kaanteisen etaisyyden painotus -menetelmé perustuu kianteisten etdisyyksien
funktioihin, joissa painot maaritelladn etdisyyden vastalukuna ja normalisoidaan si-
ten, ettd niiden summa on yksi. Painot pienenevit etidisyyden kasvaessa. Menetel-
méssd on mahdollista siséllyttda topografinen painotus, joka on vuoristoisilla aluilla
erittain tarkeda. Polynomin interpolaatiomenetelméssa yhtélo sovitetaan tutkitta-
valle alueelle joko algebrallisen tai trigonometrisen polynomifunktion avulla. Namé&
menetelmét ovat monimutkaisempia kuin Thiessenin monikulmiomenetelma.

Geostatistiset menetelmét, muodostavat matematiikan ja maatieteen yhdisté-
van tieteenalan. Téman ryhmén tunnetuin menetelmé on Kriging -meneltemd, joka
perustuu tilastollisiin malleihin, joihin liitetddn autokorrelaatio. Autokorrelaatiolla
tarkoitetaan mitattujen pisteiden vilisia tilastollisia suhteita. Geostatistiset menetel-
mill& ei kuitenkaan ole omaa ennustuskykyé, vaan ne voivat tuottaa vain tilastollisia
arvoita muiden mallien ennustuskyvysta.

6 Yhteenveto

Voronoin diagrammit ovat saaneet nimensa matematikon Georgy Voronoin mukaan,
joka esitti diagrammin, jossa jokaisen generaattoripisteen ympérilla on solu. Solujen
seindt eli sirméat muodostettaan keskinormaalien avulla, jolloin sarmalla kaksi tai
useampi generaatiopiste on yhta kaukana siitd. Voronoin diagrammeilla on monen-
laisia ominaisuuksia m-uloitteisessa avaruudessa, mutta tassa tutkielmassa keskityt-
tiin vain kaksiulotteisen avaruuden Voronoin diagrammien ominaisuuksiin. Voronoin
diagrammi on usein rajoittamaton, silla sen sédrmét voivat olla suoria, puolisuoria
tai janoja.

Delaunayn laatoitus on aina rajoitettu, silla siind generaattoripisteiden valille
muodostetaan janoja niin, etté jos generaattoripisteilld on yhteinen sdrméa Voronoin
digrammissa, niin ne yhdistetdan toisiinsa janalla. Jos kaikki muodostuvat solut ovat
kolmioita on kyseessd Delaunayn kolmiointi. Jos néin ei ole, puhutaan Delaunayn
esikolmioinnista, joka voidaan muuttaa Delaunayn kolmioinniksi lisiamallé janoja
niihin soluihin, jotka eivét ole kolmioita.

Hydrologiassa sadannan mallintaminen on erittédin térkeé osa, ja Thiessenin mo-
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nikulmiomenetelméa oli ensimmaisié tieteellisid menetelmia télla saralla. Sademit-
tausasemat muodostavat generaatiopisteet, ja niiden suljettu Voronoin diagram-
mi luo monikulmion jokaisen mittauspisteen ympérille. Mittausaseman sademé&arat
yleistettiin kattamaan koko monikulmion, ja sdrmélla sovellettiin molempien ase-
mien sademittauksia.

Teknologian kehittyminen on kuitenkin vdhentdnyt Thiessenin monikulmiome-

netelmén kiyttoa, silld se on hyvin tyolas, jos mittausasemia on paljon, ja se ei ota
huomioon alueen topografiaa. Uusia menetelmia kehitetédan jatkuvasti, joissa algorit-
mi ottaa huomioon tarvittavat parametrit ja tuottaa tarkemman mallin sadannasta.
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