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Taméan Pro gradu -tutkielman tarkoituksena on tutustuttaa lukija graafien
peruskasitteisiin, graafien virittdviin puihin ja graafien virittdvien puiden
lukumédran laskemiseen. Graafi koostuu #érellisestd joukosta solmuja ja
niitd yhdistivistd sirmistd. Puu on sykliton ja yhtendinen graafi ja graafin
virittdvd puu on puu, joka sisiltdd kaikki alkuperdisen graafin solmut.
Graafilla voi olla lukuisia virittavia puita.

Kirchhoffin matriisipuulauseen avulla voidaan selvittad graafien virittdvien
puiden lukumé&ard pelkistetystd Laplacen matriisista. Tutkielmassa hyo-
dynnetdan lineaarialgebrasta tunnettuja tuloksia graafin virittdvien puiden
lukumédran laskemiseen, kun kyseessd on tdydellinen graafi, taydellinen
kaksijakoinen graafi tai tdydellinen k-jakoinen graafi.

Lukijalta vaaditaan lineaarialgebran perusteiden tuntemusta. Tutkielma
pohjautuu vahvasti kirjallisuuteen. Tutkielman péaaldhteind ovat Pertti
Koiviston ja Riitta Niemistén luentomoniste [1], David P. Williamsonin
luentomateriaali [2] ja Steven Kleen ja Matthew T. Stampsin julkaisu [3].
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1 Johdanto

Tamé Pro gradu -tutkielma késittelee graafin virittdvia puita ja niiden las-
kemista algebrallisin keinoin. Graafiteoriaa voidaan soveltaa monen eri alan
ongelmiin, kuten tietojenkésittelytieteisiin. Graafi koostuu dérellisestd jou-
kosta solmuja ja niitd yhdistavistd sarmistd. Graafeilla on monia kiyttotar-
koituksia ja ovat erinomaisia tytkaluja erilaisten matemaattisten ongelmien
ratkaisemiseen, joita modernin teknologian ripei kehitys on lisénnyt [6]. Nii-
den avulla esimerkiksi demonstroidaan, tutkitaan ja analysoidaan erilaisia
tietoverkkoja.

Tutkielma on jaettu neljddn lukuun. Esimméisessd luvussa ensin perehdy-
tddn graafeihin ja niiden peruskisitteisiin, joita havainnollistetaan kuvin ja
esimerkein. Graafiteoria on laaja aihe, joten késitelldén graafeihin liittyvid
peruskasitteitd vain graafin virittdvien puiden laskemiselle tarpeellisin késit-
tein. Taméan jilkeen luku kisittelee puita ja niihin liittyvia kasitteitd. Puu on
sykliton ja yhtendinen graafi. Puilla voidaan havainnollistaa monia eri ilmioi-
td, kuten molekyylien rakenteita. Graafin virittdva puu on puu, joka sisaltad
kaikki alkuperiisen graafin solmut. Ne ovat tirkeité erilaisten verkkojen, ku-
ten sahko-, liikenne- tai dataverkko, suunnittelussa. Ensimmaisen luvun lo-
pussa esitellddn matriisilanskentaa tutkielman tulevia todistuksia varten.
Kolmannessa ja neljdnnessa luvussa lasketaan eri algebrallisin keinoin, kuinka
monella eri tavalla on mahdollista yhdistidd annetut pisteet toisiinsa puuksi
eli kuinka monta virittavaa puuta graafissa on. Kolmannessa luvussa tutus-
tutaan ensin oleellisiin médritelmiin, joita tarvitaan graafin virittdvien pui-
den lukumé&iran selvittdmiseksi, kuten Laplacen matriisin késitteeseen. Téasta
paastdan Kirchhoffin matriisipuulauseeseen, jonka mukaan dérellisen graafin
virittdvien puiden lukuméairi voidaan laskea sen pelkistetyn Laplacen mat-
riisin determinantin avulla.

Neljdnnessd luvussa niytetdin, miten lineaarialgebran tunnetut tulokset, ku-
ten matriisin determinanttilause, helpottavat tyota. Taten saadaan nopeampi

tapa laskea erilaisten téydellisten graafien virittdvien puiden lukumaérat.



2 Pohjatietoa

Téassad luvussa ensin perehdytddn graafeihin ja puihin sekd niiden perus-
kasitteisiin, kuten mitd tarkoitetaan virittdvilla graafilla tai taydelliselld
graafilla. Kasitteitd on havainnollistettu kuvin ja esimerkein. Sen jilkeen
maéadritellddn liittomatriisi ja sithen liittyva lause, jota kiytetddn myohemmin
todistuksissa. Taméa luku on samalla tutkielman pohjatieto. Tamé luku

pohjautuu ldhteisiin [1], [3] ja [4]. Aihe on kisitelty my6s lédhteessd [6].

2.1 Graaf

Maéédritelmi 2.1. Graafi G = (V, E) koostuu direllisestd joukosta V' # ),
jonka alkioita kutsutaan solmuiksi tai pisteiksi, ja #érellisestd joukosta
E, jossa on jarjestamattomia pareja {u,v}, missd u,v € V,u # v. Joukon
E alkioita kutsutaan sirmiksi, ja ne yhdistavit osan graafin G solmuista.
Yksinkertaisessa graafissa kahden eri solmun vililla voi olla korkeintaan
yksi sarma, eli kahden solmun vélilla ei voi olla useita sérmié, ja solmusta ei

vol olla sarméé solmuun itseensa.

Triviaali graafi on yksinkertainen graafi, jossa on vain yksi solmu eiki
yhtddn sdrmééd. Kuvassa 1 on esimerkki triviaalista graafista G, ja yksinker-
taisesta graafista Gs.

Suunnattu graafi koostuu solmuista ja niiden vilisistd kaarista. Sen
kahden eri solmun vélilla voi olla korkeintaan kaksi kaarta, jotka menevit
eri suuntiin. Toisin kuin yksinkertaisessa graafissa, suunnatun graafin sol-
musta voi olla kaari solmuun itseensd. Kuvassa 2 on esimerkki suunnatusta

graafista.

Maaritelma 2.2. Graafia G kutsutaan multigraafiksi, kun siind voi olla
enemman kuin yksi sirmé kahden eri solmun vilissd. Sdrmét ovat keskenadn

rinnakkaisia, kun ne ovat samojen kahden eri solmun vélissi.

Kuvassa 3 on esimerkki multigraafista G. Tassd tutkielmassa oletetaan,

ettd graafi on multigraafi, ellei toisin mainita.



Gl: Gz:

Kuva 1: Triviaali graafi G; = ({v},0) ja yksinkertainen graafi
G2 = ({Ula Vg, U3, 'U4}7 {{U17 U2}7 {Ulv U3}7 {/U17 U4}7 {U27 U3}})'

Vi Va

Kuva 2: Suunnattu graafi (V, E) = ({vy, va, vs, v4}, {(v1, v2), (v1,v4), (v2,v3),
(v4,v3), (vg,v4)}). Lihde: [1].

G

L)
[

Kuva 3: Multigraafi G = (V, E), jossa V = {v1,vs,v3} ja E = {e1, eq,€3}.

Sarméit e; ja ey ovat rinnakkaisia. Lahde: [1].

Maiésritelmd 2.3. Olkoon graafi G = (V, E) ja graai H = (W, F). Graafi
H on graafin GG aligraafi, kun joukko W C V ja joukko F' C E. Jos tdmén



lisdksi joukko W C V tai joukko F' C F niin kyseessd on aito aligraafi.

Kuvassa 4 on esimerkki graafista G ja kahdesta sen aligraafista H; ja Hs.

Kuva 4: Graafi GG ja sen aligraafit H; ja Hs.

Maiédritelma 2.4. Olkoon graafi G = (V, E) ja sen aligraai H = (V) F).
Koska nilld on sama solmujoukko V' eli graafin G aligraafissa H on kaikki

graafin G solmut, graafi H on graafin G virittavi aligraafi.

Kuvassa 5 on esimerkki graafista G ja kahdesta sen virittavista aligraa-
fista Hy ja Hs.

Kuva 5: Graafi G ja sen virittavat aligraafit Hy ja Ho.

Mééritelma 2.5. Solmun aste deg(+) ilmaisee graafissa, kuinka monen sar-

mén péaitesolmu solmu on.



Havannoillistetaan solmujen asteet graafissa esimerkin avulla.

Esimerkki 2.6. Kuvassa 6 graafin G solmujen asteet on merkitty solmujen
viereen. Solmun 1 aste on kolme, koska se on sdrmien {1,2},{1,3} ja {1,4}

padtesolmu.

G: 2
1 deg(1) =3
deg(2) =
3 deg(3) =2
. deg(4) = 1
deg(h) =2
4

Kuva 6: Graafi G ja sen solmujen asteet.

Miaritelmad 2.7. Graafi C, = (V,E) on silmukka, kun sen sol-
mut ja sidrmit voidaan ilmaista joukkoina V' = {vy,---,v,} ja E =
{{v1,v2}, {ve,v3}, -, {vn_1,vn},{vn,v1}}, kun n € Z. Toisin sanoen graafin

C solmujen aste on kaksi ja ne muodostavat sdrmien avulla suljetun piirin.

Kuvassa 7 on esimerkki silmukoista C5, C5 ja Cg.

ANORS,

Kuva 7: Silmukat C3, C5 ja Cg.
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Maaritelma 2.8. Graafi on tiydellinen, jos jokaisen kahden eri solmun

valissd on sarmé. Taydellista graafia, jossa on n-solmua, merkitdan K,.

Kuvassa 8 on esimerkki tdydellisistd graafeista Ky, K5 ja K.

Kuva 8: Téydelliset graafit Ky, K5 ja K.

Méiritelma 2.9. Graafi G = (V) F) on kaksijakoinen graafi, jos sen sol-
mujoukko V voidaan jakaa kahteen sellaiseen epétyhjiin joukkoon Vi ja V5,

ettd jokaisen sdrméan toinen paidtesolmu kuuluu joukkoon Vi ja toinen jouk-
koon V5.

Maéritelma 2.10. Graafi K,,, on tdydellinen kaksijakoinen graafi, jos
sen solmut voidaan jakaa kahteen m- ja m-alkioiseen osajoukkoon ja kahden

solmun valilld on sdrmé aina, kun solmut kuuluvat eri osajoukkoihin.

Kuvassa 9 on esimerkki kaksijakoisesta graafista G ja taydellisista kaksi-

jakoisista graafeista Ky 3 ja K3 3.

Mairitelmi 2.11. Graafi G = (V, E) on k-jakoinen, jos sen solmujouk-
ko on muotoa V = ViJ---|J Vi, missd joukot V; ovat erillisid, ja joukos-
sa E ei ole yhtikdan sdrméd, jonka molemmat péitesolmut kuuluvat sa-
maan joukkoon V;, kun i € {1,--- ,k}. Sanotaan, ettd k-jakoinen graafi on
taydellinen k-jakoinen graafi, jos kahden solmun vélissd on sdrmé aina,

kun solmut kuuluvat eri osajoukkoihin.

Kuvassa 10 on esimerkki 4-jakoisesta graafista G ja tédydellisestd 3-

jakoisesta graafista K39 4.
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K373.

Kuva 10: 4-jakoinen graafi G ja tdydellinen 3-jakoinen graafi Ks 4.

2.2 Puut

Edellisessé luvussa huomattiin, etti on olemassa yksinkertaisia graafeja, joil-
la on ominaisuus padsta sarmié pitkin mistd tahansa solmusta mihin tahansa
solmuun. Téllaista graafia kutsutaan yhtendiseksi. Jos tdméan ominaisuuden

lisiksi graafi ei sisélla silmukoita, on kyseessd puu. Tésséd alaluvussa pereh-
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dytadn puihin ja niiden peruskésitteisiin. Késitellddn my0s virittavia puita,
jotka ovat suurena osana tdtd tutkielmaa.

1870-luvulla englantilainen matemaatikko Arthur Cayley (1821 —1885) kehit-
ti puun késitettd tutkiessaan molekyylirakenteita [8]. Puiden avulla voidaan
havainnollistaa molekyylirakenteiden lisiksi monia ilmioitd kuten ihmisten
sukupuuta ja lajien sukulaisuutta. Puiden avulla voidaan myo6s mallintaa
tieto- ja sihkoverkkoja. Tamé luku pohjautuu ldhteisiin [1] ja [3]. Aihe on
kéisitelty my0Os lahteissa [5], [7] ja [10]. Kuvassa 11 on esimerkkeji puugraa-

feista.

Hzo CH4: T
i
H H H—C—H
\0/ |
H

Kuva 11: Vesi- ja metaanimolekyylien rakennekaavat seki tietoliikenneverkko

T, jotka ovat esimerkkeji puugraafeista.

Maaritelma 2.12. Graafi T on puu, jos se on silmukaton ja yhtendinen
graafi eli on mahdollista kulkea graafin 7" solmujen vililld kdyttiden vain graa-
fin T sdrmia. Puun T aligraafia kutsutaan alipuuksi. Koska puu on silmu-
katon, puun kahden solmun vililli on polku eli jono sdrmid. Puussa olevaa
solmua, jonka aste on yksi, kutsutaan puun lehdeksi. Jos puussa on n solmua

ja m sarméia, niin m =n — 1.
Kuvassa 12 on esimerkki puusta 7 ja kahdesta sen alipuusta 15 ja T3.

Maaritelma 2.13. Graafin G aligraafi T' on graafin G virittdvi puu, jos
graafin G jokainen solmu on myds aligraafissa T' seké aligraafi T on yhte-
niinen ja silmukaton. Toisin sanoen graafin G virittdva puu 7T on graafin G

alipuu, joka sisdltaé kaikki graafin G' solmut.

Havainnollistetaan virittdvin puun ehtoja esimerkin avulla.

13



Kuva 12: Puu 7} ja sen alipuut 75 ja T3.

Esimerkki 2.14. Kuvassa 13 on graafi G ja nelji sen aligraafia. Masritetaan
ylla olevien ehtojen avulla, onko jokin aligraafeista virittava puu. Aligraafi
a) ei ole virittava puu, koska siind ei ole kaikkia graafin G solmuja. Aligraafi
b) ei ole graafin G virittdvd puu, koska se ei ole yhtendinen. Aligraafi c)
el ole graafin G virittdva puu, koska siind on silmukka solmujen 1,3 ja 4
valilla. Aligraafi d) on graafin G virittavd puu, koska se tiyttad kaikki ylla
olevat ehdot eli se sisdltad kaikki graafin G solmut ja se on silmukaton seké
vhtendinen. Graafilla voi olla useita virittavid puita. Kuvassa 14 on saman

graafin G kaikki mahdolliset virittavit puut.

Graafilla voi olla lukuisia virittdvia puita ja niiden kaikkien listaaminen
on usein hyvin ty6ldstd. Sen takia on keksitty erilaisia lineaarisen algebran
keinoja, miten graafin virittdvien puiden lukuméérin saa kitevimmin selvi-
tettyd. Téssd tutkielmassa kdytetddn merkintdd 7(G) graafin G virittévien
puiden lukumaéarélle. Graafin G virittavien puiden lukuméirdn laskeminen
voidaan tehd& monella eri tavalla ja tdssd tutkielmassa keskitytdidn Laplacen

matriisin avulla tapahtuvaan laskentaan, joka esitelliin my&hemmin.

2.3 Liittomatriisi

Tutkielman tulevia todistuksia varten maaritellidn sddnnollinen matriisi, ko-

faktorimatriisi ja adjunkoitumatriisi.
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4 4 3
*r—9
4 3

? 1 2 1 2
*—9

a) b)
4 3 4 3

L
G

1 2 1 2

c) d)

Kuva 13: Graafi G ja nelja sen aligraafia.
4 3 4 3 4 3 <4 3
‘1 2 ‘1 ‘2 ‘1 ‘2 1 L
4 3 4 3 4 3 4 3
N2 1 : L “I : 2 1 ; 2
Kuva 14: Kaikki graafin G virittavat puut.

Maaritelma 2.15. Olkoon A matriisi muotoa n x n. Matriisi A on
sdadnnollinen tai kddntyva, jos on olemassa sellainen muotoa n X n ole-

va matriisi K, etta

AK = KA =1,
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missd [ on identiteettimatriisi.

Maaritelma 2.16. Olkoon A sddnnollinen matriisi muotoa n X n. Matriisin

A kofaktorimatriisi toteuttaa
COf(A) = (—1)i+jDij,

missd D;; on matriisin A alkiota a;; vastaava (n — 1)-rivinen alideterminat-
ti. Toisin sanoen matriisin alkio (cofA);; on (—1)"*/ kerrottuna matriisin A
determinantilla, kun on poistettu rivi ¢ ja sarake j. Liittomatriisi on tdmén

matriisin transpoosi.

Miaritelma 2.17. Olkoon A sidannollinen matriisi muotoa n X n. Matriisin

A adjunkoitu matriisi eli liittomatriisi on
adj(A) = [cof(A4)]",

misséd cof(A) on matriisin A kofaktorimatriisi. Toisin sanoen matriisin A liit-
tomatriisi muodostetaan muuttamalla ensin alkuperéisen matriisin A alkiot
niiden alideterminanteiksi, vaihtamalla niistd joka toinen vastaluvukseen ja

sitten ottamalla transpoosi saadusta matriisista.
Lause 2.18. Olkoon A matriisi muotoa n x n. T&lléin
A-adj(A) =det(A)I,
missd adj(A) on matriiisin A liittomatriisi ja I on identiteettimatriisi.

Todistus. Tarkastellaan kertolaskua

ajl; G412 - dip .
Ay Qe ¢ Q2p Cn Ci - Ciy
A adj(A) _ Cn C.22 Con
;1 Q2 - Qi
Cnl Cn? Cnna
Qp1 Ap2 - Ann

16



missd C;; = (cofA);;. Tulomatriisin alkio rivilla i ja sarakkeella j on
ainCj1 + aiCi + -+ + a;nCiy.

Jos i = 7, niin edellimainittu alkio on matriisin A rivin ¢ suhteen tehty

determinantti, ja 0 muulloin. Téten

detA 0 - 0
0 detA --- 0
A-adj(A) = _ _ | =det(A)I.

0 0 detA

3 Lineaarialgebran tyokaluja graafin viritti-

vien puiden lukuméairan laskemiseen

Téassé luvussa ensin perehdytédén graafin esittdmiseen matriisin avulla ja sit-
ten tutustutaan Laplacen matriisiin ja pelkistettyyn Laplacen matriisiin. Nii-
td havainnollistetaan esimerkein. Esitellddn myos Kirchhoffin matriisipuu-
lause, jonka avulla voidaan selvittda graafien virittdvien puiden lukumaéaéri
pelkistetyn Laplacen matriisista. Tdmé luku pohjautuu ldhteisiin [1], [2], [3]
ja [7].

3.1 Graafin esittaminen matriisin avulla

Graafi voidaan esittdd muun muassa vierusmatriisin tai tapausmatriisin avul-
la. Kun graafi on matriisimuodossa, sithen voidaan helpommin soveltaa line-

aarialgebraa. Keskitytdan yksinkertaisiin graafeihin.

Méiritelma 3.1. Olkoon graafi G = (V| E), jonka solmujoukko on V' =
{v1,...,v,}, missd n € Z. Silloin graafin G vierusmatriisi A on muotoa n xn,

jossa

1, kun v; ja v; ovat vierussolmuja eli niiden valilld on sarma.
aij =

0, muulloin.
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Graafin G vierusmatriisi A on symmetrinen ja sen lavistdjaalkiot ovat
nollia. Muut vierusmatriisin alkiot ovat joko nollia tai ykkosid. Havainnol-

listetaan vierusmatriisin muodostamista esimerkin avulla.

Esimerkki 3.2. Kuvassa 15 on graafi G. Muodostetaan graafin G vierus-

matriisi A.

Kuva 15: Graafi G.

Graafin G solmujoukko on {1,2,3,4,5}. Graafin G vierusmatriisin ensim-
madisen rivin alkiot 0,0, 1,1 ja 1 saadaan siitd, etta lavistdjaalkiot ovat nollia
seké solmu 1 on vierussolmu solmujen 3,4 ja 5 kanssa, mutta solmu 1 ei ole

vierussolmu solmun 2 kanssa. Graafin G vierusmatriisi on muotoa

11 Q12 A13 AdAi14 dAis 0 0
Q21 Q22 A23 dAg4 A5
A= a31 Aaz2 A33 A34 A35 | —

Q41 Q42 Q43 Aq4 Q45

|
— == O
— = O O
_— = O O =
O O ==
O O~ = o

51 Q52 A53 A4 d5s

Maiaritelmi 3.3. Olkoon graafi G = (V,E), sen solmujoukko muotoa
V =A{v1,...,v,} ja sirméjoukko muotoa E = {ey,...,e,}, missi m,n € Z.

Silloin graafin G tapausmatriisi C' on muotoa m X n, jossa

1, jos sarmi e; kulkee solmun v; kautta,

Cij )
0, muulloin.

18



Havainnollistetaan tapausmatriisin muodostamista esimerkin avulla.

Esimerkki 3.4. Kuvassa 16 on graafi G. Muodostetaan graafin G' tapaus-

matriisi C.

Kuva 16: Graafi G.

Graafin G solmujoukko on V' = {1,2,3,4,5} ja sirméjoukko on F =
{e1 = {1,3},e0 = {1,4},--- ,e7 = {3,4}}. Téssé esimerkissi on valittu sér-
mét kyseisessi jarjestyksessi, mutta jos olisi valittu esimerkiksi e; = {1,5},
niin tapausmatriisi olisi erilainen. Toisin sanoen jirjestys, jossa graafin G sér-
mét F = {ey,...,e,} nimetddn vaikuttaa tapausmatriisin muotoon. Graafin
G tapausmatriisin ensiméisen rivin alkiot 1,1,1,0,0,0 ja 0 saadaan siité, et-
td sdrmét eq, e ja ez kulkevat solmun 1 kautta, mutta solmut ey, es, eg ja e

eiviit kulje solmun 1 kautta. Graafin G' tapausmatriisi on siis muotoa

C11 Ci2 €13 Cig Ci5 Cig Ci7 11710000
Co1 Cog C3 Cog Co5 Cog Cop 0001100
C=1c31 c30 €33 €34 €35 ¢c36 csr | =11 0 0 0 0 1 1
C41 C42 C43 C4q C45 Ca Cay 01 00101
Cs1 Cs2 Cs53 Cs4 Cs5 Csg Csy 0011010

Voidaan huomata, ettd samasta graafista vierusmatriisi ja tapausmatriisi voi-
vat olla hyvin erilaisia. Seuraavaksi esitelliin Laplacen matriisi, jota tarvi-

taan maarittimain graafin virittivien puiden lukuméara.
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3.2 Laplacen matriisi

Olkoon G = (V,E) yksinkertainen graafi, jonka solmujoukko on V =
{v1,...,v,}, missd n € N. Graafin G Laplacen matriisi L(G) on muotoa

n X n, jossa

deg(i), kun wv; =v;.
L(G)(i,j) = § =1, kun v; ja v; ovat vierussolmuja.

0, muulloin.

Téssd tutkimuksessa kdytetaan Laplacen matriisista L(G) my6s merkintad
L¢. Laplacen matriisissa L(G) lavistdjaalkioiden paikalle tulee graafin G sol-
mujen asteet deg(i) ja muiden alkioiden paikalle —1, jos solmut i ja j ovat
vierussolmuja eli niiden vélilla on sdrmé, tai 0 muulloin.

Kun matriisista L(G) poistetaan rivi [ ja sarake m, saadaan
pelkistetty Laplacen matriisi L(G),,,. Havannoillistetaan Laplacen mat-

riisin ja pelkistetyn Laplacen matriisin muodostamista esimerkin avulla.

Esimerkki 3.5. Muodostetaan esimerkin 2.14 graafin G Laplacen matriisi
L(G) seki pelkistetty Laplacen matriisi L(G)a 3. Kuvassa 17 on graafi G ja

sen solmujen asteet.

: 5 deg(1) = 2
deg(2) = 3

deg(3) = 2

2 deg(4) =3

Kuva 17: Graafi GG ja sen solmujen asteet.

Graafin G Laplacen matriisin L(G) ensimméisen rivin alkiot 2, —1,0 ja —1
saadaan siitd, ettd solmun 1 aste on 2 ja solmu 1 on vierussolmu solmujen 2

ja 4 kanssa, mutta ei solmun 3 kanssa. Tall6in graafin G Laplacen matriisi
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-1 -1 -1 3
Téastd huomataan, ettd det(L(G)) = 0. Kun Laplacen matriisista L(G) pois-

tetaan rivi 2 ja sarake 3, saadaan pelkistetty Laplacen matriisi

2 —1 —1
L(G)s=|0 -1 -1
-1 -1 3

Laplacen matriisia voidaan soveltaa myos multigraafeille, mikd on tdmén
tutkielman kannalta olennaista.
Olkoon multigraafi G = (V, E), jonka solmujoukko on V' = {vy,...,v,},
missd n € N. Multigraafin G Laplacen matriisi L(G) on muotoa n X n,

jossa
deg(i), kun i=j.
L(G)(i,5) = { =k, kun v; ja v; ovat vierussolmuja,
0, muulloin,

missd k& on solmujen ¢ ja j vilisten sédrmien lukumaéaérd. Yksinkertaises-
sa graafissa k on yksi, koska solmujen vélilld on enintdén yksi sarma.
Havannoillistetaan Laplacen matriisin ja pelkistetyn Laplacen matriisin

muodostamista multigraafille esimerkin avulla.

Esimerkki 3.6. Kuvassa 18 on multigraafi G. Muodostetaan multigraafin

G Laplacen matriisi L(G) sekéd pelkistetty Laplacen matriisi L(G); 3.

Multigraafin G solmujen asteet ovat



vy vz

Vi vy

Kuva 18: Multigraafi G. Léhde [1].

Laplacen matriisissa L(G) lavistdjialkioiden paikalle tulee graafin G solmu-
jen asteet deg(7). Muiden alkioiden paikalle tulee —Fk, jos solmut i ja j ovat
vierussolmuja eli niiden vililld on sdrmé tai useita sdrmié, ja 0 muulloin. Mul-
tigraafin G Laplacen matriisin L(G) ensimmaéisen rivin alkiot 5, —2,—3 ja 0
saadaan siitd, ettd solmun v; aste on 5 ja solmu v; on vierussolmu solmujen

Vo ja vz kanssa, mutta ei solmun v, kanssa. Solmujen vy ja v, vélissi on kaksi

sarméd, jotka ovat rinnakkaisia, joten —k = —2. Solmujen v; ja v vélissd
on kolme sirmié, joten —k = —3. Talloin multigraafin G Laplacen matriisi
L(G) on

5 -2 =3 0

-2 3 -1 0

L(G) =
-3 -1 8 -4
0O 0 —4 4

Téastd huomataan, ettd det(L(G)) = 0. Kun Laplacen matriisista L(G) pois-

tetaan rivi 1 ja sarake 3, saadaan pelkistetty Laplacen matriisi

-2 3 0
L(G)s=|-3 -1 —4
0 0 4

Laplacen matriisin L(G) médritelmésta seuraa, ettd sen rivien ja sarak-
keiden summa on nolla. Tam4 tarkoittaa, ettd matriisi L(G) on aina singu-
laarinen eli sen determinantti on nolla ja se ei ole kddntyva. Jos poistetaan
miké tahansa rivi tai sarake matriisista L(G), laskemalla kyseisen matriisin
determinantti saadaan tietdd graafin G virittdvien puiden lukuméira 7(G).

Tama on Kirchhoffin matriisipuulauseen idea, joka esitelldén seuraavaksi.
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3.3 Kirchhoffin matriisipuulause

Lause 3.7. (Kirchhoffin matriisipuulause) Olkoon yhtendinen multi-
graafi G = (V, E), jonka solmujoukko on V' = {1,...,n}. Graafin G virit-

tavien puiden lukuméérd 7(G) voidaan laskea kaavalla
7(G) = (=)™ - det(L(G)im),

kaikilla I,m € V.

Todistus. Todistetaan mukaillen David P. Williamsonin esitystapaa [2].
Merkinnéilld L(G) ja Lg tarkoitetaan Laplacen matriisia graafista G ja
merkinnoilld A[7, j] ja A;; tarkoitetaan pelkistettyd matriisia A, josta on
poistettu rivi ¢ ja sarake j. Todistetaan ensin, ettd Kirchhoffin matriisi-puu
lause toteutuu, kun pelkistetystd Laplacen matriisista on poistettu samanu-
meroinen rivi ja sarake eli kun [ = m. Todistusta varten tarvitaan seuraava

tieto.

Olkoon A € R™™ matriisi ja olkoon A[:] matriisi, jossa matriisista A on
poistettu rivi ja sarake 7. Olkoon my06s F; matriisi, jossa on alkio 1 lavisté-

jaalkioissa (,1) ja alkio 0 muulloin. Silloin
det(A + E;) = det(A) + det(A[i)).

Tamé& on ilmeistd, kun ottaa huomioon determinantin permutaatiosumman

maéaaritelmén
det(A = aij) = Z Sgﬂ(ﬁ)amu)azﬂ(z) ©Ang(n)-

Matriisissa A + E;; lavistdjaalkiona kohdassa i on a; + 1, mutta muuten
se on sama kuin matriisi A. Determinantti matriisista A[i] voidaan esittaa
summana permutaatioita n \ {i}. Saadaan, ettd determinantti matriisista
A + E;; voidaan esittdd alkuperdisen matriisin A determinantti yhteenlas-

kettuna determinantin matriisista A[i] kanssa.
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Todistetaan Kirchhoffin matriisi-puu lause induktioperiaatteella hy6dyn-
tden graafin G solmujen ja sdrmien lukumaérad. Tassa todistuksessa graafi

G voi olla mikd tahansa graafi.

Perusaskel:

Jos triviaali graafi G = (V,()) sisiltdd kaksi solmua, télloin sen Laplacen

0 0
Lo = :

jolloin graafin G pelkistetty Laplacen matriisi on muotoa Lg[i] = [0] ja sen

matriisi on muotoa

determinantti det(Lg[i]) = 0. Graafilla ei siis ole Kirchhoffin matriisi-puu
lauseen mukaan yhtdkdan virittdvad puuta, mikd on haluttu tulos, silld

graafilla G ei ole yhtikdin virittavaa puuta.

Induktioaskel:

Olkoon 7(@G) graafin G virittdvien puiden lukuméérad. Oletetaan, ettd graafi
G voi olla multigraafi eli siind voi olla useampia sdrmié kahden eri solmun
vilissd. Olkoon G — e graafi, jossa graafista G on poitettu sarmai e, ja olkoon
G/e graafi, jossa sdrmi e kutistettu pois. Taméi tarkoittaa, ettd sdrmi
ensin poistetaan ja sitten sen padtesolmut yhdistetdén. Graafi G/e voi olla
multigraafi, joten sdrmélla e voi olla pidtesolmuina 7 ja j, joilla on yhteinen
solmu k. Graafissa G/e on siis kaksi sdrméa yhdistetystd solmusta solmuun
k, koska sarmét {i,k} ja {j,k} tuottavat molemmat sdrmén graafiin G/e.
Kuvassa 19 havainnoillistetaan, miten sidrméin supistaminen tapahtuu. Ku-
tistamisessa mahdollisesti muodostuvat sidrméit pisteesti itseensd voidaan
poistaa, silld ne eivit esiinny missain puussa.

Graafilla G ei ole yhtikdan virittdvaa puuta, jos graafin G solmu i ei ole
minkdin sdrméin paitepiste, koska silloin graafi G ei ole yhtendinen. Talloin
matriisin G Laplacen matriisilla L(G) on nollia rivilla i ja sarakkeella 7. Siten
det(L¢[j]) = det(Lg—;) = 0, kaikilla j € V, kuten on haluttu.

Muussa tapauksessaa voidaan olettaa, ettd kaikilla ¢ € V' on olemassa sirmi

e = (i,7). Mille tahansa virittdville puulle 7" sdrmé e € T tai sdrmé e ¢ T
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Kuva 19: Graafi G/e, josta on kutistettu sirmé e pois. Solmut i ja j on

vhdistetty yhdeksi solmuksi (7, 7).

eli sirmé e joko kuuluu tai ei kuulu virittavidn puuhun 7. Talloin 7(G/e)
ilmaisee niiden graafin G virittdvien puiden 7" lukumé&irin, joissa sirméi e €
T, ja 7(G — e) ilmaisee niiden graafin G virittdvien puiden 7" lukumé&érén,

joissa sirmé e ¢ T. Talloin
7(G) =7(G/e) + T(G — e).

Graafissa G/e on yksi solmu ja yksi sirméd vihemmén kuin alkuperiiselld
graafilla G ja graafilla G — e on yksi sirméa vihemmaén kuin alkuperéisessi
graafissa G.

Tarkastellaan ensin matriisia G — e. Sen Laplacen matriisi eroaa graafin G
Laplacen matriisista vain alkioissa (¢,4), (i, 7), (7,7) ja (J,7). Huomataan, etti

Lgli] = La—.[i] + Ej;. Ottamalla tdmé ja alussa méaritelty tieto, saadaan
det(Lgli]) = det(Lg_.[i] + E};)
= det(Lg_.[i]) + det(Lg_.[4, j])
= det(Lg_c[i]) + det(L¢li, j]),
kun merkintd Lg[i, j] tarkoittaa Laplacen matriisia Lg, josta on rivi i ja

sarake j poistettu. Viimeinen yhtdsuuruus patee, koska kun rivi ¢ ja sarake

7 on poistettu, matriisit Lg ja Lg_. ovat samat.

Tarkastellaan nyt matriisia G//e. Solmut ¢ ja j on yhdistetty yhdek-

si sellaiseksi solmuksi £ siten, ettd matriisin Lg/. yksikdén rivi tai sara-
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ke ei vastaa solmua i tai j. Tdten Lg/.[k] = Lgli,j]. Télloin kaavasta
det(L¢g[i]) = det(Lg_.[i]) + det(Lgi, j]) saadaan

det(Lall) = det(Ld[i)) + det(Le.[K)
=7(G—e)+7(G/e) = 1(G).

Nyt on todistettu, ettd lauseen 3.7 viite toteutuu, kun on poistettu sarake
ja rivi 7 eli [ = m. Seuraavaksi todistetaan, ettd viite toteutuu, kun [ ja
m eivat ole samat eli voidaan poistaa erinumeroiset rivi ja sarake Laplacen
matriisista. Sitd varten esitellddan lemma 3.8.

Olkoon A € R™ " neliomatriisi ja olkoon A; ; matriisi, jossa matriisista A
on poistettu rivi ¢ ja sarake j. Olkoon neliomatriisin A kofaktorimatriisi C' =
(ci;), jonka alkiot toteuttavat c; ; = (—1)"det(A; ;). Matriisin A adjunkoitu
matriisi eli liittomatriisi on sen kofaktorimatriisin C' transpoosi eli adj(A) =

CT. Lauseen 2.17 mukaan
A-adj(A) = det(A)I.

Graafin G Laplacen matriisin Lg kofaktorin (i,7) determinantti on 7(G),

koska lauseen 3.7 viite toteutuu, kun on poistettu sarake ja rivi ¢ eli [ = m.

Lemma 3.8. Olkoon yhtendisen graafin G Laplacen matriisin L = L(G) ko-
faktorimatriisi C' = (¢; ), jonka alkiot toteuttavat ¢; ; = (—1)"det(L(G); ;).
Talloin toteutuu

Cij = Ciji,
kaikilla ¢, j € {1,...,n}. Pelkistettyjen Laplacen matriisien L(G);; determi-

nantit ovat taten aina samat kuin pelkistettyjen Laplacen matriisien L(G); ;.

Todistus. Lemman todistus on jaettu neljdén vaiheeseen.
(1) Koska jokaisen Laplacen matriisin rivin alkioiden summa on nolla, niin

toteutuu
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aq 0

(2)Jos L | : | = |:| niina; = ay = --- = a,. TAmAi seuraa siitd, ettd graafi
an, 0

G on yhtendinen. Olkoon a = max{ay,as,...,a,}. Jos i,5 € {1,...,n} ovat

sellaisia, ettd a; = a ja solmut i ja j ovat vierussolmuja graafissa G eli
a 0

solmujen ¢ ja j valissd on sarméi, niin myos a; = a. Nimittain L |:| =

ay 0 a— ap 0
jaL || =1:],joten L : = | :|. Tarkastellaan matriisin L rivii
an 0 a— ay, 0
i. Se on muotoa (b, ...,b,), missd b; on solmun ¢ aste graafissa G ja —b;
on solmujen ¢ ja j olevien sdrmien lukumééra graafissa G, kun ¢ # j. Koska
a— ay 0
(b1,...,bn) : = |:| jaa—a; =0, saadaan

a— ay, 0

Vizi(—bj)(a —a;) = 0.

Téssd —b; > 0 ja a —a; > 0, kaikilla ¢ # j, joten alkio @ — a; = 0 aina,
kun b; # 0. Toisin sanoen a; = a, jos ¢ ja j ovat vierussolmuja. Koska graafi

G on yhtendinen, saadaan tdstd helpolla induktiolla, ettd a; = a kaikilla

je{l,...,n}.
(3) Ensimméisesté vaiheesta seuraa

det(L) = 0.

Jos olisi det(L) # 0, niin kiiéinteismatriisi L™! olisi olemassa. Ensimméisen

vaiheen mukaan

mik4 johtaa ristiriitaan.
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(4) Matriisin L liittomatriisi on n X n-matriisi muotoa
C1,1 C21

adj(L) = |c12 c22 -+,

missé alkio kohdassa j,7 on ¢;; = (—1)""det(A; ;). Lauseen 2.17 mukaan
L -adj(L) =det(L) - I,

joka on nollamatriisi kolmannen vaiheen seurauksena. Tarkastellaan matriisin

adj(L) saraketta 7, jolloin saadaan

Ci1 0
L- =
Cin 0
Toisen vaiheen mukaan ¢;; = ¢;2 = -+ = ¢;, eli ¢;; = ¢;;. Taten lemman

viite toteutuu.

]

Lemman 3.8. mukaan Laplacen matriisien L(G);; determinantit ovat ai-
na samat kuin Laplacen matriisien L(G);;. Sen seurauksena saadaan, ettd
lauseen 3.7 viite toteutuu, kun [ ja m voivat olla erit eli Laplacen matriisista
voidaan poistaa erinumeroiset rivi ja sarake. Téten lause 3.7 on todistet-
tu. [

Havainnollistetaan Kirchhoffin matriisipuulauseen kiytto4 kahden esimer-

kin avulla.

Esimerkki 3.9. Selvitetdan esimerkin 2.17 graafin GG virittdvien puiden lu-

kumdéiré, kun graafin G pelkistetty Laplacen matriisi L(G)2 3 on muotoa

2 -1 -1
L(G)as=10 -1 -1
-1 -1 3
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Kirchhoffin matriisipuulauseen mukaan
7(G) = (=1)*™. det(L(G)im)
= (—1)2+3 . det(L(G)Zg)
(—=1)-(-8) =8.

Kirchhoffin matriisipuulauseen mukaan graafilla G on kahdeksan virit-
tavad puuta, mikd vastaa esimerkissd 2.17 esitettyjd kahdeksaa graafin G

virittavad puuta.

Esimerkki 3.10. Kuvassa 20 on graafi G. Selvitetdin, kuinka monta virit-

tavid puuta on graafilla G.

Kuva 20: Graafi G.

Graafin G solmujoukko on {1,2,3,4,5}. Lasketaan ensin graafin G jokai-

sen solmun aste, jotta saadaan matriisin G' Laplacen matriisin lavistdjialkiot.
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Télloin graafin G Laplacen matriisi L(G) on muotoa

(3 0 -1 -1 —1]
0 2 0 -1 -1
LG)=1]-1 0 3 -1 -1
-1 -1 -1 3 0
-1 -1 -1 0 3

Poistetaan graafin G Laplacen matriisista L(G) rivi 3 ja sarake 4. Saadaan

graafin G pelkistetty Laplacen matriisi L(G)3 4, joka on muotoa

3 0 -1 -1
0o 2 0 -1
-1 -1 -1 0
-1 -1 -1 3

L(G)374 =

Kirchhoffin matriisipuulauseen mukaan

7(G) = (=)™ - det(L(G)im)
= (—1)3+4 . det(L(G)3’4)
=(=1)-(—24) = 24.

Kirchhoffin matriisipuulauseen mukaan graafilla G' on 24 virittavaa puuta.

Jopa yksinkertaiselle graafille, kuten esimerkissi 3.9 determinantin las-
keminen pelkistetystd Laplacen matriisista voi olla tyolasta. Laskeminen voi
olla helpompaa valitsemalla eri rivi ja sarake Lapacen matriisista poistetta-
vaksi, mutta se voi yhé olla uuvuttavaa. Seuraavassa osiossa esitellaian no-

peampi tapa laskea taydellisten graafien virittdvien puiden lukumééra.
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4 Taydellisten graafien virittavien puiden lu-

kumaarat

Tassé luvussa esitelldédn ensin matriisin determinanttilemma ja sen avulla
lemma 4.2, jotka ovat tunnettuja tuloksia lineaarialgebrasta. Sen jilkeen hyd-
dynnetdan niitd graafin virittdvien puiden lukuméérin laskemiseen, kun on
kyseessd tdydellinen graafi, tdydellinen kaksijakoinen graafi tai tdydellinen
k-jakoinen graafi ja havainnollistetaan tilanteita esimerkein. Tama luku poh-

jautuu lihteeseen [3].

4.1 Matriisin determinanttilemma

Lemma 4.1. (Matriisin determinanttilemma) Olkoon matriisi A muo-

toa n x n, ja olkoot u ja v avaruuden R" sarakevektorit. Silloin
det(A + uv’) = det(A) + vl adj(A)u.
Erityisesti, jos matriisi A on kdantyva, niin talldin
det(A +uv’) = det(A)(1 +vi A ).
Todistus. Kun matriisi A on sdédnnollinen eli kddntyva, toteutuu yhtilo
A-adj(A) =det(A) - 1.

Kun kerrotaan yhtilén molemmat puolet matriisin A kiifinteismatriisilla A1,

saadaan
adj(A) = det(A) - AL,

Kun jaetaan yhtdlén molemmat puolet puolet matriisin A determinantilla,
saadaan

1

~ det(A)

Tarkastellaan ensin tilannetta, ettd matriisi A on identiteettimatriisi /. Tar-

-1

adj(A).

kastellaan talloin tuloa
I Ol |I+uvl u I 0 I u
|

0 1+viu

0 1] [=vT 1
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Yhtéalon vasemman puolen determinantti koostuu kolmen matriisin deter-
minanttien kertolaskusta. Koska yhtdlon vasemman puolen ensimméinen ja
kolmas matriisi ovat alakolmiomatriiseja, joiden lavistijialkiot ovat ykkosia,
niiden determinantit ovat yksi. Yhtédlon vasemman puolen determinantti siis
méardytyy keskimmaéisen matriisin determinantista. Yhtdlon oikean puolen

determinantti on 1 + v'u. Téstd saadaan
det(I +uv’) =1+ viu
Tasta saadaan kdantyvélle matriisille A

det(A +uv?) = det(A)det( + (A u)v?)
= det(A)(1+ v (A ).

1
. . ea] e o 71 . . .
Sijoitetaan yhtdloon A~ = —det(A) adj(A) ja saadaan
1
det(A +uv?’) = det(A)(1 +vT - dot(A) adj(A) - u)

= det(A) + v'adj(A4)u.

Nyt on todistettu, ettd matriisin determinanttilemma toteutuu kaantyval-
le matriisille A. Jos matriisi A ei ole kiddntyvi, niin det(A) = 0. Kaikilla
riittavéan pienilld positiivisilla luvuilla x > 0 toteutuu det(A + xI) # 0, sil-
14 det(A + zI) = 0 vain &irellisen monella arvolla z, koska determinantti
det(A 4+ zI) on z:n polynomi astetta n.

Kiytetdin kaavaa det(A + uv?) = det(A) + vTadj(A)u kiidintyville matrii-
seille A, = A+ xI. Saadaan

det(A, +uv’) = det(4,) + v’ adj(A,)u.

Otetaan raja-arvo yhtdlon molemmilta puolilta erikseen, kun x ldhestyy kohti

nollaa positiiviselta puolelta. Yhtdlon vasemmasta puolesta saadaan

lim det(A, +uv’) = det(A + uv’).

z—0t

Yhtalon oikeasta puolesta saadaan

lim det(A,) + v’ adj(A,)u = det(A) + v adj(A)u.

z—0t
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Téaten saadaan myos ei-kidantyville matriisille A

det(A 4+ uv?) = det(A) + viadj(A)u.

Matriisin determinanttilemmasta seuraa seuraava tulos.

Lemma 4.2. Olkoon G graafi, jolla on solmujoukko V' ja Laplacen matriisi

L. Olkoon u = (u;)iey ja v = (v;);eyv sarakevektorit avaruudessa RY. T#llsin

det(L+uv’) = (D w)- () _w)-7(G).
ieV ieV
Todistus. Olkoon 1yy muotoa | V | x | V | oleva ykkdsmatriisi ja ol-
koon 1y sarakevektori, joka on muotoa | V' | x1 ja sen alkiot ovat ykko-
sid. Kirchhoffin matriisipuulauseen avulla jokainen kofaktori Laplacen mat-
riisista L on 7(G), joten liittomatriisi adj(L) voidaan kirjoittaa muodossa
7(G)1lyy = 7(G)1y1]. Téten matriisin determinanttilemman avulla saa-

daan

det(L +uv’) = det(L) + v adj(L)
=0+v (r(G )1vlv>
= v'1y)(1Tuw) - 7(G)

Zul Z v;) - T(G).

eV eV

u

u

]

Seuraavaksi esitelliin, miten voidaan hyodyntdd lemmaa 4.1 graafin vi-
rittdvien puiden lukumaérén laskemiseen, kun on kyseessa taydellinen graafi,
taydellinen kaksijakoinen graafi tai tdydellinen k-jakoinen graafi. Taydellises-
si graafissa jokaisen kahden eri solmun vélissé on sdrmaé. Lisdksi tdydellisessé
kaksijakoisessa ja k-jakoisessa graafissa kahden solmun vilissd on sdrmaé aina,
kun solmut kuuluvat eri osajoukkoihin. Seuraavaa tulosta kutsutaan Cayleyn

kaavaksi ja sitd on kiytetty laajalti numeratiivisessa kombinatoriikassa.
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Lause 4.3. Tiydellisen graafin K, virittivien puiden lukumiiri on n"~2.

Todistus. Taydellisen graafin K,, Laplacen matriisilla L(K,) on arvo n — 1
jokaisella livistdjdalkiolla ja —1 muulloin. Téten L(K,)+ 1,11 = nl,, missi

I, on muotoa n X n oleva identiteettimatriisi. Lemman 4.2 nojalla saadaan
n*1(K,) = det(nl,) = n".

Tasta saadaan

Havannoillistetaan lauseen 4.3 kiyttod esimerkin avulla.

Esimerkki 4.4. Kuvassa 21 on téiydelliset graafit K4, K5 ja Kg. Lasketaan

taydellisten graafien K4, K5 ja Kg virittdavien puiden lukuméarat.

Kuva 21: Taydelliset graafit K4, K5 ja K.

Taydellisen graafin K, virittdvien puiden m#éara on lauseen 4.3 mukaan
T(Ky) = 472 = 4> = 16.
Téaydellisen graafin K virittavien puiden méaéra on lauseen 4.3 mukaan
7(K5) =572 = 5° = 125.
Taydellisen graafin K¢ virittavien puiden méaéra on lauseen 4.3 mukaan
7(Kg) = 6572 = 6* = 1296.
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Lause 4.5. Téydellisen kaksijakoisen graafin I, , virittdvien puiden luku-

mairda on m"» Inm 1,

Todistus. Taydellisen kaksijakoisen graafin K, ,, solmujoukko on jaettu kah-
teen m- ja n-alkioiseen osajoukkoon Vi ja V5. Laplacen matriisi graafista

K, on lohkomuodossa

nIm _1m,n
=[]

Olkoon 1y, € R™*" indikaattorivektori solmuille joukossa V. Toisin sanoen
jokainen alkio, mika on indikoitu joukon V; solmuille, on 1 ja kaikki muut ovat
0. Samoin tavoin olkoon 1y, idikaattorivektori joukon V5 solmuille. Tall6in

L(K, ) + 1y,17, muodostaa ylikolmiolohkomatriisin

nIm _1m,n
L(Kmy) 4+ 1,1, = [ ] :

Om,n mIn
Lemman 4.2 nojalla siitd saadaan

= det(L(Kpn) + 11,17,)
= det(nl,) - det(ml,)

Tasta saadaan

Havannoillistetaan lauseen 4.5 kiyttod esimerkin avulla.

Esimerkki 4.6. Kuvassa 22 on taydelliset kaksijakoiset graafit K53 ja K3 3.
Lasketaan tdydellisten kaksijakoisten graafien K3 ja K33 virittdvien puiden

lukumaéairat.
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Kuva 22: Taydelliset kaksijakoiset graafit Ky 3 ja K3 3.

Téydellisen kaksijakoisen graafin K 3 virittavien puiden maéra on lauseen

4.5 mukaan
T(Kppn) = m" n™ 1
T(Ky3) = 2°713%7!
=4-3=12.
Téydellisen kaksijakoisen graafin K33 virittdvien puiden méédrd on lauseen
4.5 mukaan
T(Kpp) = m" n™?
T(Ks3) = 3771371
=9.9=28l1.
Lause 4.7. Olkoot nq, ..., n; positiivisia kokonaislukuja ja olkoon n = n; +

---+ny. Taydellisen k-jakoisen graafin K,,, ., virittdvien puiden lukuméira

voidaan laskea kaavalla
k

T(Kn1,...,nk) = ph2 H(n — nﬁ,)”i*l'

i=1
Todistus. Olkoon K = K, ,, jaV =V(K)={vy,...,v,} jirjestetty niin,
ettd vy, ...v,, muodostavat joukon Vi, ettd vy, 11, ... Upn,+n, muodostavat jou-
kon V5 ja niin edelleen. Talloin Laplacen matriisi graafista K sisdltda lavis-

tajalla lohkot (n — n;) 1L, missd i = 1,--- , n, ja kaikki arvot ovat —1 néiden
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lohkojen ulkopuolella. Témé tarkoittaa, ettd L(K)+1yy = L(K)+1y1yr on
lohkolédvistdjamatriisi, jonka lavistajialohkot ovat muotoa (n—n;)1,, + 1,%12[_.
Matriisin determinanttilemman nojalla jokaiselle ldvistajilohkolle

det((n — ny) 1, + 1m1£i) =det((n —n;)1,,)(1 + 1,15 ((n — ni)Ini)_l)

1
=(n—mn)"(1+ 1,1
(n =) (14 1, 1 )

)

n;

— (n —ny)™(1
(n—ny)"( +n—ni

=(n—n)" ' n,

Téten lemman 4.2 nojalla saadaan
n*7(G) = det(L(K) + 1y1yr)

]

Esimerkki 4.8 havainnollistaa, kuinka graafia voidaan hyodyntda mallin-
tamaan matemaattista ongelmaa. Matemaattisten ongelmien ratkaisemista

graafien avulla on kisitelty lédhteessa [9].

Esimerkki 4.8. Graafien avulla voidaan mallintaa tietokoneverkkoja. Tal-
16in verkon koneet ovat graafin solmuja ja sdrmét ovat yhteyksid koneiden
vélilld. On tarkedd, ettei yhden koneen yhteyden katkeaminen katkaise verk-
koa. Selvitetdin, miten monella eri tavalla kaikki verkon koneet voivat olla
kytkettynd toisiinsa, kun tietokoneverkostoa mallintaa kuvan 23 téydellinen

4-jakoinen graafi.

Selvitetdan, miten monella eri tavalla kaikki verkon koneet voivat olla

kytkettyna toisiinsa eli lasketaan tdydellisen 4-jakoisten graafin virittdvien
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Kuva 23: Taydellinen 4-jakoinen graafi K532 .

puiden lukumaédra. Téaydellisen 4-jakoisen graafin Kj 399 solmujen mééard on
n=n;+ny+n3+ng =2+34+2+2=9 jasolmujen osajoukkoja on k = 4.

Talloin virittdvien puiden méard on lauseen 4.7 mukaan

k
T(Knynanging) = n*=? H(n — )"

4
T(Kgyg’gyg) = 94_2 H(g — ni)”i_l.

=1
=81((9—2*"+(9-3)*1T+(9-2*"1+(9-2)*"1
=81(7+36+7+7) = 81 -57 = 4617.

Tietokoneverkoston koneet voivat olla kytkettyna toisiinsa 4617:114 eri taval-

la.
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5 Yhteenveto

Tutkielman tarkoituksena on tutustuttaa lukija graafien peruskisitteisiin,
graafien virittdviin puihin ja graafien virittdvien puiden lukuméaéran laskemi-
seen. Graafiteoriaa voidaan soveltaa monen eri alan ongelmiin, kuten tieto-
jenkasittelytieteisiin. Graafit ovat erinomaisia tyokaluja erilaisten matemaat-
tisten ongelmien ratkaisemiseen ja niiden avulla demonstroidaan, tutkitaan
ja analysoidaan erilaisia tietoverkkoja.

Graafi koostuu dérellisestd joukosta solmuja ja niitd yhdistavistd sarmista.
Multigraafi on graafi, jossa voi olla enemmén kuin yksi sdrmé kahden eri sol-
mun vélissd. Graafi on tdydellinen, jos jokaisen kahden eri solmun vilissi on
sdrmé. Puu on sykliton ja yhtendinen graafi ja puiden avulla voidaan havain-
nollistaa monia eri ilmi6itd, kuten molekyylien rakenteita. Graafin virittava
puu on puu, joka sisdltda kaikki alkuperiisen graafin solmut. Virittavat puut
ovat tarkeitd erilaisten verkkojen suunnittelussa, kuten sihko-, liikenne- tai
dataverkko.

Graalfilla voi olla lukuisia virittdvid puita ja niiden kaikkien listaaminen on
usein hyvin tydlasta. Sen takia on keksitty erilaisia lineaarisen algebran keino-
ja, miten graafin virittdvien puiden lukuméérin saa kitevimmin selvitettya.
Kirchhoffin matriisipuulauseen avulla voidaan selvittda graafien virittavien
puiden lukumaéiréd pelkistetystd Laplacen matriisista. Laplacen matriisissa
lavistdjaalkioiden paikalle tulee graafin solmujen asteet ja muiden alkioiden
paikalle -1, jos solmut 7 ja j ovat vierussolmuja eli niiden valilld on sdrm4, tai
0 muulloin. Kun Laplacen matriisista poistetaan jokin rivi ja jokin sarake,
saadaan pelkistetty Laplacen matriisi.

Tassa tutkielmassa esitellidn nopeampi tapa laskea tdydellisien graafien vi-
rittdvien puiden lukumé&dri. Téydellisen graafin K, virittdvien puiden lu-
kumiirid on n"~2, tiydellisen kaksijakoisen graafin K, , virittivien puiden
lukuméérd on m"~'n™~! ja tiydellisen k-jakoisen graafin K,,, ., virittivien

puiden lukumaééra voidaan laskea kaavalla

T(Km,...,nk) = nkfz H(n _ ni>m*1.
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Tassé tutkielmassa aihe on rajattu maarittdméadn graafin virittavien puiden
lukuméédra, ja sen takia tutkielmassa ei perehdytéd eri tapoihin muodostaa
graafista virittdva puu. Tulevissa tutkielmissa ndmé kaksi aihetta voisi yh-
distdd. Téassd tutkielmassa on esitelty nopeammat tavat laskea virittdvien
puiden lukumééra, kun kyseessa on taydelliset graafit. Tulevissa tutkielmis-

sa voi laajentaa erilaisia algebran keinoja myos muihin graafeihin.
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