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Kvanttimekaniikan matemaattinen rakenne johtaa tuloksiin, joiden mukaan on ole-
massa sellaisia operaatioita, joita ei yleisesti ole mahdollista toteuttaa. Naitd tu-
loksia kutsutaan kieltolauseiksi. Tunnettuja esimerkkeja kieltolauseista ovat muun
muassa kloonaamisen kieltolause ja informaation hévittdmisen kieltolause. Tuorein
lisdys kieltolauseiden joukkoon on kvantti-informaation naamioinnin kieltévi lause.
Informaation naamiointi on operaatio, jossa jonkin tilan sisdltamaé informaatio ha-
jautetaan yhdistetylle systeemille siten, ettd yksikdin osasysteemi ei sisilld lainkaan
informaatiota; kaikki alkuperdinen informaatio on siirretty osasysteemien vélisiin
korrelaatioihin.

Naamioinnin kieltolauseen mukaan yhdelld naamiointioperaatiolla ei ole mahdollista
naamioida mielivaltaista kvanttitilaa kahdelle systeemille. Kutakin operaatiota vas-
taavan naamioitavien tilojen joukon rakenne ei kuitenkaan ole triviaali, ja rakenne
riippuu naamiointikuvauksen ominaisuuksista.

Tutkielmassa esitellddn kvantti-informaation naamiointioperaatio ja siihen liittyva
kieltolause. Naamioitavien tilojen joukon rakenteen tarkeimpid ominaisuuksia kos-
kevat lauseet kiydaidn liapi todistuksineen. Lisdksi tarkastellaan kahta tapaa kier-
tad kieltolauseen asettamat rajat, approksimatiivista ja probabilistista naamiointia.
Lopuksi naamioinnin kieltolausetta vertaillaan muutamaan muuhun merkittavaan
kieltolauseeseen.

Asiasanat: kvantti-informaatio, kieltolause, naamiointi
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Johdanto

Jo kvanttimekaniikan alkuajoista ldhtien on tiedetty, ettd klassisessa ja kvanttimaa-
ilmassa vallitsevat erilaiset sdannot. Jotkin klassisesti mahdolliset tapahtumat ovat
kvanttimekaniikan lakien vastaisia, ja toisaalta on olemassa klassisesti mielipuolisilta
kuulostavia ilmi6ita, jotka ovat kvanttimekaniikassa arkipaivaé.

Yksi merkittava esimerkki klassisen ja kvanttimaailman eroista on kvanttimeka-
niikan kieltolauseet (engl. no-go theorems). Nimensd mukaisesti ndmai lauseet kieltd-
vit jonkin operaation kvanttisysteemeille tai kvantti-informaatiolle, vaikka vastaava
operaatio olisi klassisen fysiikan maailmassa tédysin mahdollinen. Tunnetuin kielto-
lauseista lienee kloonauksen kieltolause, jonka mukaan mielivaltaisesta kvanttitilasta
ei ole mahdollista tehda tiydellistd kopiota [1]. Klassisissa fysiikan teorioissa mikdan
ei periaatteessa esti rakentamasta laitetta, joka kopioisi laitteeseen syotettavin sys-
teemin tilan tiydellisesti.

Vuonna 2018 Modi et al. esittelivit uuden tuloksen kieltolauseiden kasvavaan
joukkoon [2]. Naamioinnin kieltolause kieltdd sellaiset operaatiot, jotka pystyvét
naamioimaan mielivaltaisen tilan sisidltdman kvantti-informaation. Naamiointi on
kvantti-informaatioteoreettinen protokolla, jossa yhden kvanttisysteemin sisdltama
kvantti-informaatio siirretdén useammasta osasysteemistd koostuvaan yhdistettyyn
systeemiin siten, ettd informaatio siirtyy yksinomaan osasysteemien vélisiin korrelaa-
tioihin eli keskindisiin riippuvaisuuksiin, eikd yksikddn osasysteemi yksindan sisélla
lainkaan alkuperdistéd informaatiota. Toisin sanoen naamioitu kvantti-informaatio on
palautettavissa vain tarkastelemalla yhdistettyd systeemid kokonaisuutena, ja vain
vhté osasysteemié tutkimalla alkuperiiseen informaatioon ei ole mahdollista péadsta
késiksi.

Luvussa 1 kiydaan lyhyesti liapi tarkeimmét tutkielmassa hyodynnettavit mate-
maattiset tyokalut. Luvussa 2 méaritelladn informaation naamiointi kvanttisystee-

meihin, ja luvussa 3 esitellddn naamioinnin kieltolause. Sen jilkeen syvennytéan tar-



kastelemaan, millaista informaatiota on mahdollista naamioida eri tilanteissa. Luku
4 esittelee kaksi mahdollista lihestymistapaa kieltolauseen kiertdmiseksi, ja tarkaste-
lee niiden toimivuutta ja tehokkuutta. Luvussa 5 tarkastellaan kvantti-informaation
naamioinnin sovelluksia ja naamioinnin kieltolauseen seurauksia. Lopuksi luvussa 6
verrataan eri kieltolauseita vastaavien tilajoukkojen keskin#isid suhteita, ja sijoite-

taan naamioinnin kieltolause sitd vanhempien tulosten hierarkiaan.

1 Matemaattisia tyokaluja

Tama luku sisdltdd lyhyen katsauksen merkittdvimpiin tutkielmassa kiytettiviin
matemaattisiin tyokaluihin. Kvanttimekaniikan peruskasitteet — Hilbertin avaruu-
det, tilat, operaattorit — oletetaan padosin tunnetuiksi.

Lyhyena kertauksena tutkielman merkintatapojen kiinnittamiseksi: d-ulotteisen
kvanttisysteemin A tila-avaruutta merkitdin H%, ja jos systeemin ulottuvuudel-
la ei ole merkitystd, H4. Systeemin puhtaita tiloja vastaavat ket-vektorit, joilla
esimerkiksi tila 1) systeemissd A merkitadn |¢) 4. Yleisemmin tilojen kuvaamiseen
kiytetadn tiheysmatriiseja p4. Puhtaan tilan |¢)4 tiheysmatriisi saadaan laskusta
pa = |1)a(|a. Sekoitetut tilat on mahdollista esittdd vain tiheysmatriisin avulla;
ne eiviit vastaa mitddn ket-vektoria.

Kahdesta tai useammasta osasysteemistd A, B, ... koostuvan yhdistetyn systee-
min tila-avaruus muodostetaan osasysteemien tila-avaruuksien tensoritulolla,
Hap.. = Has®@Hp @ .... Yhdistetyn systeemin tiloja merkitdén normaalisti [1)) 4 ®
lp) g tai |¢) ®|p), missd 1)) € Ha ja |p) € Hp. Mikili sekaannuksen mahdollisuutta
ei ole tai esitys olisi tdysin merkinnoin vihemmén selked, kiytetdian lyhyempad mer-
kintdtapaa |1)|p), ja etenkin konkreettisia esimerkkejé késitellessa edelleen tiiviim-
péd muotoa |1p) — esimerkiksi kahdesta kubitista koostuvan yhdistetyn systeemin

erds tila merkitdén |00).



1.1 Lomittuminen

Maaritelma 1. Yhdistetyn systeemin Ha®@Hp tila |V) 45 on lomittunut, mikdli se
ei ole hajoava. Hajoavat tilat ovat sellaisia tiloja |P)ap € Ha ® Hp, jotka voidaan

kirjoittaa muodossa |) a4 @ @), missi [1) € Ha ja |¢) € Hp.

Lomittunutta tilaa ei siis ole mahdollista erotella osasysteemien tilojen yhdistel-
maksi, vaan ainoastaan yhdistetyn systeemin tila voidaan méaaritella tdysin: osasys-
teemien tilat ovat riippuvaisia toisistaan.

Tarkastellaan esimerkkind kahdesta kubitista koostuvan yhdistetyn systeemin
tiloja |U)ap = \/% (|01) + |10)) ja |P)ap = %(|00> + |10) + |01) + |11)). Jalkimmai-
nen tila on hajoava, silli se voidaan kirjoittaa muodossa [®)ap = 1(|0) + [1))a ®
(|0) + |1))p. Osasysteemit voidaan kirjoittaa erilleen, ja ne ovat kumpikin tilassa
\/LQ(|O) +|1)). Ensimmaéinen tila, |¥) 45, puolestaan on lomittunut, silla siité ei voi-
da eritelld osasysteemien tiloja. Huomioitavaa kuitenkin on, ettd termit [01) ja [10)
erillidn ovat hajoavia tiloja, ja yleisesti mikd tahansa lomittunutkin tila voidaan
lausua hajoavien tilojen lineaarikombinaationa [3].

Y1la olevasta esimerkistid voidaan ndhda myos ero osasysteemien vélisissd kor-
relaatiooissa hajoavan ja lomittuneen tilan vélilla. Jos osasysteemille A suoritetaan
mittaus, kun yhdistetty systeemi on lomittuneessa tilassa |V) 45, systeemi B havai-
taan sen jilkeen aina vastakkaisessa tilassa: A:n mittaustuloksen ollessa |0) osasys-
teemille B tehdyn mittauksen tulos on aina |1). Hajoavalla tilalla tallaista yhteytta
mittaustulosten valilld ei ole: jos A:lle suoritetaan mittaus ja saadaan tulokseksi |0),
B on edelleen tilassa \%(|O) +|1)), ja sille suoritettavan mittauksen tulosta ei voida

ennustaa.

1.2 Osittainen jalki

Yhdistetyn systeemin H 4 ® Hp tilasta |¥) 4p saadaan osasysteemien tiheysmatriisit

pa ja pp ottamalla osittainen jalki tilasta |¥),p. Osasysteemien tiheysmatriiseja



kutsutaan myos yhdistetyn systeemin marginaalitiloiksi.

Osittainen jalki méadritellddn hajoavalle tilalle p4p kuvauksena

pp = Tra([¥)a(¥]a ® @) els) = (Tr|[P)al]a) ® [0)B{pls, (1)

eli ottamalla jalki vain toisen osasysteemin yli. Lomittuneille tiloille osittainen jalki
yleistyy ilmeiselld tavalla, kun sen vaaditaan olevan lineaarinen kuvaus: lomittuneet

tilat voidaan esittdd hajoavien tilojen lineaarikombinaationa [4].

1.3 Schmidtin hajotelma

Schmidtin hajotelma on tapa esittdd yhdistyneen kvanttisysteemin puhdas tila osa-
systeemien Hilbertin avaruuksien ortonormaalien tilojen avulla. Hajotelma on kéte-
va, kun osasysteemien tiheysmatriiseja halutaan késitelld erikseen: tiheysmatriiseilla

on samat ominaisarvot.

Lause 1. Olkoon Ha ja Hp Hilbertin avaruuksia. Jokainen yhdistetyn systeemin

Ha ® Hp puhdas tila |V) voidaan esittid muodossa

W) = Zki’@iﬂbz’% (2)

missa {|a;)} on joukko ortonormaaleja tiloja Ha:ssa ja {|b;)} joukko ortonormaaleja
tiloja Hp:ssa, ja d = min(da,dg). \; ovat Schmidtin kertoimia, joille pitee Y, \? =

1. Esitysmuotoa (2) kutsutaan Schmidtin hajotelmaksi [4/.

Todistus. Yleisessé tapauksessa dim(H,4) # dim(#Hg), jolloin puhdas tila [¢) €

Ha ® Hp kirjoitetaan muodossa

da dp

W) =" auli)lk), (3)

j=1 k=1
missé a;;, ovat dg X dp kompleksisen kerroinmatriisin A alkiot, ja |j) ja |k) ovat osa-
systeemien ortonormaaleja kantavektoreita. Yleisyyttd loukkaamatta voidaan olet-

taa, ettd dy < dp.



Kerroinmatriisi A voidaan kirjoittaa singulaariarvohajotelmaksi muotoon
A=UAY, (4)

missd U ja V ovat dy X d4 ja dg X dp unitaarimatriiseja, ja A on dy x dp diago-
naalimatriisi, jolla on min(da, dp) nollasta poikkeavaa alkiota. Sijoittamalla taméa

hajotelma yhtdloon (3) saadaan

da dp dp

[0) =Y D> wjidsvi|g)|k). (5)

j=1 i=1 k=1
Koska |7) ja |k) ovat ortonormaaleja kantoja ja U ja V' unitaarisia matriiseja, myos

vektorien
lar) = uli) ja b)) =) vulk) (6)
J k

joukot ovat ortonormaaleja joukkoja H 4:ssa ja ‘Hp:ssda. Huomioimalla, ettd a; = 0,

kun ¢ > d4, voidaan |¢) nyt kirjoittaa muotoon

) = Z&ii|a¢>|bi>, (7)

ja kun vield merkitddn a; = );, saadaan haluttu esitysmuoto. Hajotelmasta néh-
dadn osittaiset jiljet ottamalla, ettd A\? ovat osasysteemien tiheysmatriisien ominai-
sarvoja: pa = y_, Ailak){ax| ja pp = >, A2|br)(bk|, ja edelleen niihdéiéin matriisien

ominaisarvojen olevan samat. O]

Hajotelmassa esiintyvid vektoreita |a;) ja |b;) kutsutaan systeemien A ja B Sch-
midtin kannoiksi, ja nollasta poikkeavien kertoimien \; lukuméaéré on tilan |¥) Sch-
midtin luku Sch(|¥)). Yhdistetyn systeemin tilan Schmidtin luku on erds tapa ku-
vata systeemin lomittumisen méaraa: tulotiloilla se on aina 1, ja mitd suurempi se
on, sitd useampi vektori tarvitaan kuvaamaan lomittuneiden systeemien tilaa. Yk-
kosesta poikkeavaa Schmidtin lukua voidaankin pitdéd erdéné lomittuneen tilan méaa-
ritelménd. Schmidtin luku my6s kuvaa tilan |¥) dimensiota: tilan méérittelemiseen

tarvitaan Sch(|¥)) ortogonaalista vektoria [5].



Koska Schmidtin hajotelma on térked tyokalu myohemmin tutkielmassa, tarkas-
tellaan kahta esimerkkid hajotelman laskemisesta. Olkoon A ja B kubittisysteemejé,
jolloin niiden Hilbertin avaruudet ovat H?, ja olkoon |¥) = 1(]00)+|01)+|10)+|11))

puhdas tila yhdistetyssi systeemissd Ha ® Hp. Tilan |¥) kerroinmatriisi A on

1(1 1
A=—
2

jolle singulaariarvohajotelmaksi saadaan

A= . R ) 9
\/51—1 0 0 \/51—1 ¥

Summaamalla tistd ensimmaéisen unitaarimatriisin rivien ja jalkimmaéisen sarak-
keiden yli yhtdlon (6) mukaisesti saadaan Schmidtin kannan vektoreiksi |ag) =
\%(\O) + |1)) systeemissia A ja |by) = \%(!O} + |1)) systeemissid B. Koska matrii-
sin A toinen diagonaalialkio on nolla, ei vektoreilla |a;) ja [b;) ole merkitysts. Niin

saadaan tilan |¥) Schmidtin hajotelmaksi

1 1
W) = E(I(J) +))® 7

Tilan Schmidtin luku ndhdaén suoraan singulaariarvohajotelman diagonaalimatrii-

(10) +11)). (10)

sista: nollasta poikkeavia alkioita on vain yksi, joten Sch(|]¥)) = 1. Tila on siis
tulotila, eikd lainkaan lomittunut. Hajotelmasta voidaan edelleen laskea marginaa-

litiloiksi
pAzsz%(I0><0|+I0><1I+I1><0|+|1><1|) (11)

1 1
- E(ym - |1>)ﬁ(<0‘ + (D,

jotka tosin tissa tapauksessa olisi ollut helppoa laskea alkuperiisestikin muodosta.
Edellistd esimerkkis mielenkiintoisempi on kenties tapaus, jossa osasysteemien
dimensiot ovat erit. Olkoon nyt A kubittisysteemi, ja B kolmiulotteinen systeemi,

jonka kantavektorit ovat siis |0), |1) ja |2). Valitaan yhdistetyn systeemin tilaksi



|0') = %]00) + \/ii|02) + ﬁ]ll) + ﬁg‘lm- Tilan kerroinmatriisille saadaan singu-

laariarvohajotelmaksi

L 0 L
0o -+ 1
2V3 23

0,59 0,08 0,80
0,96 —0,27 0,94 0 O
~ : -1 —0,47 0,84 0,26 |,
0,27 0,96 0 0,33 0
-0,65 —0,53 0,53

josta Schmidtin kantavektoreiksi saadaan
lag) = 0,96/0) +0,27|1) ja |a;) = —0,27]0) + 0,96|1) (12)
ja
|bo) = 0,59]0) + 0,08]1) +0,80[2) ja |by) = —0,47|0) + 0,84|1) + 0,26|2). (13)

Voitaisiin myos laskea |be), mutta se ei esiinny Schmidtin hajotelmassa: hajotelman
termien lukuméird maaraytyy osasysteemeistd pienemmén dimension mukaan. Lu-
kemalla vield matriisin A diagonaalilta hajotelman Schmidtin kertoimet, saadaan

tilan |U’) Schmidtin hajotelmaksi
|¥") = 0,94 (0,96/0) + 0,27|1)) @ (0,59]0) + 0,08|1) + 0, 80]2)) (14)

+0,33- (—0,27]0) + 0,96|1)) ® (— 0,47]0) + 0,84[1) + 0,26]2)).

Hajotelmasta nahdéin tilan Schmidtin luvun olevan kaksi, eli tila on lomittunut.

1.4 Purifikaatio

Schmidtin hajotelmaa hytdyntiden saadaan suoraviivaisesti médriteltyd avaruuden
‘H 4 mielivaltaista tilaa ps vastaava puhdas tila jossain suuremmassa Hilbertin ava-
ruudessa H ® Hg, missid Hg on apusysteemin S Hilbertin avaruus. Hg on ainoas-

taan laskutekninen apuviline, eikd silld tarvitse olla fysikaalista merkitysta. Tata



tilan suurempaan Hilbertin avaruuteen upottamista kutsutaan purifikaatioksi, sil-
14 tuloksena on aina puhdas tila. Purifikaatio on hyodyllinen operaatio kisitellessé
sekoittuneita tiloja, silli puhtaissa tiloissa ei ole lainkaan tilastollisia tai tietamat-
tomyydestéd johtuvia ominaisuuksia.

Miké tahansa kvanttitila py € H4 voidaan upottaa suurempaan Hilbertin ava-
ruuteen H 4 ® Hg siten, ettd on olemassa jokin puhdas tila |U45) € Ha ® Hg, jolle
pa = Trs(|¥as)(Pas|). Koska jokainen tiheysmatriisi voidaan kirjoittaa ortonor-

maalien vektoreiden |y;) avulla muodossa

pa =Y xehw) (xxl, (15)

voidaan edelleen méairitella lomittunut puhdas tila

(Was) = > VXelxe) k), (16)

missé |k) ovat avaruuden Hg kantavektoreita. Suoraan ndhdiin, ettd marginaalitila
pa on haluttua muotoa. Kvanttimekaniikan lineaarisuuden nojalla kaikki tilan py4

fysikaaliset ominaisuudet ovat laskettavissa my6s tilasta W4 [5].

1.5 Hyperkiekoista

Olkoon H n-ulotteinen Hilbertin avaruus, ja Hg sen m-ulotteinen aliavaruus, jonka
kanta on B = {(bj}’]ﬁgol. Merkitadn seuraavassa hyperkiekon méadritelméssi puhtai-

den tilojen [¢)) € H kerroinvektoria rg aliavaruudessa S

ra([¥)) = ((golt)], s [{dm)])" - (17)

Vektorin komponentit ovat siis tilan |¢) sisétulo kunkin aliavaruuden kantavektorin

kanssa.

Maaritelma 2. Olkoon S joukko puhtaita tiloja H:ssd. S on hyperkiekko, jos sen



virittdmalld aliovaruudella Vs = span(S) on ortonormaali kanta B, jolla

re(|¥) =r V[Y) €S, (18)
re(|[¥) #r V[Y) 5. (19)

Tdssa T on hyperkiekon madrittava vakiovektori, jonka kaikki komponentit ovat po-

sitivisia [6].

Yhtapitavasti hyperkiekko voidaan myos maaritelld d-ulotteisten hypertason ja
hyperpallokuoren leikkauspintana, mistd saadaan samanlainen matemaattinen esi-
tys.

Niiden vaatimusten perusteella nihdéén, ettd kaikki puhtaat tilat |¢) m- ulot-

teisella hyperkiekolla S voidaan kirjoittaa muodossa

m

[0(0)) = e |g;), (20)

=1
missi {|¢;)} ovat S:n ortonormaalit kantavektorit, §; € R ovat hyperkiekon para-
metrisoivan reaalivektorin € komponentit, ja r; ovat hyperkiekon méaérittavan vek-
torin r komponentit.

Esimerkkind voidaan tarkastella tapauksia m =1 ja m = 2. 1-ulotteinen hyper-
kiekko on muodossa (20) kirjoitettuna [1(0)) = re®|¢), jossa globaalilla vaiheella
e’ ei ole merkitystii. Se koostuu siis vain yhdesti puhtaasta tilasta. Kun m = 2, hy-
perkiekko on tilajoukko {|¢0) = a|¢o) + be®|p1)|a, b, 0 € R}, missi jilleen globaali
vaihe on vihennetty termeistd. 2-ulotteinen hyperkiekko koostuu siis niista tilois-
ta, jotka ovat vakioetdisyydelld kantavektoreista. Kuvassa 1 on esitetty esimerkkina
kaksiulotteinen hyperkiekko tason ja Blochin pallon leikkauksena.

Téarked erikoistapaus hyperkiekosta on Schmidtin hyperkiekko. Hyperkiekko yh-

distetyn systeemin Hilbertin avaruudessa H 4 ® Hp on Schmidtin hyperkiekko, kun

() = D reiloftof), 1)
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Kuva 1. Kaksiulotteisen hyperkiekon geometrinen esitys. Vihredn Blochin pallon
ja turkoosin tason leikkauksena saadaan punaisella merkitty hyperkiekko. Merki-
tyt pisteet Blochin pallon navoilla ovat hyperkiekon kantavektorit, ja ndhdaén, etta
hyperkiekolle kuuluvat ne tilat, jotka ovat vakioetéisyydelld néistd navoista. Huo-
mionarvoista on, ettd navat eiviat ole kiinnitettyja tiloja, vaan kantaa vaihtamalla
voidaan vaihtaa palloa leikkaavan tason orientaatiota. Kuva artikkelista [6].

missi @ € RY, r; # 0 ja {|¢f¢§3> ?;é on Ha ® Hp:mn ortonormaali kanta. Oleelli-
sesti hyperkiekko on Schmidtin hyperkiekko vain, kun {|¢3-4¢j3 ) ?;é on Schmidtin
kanta — kaikki yhdistetyn systeemin hyperkiekot eivit ole Schmidtin hyperkiekko-
ja. Esimerkiksi hyperkiekko [¥'(0)) = \/Lg(|00> +€“(]01) 4 ]10))) € H* ® H? ei ole
Schmidtin hyperkiekko, silld |01) 4 |10) ei ole tulotila ja n&in ollen ei kuulu yhteen-
kddn Schmidtin kantaan. Voidaan kuitenkin n#hdd, ettd |W/(#)) kuuluu Schmidtin
hyperkiekolle [¥(61,6,)) = —=(/00) + e”1[01) + €*2[10)), kun 60; = 6,.

Edelleen voidaan méaritelld alihyperkiekko: olkoon S hyperkiekko. Sen osajoukko
S’ C S on alihyperkiekko, mikdli S" on my6s hyperkiekko. Edellisessé esimerkissé
siis |W'(0)) on hyperkiekon |W(6y,05)) alihyperkiekko.

Maaritellddn vield hyperkiekon sddnndéllinen osajoukko: olkoon S hyperkiekko.

C on sen sddnnollinen osajoukko, jos
VeNS =C, (22)

missd Ve = span(C).
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Lemma 2. Jos C on S:n sddnnéllinen osajoukko, ehdot dim(C) = dim(S) jaC =S

ovat yhtdpitavat.

Todistus. Koska C on S:n osajoukko, sen virittdméa avaruus Vs on S:n virittdman
avaruuden Vs aliavaruus. Toisaalta télloin jos dim(C) = dim(S), ne virittavit saman
avaruuden, Vs = V. Tésté seuraa, ettd C =V, NS =Vs NS =S. Ehdosta C =S

seuraa triviaalisti, ettd avaruuksien ulottuvuudet ovat samat. O

Sadnnollisilla osajoukoilla on roolinsa luvussa 3.2, kun tarkastellaan naamioita-
van joukon rakennetta. Luvussa hyédynnetdin my0s seuraavaa lemmaa, jonka to-

distus sivuutetaan sen pituuden vuoksi [6].

Lemma 3. Adrellisulotteisen hyperkiekon kaksiulotteinen siinndllinen osajoukko

on joko kaksi erillisti puhdasta tilaa tai kaksiulotteinen hyperkiekko.

2 Mita on kvantti-informaation naamiointi?

Téassa luvussa esitellddn kvantti-informaation naamiointioperaatio. Ennen varsinai-
sen kvantti-informaation naamioinnin maéairitteleméasta havainnollistetaan operaa-

tiota vastaavalla klassisella toimituksella.

2.1 Klassinen informaation naamiointi

Klassinen informaation naamiointi voidaan ajatella tavallisena kryptografisena sa-
laustoimituksena. Esimerkkini voidaan tarkastella Caesar-salakirjoitus, jossa jokai-
nen viestin kirjain korvataan kirjaimella, joka on tietyn madrdan alkuperdista kir-
jainta mychempéana tai aiempana aakkostossa. Esimerkiksi neljan kirjaimen siirto
eteenpéin tarkoittaa, ettd viestissi a korvataan e:lld, b korvataan f:114 ja niin edel-
leen, kunnes aakkoston lopussa siirto kierretdin pdadyn ympéri, ja ¢ korvataan d:lI4.

Salausavaimena toimii tieto siitd, milla kirjaimella mikikin kirjain korvataan.
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Tarkastellaan esimerkkin klassista naamiointioperaatiota. Olkoon Aliisa ja Petri
naamiointioperaation osapuolet. Aliisalla on hallussaan naamioitava viesti
INFORMAATIO, ja Petrin hallussa on kiytettavd salausavain, neljin kirjaimen siirto
eteenpédin. Naamiointi tapahtuu yhdistaméilld osapuolten informaatiot salaamalla
Aliisan viesti Petrin salausavaimella ja hévittdmalld alkuperiinen viesti. Tallin

salattu viesti on

INFORMAATIOO—=

MRJSVQEEZXMS.

Nyt osapuolilla on hallussaan salattu viesti ja salausavain, joista kumpikaan yksi-
ndin ei teoriassa sisilla lainkaan alkuperdisen viestin informaatiota. Voidaan siis
ajatella, ettd viesti on hajautettu osapuolten vilisiin korrelaatioihin, ja vain mo-
lempia systeemejd yhdessa tutkimalla voidaan saada selville alkuperiisen viestin si-
salto. Niin yksinkertaisen esimerkin kanssa tietenkin ndhdéin, ettd kiytdnnossi on
triviaalia purkaa koodaus ja selvittda salatun viestin sisilté. Modernimmilla krypto-
grafisilla menetelmilld salausta ei ole yhtd helppo purkaa ja voidaan kiytidnnossiakin
ajatella informaation olevan hajautettu yhdistetylle systeemille.

Terminologia klassisessa tapauksessa on hieman epéatarkkaa, sillda naamiointipro-
tokollaa on tarpeeton méaritelld tuhansia vuosia tunnetun salausprosessin yhteydes-
si. Kvantti-informaatiolla ero naamioinnin ja muiden vastaavien prosessien vililla

on kuitenkin selvi.

2.2 Kvantti-informaation naamiointi

Kvantti-informaation naamioinnille voidaan antaa kaksi hieman toisistaan poikkea-
vaa madritelméd. Alkuperdisessd Modin et al. [2] madritelméssd systeemin A sisél-
tdma kvantti-informaatio siirretdén A:n siséltdvan yhdistetyn systeemin korrelaa-
tioihin, kun taas vaihtoehtoisessa mm. Dingin et al. [6] kiyttdméssd madritelméssa

tuomarisysteemin R informaatio jaetaan yhdistetylle systeemille AB. Seuraavaksi
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esitellidn tdméa vaihtoehtoinen mairitelmé, silld se sallii monipuolisemman tarkas-

telun.

Maaritelma 3. Olkoon R tuomarisysteemi, jonka sisaltamd kvantti-informaatio
naamioidaan, ja A ja B systeemeji, jotka muodostavat maalisysteemind toimivan
yhdistetyn kvanttisysteemin HaQ@Hpg. Olkoon N joukko puhtaita tiloja Hg:ssd. Jou-
kon N naamiointioperaatio on lineaarinen isometria S : Hp — HaAQHp, joka kuvaa
tilajoukon N tilat |y € N yhdistetyn systeemin puhtaiksi tiloiksi S|yx) = |Vy) €

Ha® Hp siten, ettd tilan |Vy) marginaalitilat ovat identtisid kaikilla k:n arvoilla:

pa= Trg(pr) Jja ps= Tra(py) Vk, (23)

missa pr, = |Vi)(Vy| on yhdistetyn systeemin Ha @ Hp tiheysmatriisi, ja pap ovat
osasysteemien tiheysmatriisit. Joukkoon N kuulumattomat tilat |¢') ¢ N kuvautu-
vat tiloiksi, joille ehdon (23) ei tarvitse tayttyd. FEhtoon (23) viitataan vastedes naa-
miointiehtona. Joukko N' on naamiointioperaatiota S vastaava naamioitava joukko.

Naamioitavasta joukosta saadaan mddriteltyd maalijoukko T = V(N) C Ha Q@ Hp.

Naamioinnin méaritteleminen tuomarisysteemin kanssa sallii my0s sen, ettd naa-
miointikone voidaan kuvata lineaarisena isometriana, kun taas alkuperiisessa méaéri-
telméssd naamiointikonetta kuvattiin unitaarioperaattorilla. Unitaarioperaattorilla
U:HisQ@Hp — Ha®Hp ldhto- ja maaliavaruuksien dimensioiden tulee olla samat.
Télloin 18htopuoli joudutaan tdyttdméain systeemin B aputilalla |b), jolla ei ole mi-
tddn merkitystd naamiointioperaation kannalta. Maaritteleméalld naamiointioperaa-
tio yleisemmin lineaarisena isometriana vahennetadn siis yksi tarvittava parametri
naamioinnin kuvaamisesta, ja ndin madritelmé yksinkertaistuu.

Alkuperédinen méaéritelma ndhdadn erikoistapaukseksi edelld olevasta vaihtoeh-
toisesta médritelméstéd, kun valitaan tuomarisysteemiksi systeemi A, jolloin R = A.
Tama valinta on jossain méaérin naamioinnin tutkimista rajoittava, silld esimerkiksi

kubitin naamiointia 3-ulotteiseen systeemiin ei ole mahdollista tarkastella. Toisinaan



Kuva 2. Naamiointikuvauksessa S systeemin R naamioitavan joukon N tilat kuva-
taan yhdistetyn systeemin H 4 ® Hp joukkoon 7. Joukko 7T sisaltda sellaiset tilat,
joille naamiointiehto (23) tayttyy: jokaisen tilan |¥) € T marginaalitilat ovat sa-
mat, Tryx(|VUx)(Vk|) = py Vk. Kuva artikkelia [7] mukaillen.

kuitenkin késitelldin esimerkiksi vain kubitti-kubitti -naamiointia, jolloin méaéritel-
mén valinnalla ei ole juurikaan merkitysté.

Naamiointioperaatiota ei ole rajattu vain kahteen osasysteemiin, vaan on mah-
dollista maéritelld edeltdvad vastaava operaatio V,,, joka kuvaa systeemin R tilat
|1x) nistd osasysteemistd koostuvan yhdistetyn systeemin ®@7_,H 4, tiloiksi {|¥}) €
®%_1Ha, . Tilojen marginaalitilat Tr;l;(\\lfk)(\lfk\), missi ;1; = {4}, ovat riippu-
mattomia k:sta jokaisella osasysteemilld A; [8]. Luvussa 3 ndhdédén, ettd useamman
kuin kahden osallistujan naamiointioperaation naamioitava joukko on koko 1ahto-
avaruus, N = Hpg.

Yksinkertaisena esimerkkind naamioinnista voidaan tarkastella klassisen bitin

naamiointia kvanttisysteemeissé [2]. Télloin mahdolliset systeemin R alkutilat ovat

{]0), |1)}. M&éaritelldén naamiointikuvaus

|o>~>%<|oo>+|u>>:|%> ja \1>~>%<\oo>—|u>>:|%>, (24)

joka ndhd&an helposti lineaariseksi isometriaksi: kantavektorit kuvautuvat lineaari-
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sesti riippumattomiksi maaliavaruuden vektoreiksi, ja

11=(100) = 1) [ = 5100} | + ]| — 1) [ = 5+ 1) =1,

1
V2
missé Hilbertin avaruuden sisdtulon indusoiman metriikan mukaisesti || |i7) || =
[(@alia)| = [(ila) (ila)| = 1.

Nyt tiheysmatriisit pr, = |¥) (Vx| yhdistetylle systeemille ovat
po = %(!00><00| +100) {11} + [11){00] + |11)(11]) (25)
ja
pL = %(|00>(00| — [00) (11} = [11){00] + [11)(11]). (26)

Laskemalla tiheysmatriiseista marginaalitilat osasysteemeille ndhdiin suoraan ris-

titermien katoavan, jolloin saadaan kummallekin systeemille

px = Try (o) = Try () = 5(0){0] + L)1), (27)

missd X = A, B ja vastaavasti Y = B, A. Lopputilan marginaalitilat eivit siis rii-
pu alkuperéisestii naamioitavan bitin arvosta, mutta yhdistetyn systeemin tilasta
ero alkutiloissa on havaittavissa. Luvussa 3 tarkastellaan, mitd tapahtuu, kun bitti
korvataan kubitilla, jonka mahdolliset alkutilat kuuluvat vektorien {|0),|1)} virit-

taméan Hilbertin avaruuteen.

3 Milloin naamiointi on mahdollista?

Naamiointi kuuluu joukkoon kvantti-informaatioteorian operaatioita, joihin liittyy
vastaava kieltolause (engl. no-go theorem). Kieltolauseet méérittelevit, missé tila-
avaruuden osassa operaatio on mahdollinen — tai kenties ennemmin missi osassa
mahdoton. Kvantti-informaation naamiointi esiteltiin ensimmaistd kertaa juurikin
sithen liittyvan kieltolauseen yhteydessi [2]. Artikkelissa osoitettiin, ettd yksikddn

naamiointioperaatio ei pysty naamioimaan kaikkia alkutiloja.
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3.1 Naamioinnin kieltolause

Tassé alaluvussa esittelen kieltolauseen todistuksen d-ulotteiselle kvanttisysteemille
Modia et al. |2] ja Zhua |9] mukaillen. Koska naamiointi on kohtalaisen uusi operaatio
kvantti-informaation saralla, kieltolauseelle on esitetty joitain erilaisia todistuksia.

Padosin kuitenkin todistuksen rakenne on kaikissa muotoiluissaan samanlainen.

Lause 4. Yhdelld naamiointikoneella S ei ole mahdollista naamioida mielivaltaista

kvanttitilaa.

Todistus. Todistetaan lause ristiriidan kautta. Olkoon naamioinnin osapuolina l&h-
tosysteemi R ja maalisysteemi AB, joiden Hilbertin avaruudet ovat Hy ja HaQ@Hp.
Olkoon S naamiointikone, joka pystyy naamioimaan mielivaltaisen tilan. Valitaan
kaksi tilaa, |so) ja |s1) € Hpg, joille madritellddn kuvaukseksi |sg) — |¥o) ja |s1) —
|W1), missd |U;) € Ha ® Hp.

Naamioinnin mééritelmén mukaisesti pa = Trp(|¥;)(¥;]), ¢ = 0, 1. T4ll6in puh-
taat tilat |¥;) voidaan tulkita tilan p, purifikaatioiksi Ha ® Hp:ssd. Kun py =
> x Aklag)(ag|, missd |a,) ovat ortonormaaleja tiloja, voidaan tilat |¥;) kirjoittaa

Schmidtin hajotelmina muotoon
W) = > v/ Aelaw) b)), (28)
k

missi ]b,@} ovat ortonormaaleja tiloja Hp:ssd kullakin ¢:114. Vastaavasti tietenkin

naamiointichdon mukaan systeemin B tiloille patee
Tea(lWa)(Wil) = Y Mlb?) (6| = 5 Vi
k

Tarkastelu voitaisiin suorittaa symmetrisesti tulkitsemalla tilat |V;) tilojen pp puri-
fikaatioiksi, mutta riittda tarkastella vain naamiointiehdon toista puolta, silli naa-
mioitavalle joukolle saadaan asetettua rajoituksia néinkin.

Lahtooletuksen mukaan naamiointikone pystyy naamioimaan myo6s mielivaltai-

sen superpositiotilan ju|sg) + v|s;) — |¥), missi |u|*> + |v|* = 1. Téllsin naamioin-
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tiehdon mukaan
Tra(|W:)(Wi]) = Tra(|¥)(¥]) = ps, (29)
johon sijoittamalla superpositiotila |¥) saadaan

pp = Tra(|W){(¥]) (30)
= |ul*Tra (W0} (Wo|) + [V]*Tra (|T1)(¥4]) (31)

+ T (|o) (Wi ) + p'vTra (|We)(Wol)
= (|u* + [v[*)pp + " Tea ([Wo) () + p*vTra (J91) (o) (32)

= pp + " Tra (|Wo) (Wi ) + p*vTra (JW1)(Wol) (33)

Naamiointiehto tayttyy superpositiotilalla, kun edellisen yhtalon ristitermit katoa-

vat:
v Tea (|Wo) (Wa]) + v Tra (|W1)(Wol) = 0. (34)

Sijoittamalla tdhén yhtaloon tilojen |¥;) Schmidtin hajotelmat (28) saadaan se edel-

leen muotoon

v Tra (Z Ak\ak>rb20>><b,i”|<ak|) + v Tra (Z Ak|ak>|b;1>><b;°>|<ak|> — 0,
k k

josta osittaiset jaljet auki laskemalla saadaan
« 0 1 . 1)y /7.(0
Yo M) B+ i Y Al (6] = 0. (35)
k k
Ottamalla edellisestd odotusarvo tilan |b§-0)) suhteen saadaan

A (i OO + v ) ) = 0. (36)

J
Aj = 0 ei kelpaa ratkaisuksi, silld silloin pa = >, Ajla;){(a;| = 0. Ratkaistavaksi jaa

siis yhtalo

v (b 165) + v (B ) = o, (37)



18

joka toteutuu, kun <b§-1)|b§-O)) =0, p=0,v=0tai ,U,l/*<b§-1)|b§-0)> = —uy*(b§1)|b§-0)>,

eli uu*(b§1)|b§-o)> on puhtaasti imaginaarinen.

Ratkaisu (b;l)\b§0)> = 0 vastaa tilannetta, jossa |¥o) ja |¥;) ovat ortogonaalisia.
Koska naamiointikone oletuksen mukaan pystyy naamioimaan mielivaltaisen tilan
ja naamiointikuvaus on lineaarinen isometria, voidaan aina valita sellaiset 1ahtotilat
Iso) ja |s1), ettd |Wy) ja |[¥;) eivit ole ortogonaalisia, ja néin ollen (b;l)\b§0)> =0
ei kelpaa yleiseksi ratkaisuksi. Muissa ratkaisuissa kertoimet p ja v eivit ole va-

paasti valittavissa, ja néin ollen naamiointikoneella S ei ole mahdollista naamioida

mielivaltaista superpositiotilaa | V). O

Esimerkkina kieltolauseen seurauksista voidaan tarkastella aiemmin méaariteltya
bittien naamiointikuvausta (24), mutta kdyttdmalld alkutiloina bittien sijaan ku-
bitteja. Talloin siis mahdolliset alkutilat ovat muotoa p|0) + v|1). Suoraviivaisesti
sijoittamalla kuvauksen mukaisesti maaritellyt tilat |¥q) ja |¥y) ylldolevaan todis-
tukseen saadaan yhtélo (34) muotoon

*

W

B (J0) 0] — [1yal) + 222 (ool — 11y = 0 (38)
pt Pty
(5= + =) (0)0] = [1){1]) = 0, (39)
(40)
Tra(|Wo)(W1]) = Tra(|¥1)(Vo|) = %(|0><0| — [1){1]). (41)
Koska (|0)(0] —|1)(1]) # 0, on edessé olevan kertoimen oltava 0, eli
pt v
—+5=0 (42)
prt = —p'v = —(uvt)". (43)

Kuten kieltolauseen todistuksessa, tdmé ehto toteutuu vain, kun p = 0, v = 0 tai puv*
on puhtaasti imaginaarinen. Néin ollen naamiointikuvaus (24) ei pysty naamioimaan

mielivaltaista kubittitilaa.
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3.2 Naamioitavan joukon rakenne

Modi et al.|2] osoittivat, ettd vaikka yhdelld naamiointioperaatiolla ei ole mahdollista
naamioida mielivaltaista tilaa, naamioitavien tilojen joukko on tila-avaruudessa jat-
kuva ja ylinumeroituvan adretén. Toisaalta kaikkien tilojen joukossa naamioitavien
tilojen osajoukko on nollamittainen: jos valitaan kaikkien tilojen joukosta satunnai-
nen tila, todennékoisyys osua johonkin naamioitavan joukon tilaan on 0. Artikkelis-
sa esitettiin konjektuuri, jonka mukaan kaikki naamioitavat joukot sijaitsevat jolla-
kin hyperkiekolla. Konjektuuri on sittemmin todistettu oikeaksi kubittisysteemeille
muun muassa artikkelissa [10], mutta toisaalta osoitettu epatiaydelliseksi useampiu-
lotteisille systeemeille [6]. Todistus naamioitavan joukon ylinumeroituvuudelle on

melko suoraviivainen ja esittelee hyperkiekkokonjektuurin idean.

Lause 5. On olemassa ylinumeroituva joukko tiloja, jotka on mahdollista naamioida

yhdelli naamiontikoneella [2].

Todistus. Olkoon {|k)}¢_, ortonormaali kanta avaruudelle Hp. Méiritelliin naa-

miointikone S* : Hp — Ha ® Hp seuraavasti:
S kY — |k)|K). (44)
Osoitetaan, ettd S* voi naamioida kaikki tilat, jotka kuuluvat hyperkiekolle
la(8)) = d=1/23", e |k). Tilojen sisiltimi kvantti-informaatio on koodattu jatku-

viin parametreihin {6y € [—7,7]}. Operoimalla S*:lla téllaiseen tilaan saadaan

Stla) = St (%z Zem)) _ \iﬂ S e k) = W), (45)

Tilan |¥) marginaalitilat ovat
1 ) )
TralU) (U] =Tra | —= > e e % |k) (k| @ |k) (k|
Va5

LN e
—ﬂ% (hlF) (k|R) @ 1K) (K

:%zuwmm
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missi {|k)} ovat Hp kantavektoreita, ja vastaavasti

Tep )9 = == S ln)(n] 9 T,

missé {|n)} ovat avaruuden H 4 kantavektoreita. Marginaalitilat eiviit selviisti riipu
parametreisti 0, joten ne eivit sisilld lainkaan alkuperiistd informaatiota. Hyper-
kiekko siséltyy siis naamiointikoneen S* naamioitavaan joukkoon. Koska parametrit

0, ovat jatkuvia, naamioitava joukko on ylinumeroituvasti aéreton. O]

Toisaalta vaikka naamioitava joukko voi olla ylinumeroituvasti dareton, kaikkien
tilojen joukossa se on nollamittainen. Ta&ma on intuitiivisesti nahtavissa edelliselle
esimerkkikuvaukselle kubittien tapauksessa kuvasta 1: Blochin pallolla hyperkiekko
on vain ympyra pallon pinnalla, ja yksiulotteisen objektin kaksiulotteinen mitta on
nolla. Intuitiivisen selityksen lisiksi artikkelissa [11] esitettiin seuraava lause, joka
vastaa kysymykseen, onko mahdollista kehitelli naamiointioperaatio, jolla pystyt-

tdisiin naamioimaan ei-nollamittainen joukko.

Lause 6. Ei ole olemassa lineaarista isometriaa, joka pystyisi naamioimaan ei-

nollamittaisen joukon puhtaita tiloja.

Lauseen todistus on pitké ja vaatii paneutumista mittateoriaan, joten se sivuu-

tetaan tassa.

3.3 Yleinen naamioitavan joukon rakenne

Jatkuvan naamioitavan joukon todistuksessa osoitettiin, ettd méaritelméan (44) mu-
kainen naamiointikone pystyy naamioimaan jonkin hyperkiekon kaikki tilat. Modi et
al. [2] esittivitkin tdmén pohjalta konjektuurin, jonka mukaan jokaista naamiointi-
konetta vastaava naamioitava joukko sijaitsee kokonaisuudessaan jollakin hyperkie-
kolla. Konjektuurissa ei otettu kantaa siihen, voisiko joukon rakenne riippua lahto-
avaruuden dimensiosta d, ja sittemmin muun muassa Liang et al. [10] ovat esittdneet

todistuksen konjektuurille, kun d = 2.
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Useampiulotteisessa tapauksessa joukon rakenne voi kuitenkin olla monipuoli-
sempi. Seuraava tarkastelu mukailee artikkelia [6], jossa joukon rakennetta tutkittiin
tarkemmin. Naamioitavan joukon rakenteen tarkastelua helpottaa, kun huomataan,
ettd maalijoukko 7 on isomorfinen naamioitavan joukon kanssa R: naamiointiku-
vaus lineaarisena isometriana sailyttdd kuvattavan joukon rakenteen. Havainto on
tarkastelun kannalta edullinen, silld naamiointiehto on rajoitus nimenomaan maali-
joukon tiloille. Voidaan siis tarkastella, millaisen rakenteen naamiointiehto asettaa
maalijoukolle, ja sivutuotteena saadaan naamioitavan joukon rakenne.

Maaritellddn vield yksi apujoukko tarkastelua varten: olkoon joukko L lailliset ti-
lat, ne tilat ‘H 4 ® H g:ssi, joille naamiointiehto tayttyy. Naiden tilojen ei valttamatta
tarvitse kuulua naamioitavan joukon kuvajoukkoon naamiointikuvauksessa. Yhdis-
tamaélla laillisten tilojen joukko L ja niiden tilojen joukko, jotka saadaan Hg:sta
lineaarisella isometrialla, span(7) = Vr, voidaan maalijoukko T kirjoittaa muodos-

Sa
T=VrNnL. (46)

Tastd voidaan havaita yhteys sdannéllisiin osajoukkoihin ja niitd koskevaan lem-
maan 3, ja lemmaa tullaankin hyédyntdmé&in tarkastellessa kubittisysteemien naa-
miointia.

Yleisyyttd loukkaamatta voidaan asettaa Hpr = span(R), silli naamioitavaan
joukkoon kuulumattomat tilat eivit vaikuta tarkasteluun mitenkddn. Merkitdan tés-
sd luvussa dim(Hgr) = dim(span(7)) = n ja dim(spanl) = d. Lailliset tilat £
ovat sellaisia lomittuneita tiloja, joiden tiheysmatriisit ovat d-ulotteisia, eli niiden
Schmidtin luku on d. Asetetaan myds maalisysteemin osasysteemien dimensioiksi
Hap = d, koska laillisten tilojen joukkoon kuulumattomat tilat eivit vaikuta tar-
kasteluun.

Marginaalitilojen p4 p degeneraatiosta — tiheysmatriisien yksikésitteisten omi-

naisarvojen méarastd — riippuen naamioitavalle joukolle saadaan useampi erilainen
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hyperkiekkojen yhdisteistd koostuva rakenne. Tarkastellaan ensin yleiselld tasolla
naamioitavan joukon rakennetta erilaisten degeneraatioiden tapauksissa, jonka jal-
keen tutkitaan esimerkkitapauksina kubittien naamioimista ja 3-ulotteisten systee-
mien naamioimista. Kubiteille saadaan hyperkiekkokonjektuurin vahvistava tulos,
mutta 3-ulotteisessa tapauksessa konjektuuri ei pade: kaikki naamioitavat tilat eivit

sijaitse samalla hyperkiekolla.

Degeneroitumaton tapaus

Degeneroitumattomassa tapauksessa marginaalitilat ovat muotoa

d d
pa =Y _Nlaa;| ja pp =Y Xlb) by, (47)
j=1 J=1

missd \; # A, kun j # k. Helposti ndhdéén, ettd lailliset tilat ovat muotoa

() = > VA lash), (48)

joka tunnistetaan d-ulotteiseksi Schmidtin hyperkiekoksi. Yhtélostd (46) ndhdadn,
ettd maalijoukko on korkeintaan d-ulotteinen. Lemman 2 mukaan ndhdiin, ettd
jos m = d, jos tuomarisysteemin ja osanottajasysteemien dimensiot ovat samat,
maalijoukko ja siis my6s naamioitava joukko on d-ulotteinen hyperkiekko.

Voidaan myds tarkastella tilannetta, jossa n < d, eli tuomarisysteemin infor-
maatio naamioidaan suurempidimensioisiin osanottajasysteemeihin. Talloin maali-
joukko voi koostua useammista hyperkiekoista, jotka eivat valttdméatta ole kaikki
yhden hyperkiekon alihyperkiekkoja. Esimerkki tallaisesta joukosta loytyy artikke-
lin [6] luvusta ITTA. Joukon esittely on melko pitkd eikd kovin mielenkiintoinen, joten

se sivuutetaan.



23

Tédysin degeneroitunut tapaus

Marginaalitilat ovat tdysin degeneroituneita, kun kaikki tiheysmatriisien ominaisar-

vot ovat samat, eli

pas =T/d =3 317l (49

Taman tilanteen maaritelman mukaisesti toteuttavat maksimaalisesti lomittuneet

tilat, jotka ovat muotoa
T
= — UIj)j) =U 1|dy), 50
7 ; )14 |®y) (50)
missd U on d-ulotteinen unitaarioperaattori toiselle osasysteemille ja

d
[@r) = 1)) (51)
=1
Laskemalla auki Trx| W) (|, missd X = A, B saadaan

ﬂXWM@!'HX }:U®Mﬁme®Mﬂ@D

_ CEZTIX@ Uj) (k[T @ |) (k])

=~ (S UUG @ 1G]+ 3 ULHTT @ 1) (k).
j ik

Tasté jalki otettaessa jalkimmaéinen termi havida ja jaljelle jai

1
STex| W) (V] = —Trx ZU ) GG = dZU

missd ollaan saatu halutun muotoiset marginaalitilat.

On olemassa sellainen joukko unitaarioperaattoreita {U'};cz, etté tilat | (U?))
muodostavat avaruuden H,p kannan. Esimerkiksi yleistetyt Paulin operaattorit
Z =, exp(2nmi/d)|n)(n| ja X =) |(n +1) mod d)(n| yhdistettynd muodoksi
|U(U*)) = XIZ* @ I|®;) muodostavat tillaisen joukon. Laillisten tilojen viritté-
mé avaruus span(L) on siis koko H 4p, ja maalijoukon 7 dimensioiden lukumé&éran

rajana on n < d.
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Koska L ei nyt ole hyperkiekko, ei T ole valttaméattd minkddn hyperkiekon os-
ajoukko. Onkin mahdollista konstruoida esimerkiksi tilanne, jossa maalijoukko koos-
tuu ddrettoman monesta erillisestd hyperkiekosta. Esimerkki téstd 16ytyy artikkelin
[6] luvusta ITIB. Koska joukon esittely on pitkihko eiké erityisen merkittavi, se si-

vuutetaan.

Osittain degeneroitunut tapaus

Yleisessd tapauksessa osasysteemien tiheysmatriisit ovat osittain degeneroituneita.
Talloin kutakin eri ominaisarvoa vastaa yksi tai useampi ominaisvektori, jotka virit-
tdvit ominaisarvoa vastaavan ominaisavaruuden. Merkitdin j:nnettd ominaisarvoa
Aj vastaavaa ominaisavaruutta Hg), J:n degeneraatiota eli sitd vastaavien ominais-
vektorien lukuméérdd g(j) ja ominaisvektoreita [j, k). N&illd merkinnéilla lailliset

tilat voidaan kirjoittaa muotoon

9(j)

Z VA ZU ® 1|7, k)17, k), (52)
missé ¢ on erifivien ominaisarvojen lukumiiri ja UY) on ominaisavaruuteen Hg) ope-
roiva unitaarioperaattori. Edellinen voidaan kirjoittaa myos lyhyempaidn muotoon
yvhdistamalld unitaarioperaattorit yhdeksi blokkidiagonaaliseksi unitaarioperaatto-

riksi
U = ety (53)

ja yhdistimalld muut termit ilmeiselld tavalla, |¥1) = Z] VA S 5 R K,

jolloin tila (52) saadaan muotoon
U) = U @ I|¥y). (54)

Muodosta (54) on helppo hyodyntiai seuraavaa lemmaa, jonka merkitys selvida
tarkastellessa, ovatko lailliset tilat ja siis myds maalijoukon tilat jollakin hyperkie-

kolla. Lemman todistus sivuutetaan, silld se on pitkihko lemman merkittavyyteen

nihden [6].
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Lemma 7. Tilajoukko {|V(U))}, U € U, missi |¥) on muotoa (54), sijaitsee
Schmidtin hyperkiekolla jos ja vain jos on olemassa muotoa (53) oleva blokkidia-

gonaalinen unitaarimatriisi Uy, jolle [UUr,U'Ur| = 0 kaikilla unitaarimatriiseilla

UU el.

Degeneroitumattomien ja tdysin degeneroituneiden marginaalitilojen tapaukset
saadaan tietenkin osittain degeneroituneista tiloista erikoistapauksina. Kun ¢t = d,
eridvid ominaisarvoja on yhtd monta kuin ominaisvektoreita, eli palataan degene-
roitumattomaan tapaukseen. Tutkimalla nyt yhtaléa (53) voidaan nidhda, miksei
degeneroitumattomassa tilanteessa laillisiin tiloihin (48) sisillyteta unitaarioperaat-
toria: kuhunkin ominaisavaruuteen operoiva unitaarioperaattori U on yksiulottei-
nen unitaarioperaattori, ja unitaarioperaattorien maéritelmin mukaisesti on olemas-
sa vain yksi téllainen operaattori, 1 X 1 identiteettikuvaus. Siispd degeneroitumat-
tomassa tapauksessa U = I.

Vastaavasti tiysin degeneroituneessa tapauksessa ¢t = 1, eli marginaalitiloilla on
vain yksi yksikdsitteinen ominaisarvo. Jokaista ominaisvektoria riittda siis kuvaa-
maan yksi luku, jolloin yht&lostéd (52) voidaan vaihtaa merkintad |j, k) = |k). Koska
myos yhtdlostd (53) saadaan nyt, ettd U on d-ulotteinen unitaarioperaattori, voi-
daan yhtélon (52) jalkimmé&inen summaus pudottaa pois, ja yhtilé palautuu suoraan
alemmin esiteltyyn tdysin degeneroituneen tapauksen laillisten tilojen maaritelmaan

(50).

Esimerkkitapaus: n =2, d > 2

Kaytannon kvanttimekaniikan kannalta merkittivin tapaus on kubittisysteemin si-
sialtdméan informaation naamiointi. Tarkastellaan tilannetta, jossa tuomarisysteemi
on kubittisysteemi, Hp = H?, ja vastaanottajasysteemien H 4 p dimensio on viihin-
taan kaksi. Télloin edelld sovituin kiytdnnoin dim(7) = 2. Maalijoukon rakentee-

seen padstadn késiksi tutkimalla yhtilon (46) osia, V7 ja L. Tarkastellaan suoraan
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osittain degeneroituneiden tiheysmatriisien tapausta.
Koska maalijoukon dimensio on 2, sithen kuuluu ainakin kaksi tilaa, |¥¢) ja [¥y).

Tilloin
W) = alWo) +b[W1) VW) € Vr, (55)

missd a,b € C siten, ettd tila |¥) on normalisoitu. Toisaalta kaikki lailliset tilat

voidaan kirjoittaa muodossa (54)
V) = U @ I|¥y), (56)

misséd |¥p) on yhtélon (51) mukainen lomittunut tila. Koska |¥;) kuuluvat maalijouk-
koon, ne kuuluvat myds laillisten tilojen joukkoon. Téll6in ne voidaan siis kirjoittaa

muotoon
\\IJO> =Up® ]I]%) ja ]\Ifl> =U;® H\\If@. (57)

Yhdistdmilld maalijoukon tilojen virittdméén avaruuteen kuulumisen ehto (55) ja
laillisten tilojen joukkoon kuulumisen ehto (57) saadaan yleinen muoto maalijoukon

tiloille:

‘\If> = an ® ]I’\I/]O + bUl &® ]I|\I/]1>

= U(a,b) ® I|Vy), (58)

missé tilassa esiintyvdéd unitaarioperaattoria merkitadn U(a,b) = aUy + bU;. Lem-
maa 7 voidaan nyt hyodyntda, kun 16ydetdén unitaarioperaattori Ur, jolle lemmassa
tarvittava operaattorien kommutaatioehto [U(a,b)Ur, U(d',b")Ur] = 0 téyttyy (tés-
saU' =U(d, V), silld a ja b maaradvit operaattorin tiaysin). Sopivaksi operaattoriksi

voidaan valita esimerkiksi Uy = U

Ula,b)Ur = (aUy + bU,)US = a + bUL U] (59)

Uld', 0\ Ur = (a'Uy + 0'U) UL = o + VUL U, (60)
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joiden nahddian kommutoivan suoraviivaisella laskulla.

Nyt siis lemman 7 mukaan yhtdlon (58) mukaiset tilat kuuluvat Schmidtin hy-
perkiekolle S48 € H 4 ® Hp. Maalijoukko kokonaisuudessaan sijaitsee siis yhdell3
hyperkiekolla, joka on laillisten tilojen joukon osajoukko. Téamé tieto voidaan edel-
leen sijoittaa yhtiloon (46) laillisten tilojen joukon paikalle, jolloin 7 = VN S48,
Lemman 3 mukaisesti maalijoukko on nyt hyperkiekon S4? kaksiulotteinen siinnol-
linen osajoukko, joten sen mahdolliset rakenteet ovat joko kaksiulotteinen hyperkiek-
ko tai kaksi erillistd puhdasta tilaa. Koska yksittdinen puhdas tila on yksiulotteinen
hyperkiekko, voidaan jalkimmaéainen rakenne tulkita kahden erillisen hyperkiekon yh-
disteeksi, mutta ndmé ovat saman hyperkiekon alihyperkiekkoja.

Degeneroitumattomassa tapauksessa laillisten tilojen joukko itsessddn on d -
ulotteinen Schmidtin hyperkiekko, jolloin voidaan suoraan hyddyntdd lemmaa 3.
Lisaksi nahdaan, ettd kun d = 2, laillisten tilojen joukko ja maalijoukko ovat sama
joukko.

Koska maalijoukko ja naamioitava joukko ovat keskenadén isomorfiset, on néin
tullut selvitetyksi naamioitavan joukon mahdolliset rakenteet naamioitaessa kubit-
tisysteemin informaatiota. Ndhdaén siis hyperkiekkokonjektuurin péitevin kubiteil-

la.

Esimerkkitapaus: n =3, d =3

Edellisessd esimerkissd nahtiin hyperkiekkokonjektuurin patevin kubittisysteemeil-
le. Kun tarkastellaan 3-ulotteisia kvanttisysteemeji, ndhdain, ettd konjektuuri ei
enda pida: naamioitava joukko voi koostua useammasta osasta, jotka sijaitsevat eril-
lisilld hyperkickoilla. Artikkelissa [6] esitettiin seuraava lause naamioitavan joukon
mahdollisista rakenteista tilanteessa, jossa n = 3 ja d = 3. Lauseen todistus kasit-
telee itse asiassa maalijoukon rakennetta, mutta jdlleen koska naamiointikuvaus on

isomorfismi naamioitavan joukon ja maalijoukon vililld, kertoo lauseen tulos suoraan
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naamioitavankin joukon rakenteen.

Lause 8. Kunn = d = 3, ja naamioitava joukko T sisdltid vihintddn yhden jonkin
Schmidtin hyperkiekon 2-ulotteisen alihyperkiekon, joukon T rakenne on riippuen
marginaalitilojen degeneraatiosta rippuen jokin seuraavista kolmesta mahdollisuu-
desta:

1) T on 3-ulotteinen Schmidtin hyperkiekko,

2) T koostuu kahdesta 2-ulotteisesta hyperkiekosta, jotka eivdt ole saman 3-
ulotteisen Schmadtin hyperkiekon osajoukkoja, tai

3) T koostuu jonkin Schmidtin hyperkiekon 2-ulotteisesta alihyperkiekosta, ja
yhdestd jollakin toisella Schmidtin hyperkiekolla sijaitsevasta yksittaisestd tilasta.

Jos T ei sisilld yhdenkddn Schmidtin hyperkiekon 2-ulotteista alihyperkiekkoa,
joukolla et ole yleisesti mdadariteltdvdd rakennetta, eikd se valttdmdttd sisdlla yhtdkadn

hyperkiekkoa tai sisilly yhteenkddan hyperkiekkoon.

Artikkelissa |6] esitetty todistus lauseelle on pitk&hké ja kohtalaisen suoraviivasta
erilaisten tapausten tarkastelua, joten sen tarkempi ldpikdynti sivuutetaan. Sen si-
jaan lauseen seurauksena saadaan seuraavat melko selkedt matemaattiset muotoilut
eri rakenteita vastaaville tilajoukoille:

1) 3-ulotteiselle Schmidtin hyperkiekolle kuuluvat méairitelméan mukaisesti tilat,

jotka ovat muotoa

[(6)) = v A0e™|00) + v/ Aie [11) + /Age[22), (61)

missi 0; € [0,27), i =0,1,2, ja {|00),|11),]|22)} on Schmidtin kanta. Vahentdmall4
viela globaali vaihe riittda tilojen parametrisointiin kaksi parametria. T&lloin siis

maalijoukko voidaan kirjoittaa muotoon
7’1 = {|\P(01,92>)’91,92 € [O,Q?T)} (62)

2) Maalijoukon muodostavat 2-ulotteiset erilliset hyperkiekot {|Wo(c))} ja
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{|W1(5))}, missa «, 5 € [0, 27). Hyperkiekot ovat muotoa

[Wo(c)) = V/A]00) + (v M [11) + v/Ae]22)) (63)
[W1(8)) = V(g + lé6wd)) + Val22), (64)
missd {|do1), |0d) T € Haja {|g), [¥d)} € Hp ovat avaruuden span{|0),]1)} orto-

normaaleja kantoja, joille pitee 0 < |(0]¢d;)| = [(0]1g;)] < 1. Toisin sanoen ne eivit

ole sama kanta kuin {]0), |1)}. Maalijoukko voidaan kirjoittaa muodossa

To = {[Wo(a))|a € [0,2m) } U{[W:(8))]5 € [0,2m)}. (65)

3) Maalijoukko koostuu hyperkiekosta {|Wq())} ja erillisesta tilasta |U’), missi

a € [0,27). Hyperkiekon ollessa muotoa
[To(a)) =[00) + €"(|11) + [22)) (66)
voidaan erillinen tila kirjoittaa muodossa
/ 0 .0 ipo 101 | ()a/y T i(pote1) [ Lin|9,),— 0 +
W) = cos £[00) + sin 5 (¢#0[10) + ¢ |0y)) + [2053) — cos o1k} )

(67)
missé 6 € [0,7) jan, o ja @1 € [0,27) ovat vakioita, ja {|i1,), [115)} on ortonor-
maali kanta avaruudelle span{|1),|2)}, jolle pitee |(1]¢pT)| # 1. Hyperkiekolla ja
erilliselld tilalla ei siis ole mitdédn suoraa keskindistd matemaattista yhteyttd, vaan
tilan vakiot ovat vapaasti naamiointikoneesta riippuvia. Nailld merkinno6illd maali-

joukko on muotoa
Ts = {[Vo(a))|e € [0,2m)} U {|¥)}. (68)

Marginaalitilojen degeneraatiosta riippuu, mitké edelld olevista rakenteista ovat
mahdollisia naamioitavan joukon rakenteita. Koska n = d, lemman 2 mukaan degene-
roitumattomassa tapauksessa ainoastaan 7; — 3-ulotteinen Schmidtin hyperkiekko
— on mahdollinen. Osittain degeneroituneessa tapauksessa mahdollisia rakenteita
ovat 71 ja 7Ts, ja tiysin degeneroituneessa puolestaan kaikki kolme rakennetta ovat

mahdollisia.
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3.4 Useamman osasysteemin naamiointioperaatio

Kuten luvussa 2 mainittiin, naamiointioperaatio voidaan kahden osallistujan sijaan
madritelld myos useamman osasysteemin kanssa. Kahden osallistujan tapauksesta
poiketen osoittautuu kuitenkin, ettd useamman osallistujan kanssa mielivaltaisen
tilan naamiointi on mahdollista.

Modi et al. mainitsivat alkuperdisessé artikkelissaan [2| kvanttivirheenkorjaus-
koodit esimerkkiné operaatiosta, joka naamioi informaatiota usean osasysteemin vé-
lisiin korrelaatioihin. Esimerkkiné voidaan tarkastella Shorin virheenkorjauskoodia,

jossa yhden kubitin tila kuvataan yhdeksén kubitin yhdistetylle systeemille seuraa-

vasti:
0) — %(mom +|111)) ® (]000) + 111)) @ (]000) + |111)) = |¥o),  (69)
1) — %(mom —|111)) ® (]000) — |111)) @ (|000) — [111)) = [¥;).  (70)

Téssd [000) £ [111) on kolmen kubitin superpositiotila. Helposti ndhdaén, ettd kun-
kin yksittdisen kubitin tiheysmatriisiksi tulee I/2. Tilat |0) ja |1) on siis mahdollis-
ta naamioida télla virheenkorjauskoodilla. Suoraviivaisesti voidaan edelleen laskea,
ettd superpositiotila a|0) 4+ §|1) joka kuvautuu tilaksi o|Wo) + B|W;) tayttdd myos
naamiointiehdon. Néin ollen Shorin virheenkorjauskoodi pystyy naamioimaan kaikki
kubittitilat.

Edellisessé esimerkissi yhden mielivaltaisen kubitin naamioimiseen tarvitaan yh-
deksén kubittia. Téstd loogisesti seuraava kysymys on, ettd montako osallistujaa
minimissddn vaaditaan mielivaltaisen tilan naamioinnin mahdollistamiseen. Li ja
Wang selvittivéit artikkelissaan [8] vastausta tdhdan kysymykseen. Artikkelissa esi-
tettiin seuraavat kaksi lausetta, joista toinen antaa yldrajan osallistujien minimi-
madralle, ja toisessa esitetddn kolmen osallistujan riittdvan, mikéli sopivat ehdot

tayttyvat.

Lause 9. Olkoon Hp d-ulotteinen kvanttisysteemi, eli Hr = C?, d > 2. Mielivaltai-
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nen systeemin Hg tila on mahdollista naamioida, kun osallistujia on 2d, ja jokaisen

osallistujan Hilbertin avaruus on myés C?. Toisin sanoen, on olemassa kuvaus
missi Hp = H; = C%, joka pystyy naamioimaan kaikki avaruuden Hg tilat.

Todistus. Olkoon {|l)}{_, avaruuden Hr ortonormaali kanta. Mééritelliéin naamioin-

tikuvaus
) = [0) = @y |4n), (72)

missi |1;) ovat d kappaletta maksimaalisen lomittuneita d-ulotteisia kahden systee-

min tiloja, yleistettyja Bellin tiloja

1 d kl
)= 7= ;w |kk), (73)

missi w = 2™/, Tilat |¢);) ovat kesken#ifin ortogonaalisia, eli (¢;]¢m) = Sm.
Naamioinnin lineaarisuuden nojalla superpositiotila |a) = Z?Zl ajlj) kuvautuu

tilaksi

d d

Wa) =D W) =) (@ ). (74)

=1 =1

Tilasta |V,) voidaan nyt ottaa osittainen jélki kaikkien paitsi kahden ensimméisen
osasysteemin yli. Suoraviivaisesti nahdaén tilojen |¢;) ortonormaaliuden nojalla, etté
osittainen jilki kahden osasysteemin yli kerrallaan on

Traga, (|Wa)(Wal) = D (U] <Z \az!2(®izllwz><¢zl)) [45)

j=1 =1

d
= 3 (@) ()
=1

Iteroimalla toimitusta, kunnes jéiljelld on vain kaksi ensimmaéisté osasysteemis, saa-

daan systeemin A; A, tiheysmatriisiksi

d
paras = Y lai?|vn) (¥, (75)
=1
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Madritelmén mukaisesti maksimaalisen lomittuneille tiloille |1);) € Ha, ® Ha, pitee

Tra,|t) (Y| = 1/d, ja kertoimien a; normalisaation nojalla

d
pa, = Tra,04,4, = Z |al|2TrA2(|¢l><¢l|)

=1

d
= laf’l/d
=1

—1/d.

Tilojen symmetrisyyden nojalla sama tiheysmatriisi saadaan jokaiselle osasysteemil-
le, ja néin ollen kuvaus (72) pystyy naamioimaan mielivaltaisen tilan Hg:std 2d:n

osallistujan yhdistetylle systeemille. O

Esimerkkind lauseessa maéritellystd naamiointikuvauksesta voidaan tarkastella
kubittien tapausta, jolloin yleistettyjen Bellin tilojen sijaan kiytetddn tavallisia Bel-

lin tiloja. M&éritelladn naamiointikuvaus

10) = [Wo) = %(\00> +11)) @ (|00) + [11)) (76)

1
1) = [¥1) = 5(100) - [11)) ® (|00) — [11)).
Tilat |¥;) voidaan kirjoittaa auki muotoon

1
[Wo) = 5(10000) +[0011) + [1100) + [1111))

1
Uy) = 5(\0000> —10011) — |1100) + [1111)),

miké selkeyttidd niiden yhdistdmistd seuraavassa vaiheessa. Kubitin superpositiotila
la) = a|0)+b|1) kuvautuu nyt tilaksi |a) — |¥,) = a|¥q)+b|¥;), johon sijoittamalla

yllaolevat muodot |W;):1le saadaan

b —b
,) = “; (10000) + [L111)) + == (]0011) + [1100)).

Suoraviivaisesti saadaan nyt otettua osittaiset jiljet kolmen ensimmaéisen systeemin
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yli, jolloin saadaan neljinnen osasysteemin tiheysmatriisiksi

pay = Trg, |Wa) (Vo] = i(a +0)%(0){0] + [1)(1]) + i(a = b)*([0){0] + [1)(1])

B 411((@ +0)% + (a = b)*)(J0)(0] + [1)(1])

1
= 4 lal® + 21

—1/2,

missd hyodynnettiin suunnikassidantoa ja kertoimien a ja b normalisointia. Kuvauk-
sen symmetrisyyden nojalla jokaisen osasysteemin tiheysmatriisi on samaa muotoa,
joten kuvaus (76) pystyy naamioimaan kubitin mielivaltaisen tilan siten, ettd jokai-
nen marginaalitila on /2.

Seuraava lause kertoo itseasiassa, ettd 2d osallistujan sijaan kolme osallistujaa
riittad mahdollistamaan mielivaltaisen kvanttitilan naamioimisen. Lauseen todistus
tosin kattaa vain tapaukset d > 3, d # 6, joten edellisen lauseen tulos ei ole tdysin
hy6dyton. Ennen seuraavaa lausetta méairitellaén todistuksessa tarvittava tyokalu,
keskenddn kohtisuorat latinalaiset nelidt. Latinalainen nelié on d x d-matriisi, jossa
esiintyy d erilaista arvoa siten, ettd jokaisella rivilla ja jokaisessa sarakkeessa kukin
arvo esiintyy tasan kerran. Yleisyytta loukkaamatta voidaan merkité eri arvoja ko-
konaisluvuilla véliltd [1,d]. Kaksi latinalaista neli6tda V = (v;;) ja W = (w;;) ovat

keskenddn kohtisuoria, mikéli
{(vij, wyy)[1 <4, <d} ={(4,j)[1 <i,j < d}. (77)

Toisin sanoen, kun neliot V' ja W laitetaan paéllekkéin ja tarkastellaan jarjestettyjé
pareja (v;;,w;;), jokainen mahdollinen jirjestetty pari (7,7) esiintyy tasan kerran.

Esimerkiksi

12 3 12 3
2 3 1| Ja [3 1 2 (78)
31 2 2 31
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ovat keskenddn kohtisuorat latinalaiset neliot: asettamalla ne paillekkiin saadaan

11 22 33
23 31 12|, (79)
32 13 21

jossa jokainen jirjestetty pari esiintyy tasan kerran.

Lause 10. Olkoon Hp = H? d-ulotteinen kvanttisysteemi, d > 3. Olkoon V,W €
My(C) keskenddn kohtisuoria d x d latinalaisia neliditd, joille merkitdin V = (v;;)
ja W = (w;j), ja olkoon U = (u;j) = (k) d x d matriisi, jonka jokainen alkio on sen

rivin numero. Tdlloin naamiointikuvaus Hp — Ha, @ Ha, @ Ha,

17y = ) = Z|u3k |vj) [wjk), (80)

missi Ha, = H?, pystyy naamioimaan mielivaltaisen avaruuden Hp tilan.

Todistus. Mielivaltainen superpositiotila |a) = ijl a;|j) kuvautuu tilaksi

ii%’uw MNoje) [wi). (81)

j=1 k=1

U ei ole latinalainen neli6, mutta on mééritelmén (77) mukaisesti kohtisuora
Vi ja W:n kanssa. Néin ollen joukko {|uji) ® |vji)} sisdltdd kaikki mahdolliset
parit |j) ® |k). Se muodostaa siis ortogonaalisen kannan avaruudelle H 4, @ H 4,. Nyt

voidaan suoraviivaisesti ottaa jalki systeemien A; ja A, yli, jolloin saadaan

d d
|a,]
pAg = TT(Al,AQ)’\IJG/><\IJG‘ = ZZ C]l |w.7k><w.7k’ (82)

Koska jokainen W:n rivi sisdltdéd jokaisen mahdollisen arvon vililtd [0, d — 1], sum-
maamalla kx yli saadaan 327 Jwjp.) (w;| = I, ja huomioimalla kertoimien a; nor-

malisointiehto saadaan tiheysmatriisiksi

a1
pas Y =g (83)
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Kaikki argumentit toimivat symmetrisesti myos marginaalitilojen p4, ja pa, laske-
miseksi, joten kunkin osasysteemin tiheysmatriisi on p,, = I/d. Néin ollen kuvaus

(80) pystyy naamioimaan systeemin Hpg mielivaltaisen tilan. O]

Edellisen lauseen todistus perustuu kohtisuorien d x d latinalaisten nelididen

olemassaoloon, joten on helppo ndhda, miksi todistus ei pade, kun d = 2: ainoat

1 2 2 1
2 x 2 latinalaiset neliot ovat ja , jotka selvisti eivat tayta ehtoa

2 1 1 2
(77). Suurempia d:n arvoja on tutkittu 1700-luvulta ldhtien, ja onkin todistettu,

ettd jokaiselle d > 3, d # 6 on olemassa ainakin yksi pari kohtisuoria latinalaisia
neli6itéd [12].

Néiden artikkelissa [8] esitettyjen lauseiden perusteella pienin médra osasystee-
meji, jolle mielivaltaisen kvanttitilan informaatio on mahdollista naamioida, on kol-
me alkuperiisen systeemin kanssa samanulotteista osasysteemis, kun d > 3, d # 6,
ja kun d = 2,6, ylaraja pienimmalle mairalle on 4 tai 12 samanulotteista systee-
mid. Lauseet eivit kuitenkaan ota kantaa, onko 2- ja 6-ulotteisten systeemien yldraja
myos alaraja.

Artikkelissa [13| tutkittiin tarkemmin tapausta d = 2, eli naamiointikuvaus-
ta H? — H? @ H? ® H?. Muutaman aputuloksen avulla artikkelissa yhdistettiin
mielivaltaisen tilan naamiointiin kykenevin koneen olemassaolo vastaavan kvantti-
virheenkorjauskoodin olemassaoloon, ja virheenkorjauskoodeja koskevien aiempien

tulosten nojalla esitettiin seuraava lause.

Lause 11. Ei ole mahdollista naamioida avarvuden H? mielivaltaista tilaa kolmelle

osanottajalle, joiden tila-avaruudet ovat H2.

Todistus. Artikkelin [13]| lauseen 3.2 mukaan on olemassa naamiointikuvaus S :
H! — @77 H?, joka pystyy naamioimaan mielivaltaisen tilan H%ssi jos ja vain jos
on olemassa virheenkorjauskoodi V : H? — @' H, joka pystyy korjaamaan yhden

osasysteemin virheen. Toisaalta artikkelissa [14] esitettiin lause, jonka mukaan ei ole
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olemassa virheenkorjauskoodia, joka kuvaisi kubittisysteemin tilan kolmelle kubitil-
le. Niin ollen ei ole olemassa naamiointikuvausta S’ : H? — H? ® H? ® H?, joka
pystyisi naamioimaan mielivaltaisen tilan. Todistuksen yksityiskohtaisempi tarkas-

telu sivuutetaan. O

Edellisessa lauseessa hyodynnettyjen tulosten perusteella voidaan tarkastella myos
alemmin esiteltyjen lauseiden avoimeksi kysymykseksi jattdmaa tapausta d = 6: jos
on olemassa virheenkorjauskoodi H% — H® ® H® ® HO, vastaava naamiointiope-
raatio on myos olemassa. Téllainen virheenkorjauskoodi konstruoitiin sivutuotteena
artikkelissa [15], jossa tarkasteltiin 6 x 6 latinalaisten kvanttinelididen olemassaoloa.
Latinalaisten nelididen kvanttiversiossa kokonaislukujen sijaan alkiot ovat Hilbertin
avaruuden vektoreita siten, ettd kukin rivi ja sarake muodostaa avaruuden kannan.
Virheenkorjauskoodin olemassaolon seurauksena siis myos 6-ulotteinen kvanttisys-
teemi on mahdollista naamioida kolmelle osasysteemille. Néin ollen kubittisystee-
mien tapaus on ainoa, jossa kolmelle systeemille naamioiminen ei ole mahdollista.

Téssa luvussa esitetyissid useamman osasysteemin naamiointikuvauksissa kaikki
marginaalitilat olivat aina identiteettimatriisiin verrannollisia, I /d. Artikkeli [8] jatti
avoimeksi kysymykseksi, onko mahdollista luoda sellainen kuvaus, jossa marginaali-
tilat eivit ole I/d. Artikkelissa [16] johdettiin kielteinen vastaus tdhin kysymykseen

vastaavia kvanttivirheenkorjauskoodeja koskevan tuloksen seurauksena.

4 Epataydelliset operaatiot

Tahén asti on késitelty vain tilannetta, jossa naamiointioperaatio naamioi tilan tiy-
dellisesti joka kerta. Vaatimuksista taydellisyydesta ja joka kerta onnistumisesta voi-
daan kuitenkin luopua ja selvittdd, onko mahdollista kehitelld sellainen naamiointi-
kone, joka pystyy naamioimaan mielivaltaisen tilan jollakin tiydellisesti poikkeaval-

la tarkkuudella. Esimerkiksi kvanttikloonauksen tapauksessa osoittautuu, etté vaik-
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ka tdydellisen kloonin tuottaminen on kieltolauseenmukaan mahdotonta, sopivalla
jarjestelylla pystytddn tuottamaan melko tarkkoja approksimaatioita. Kieltolauseen
vaikutukset pystytddn siis osittain kiertiméaan |17].

Samaan sarjaan approksimatiivisen operaation kanssa kuuluu probabilistinen to-
teutus, jossa kone tuottaa tdydellisid kopioita, mutta toimii satunnaisesti vain osan
ajasta. Talloin konetta kuvaava matemaattinen operaattori on eri muotoa kuin tiy-
delld varmuudella toimivan koneen operaattori, ja kieltolauseen matemaattinen to-
distus ei vilttaméatta pade.

Luvun sisdlté perustuu ldhinnd artikkelissa [18] esitettyihin mééritelmiin ja tu-

loksiin.

4.1 Approksimatiivinen naamiointi

Téydellisessid naamiointioperaatiossa jokaisen maalijoukon tilan |W) marginaaliti-
lat p4 ovat identtiset. Ehtoa voidaan lieventdd niin, ettd marginaalitilat eivit ole
identtisia, mutta mahdollisimman samankaltaisia. Tilojen samankaltaisuuden mit-
tana kiytetddn uskollisuutta (engl. fidelity), joka kuvaa tilojen p; ja p, samankal-

taisuutta yhtilon

F(p1,p2) = \/(01)1/2P2(P1)1/2 (84)

mukaisesti. Uskollisuus saa arvoja vililtd 0 < F' < 1. Kun F' = 0, tilat ovat taysin
erilaiset ja on mahdollista kehittad jarjestely, joka pystyy erottamaan tilat taydella
varmuudella. Kun puolestaan F' = 1, tilat ovat tdysin samanlaiset, eikd niitd ole

mahdollista erottaa toisistaan. Toisin sanoen p; ja py ovat talléin sama tila.

MaAédritelma 4. Lineaarinen isometria S. on approksimatiivinen naamiointioperaa-
tio, kun se kuvaa tilat |Py) € Hpy tiloiksi |V ap,) € Ha @ Hp siten, ettd maalijoukon

kaikkien tilojen marginaalitilat ovat likimdadrdisesti samat. Marginaalitilat ovat liki-
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mddrdisesti samat, kun kaikilla k ja k' pditee
F(papg, paw) =1 —¢€ ja Flppg,ppw) =1 —¢, (85)

missa px, on tilaa | W) vastaava osasysteemin X tiheysmatriisi. € > 0 on paramet-
i, joka mittaa, kuinka hyvd approksimaatio on taydelliseen naamiontioperaatioon

verrattuna.

Seuraava lause 12 antaa rajan sille, kuinka tarkka approksimatiivinen naamionti
voi olla. Lauseen todistusta varten méaéritelldéin johdetaan ensin tarpeellinen epéyh-

talo. Uskollisuuden ja jilkietdisyyden vilille saadaan epayhtilo

1
Fipw, ) < /1 Sl plf, (50

missé ||p1 — pa||1 on tilojen p; ja po vélinen jélkietiisyys,

o1 = pally =: Tr(v/ (p1 — p2)t(p1 — p2)). (87)

Kun sijoitetaan tdhén approksimatiivisen naamioinnin mééritelméan epéayhtalo (85),

saadaan

1
l-e< \/1 - ZHﬂX\k — pxwlli

2 1 2
1 =2+ 60,§ L= llpxin = pxiwlly

1
llexie = pxpulft < 2¢

pxik — pxiw s < 2V/2¢. (85)

Lause 12. Approksimatiivinen naamiointikone S, : Hr — Ha ® Hp voi naa-
miotda kaikki puhtaat tilat Hp:ssd, kun ¢ > ﬁ(l — /14 % + lt—g), missd t =
min{dim H 4, dim Hp}. !

! Artikkelissa [18] esitettiin hieman erilainen raja e:lle todistuksen alkupuolella tehdyn pienen

virheen vuoksi. Virhe ei kuitenkaan vaikuta lauseen lopputulokseen kuin lukuarvollisesti.
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Todistus. Olkoon {|j)a} ja {|k)p} avaruuksien H, ja Hp ortonormaalit kannat.
Olkoon |s;1) ja |s9) kaksi lineaarisesti riippumatonta tilaa Hg:ssé. Naamiointikuvaus

S. kuvaa ne tiloiksi
[51) = [W1) ja  [sg) — [Wy). (89)

Merkitdédn tilojen |U;) ja |Uy) kerroinmatriiseja M = (mj;) ja N = (nj), eli
) = S, T mg ) Ja [Wa) = 3, S, el k). Tallsin marginaali-
tilojen kerroinmatriiseiksi saadaan

Tra(|U)(U1]) = MTM, Tra(|¥s) () = NTN

Trp(|U ) (U,]) = MM, Trp(|¥s)(¥y|) = NNT, (90)

missd merkintdjen selkeyttdmisen vuoksi vektorit on jatetty merkitsemétta. Tilo-
jen |s1) ja |s2) mielivaltaiselle superpositiolle |¥') = p|sy) + v|sy) saadaan ope-
raation S, lineaarisuuden nojalla kerroinmatriisiksi M + v N, ja marginaalitiloiksi
Trx| V) (V| = (uM +vN)(uM +vN)T, X = A, B.

Tavoitteena on saada yli- ja alarajat suureelle |Tr(MNTNMT)| parametrin e
suhteen. Téssé otetaan tavallinen matriisin jélki eiké osittaista jalked, koska késitel-
laén kerroinmatriiseja eikd marginaalitiloja. Koska M ja N ovat d4 X dg matriiseja,
MNTNM' on dy x d nelidmatriisi.

Sijoittamalla tiloille |¥;) ja |¥’) saadut marginaalitilat yhtdl66n (88) saadaan
[ITep (1) (W']) = Trp (W) (W)l < 2v2e, (91)
johon kerroinmatriisit yhtalosta (90) sijoittamalla saadaan
P M MY+ p* MNT + v NMT 4 [v2(NNT = MM, < 2v/2¢
(> = YMM" + i MNT + v NMY + [vPNNT||, < 2v/2¢
| yP(NNT— MM + (m*MNT + ' v NMT)||; < 2v/2e, (92)

missi on hyddynnetty kertoimien p ja v normalisointia: |u|? + [v|*> = 1 & |u* —

1 = —|v|%. Merkitdén hetkeksi epdyhtilon vasemman puolen termeji A ja B, eli
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v.p. = ||A+ Bl];. Koska A ja B ovat vektoreita, ne muodostavat kolmion vektorin

A+ B kanssa. Kolmioille pétee epayhtalo ||B||y < ||A||l1 + ||A+ B||1, jolloin saadaan

| MNT + pr uNM || <[vP|[(NNT - MM, (93)

+ [ WP (NNT = MM + (u*MN' + v NMY)| |4,

josta jalkimmé&inen termi tunnistetaan epayhtélosta (92), ja ensimméinen termi 16y-
detddn yhtalosté (88) sijoittamalla sithen marginaalitilat Trp(|Ws)(Ws|) ja

Trp(|Wq)(Py]). Néilld havainnoilla ylldolevasta epéyhtélostd (93) saadaan
|p* MNT + v N M| < |v]*2v2e + 2v2¢ = 2v2¢(1 + |v)?). (94)

Koska tama epéayhtilo oletuksen mukaan péitee kaikilla tiloilla |U’), tutkitaan kahta

eri tilaa, joiden kertoimet (u,v) ovat (\/Li, \/Li) ja (L2, %) Talloin epayhtilosta (94)
saadaan kaksi epayht&lod (téssd +)
1
IEMNT £ INMY| < 2v/26(1 + 5) = 3v/2e. (95)

Merkitaan taas selkeyden vuoksi vasenta puolta ||A £+ B||;. Kolmioepayhtalod hyo-
dyntden saadaan |[(A+ B) + (A — B)|ly < ||A+ B|1 + ||A — B||1, ja toisaalta
[|(A+ B) + (A — B)||1 = ||24]]:. Sijoittamalla tihén takaisin todelliset arvot, saa-

daan

2L MNT[|; <2-3v2¢

IMNT||; < 6v/2,

ja vastaavalla tarkastelulla myos ||[NMT||; < 6v/2e. Niitd hyodyntimilld saadaan
suureelle |Tr(M NTNMT)| yliraja:

ITe(MNTNMH| < [|MNTNM|, < |[MNT|||[NMT||; < (6v2€)* = T2¢.  (96)

Alaraja suureelle |Tr(MNTNM?')| saadaan hyodyntimélld jiljen syklisyyttd ja

tarkastelemalla ekvivalenttia suuretta |Tr(MTMNTN)|. Merkitiin L := NTN —
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MTM, ja sijoitetaan edelldi olevaan jilkeen NTN = MTM + L:
ITe(MTMNTN)| = |Tr((MTM)?) + Te(MTML)|
> |Te((MTM)?)] — [Te(MTML)| (97)
Tarkastellaan ensin ensimmaéisti termii |[Tr((MTM)?)|. Koska M on ds x dp
matriisi, matriisin MTM aste on korkeintaan t := min{ds,dp}. MTM voidaan
diagonalisoida jollakin dp x dp unitaarimatriisilla U, jolloin UTMTMU on muotoa
diag(xy, ..., xq, ), missd on korkeintaan k < ¢ nollasta poikkeavaa alkiota. Yleisyytté

loukkaamatta voidaan olettaa nédiden olevan k£ ensimmaéistd diagonaalialkiota. T4al-

16in saadaan

k 2 k k
vty - (o) < (L) (3]
i=1 i=1 i=1
= k|Te((M"M)*)] < t|Te((M'M)?)] (98)
misséd ensimmadisen epdyhtisuuruuden kohdalla on hyodynnetty Cauchy-Schwarzin

epiyhtilod |a - bf? < |a - al[b- b]. Edelleen saadaan 1 (Tr(MTM))2 < |Tr((MTM)?)],

mikd epdyhtdloon (97) sijoittamalla saadaan

I Te(MTMNTN)| > =(Te(MTM))* — |Te(MTML)| (99)

S

Ensimméisesté termisté saadaan suoraan 1, silli koska M on tilan |¥;) kerroinmat-
riisi, Tr(MTM) = 1.

Tarkastellaan erikseen jilkimmiistd termis |Tr(MTML)|. Kiytetiiin taas mat-
riisin MTM diagonalisoitua muotoa UMTMUT. Merkitdin sen diagonaalialkioita

(71, 29, ...). Merkitiiin myos matriisin ULUT diagonaalialkioita (y1, %2, ...). Nyt
T (MTML)| = |[Te(MTMUTULUTU)| = [Te(UMTMUTULUY)|.

Huomioimalla matriisin UMTMUT diagonaalisuus saadaan edelleen jilki auki laske-

malla

Te(UMIMUTULUN] <3 alys| < ]| Lo

J J
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Jalkimmaisessd epayhtdsuuruudessa hyodynnetédén tietoa, etta kukin |y;| on korkein-
taan |[ULUT||3, ja edelleen unitaarimatriisien isometrisyydesti seuraa ||[ULUT||, =
||L||,. Toisaalta epiyhtilon (91) mukaan ||L||; < 2v/2¢, ja ||L||2 < ||L||;. Huoma-
taan myds, ettd >, x; = 1, jolloin

[ Te(UMTMUTULUT)| <) aj|| L2 = ||L|]2 < 2V2€.

J

Sijoittamalla saadut tulokset kaavaan (99) saadaan
ITe(MTMNTN)| < % — 2V/2¢,
joka kaavan (96) kanssa antaa
% — 2V2e < |Te(MTMNTN)| < 72e. (100)

Ratkaisemalla tdmé epéyhtalo saadaan tulokseksi

1 36 18
> (14 /1+ 2+ = 101
€2 To06 Tt (101)

[]

Todistuksessa johdettu alaraja e:lle ei ole tiukka, ja monet tehdyistd arvioista
ovat vain likim&ardisiad. On siis mahdollista, ettd toisenlaisella tarkastelulla rajaa
saataisiin vield alemmas. Kaytdnnossa kuitenkin tamakin alaraja on erittdin hyva
tulos: tarkastellaan esimerkkind kubittisysteemin informaation naamiointia kahdelle
kubittisysteemille. Télloin Hy = Hp = H?, eli t = 2. Sijoittamalla timi lauseen
tulokseen saadaan € > (1 — /14 3 + &) &~ 0,0044, eli marginaalitilojen px|
vélinen uskollisuus on F(pxk, pxjir) = 1 —0,00435 = 0,9956. Tamé tarkoittaa, et-
td kun verrataan kahta eri marginaalitilaa px|x ja pxpi, 99,5 % todenndkéisyydelld
niitd ei pystytd erottamaan. Koska e on kiddntden verrannollinen t:hen, suurempi-
dimensioisiin kvanttisysteemeihin informaatiota naamioitaessa uskollisuus kasvaa.
Néin madritelty approksimatiivinen naamiointikuvaus on siis hyvin tehokas, ja kéy-

tdnnossa mittalaitteiden tarkkuuden rajoissa kuvaus saattaa kiyda taydellisesta.
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Lauseesta voidaan my0s havaita, ettd koska € on verrannollinen osasysteemien di-
mensioihin, € = 0 vaatisi, ettd min{dim H 4, dim Hp} = 0. Tamé tarkoittaa siis, etta
approksimatiivinen naamiointioperaatio, jolla marginaalitilojen valilld ei ole eroa, ei
ole mahdollinen. Toisaalta téllainen naamiointioperaatio ei ole lainkaan approksi-
matiivinen vaan tiysin eksakti, joten néin ollen yleiselle naamioinnin kieltolauseelle

on saatu vaihtoehtoinen todistus.

4.2 Probabilistinen naamiointi

Probabilistisessa naamioinnissa tehdain vaatimuksille myonnytys, ettd naamiointio-
peraation tarvitsee onnistua vain jollakin todennékoisyydelld p. Naamioinnin epéa-
onnistuessa saadulle tilalle ei ole muita vaatimuksia kuin etté se ei ole |Uy). Epdon-

nistuneet tilat havitetaan.

Maaritelma 5. Kuvaus S, on probabilistinen naamiointioperaatio, kun se kuvaa
tilat |¢r) € Hp tiloiksi |Vg) € Ha @ Hp todennakdisyydelld py, missd tilat [Wy) to-
teuttavat naamiointiehdon (23). Kuvauksen mahdollisten tulosten todenndkdisyydet

ovat s118

P(|¢r) = [Yy)) = pr (102)

P(lr) = |9) =1 —pr, D) # [Va), (103)

joista vain edellinen Lineaarisen isometrian sijaan S, on lineaarinen tilan jdilked
pienentivi kuvaus, Tr([vr)) > Tr(pe|Ve)) = pr Tr(|We)) (= pe Tr([¢n))). Lisiksi ole-

tetaan, etta kuvaus on bijektio, jotta kaksi eri tilaa eivdt tuota samaa lopputilaa.

Lause 13. Yksikddan probabilistinen naamiointioperaatio et pysty naamioimaan kaik-

kia tiloja Hp:ssa.

Todistus. Selkeyden vuoksi tarkastellaan vain tilannetta, jossa dimH, = dimHpg =

d. Oletetaan vastaoletuksena, ettd on olemassa probabilistinen naamiointioperaatio
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Sp, joka pystyy naamioimaan kaikki tilat Hp:ssd. Olkoon tdmé kuvaus

Sp([¥0)) = polWo) ja  Sp([¥1)) = pa|¥1), (104)

missi [t¢);) ovat lineaarisesti riippumattomia tiloja Hg:ssi, ja |¥;) kuvauksen line-
aarisuuden nojalla myds lineaarisesti riippumattomia tiloja H ® Hp:ssid. Kuten
naamioinnin kieltolauseen todistuksessa, tulkitaan tilat |¥;) marginaalitilan p4 pu-

rifikaatioina, jolloin niiden Schmidtin hajotelmat ovat

(W0 = VA a9 =3 VA, (105)

Mielivaltainen superpositiotila u|tg) + v|t1) kuvautuu tilaksi

Sp(ultho) +vIvn)) = ppo|Wo) + vpi [¥1) = V). (106)

Tila |¥’) ei ole normalisoitu todennékéisyyksien p; vuoksi. Olkoon N tilan normali-
saatiokerroin, eli normalisoituna tila on < (upo|¥o) +vp1|¥1)). Naamiointichdon no-
jalla my&s tdma tila on marginaalitilan p4 purifikaatio, ja sen Schmidtin hajotelma

on

ZJ_

1) (o B7) + vpr [BS)). (107)

Néin ollen {%(,updbgo)) + l/p1|b§-1)>)} on ortonormaali joukko tiloja. Kahden joukon

tilan sisdtulo on siis

1 1
7 (oo (05| vpn (0571 55 Gapo ) + v [07)) = 0 (108)
1 vpopy (B [0+ v ppopr (0 7Y = 0 (109)
w0+ ) = o, (110)

misséi on hyodynnetty myos tilojen |b§-i)> ortogonaalisuutta. Yhtilo tunnistetaan kiel-
tolauseen todistuksessa esiintyviiksi yhtéloksi (37). Oletuksen mukaan yhtilo pétee

kaikille 4« v, joten jiljelle jid ratkaisu (0" [b”) = 0, kun j # k.
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Naamiointiehto pétee my06s osasysteemille B, joten tilat (105) ovat myGs margi-

naalitilan pp purifikaatioita. T&lloin pp voidaan kirjoittaa kahdella tavalla:
d d
0 0 1 1
s =D N0 =7 A (0], (111)
Jj=1 j=1

Vektoreiden |bl(0)> ja |bz(1)> saadaan yhteys laskemalla Tr(pB|bl(0))<bl(0)|) kummallakin

ylldolevista pg:n muodoista. Ensimméiselld muodolla selvisti
d
0)(7.(0)\ /7.(0){7.(0
T AT ) = T D ) = 2 (112
ja toisen muodon kanssa lasketun jiljen ollessa yhtd suuri timéan kanssa saadaan
d
1 1)112.0)\ /7.(0
T Al ) @5 0] = (113)
j=1
M) = (114)

kaikilla ). Kun ), # 0, saadaan |(b{" [0} |2 = 1, mik téyttyy, kun [b{") = eift[p{®),

missi 0, € [0,27). Téatd kiyttdmalld tilasta |U’) saadaan

|J upo + vpie® )b\, (115)

Laskemalla tidstd muodosta jilleen marginaalitila pp saadaan

d i0;\|2
Upo + vpre’i
/CB z : |( ° N - )‘ ’b(0)><b(0)‘7 (116)

j=1
jota yhtéloon (111) vertaamalla ndhddén, ettd |(upo + vpie)|? = N kaikilla j.

T&lloin saadaan

(o + vp1€”%9) > = |(upo + vp1e’*)|? (117)
p1po(vp1€®)* + (upo)*vpre™ = pupo(vpre™)* + (upo)*vpie™®  (118)

v (e7 0 — e70) 4y (e — ) = 0. (119)

i0; _

Toisaalta koska yhtéilon on toteuduttava kaikilla p, v, ratkaisuksi kelpaa vain e

e = 7 — e=% = ( kaikilla j, k. Témé tarkoittaa, ettd 6; on j:sti riippumaton
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vakiokerroin tilassa |b§.1)> = ei91|b§0)>, eli

d d
1) =Y VALY =Y /) = e D). (120)
j=1 =1

Tulos on ristiriidassa sen oletuksen, ettid |¥g) ja |¥;) ovat lineaarisesti riippumatto-
mia. Niin ollen probabilistinen naamiointioperaatio ei pysty naamioimaan mielival-

taista tilaa Hp:ssé. O

Téassé todistuksessa on huomattavan paljon samoja piirteitd kuin naamioinnin
kieltolauseen todistuksessa. Merkittdviné erona kuitenkin on, ettd kertoimien u ja
v mielivaltaisuudesta pidettiin tiukemmin kiinni, miké lopulta johti ristiriitaan.

Yritys kiertdd kieltolauseen vaikutus operaation probabilistisella versiolla on ot-
tanut inspiraatiota probabilistisesta kloonaamisesta [19]. Ensimmaéinen lahestymis-
tapa, jolla probabilistista naamiointia tutkittiin, olikin hyvin samankaltainen pro-
babilistisen kloonauksen méaérittelyn kanssa. Operaatiossa alkutilat ensin kuvataan
maalitiloiksi, ja mittauksen jalkeen valitaan vain ne tilat, jotka tdyttavit vaatimuk-
set. Seuraavassa esittelen lyhyesti tdmén vaihtoehtoisen probabilistisen kuvauksen
ja sille artikkelissa |20] johdetun tuloksen.

Olkoon alkutiloina joukko tiloja {|¢x)} € Hg, jotka naamioidaan probabilis-
tisesti tiloiksi |®r) = /D Vi) Pe) + /1 — pi|®},). Téssd |¥y) on tuttuun tapaan
naamiointichdon téyttava tila Hap:ssd, {|Fx)} on joukko mittalaitteen tiloja, ja
|®) € Happ on tila yhdistetyssi systeemissd ABP.

Valitaan tilat siten, etté tilat |®)) ovat ortogonaalisia joukon {|Py)} virittdmén
avaruuden kanssa. Talloin (Py|®]) = 0 kaikilla k,I. Néin voidaan suorittaa mit-
taus P:ll4, joka valikoi vain ne tilat AB:ssé, jotka tayttdvat naamiontiehdon. Néin

madritellylle kuvaukselle pitee seuraava lause, jonka todistus sivuutetaan.

Lause 14. Olkoon Hg, Ha ja Hp d-ulotteisia kvanttisysteemeja, ja probabilistinen

naamiointikuvaus madaritelty kuten edelld. Tilajoukko {|1v)} € Hr on mahdollista
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naamioida probabilistisesti, kun tilojen lukumddrd on n < d, ja tilat oval keskenddn

lineaarisesti risppumattomia.

Lauseen tulos ei ole mitenkddn mullistava, silld luvussa 3.3 néhtiin esimerkiksi
kubiteille, ettd myds ei-probabilistinen naamiointikuvaus pystyy naamioimaan kak-
si keskendin lineaarisesti riippumatonta tilaa, ja toisaalta yleisessid tapauksessakin
naamioitavien tilojen joukko on dareton. Voidaankin siis todeta, ettd probabilistinen

naamiointioperaatio ei ole ei-probabilistista operaatiota tehokkaampi.

5 Seuraukset ja sovellukset

Uudenlaisen kvantti-informaatioteoreettisen operaation keksimisen myota herad ai-
na kysymys, miten tata uutta tietoa voidaan hyodyntaa? Kvantti-informaation naa-
mioinnin mahdollisten sovellusten lisiksi naamioinnin kieltolause tarjoaa mielen-
kiintoisen kohteen tutkittavaksi: millaisia seurauksia kieltolauseella on? Ratkaisee-
ko kieltolause aiemmin esitettyjd avoimia kysymyksid? Mihin kvantti-informaation
naamiointi sijoittuu jo tunnettujen operaatioiden kartalla?

Téassé luvussa esitellddn ensin naamiointioperaatiota vastaava aiemmin tunnet-
tu tulos. Lisdksi esitelldén kieltolauseesta seurauksena saatava kubittiin sitoutu-
misprotokollan mahdottomuus, ja lopuksi yksi mielenkiintoinen havainto kvantti-
informaation ja klassisen informaation erosta naamioitavan joukon rakenteen kaut-

ta.

5.1 Kvanttisalaisuuksien jakaminen

Kvanttisalaisuuksien jakaminen on jarjestely, jossa kvanttitilan siséltdma informaa-
tio jaetaan n:lle osasysteemille siten, ettd tarvitaan vihintdin k osasysteemié in-
formaation selvittdmiseen, ja mikdin osasysteemien joukko, jossa on alle k jisen-

td, ei sisdlld lainkaan informaatiota. Téllaista jérjestelyd kutsutaan salaisuuden
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(k,n)-jakamiseksi [21]. Jo téastd méadritelméstd on suoraviivaista ndhda, ettd kvantti-
informaation naamiointi kahdelle osasysteemille on vain erikoistapaus salaisuuksien
jakamisesta, kun (k,n) on (2,2). Naamioinnin kieltolausekin saadaan seurauksena
jo vuonna 1999 julkaistussa artikkelissa [21] esitetystd salaisuuksien jakamista kos-
kevasta lauseesta. Itse lause ja sen todistus menevit syvemmalle kvanttivirheenkor-
jauskoodien teoriaan, mutta lauseen seurauksena saatava tulos on ymmérrettivissi
tdmén kirjoitelman tiedoin.

Salaisuuksien jakaminen voidaan jakaa puhtaiden tilojen ja sekoitettujen tilojen
versioiksi, riippuen siitd, onko jaettu tila puhdas vai sekoitettu. Tdhdn mennessa
tarkastelluissa naamiointioperaatioissa on siis ollut kyse puhtaalle tilalle kvanttisa-
laisuuden jakamisesta. Seuraava lause, jonka todistus sivuutetaan, kattaa kvantti-

informaation naamioinnin.

Lause 15. Jokaiselle puhtaalle tilalle mielivaltaisen kvanttisalaisuuden jakavalle

(k,n)-jarjestelylle pitee n = 2k — 1.

Koska kvantti-informaation naamiointioperaatio on puhdas kvanttisalaisuuden
(2,2)-jakamisjédrjestely ja 2 # 3, edellisestd lauseesta seuraa suoraan naamioinnin
kieltolause. Naamiointia koskevat tulokset eivit kuitenkaan ole pelkkidd pyoran uu-
delleen keksimisté, silli salaisuuksien jakamisen tarkastelu artikkelissa [21] keskittyi
tuloksiin, jotka koskevat mielivaltaisia tiloja. Rajatun joukon kattavat salaisuuden
jakamisen jarjestelyt mainittiin artikkelissa vain ohimennen, ja niiden tarkastelu
sivuutettiin vihemmaén hyddyllisena. Toisaalta Modin et al. avoimeksi jattdmaan
kysymykseen informaation naamioimisesta sekoitetuille tiloille 16ytyy vastaus salai-
suuksien jakamisesta: artikkelissa [21]| osoitettiin, ettd sekoitetuille tiloille mahdol-
lisia (k,n)-jdrjestelyjd ei ole rajattu yhtd vahvasti kuin puhtaille tiloille, ja (2,2)
siséltyy mahdollisten jarjestelyjen joukkoon.

Kvanttisalaisuuksien jakamisella on ilmeisia sovelluksia kvanttiteknologiassa. Esi-

merkkinad voidaan kuvitella tilanne, jossa yritykselld on kvanttikryptattuun siiloon
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talletettuna yrityksen liikesalaisuudet. Sailon kryptauksen purkavana avaimena toi-
miva kvantti-informaatio jaetaan yrityksen johdon kesken siten, ettd yhdenkain yk-
sittdisen toimijan systeemi ei sisilla sdilon avaamiseen vaadittavaa informaatiota,
mutta useamman osapuolen toimiessa yhdessi séilé on mahdollista avata. Téllainen
jéirjestely tekee mahdottomaksi yhden pahantahtoisen toimijan aikeet varastaa liike-
salaisuudet, mutta toisaalta sallii salaisuuksiin kisiksipadsyn, vaikka joku toimija ei
pystyisi osallistumaan. Téssd kuvitteelisessa jirjestelyssa on toki ilmeisié teknologi-
sia kompastuskiviéd, kuten esimerkiksi kvantti-informaation siiléminen pidemmaéksi
ajaksi, eikd se ole realistisesti tdnd péivand toteutettavissa.

Naamioinnin kieltolause asettaakin rajoituksia téllaiselle sovellukselle, kun salai-
suus halutaan jakaa vain kahdelle osapuolelle. Vain naamioitavaan joukkoon kuulu-
vat tilat on mahdollista jakaa salaisesti, joten kahden osapuolen salaisuuden jaka-

mista toteuttaessa tilojen rajoittuminen on otettava huomioon.

5.2 Kubittiin sitoutuminen

Bittiin sitoutuminen on informaatioprotokolla, jossa yksi toimija, Aliisa, valitsee bi-
tin b ja tallettaa sen lukittuun s&il6on. Aliisa antaa séilion Petrille, mutta pitdé avai-
men itsellddin. Protokollan tavoite on, ettd Aliisa ei pysty jilkikdteen muuttamaan
valintaansa, vaan on sitoutunut bittiinsi, ja toisaalta Petri ei pysty selvittdmé&én,
mitd Aliisa on valinnut. Kun Aliisa haluaa paljastaa b:n, hin antaa avaimen Petrille
[22].

Kvanttiversio bittiin sitoutumisesta on hyvin samankaltainen: Aliisa valitsee bi-
tikseen 0 tai 1, ja koodaa sen yhdistetylle systeemille lomittuneeseen tilaan |¥,) =
\%(\OO} —[11)) tai |¥y) = \%(\OO} +]11)). Toisen systeemeista Aliisa pitad itselladn,
ja toisen hdn antaa Petrille. Petri ei saamastaan systeemistd pysty paattelemaén,
mitd Aliisa on valinnut, mutta kun Aliisa jakaa oman systeeminsi Petrin kanssa, on

alkuperdinen bitti selvitettavissa.
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Bittiin sitoutuminen on selvisti sovellus informaation naamioinnista, vaikka pro-
tokollana onkin huomattavasti vanhempi. Kvantti-informaatiolle méadritelty naa-
miointioperaatio tarjoaakin mahdollisuuden laajentaa protokollaa kubittiin sitou-
tumiseksi. Télloin Aliisa valitsee bitin sijaan kubittitilan |¢;) koodattavaksi lomit-
tuneeseen tilaan |¥;). Naamioinnin kieltolauseen mukaan |¢) ei kuitenkaan voi olla
mielivaltainen kubitti, vaan se voidaan valita vain sopivasta tilajoukosta.

Lomittuneeseen kvanttisysteemiin koodattuun bittiin tai kubittiin sitoutuminen
ei ole pitava protokolla — Aliisa pystyy aina huijaamaan ja muuttamaan tilaa ennen
paljastamista. TAm& on ndhtévissd kun tarkastellaan tilaa |¥;) Petrin systeemin P
purifikaationa. Koska Petrin systeemi ei sisilld naamioitua informaatiota, pp ei rii-
pu tilasta |\U;), joten naamiointiehdon mukaisesti pp = Tr|¥;)(V;| kaikille 7. Tilat
|W;) voidaan siis kirjoittaa Schmidtin hajotelman muotoon |¥;) =", \/)\—klag)ﬂbk}.
Nyt nahdain tilojen eroavan ainoastaan systeemin A kantavektoreissaan, joten Alii-
sa pystyy pelkalla lokaalilla unitaarioperaattorilla vaihtamaan tilan haluamakseen:
v = U 150, 2.

Bittiin sitoutumisen mahdottomuus on jo pitkdin tunnettu tulos, mutta méaérit-
telemilld kvantti-informaation naamiointioperaatio pystytidén osoittamaan, ettd esi-
tellylla yksinkertaisella protokollalla myoskdan kubittiin ei ole mahdollista sitoutua.
Protokollaa on mahdollista muokata jakamalla osapuolille kertakiyttoinen erikseen
preparoitu lomittunut tila, joka toimii salausavaimena valitulle kubitille. Hyodyntéa-
miélld tilan lomittuneisuutta on mahdollista pitdvisti sitoutua kubittiin [23]. Muo-
kattu protokolla on kuitenkin paljon monimutkaisempi ja vaatii enemmaén resursseja

sekd kolmannen osapuolen preparoimaan salausavaimena toimivan tilan.

5.3 Klassisen ja kvantti-informaation raja

Luvussa 3.3 selvitettiin, ettd naamioitava joukko koostuu aina jostain hyperkiekko-

jen yhdisteestd. Palautetaan mieleen m-ulotteisen hyperkiekon tilojen matemaatti-
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nen muoto,

m

[0(8)) =Y 15¢"|¢5). (121)

j=1
Naamiointioperaatiossa kvantti-informaatio koodataan tilan vaiheparametreihin 6;.
Koska hyperkiekoista koostuva joukko on ainoa mahdollinen naamioitavan joukon
rakenne, informaatio naamioidaan aina vain tilan vaiheisiin. Tdm& on mielenkiintoi-
nen havainto, silla tilan vaihe on puhtaan kvanttimekaaninen ominaisuus, jolla ei ole
klassista vastinetta. Kvantti-informaatiota on siis mahdollista naamioida vain hyo-
dyntamalld tilojen kvanttimekaanisia ominaisuuksia. Naamioinnin kieltolause muo-

dostaa selkedn rajan klassisen ja kvantti-informaation vélille.

6 Kieltolauseiden hierarkia

Piilotettavat

Naamioitavat

Reaaliset
Lahetettavat

Kloonattavat

Kuva 3. Kieltolauseita vastaavien joukkojen hierarkia. Kloonattavien tilojen jouk-
koon kuuluvat ortogonaaliset tilat kuuluvat myo6s ldhetettivien tilojen joukkoon,
joka koostuu keskenédsin kommutoivista tiloista. Namaé tilajoukot ovat ekvivalentte-
ja jonkin reaalisten tilojen osajoukon kanssa. Kaikki reaaliset tilat on mahdollista
naamioida yhdelld naamiointioperaatiolla, mutta naamioitavien tilojen joukkoon voi
kuulua myds ei-reaalisia tiloja. Piilotettavien tilojen joukon rakennetta ei ole tut-
kittu tarkemmin, mutta siihen sisdltyy ainakin kaikki naamioitavissa olevat tilat.
Artikkelia [9] mukaillen.

Kvantti-informaation matemaattinen rakenne sallii monia operaatioita, mutta
moni klassiselle informaatiolle triviaali toimitus ei ole mahdollista kvanttimekanii-

kassa. Esimerkiksi tutkielmassa tarkasteltu informaation naamiointi on tallainen
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operaatio. Vaikka kieltolauseet sindnsi ovat erillisid ja kullakin on omat oletuksensa
ja implikaationsa, ne voidaan jarjestda sen mukaan, minkilaisella tilajoukolla ope-
raatio on mahdollista suorittaa. Merkittdvimmilla kieltolauseilla tdmé& jarjestys on
selked: heikompaan kieltolauseeseen liittyvi tilojen joukko siséltdd aina vahvemman
kieltolauseen vastaavan joukon.

Kuvassa 3 on esitetty kieltolauseita vastaavien sallittujen joukkojen jarjestys.
Kloonattavaan joukkoon kuuluvat tilat ovat keskendin ortogonaalisia, ja sisélty-
vat ldhetettivien tilojen joukkoon, joka koostuu keskenddn kommutoivista tiloista.
Néama joukot sisdltdvat vain reaalisia tiloja — tiloja, joiden tiheysmatriisien alkiot
ovat puhtaan reaalisia — tai ovat ekvivalentteja jonkin reaalisten tilojen osajou-
kon kanssa. Naamioitavien tilojen joukkoon sisiltyy kaikki reaaliset tilat ja hieman
enemmaén, ja piilotettavien tilojen joukko sisdltdéd kaikki naamioitavat tilat. Luvun

sisélté perustuu enimmikseen artikkeliin [9)].

6.1 Kloonauksen kieltolause

Kloonauksen kieltolause (engl. no-cloning theorem) on kieltolauseista vanhin ja tun-
netuin, jo vuonna 1982 esitetty [1]. Kloonaamisoperaatiossa systeemin alkutilasta
tuotetaan tiydellinen kopio hiiritseméttd alkuperdistd systeemid. Mikéli kloonaa-
minen olisi mahdollista, voitaisiin mielivaltaisen tarkasti selvittdd minki tahansa
kvanttisysteemin tila tuottamalla siitd useita kopioita ja suorittamalla eri mittauk-
set eri kopioille. Tamé& kumoaisi tilan fundamentaalin epidtarkkuuden vaikutukset,
vhden kvanttimekaniikan peruspilareista. Melko lyhyella laskulla voidaan kuitenkin
osoittaa, ettd yleinen kloonausoperaatio ei ole mahdollinen mielivaltaisille kubiteille.
Todistus yleistyy ilmeiselld tavalla useampiulotteisillekin systeemeille.
Kloonausoperaatio on kuvaus |A)|¥) — |A")| V) ®| V), missd |¥) on kloonattavan

kubitin alkutila. Lineaarisuuden nojalla riittdisi olettaa, ettd kloonauslaite pystyy
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kloonaamaan kubitin puhtaat tilat, eli
0) = 10)[0) Ja  [A)[1) = [A})[1)[T). (122)

Toisaalta yleisen kloonausoperaation tulisi myos kyetd kloonaamaan mielivaltainen
superpositiotila |¥) = «a|0) + £|1), missd a, € C, jolloin kubitin lopputilaksi

saataisiin
(|0) + 8[1)) @ (a]0) + BI1)) = ®[0)|0) + aB]0)[1) + a]1)[0) + B[1)[1).  (123)

Suorittamalla kloonausoperaatio (122) superpositiotilaan |¥) saadaan kuitenkin lop-

putilaksi
(a]0) + 51)) = [0)[0) + 5[1)[1), (124)

joka selvésti ei vastaa tilaa (123). Niin ollen kloonausoperaation ei ole mahdollis-
ta kloonata mielivaltaista kubitin tilaa, ja todistus yleistyy suoraan useampiulot-
teisille kvanttisysteemeille. On kuitenkin huomionarvoista, ettd kuvatun kaltainen
kloonausoperaatio pystyy kloonaamaan kaksi ortogonaalista tilaa, |0) ja [1). Ylei-
sesti kiykin ilmi, ettd kutakin kloonausoperaatiota vastaava kloonattava joukko on

joukko ortogonaalisia tiloja.

6.2 Lahettamisen kieltolause

Lahettamisen kieltolause (engl. no-broadcasting theorem) kieltda hyvin samankaltai-
sen operaation kuin kloonaamisen kieltolause. Lahettdmisoperaatiossa mielivaltai-
nen kvanttitila lahetetddn kahdelle erilliselle kvanttisysteemille siten, ettd kumman-
kin systeemin tila ndyttda samalta kuin alkuperiinen tila, toisin sanoen yhdistetyn
systeemin lopputilan marginaalit vastaavat alkuperiisté tilaa [24]. Yhteys kloonaa-
miseen on selked: kloonausoperaation tuloksena yhdistetyn systeemin kumpikin os-

apuoli on samassa tilassa kuin alkuperdinen kloonattava tila, ldhetysoperaatiossa
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lopputilassa kummallekin osapuolelle nayttia, ettd systeemi on alkutilaa vastaavas-
sa tilassa.

Olkoon R, A ja B kvanttisysteemejé, joiden Hilbertin avaruudet ovat Hpr, H, ja
Hp, ja olkoon {pi} joukko tiloja Hg:ssa. Lahettdmisoperaatiossa Hr — Ha ® Hp

tila pi kuvataan yhdistetyn systeemin tilaksi p/ siten, ettd

Tralpl] = Tralpl] = ps. (125)

Erikoistapauksena téllaisesta operaatiosta voidaan tarkastella kuvausta, jossa tila
ps kuvautuu tilaksi p, = ps ® ps. Télloin selviisti ehto (125) pitdd. TAmé operaatio
on méiaritelmin mukaan yhtapitava kloonausoperaation kanssa, joten kloonaaminen
nidhdéddn ldhettamisen erikoistapaukseksi.

Lahettdmisen kieltolauseen mukaan mikdin ldhetysoperaatio ei pysty lahetta-
maan mielivaltaisia tiloja. Lahetettavien tilojen joukon rakennetta koskevan lauseen
todistus on yksinkertaisessakin tapauksessa huomattavasti monimutkaisempi kuin
edellisessd alaluvussa esitetty todistus kloonauksen kieltolausetta vastaavalle jou-
kolle, joten se jatetddn esittelemétta. Tuloksena kuitenkin saadaan, ettd jokaista 1a-
hettdmisoperaatiota vastaava lahetettdvien tilojen joukko koostuu kesken#din kom-
mutoivista tiloista, eli tiloista, joiden tiheysmatriisit kommutoivat. Suoraviivaisesti
niahddian myos, ettd kloonattavien tilojen joukko sisdltyy tdhén joukkoon: ortogo-

naaliset tilat kommutoivat triviaalisti.

6.3 Naamioinnin kieltolause

Kieltolauseiden hierarkiassa naamioinnin kieltolause asettuu ldhettdmisen ja pii-
lottamisen véliin. Jokaista ldhettdmisoperaatiota vastaava tilajoukko sisiltyy jon-
kin naamiointioperaation naamioitavaan joukkoon, ja jokainen naamioitava joukko
on jonkin piilottamisoperaation sallitun joukon osajoukko. Artikkelissa |7] esitettiin
lause, jonka mukaan jokainen joukko joka koostuu keskenddn kommutoivista tiloista

on mahdollista naamioida sopivalla lineaarisella isometrialla. Lauseen seurauksena
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siis naamiointioperaatio on ldhettdmisoperaatiota ylempané kieltolauseiden hierar-
kiassa. Toisaalta naamiointi ndhdaén erikoistapaukseksi informaation piilottamises-

ta, ja ndin ollen naamiointi on hierarkiassa piilottamisen alapuolella.

6.4 Piilottamisen kieltolause

Samalla tavalla kuin ldhettdminen voidaan ndhdéd kloonauksen yleistyksend, naa-
mioinnin oletuksia voidaan lievittda hieman ja saada yleisempi operaatio, kvantti-
informaation piilottaminen [25]. Kun naamioinnissa informaatio naamioidaan mo-
lemmilta osasysteemeiltd, piilottamisoperaatiossa informaatio piilotetaan vain toi-
selta systeemilta siirtdmailld se kokonaan toiseen systeemin tai systeemien vilisiin
korrelaatioihin. Piilottamisen kieltolauseen (engl. no-hiding theorem) mukaan mie-
livaltaista tilaa ei voida piilottaa joltain osasysteemiltd siten, ettd informaatiota
siirtyy systeemien vilisiin korrelaatioihin — piilotettu informaatio siirtyy kokonai-
suudessaan systeemin muihin osiin.

Olkoon jélleen R, A ja B kvanttisysteemejé, joiden Hilbertin avaruudet ovat
Hr, Haja Hp, ja olkoon {px} joukko tiloja H g:ssa. Piilottamisoperaatio on kuvaus
M : Hr — Ha®@Hp, joka kuvaa ldhtosysteemin tilan py yhdistetyn systeemin tilaksi

0 siten, ettd naamiointiehto péitee vain toiselle osasysteemille:

pa = Trg(or) Pl =Tra(or) Vk. (126)

Systeemin A tila ei siis riipu piilotetusta tilasta, mutta systeemi B saa siséltidd in-
formaatiota. Piilottamisen kieltolause kertoo, ettd mielivaltainen tila on mahdollista
piilottaa vain siten, etti kaikki informaatio on siirtynyt osasysteemiin B.
Piilotettavien tilojen joukon rakennetta ei ole tutkittu kovin tarkasti, mutta kos-
ka operaatio vastaa naamiointioperaatiota lievemmin rajoituksin, vihintdan kaikki
johonkin naamioitavaan joukkoon kuuluvat tilat on mahdollista piilottaa yhdella
piilotusoperaatiolla. Koska piilottaminen ja naamiointi ovat hyvin samankaltaiset

operaatiot, piilottamisesta kiytetddn myos termié osittainen naamiointi [9)].
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7 Yhteenveto

Tamén tutkielman padsisdlténd on ollut kvantti-informaation naamiointioperaatio
ja siihen liittyva kieltolause. Naamioinnin kieltolauseen seurauksena yhdelld naa-
miointikuvauksella on mahdollista naamioida vain jokin tila-avaruuden osajoukko,
kuvaukseen liittyvd naamioitava joukko.

Luvussa 3 tarkasteltiin, millaisissa tilanteissa kvantti-informaation naamiointi on
mahdollista. Aluksi esiteltiin naamioinnin kieltolause todistuksineen, jonka jalkeen
syvennyttiin naamioitavan joukon mahdollisiin rakenteisiin. Joukon rakennetta tar-
kasteltiin ensin yleiselld tasolla, ja esiteltiin lause, jonka mukaan naamioitava joukko
on ylinumeroituvan direton, kun informaatio koodataan tilan vaiheparametreihin.
Joukon rakenteesta esiteltiin my6s joitain konkreettisia esimerkkejé, ja néhtiin naa-
mioitavien joukkojen sijaitsevan yleensé jollakin hyperkiekolla tai useamman hyper-
kiekon yhdisteellé.

Luvussa 4 esiteltiin kaksi mahdollista keinoa kieltolauseen kiertamiseksi: approk-
simatiivinen ja probabilistinen naamiointi. Approksimatiivisessa naamioinnissa luo-
vutaan vaatimuksesta, ettd kaikki naamioidun tilan marginaalit ovat sama tila, ja
sallitaan niiden vililld olevan jonkin verran eroa. Approksimatiiviseen naamiontiin
liittyen esitettiin lause, jonka mukaan voidaan saavuttaa hyvinkin korkea uskolli-
suus marginaalitilojen vélille — kubiteilla noin 0,5%. Probabilistisessa naamioin-
nissa sallitaan operaation epdonnistuminen, ja tarkastellaan tilannetta, jossa satun-
naisest vain osa operaatiolla kuvatuista alkutiloista paatyy lopputilassa taydellisesti
naamioituun tilaan. Luvussa esitettyjen lauseiden tuloksena néhtiin, ettd probabi-
listisella naamioinnilla ei saavuteta etua ei-probabilistiseen naamiointiin nihden.

Luku 5 sisélsi naamioinnin kieltolauseen seurauksena todistuksen kubittiin sitou-
tumisprotokollan mahdottomuudesta. Naamioitavan joukon rakenteesta puolestaan
havaittiin, ettd informaatiota on mahdollista naamioida vain, jos se on koodattu

alkutilan vaihetekijoihin. Koska tilan vaihe on puhtaan kvanttimekaaninen ilmig,
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havainto osoittaa naamioinnin kieltolauseen olevan seurausta nimenomaan kvantti-
fysiikan laeista.

Lisédksi luvussa esiteltiin havainto, ettd vaikka kvantti-informaation naamiointi
esitettiin vuonna 2018 uutena keksinténé, naamiointi on vain erikoistapaus vuonna
1999 esitellysta kvanttisalaisuuden jakamisesta. Kvanttisalaisuuden jakamisen yhtey-
dessé osoitettiin myos naamioinnin kieltolauseeseen johtava tulos mahdollisten salai-
suudenjakamisjirjestelyjen kautta. Tuloksen esittely uudelleen ei kuitenkaan ole téy-
sin turhaa, silld viime vuosina naamioinnin sovelluksia ja kieltolauseen seurauksia on
tutkittu enemménkin artikkelin [2| innoittamana. Alkuperdinen esitys ei myoskdian
ottanut lainkaan kantaa naamioitavaan joukkoon, joten joukon rakennetta koskevat
tuloksetkin ovat tdysin uutta tietoa.

Luvussa 6 esiteltiin lyhyesti muita aiemmin tunnettuja kieltolauseita. Naamiointi
néhtiin rajoitetummaksi erikoistapaukseksi informaation piilottamisesta, ja toisaalta
nahtiin kloonauksen ja ldhettdmisen olevan naamiointia tiukempia kieltolauseita.
Lauseita vastaavat sallittujen tilojen joukot jarjestettiin hierarkisesti sisdkkiin, ja
naamioinnin kieltolause sijoitettiin paikalleen tdhén kieltolauseiden hierarkiaan.

Kvantti-informaation naamiointiin liittyvid avoimia kysymyksid on ldhinna sen
sovelluksiin liittyen. Kokeellisesti naamiointioperaatio on onnistuttu toteuttamaan
erilaisin jarjestelyin: artikkelissa [26] informaatiota naamioitiin yhden fotonin eri va-
pausasteiden vilille, ja artikkelin [27] koejérjestelyssd vastaanottavina systeemeiné
toimivat kahden fotonin polarisaatiot. Tulosten tuoreudesta johtuen konkreettisia
naamioinnin sovelluksia ei vield ole tarkemmin esitetty. My0s joitain teoreettisia ky-
symyksid on avoinna: esimerkiksi approksimatiiviselle naamioinnille luvussa 4 esite-
tyn rajan optimaalisuus ei ole varmaa. Naamioitavien joukkojen rakennetta késitte-

levé artikkeli [6] jatti myGs avoimeksi joitain erikoistapauksia koskevia kysymyksia.
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