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Tutkielmassa todistetaan Riemannin kuvauslause, joka on yksi funktioteorian pe- 

rustuloksista. Sen mukaan jokainen yhdesti yhtenäinen alue D voidaan kuvata yk- 

sikkökiekoksi konformikuvauksella, kunhan D ei ole koko kompleksitaso. 

Esitettävä todistus edustaa niin sanottua Koebe–Montel-lähestymistapaa, jossa ha- 

luttu konformikuvaus saadaan erään funktiojonon raja-arvona. 

Tutkielmaa varten kehitettiin uudenlaisia havainnekuvia, ja kuvien tuottamiseen 

käytetty ohjelmakoodi on asetettu julkisesti saataville. Oheistuotteena syntyi You- 

tuben ensimmäinen visualisaatiovideo Riemannin kuvauslauseen geometrisesta tul- 

kinnasta. 

Tutkielman päälähteenä on Bruce Palkan “An Introduction to Complex Function 

Theory”. 

Asiasanat: funktioteoria, Paul Koebe, konformikuvaukset, Paul Montel, Tristan 

Needham, Bernhard Riemann, Riemannin kuvauslause, yhdesti yhtenäiset alueet, 

visualisointi.
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1 Johdanto 

Eräs keskeinen käsite matematiikassa on ekvivalenssirelaatio. Esimerkiksi lukuteo- 

riassa tarkastellaan lukujen jakojäännöstä tietyn jakajan suhteen ja geometriassa 

tutkitaan kuvioiden ekvivalenssia peilauksien, translaatioiden, kiertojen ja skaa- 

lauksien suhteen. Tässä tutkielmassa tarkastellaan, mitkä kompeksiavaruuden C 

osajoukot U ovat ekvivalentteja yksikkökiekon ∆ = { z ∈ C | | z | < 1 } kanssa, 

kun ekvivalenssia määrittää konformikuvauksen f : U → ∆ olemassaolo. Tällöin 

voidaan sanoa, että joukko U on konformisti ekvivalentti yksikkökiekon ∆ kanssa. 

Konformikuvaukset ovat karkeasti kuvaillen holomorfikuvauksia, jotka “säilyttävät 

kulmat”. Tällaisia kuvauksia ovat esimerkiksi Möbius-kuvaukset. 

Tutkielmassa todistetaan Riemannin kuvauslause, jonka mukaan yksikkökiekon 

kanssa konformisti ekvivalentteja joukkoja ovat kaikki yhdesti yhtenäiset alueet , jotka 

eivät ole koko kompleksitaso. Yhdesti yhtenäiset alueet ovat epätarkasti kuvailtuna 

kompleksitason alueita, joissa “ei ole reikiä”. Esimerkiksi kuvan 1 joukko D ei olisi

 

z0

 

A

 

D

 

(a) Useasti yhtenäinen alue 

D , jossa kiekosta on poistet- 

tu suljettu joukko A ja piste 

z0

 

(b) Yhdesti yhtenäinen 

alue, Kochin lumihiutale 

K 

Kuva 1 

yhdesti yhtenäinen, vaikka joukko A kuuluisikin siihen, sillä piste z0 

olisi edelleen 

“reikä” kyseisessä alueessa. Vastaavasti kuvan toinen joukko, Kochin lumihiutale K , 

on yhdesti yhtenäinen [1]. 

Tutkielmassa todistetaan Riemannin kuvauslauseesta seuraava versio: 

Riemannin kuvauslause . Olkoon D koko kompleksitasosta eriävä yhdesti yhtenäi- 

nen alue, z0 

sen piste ja ∆ origokeskinen yksikkökiekko. Tällöin on olemassa yksi- 

käsitteinen alueessa D määritelty konformikuvaus f , jolla f ( D ) = ∆ , f ( z0) = 0 ja 

f 

′( z0) > 0 . 

Tuloksen esitti ensimmäisenä saksalainen Bernhard Riemann (1826–1866) väitös- 

kirjassaan vuonna 1851. Riemannin alkuperäinen todistus reunakäyrältään paloit- 

tain sileille alueille oli puutteellinen, mutta tulosta on silti pidetty sekä yhtenä 1800- 

luvun syvällisimmistä tuloksista että yhtenä funktioteorian tärkeimmistä tuloksista. 

Ensimmäisenä täsmällisenä todistuksena pidetään William Osgoodin (1864–1943) 
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todistusta mielivaltaisille yhdesti yhtenäisille alueille vuodelta 1900. Riemannin ku- 

vauslauseen parissa työskenteli vuosisadan alussa myös useita muita matemaatik- 

koja, joista Jeremy Gray nostaa erityisen merkittäväksi Paul Koeben (1882–1945). 

[2] Grayn käsittelemien todistuksen lisäksi tunnetaan myös uudempia todistuksia, 

kuten Greenen ja Kimin todistus [3] sekä McKeanin todistus [4]. Näistä ensimmäi- 

nen pyrkii noudattamaan Riemannin alkuperäistä ajatusta, ja jälkimmäisessä lause 

todistetaan Schwarz–Christoffel-kuvausten avulla. 

Riemannin kuvauslauseen vahvuutta kuvastaa hyvin, että sen mukaan hyvin mo- 

nimutkaisetkin alueet voidaan kuvata yksikkökiekoksi ∆ ja vieläpä varsin “kiltillä” 

funktiolla. Näin ollen kaikkia yksikkökiekon ominaisuuksia, jotka säilyvät konformi- 

kuvauksessa, voidaan suoraan hyödyntää tarkastellessa mielivaltaista yhdesti yhte- 

näistä aluetta – esimerkiksi tarkasteltaessa Kochin lumihiutaletta K (ks. kuva 1), 

jonka reunan pituus ei ole äärellinen eikä reuna myöskään ole differentioituva mis- 

sään pisteessä [1]. 

Riemannin kuvauslauseen tulos on myös vahvin mahdollinen. Olkoon U mie- 

livaltainen kompleksitason osajoukko ja f konformikuvaus, joka kuvaa joukon U 

konformisesti yksikkökiekolle ∆ . Tällöin funktiolla f on huomautuksen 4.2 nojalla 

konforminen käänteiskuvaus f 

− 1, jolloin joukko U = f 

− 1(∆) on lauseen 6.6 nojal- 

la yhdesti yhtenäinen alue. Joukko U myöskään voi olla koko kompleksitaso, sillä 

tällöin f olisi kokonainen, rajoitettu funktio ja Liouvillen lauseen [5, lause 13.3] no- 

jalla vakiofunktio. Niinpä U on välttämättä koko kompleksitasosta eroava yhdesti 

yhtenäinen alue. 

Tutkielmassa esitettävä todistus mukailee Koeben lähestymistapaa: todistukses- 

sä hyödynnetään normaaleja perheitä sekä Paul Montelin (1876–1975) mukaan ni- 

mettyä Montelin lausetta . Tällöin Riemannin kuvauslauseen funktio on erään funk- 

tioperheen “raja-arvo”. 

1.1 Tutkielman rakenteesta 

Tutkielman osiossa 2 käydään läpi esityksessä käytettävät merkinnät sekä käytet- 

tävän funktioteorian keskeisimmät tulokset. Tämän jälkeen osioissa 3 ja 4 määri- 

tellään Riemannin kuvauslauseen keskeisimmät käsitteet, yhdesti yhtenäiset alueet 

ja konformikuvaukset, sekä tarkastellaan niiden keskeisiä ominaisuuksia. Seuraavak- 

si osiossa 5 tarkastellaan normaaleja funktioperheitä ja todistetaan Montelin lause, 

joka antaa ehdot johdannossa mainitun raja-arvon olemassaololle. Osiossa 6 esitel- 

lään todistuksetta kaksi tärkeää aputulosta, joiden avulla todistetaan muutama tär- 

keä lisätulos konformikuvauksille ja normaaleille perheille. Lopuksi itse kuvauslause 

todistetaan osiossa 7: konstruoidaan “nouseva ja ylhäältä rajoitettu” funktiojono, 

jonka raja-arvo toteuttaa Riemannin kuvauslauseen ehdot. 

Lukijalta oletetaan perustietoja metrisistä avaruuksista sekä hyvää funktioteo- 

rian perusteiden hallintaa. Edistyneemmät tulokset esitellään erikseen, ja niiden 

todistuksiin annetaan lähteet. 

Tutkielman kuvat on luotu Mathcha -ympäristössä ja matplotlib -kirjastolla. 

Jälkimmäisellä tehtyihin kuviin tarvittu koodi on avoimesti saatavilla GitHub - 

palvelussa [6]. Kuvat pohjaavat erityisesti Tristan Needhamin ajatuksiin [7]. 
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2 Merkintöjä ja aputuloksia 

Esityksessä käytetään pääasiassa funktioteorian vakiintuneita merkintöjä. Laajen- 

netun kompleksitason C ∪ {∞} merkintä on 

ˆ︁C . Avointa, r -säteistä kiekkoa pisteen z0 

ympärillä merkitään D ( z0 

, r ) = { z ∈ C | | z − z0 

| < r } . Vastaava suljettu kiekko on

 

D ( z0 

, r ) = { z ∈ C | | z − z0 

| ≤ r } . Kaksi usein käytettyä erikoistapausta ovat avoin 

yksikkökiekko ∆ = D (0 , 1) ja suljettu yksikkökiekko

 

∆ =

 

D (0 , 1) . Suljetun kiekon

 

D ( z0 

, r ) reunaa merkitään C ( z0 

, r ) =

 

D ( z0 

, r ) \ D ( z0 

, r ) = { z ∈ C | | z − z0 

| = r } . 

Lisäksi joukkoa sanotaan puhkaistuksi , jos siitä on poistettu yksi piste; puhkais- 

tun r -säteisen avoimen kiekon D 

′( z0 

, r ) tapauksessa sen keskipiste z0. Avoin kiekko 

on eräs esimerkki alueesta eli kompleksitason avoimesta ja yhtenäisestä osajoukos- 

ta; mielivaltaisessa alueessa U määriteltyjen jatkuvien funktioiden avaruutta mer- 

kitään C ( U ) . Paloittain sileällä polulla taasen tarkoitetaan paloittain derivoituvaa 

kompleksitason käyrää, jonka osittaisderivaatat (reaali- ja imaginääriosan suhteen) 

eivät häviä yht’aikaa. Tätä merkitään monesti γ : [ a, b ] → C , jossa a ja b ovat 

reaalilukuja, a < b . Mikäli a = b , sanotaan polkua suljetuksi. Polkuintegraalia mer- 

kitään kirjoittamalla 

∫︁ 

γ 

f ( z ) dz , ja integraalia polun pituuden suhteen merkitään∫︁ 

γ 

f ( z ) | dz | . Mikäli polku γ on suljettu, käytetään suljetun polkuintegraalin merkin- 

tää 

∮︁ 

γ 

f ( z ) dz . Mielivaltaista kompleksilogaritmin haaraa merkitään log z , ja vaihe- 

kulmafunktion Arg z arvo on välillä ( π , π ] . 

Yhdesti yhtenäisten joukkojen määrittelyn yhteydessä käsitellään suljetun ja pa- 

loittain sileän polun γ kierroslukua n ( γ , a ) polulle kuulumattoman pisteen a ympäri. 

Kierrosluku n ( γ , a ) on 

n ( γ , a ) = 

1

 

2 π i 

∮︂ 

γ 

dz

 

z − a 

. 

Lisäksi ilmaisu z > 0 kompleksiluvulle z tarkoittaa, että z on reaalinen ja posi- 

tiivinen. 

Esityksessä käytetään seuraavia funktioteorian perustuloksia: 

Cauchyn integraalikaava. Olkoon funktio f holomorfinen avoimessa joukossa U , 

z0 

joukon piste, r > 0 ja γ polku, joka kiertää ympyrän C ( z0 

, r ) tarkalleen kerran 

vastapäivään. Jos

 

D ( z0 

, r ) on joukon U osajoukko, niin tällöin jokaisessa joukon 

D ( z0 

, r ) pisteessä z

 

f ( z ) = 

1

 

2 π i 

∮︂ 

γ 

f ( w ) dw

 

w − z 

.

 

Cauchyn integraalilause. Olkoon funktio f holomorfinen yhdesti yhtenäisessä 

alueessa D ja γ paloittain sileä polku samassa alueessa. Tällöin 

∮︁ 

γ 

f = 0 . 

Identtisyyslause. Olkoot f ja g alueessa D holomorfisia funktioita ja S alueen D 

osajoukko, jolla on kasautumispiste. Jos f ( z ) = g ( z ) kaikissa joukon S pisteissä, 

niin f = g koko alueessa D . 

Maksimiperiaate. Olkoon funktio f holomorfinen alueessa D , joukko K alueen 

D kompakti osajoukko sekä M = sup {| f ( z ) | | z ∈ K } . Tällöin jollain joukon K 

reunapisteellä z0 

on | f ( z0) | = M . 
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Schwarzin lemma. Olkoon funktio f holomorfinen yksikkökiekossa ∆ = D (0 , 1) ja 

kuva f (∆) sen osajoukko. Oletetaan lisäksi, että f (0) = 0 . Tällöin kiekossa | f ( z ) | ≤ 

| z | kaikissa kiekon D pisteissä ja f 

′(0) ≤ 1 . Lisäksi, mikäli | f ( z ) | = | z | kiekossa D 

muualla kuin origossa tai f 

′(0) = 1 , niin f ( z ) = eiθ z jollain reaaliluvulla θ . 

Esityksessä tarvitaan kahdessa kohtaa myös hieman edistyneempää funktioteo- 

riaa. Ensin osiossa 6 esitetään todistuksetta Lokaali kuvauslause ja Rouchén lause , 

ja myöhemmin osiossa 7.3 esitellään (vastaavasti todistuksetta) Weierstrassin lause . 

3 Yhdesti yhtenäiset alueet 

Johdannossa esiteltiin yhdesti yhtenäiset alueet kompleksiavaruuden alueina, joissa 

“ei ole reikiä”. Määritellään ne nyt täsmällisesti. 

Määritelmä 3.1. Kompleksilukuavaruuden C aluetta D sanotaan yhdesti yhtenäi- 

seksi , jos jokaisella alueen D komplementin C \ D pisteellä w ja jokaisella alueen D 

paloittain sileällä polulla γ on n ( γ , w ) = 0 . 

Yhdesti yhtenäinen alue voitaisiin määritellä myös seuraavasti [8]. 

Määritelmä 3.1′. Alue D on yhdesti yhtenäinen jos ja vain jos 

ˆ︁C \ D on yhtenäinen. 

Esimerkiksi koko kompleksitaso on C triviaalisti yhtenäinen kummankin määri- 

telmän mukaan. Määritelmät voidaankin osoittaa ekvivalenteiksi [8, alaluku 4.4.2, 

lause 14], [9, lause IX.3.6]. 

Osoitetaan seuraavaksi, että yhdesti yhtenäisyys nivoo luontevasti yhteen sekä 

logaritmin että primitiivin olemassaolon. 

Määritelmä 3.2. Olkoon f joukossa U määritelty funktio. Jos funktio F on dif- 

ferentioituva joukossa U ja sen jokaisessa pisteessä z on F 

′( z ) = f ( z ) , sanotaan 

funktiota F funktion f primitiiviksi. 

Lause 3.3. Alue D on yhdesti yhtenäinen, jos ja vain jos jokaisella alueessa D 

määritellyllä holomorfifunktiolla on primitiivi tässä alueessa. 

Todistus. Oletetaan ensin, että D on yhdesti yhtenäinen. Olkoon z0 

ja z mielivaltai- 

sia alueen D pisteitä, ja olkoon f holomorfinen alueessa D . Näin ollen f on jatkuva 

ja funktio

 

F ( z ) = 

∫︂ z 

z0 

f ( w ) dw

 

on tunnetusti differentioituva funktio, jolla F 

′ = f . Osoitetaan, että funktion F 

arvo ei riipu integroimistiestä γ . Jos nyt γ1 

ja γ2 

ovat kaksi paloittain sileää polkua 

pisteestä z0 

pisteeseen z , niin polku γ1 

− γ2 

on alueen D suljettu ja paloittain sileä 

polku ja siispä Cauchyn integraalilauseen nojalla

 

∫︂ 

γ1 

f − 

∫︂ 

γ2 

f = 

∮︂ 

γ1 

− γ2 

f = 0

 

eli primitiivi on hyvin määritelty koko alueessa D . 
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Oletetaan nyt, että jokaisella alueessa D määritellyllä holomorfifunktiolla on siel- 

lä primiivi. Olkoon γ alueen D mielivaltainen suljettu ja paloittain sileä polku sekä 

a mikä tahansa piste alueen D komplementissa C \ D . Funktio f : D → C , f ( z ) = 

( z − a )− 1 on tällöin holomorfinen alueessa D ja sillä on siis oletuksen mukaan siellä 

primitiivi. Siispä 

n ( γ , a ) = 

1

 

2 π i 

∮︂ 

γ 

dz

 

z − a 

= 

1

 

2 π i 

∮︂ 

γ 

f ( z ) dz = 0 , 

joten D on yhdesti yhtenäinen.

 

Yhdesti yhtenäisiä alueita voidaan luonnehtia myös holomorfifunktioiden loga- 

ritmien olemassaololla. Tämä osoittautuu hyödylliseksi Riemannin kuvauslauseen 

todistuksessa, sillä logaritmin haaran avulla voidaan määritellä yksikäsitteinen ne- 

liöjuurifunktion haara. Funktiolta vaaditaan luonnollisesti häviämättömyyttä (nol- 

lakohdattomuutta) määrittelyalueessaan. 

Lause 3.4. Alue D on yhdesti yhtenäinen jos ja vain jos jokaiselle alueessa D 

häviämättömälle holomorfifunktiolle f on olemassa alueessa D määritelty logaritmin 

haara log f ( z ) , joka on holomorfinen koko alueessa. 

Todistus. Oletetaan ensin, että D on yhdesti yhtenäinen ja f on siinä holomorfi- 

nen ja nollakohdaton funktio. Tällöin funktio ( f 

′( z ) /f ( z )) on alueessa D määritelty 

holomorfifunktio, ja lauseen 3.3 nojalla sillä on hyvin määritelty primitiivi. Jos z0 

on alueen D , piste, niin 

∫︁ z 

z0
( f 

′( w ) /f ( w )) dw on eräs tällainen primitiivi. Koska li- 

säksi funktiolla f ei ole nollakohtia alueessa D , on olemassa kompleksiluku a , jolla 

ea = f ( z0) . Osoitetaan nyt, että funktio g ( z ) = a + 

∫︁ z 

z0
( f 

′( w ) /f ( w )) dw on alu- 

eessa D määritelty holomorfinen logaritmin haara log f ( z ) . Funktio g on selvästi 

holomorfinen, joten tarkastellaan funktion e− g ( z ) f ( z ) derivaattaa. Koska derivaatan 

ketjusäännön nojalla

 

D ( e− g ( z ) f ( z )) = e− g ( z )( f 

′( z ) − f ( z ) g 

′( z )) = e− g ( z ) 

(︃ 

f 

′( z ) − f ( z ) · 

f 

′( z )

 

f ( z ) 

)︃ 

= 0 ,

 

niin funktio e− g ( z ) f ( z ) vakio alueessa D . Pisteessä z0 

funktion arvo on f ( z0) e− g ( z ) = 

f ( z0) e− a = 1 , joten f ( z ) = eg ( z ) alueessa D . 

Olkoon nyt z joukon C \ D mielivaltainen piste ja f : D → C , f ( ζ ) = ( ζ − z )− 1 

sitä vastaava funktio, joka on holomorfinen ja häviämätön alueessa D . Oletuksen 

nojalla sitä vastaa ainakin yksi funktion f logaritmin haara g . Kuten lauseen 3.3 

todistuksessa, olkoon nyt γ alueen D mielivaltainen suljettu ja paloittain sileä polku 

sekä a mikä tahansa piste alueen D komplementissa C \ D . Koska logaritmin haaralle 

g on g 

′( z ) = ( z − a )− 1 alueessa D , niin

 

n ( γ , a ) = 

1

 

2 π i 

∮︂ 

γ 

dz

 

z − a 

= 

1

 

2 π i 

∮︂ 

γ 

f ( z ) dz = 0 .

 

Siispä D on yhdesti yhtenäinen.
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Kuten aiemmin todettiin koko kompleksitaso on selvästi yhdesti yhtenäinen. Vas- 

taavasti yksikkökiekko on selvästi yhdesti yhtenäinen määritelmän 3.1′ nojalla. Li- 

säksi esimerkiksi alue D = { z | 0 < Re z < 1 } on yhdesti yhtenäinen. Sen komple- 

mentti C \ D koostuu kahdesta erillisestä puoliavaruudesta H0 

= { z | Re z ≤ 0 } ja 

H1 

= { z | Re z ≥ 1 } . Komplementti laajennetun kompleksitason suhteen 

ˆ︁C \ D on 

kuitenkin yhtenäinen, eli D on yhdesti yhtenäinen. 

Riemannin kuvauslauseen yhteydessä käsitellään yhdesti yhtenäisiä alueita, jotka 

eroavat koko kompleksitasosta. Näiden luonnehtiminen on hieman helpompaa mää- 

ritelmän 3.1′ avulla. Olkoon D koko kompleksitasosta eroava yhdesti yhtenäinen 

alue ja b on piste sen komplementissa 

ˆ︁C \ D . Tällöin pisteiden b ja ∞ on kuuluttava 

samaan yhtenäiseen komponenttiin. Tämä vastaa intuitiota: koska b ei saa olla osa 

“reikää”, tulee pisteestä b päästä laajennetun kompleksitason äärettömyyteen. Tätä 

ajatusta vasten lauseen 3.4 tulos on ilmeinen, sillä logaritmin leikkauskäyrä (engl. 

branch cut ) voidaan sijoittaa polulle, joka kulkee pisteestä 0 äärettömyyteen. 

4 Konformikuvaukset 

Tässä osiossa määritellään tarkasti konformikuvaukset sekä käsitellään erästä tärke- 

ää konformikuvausten luokkaa, Möbius-kuvauksia. Johdannossa konformikuvaukset 

esiteltiin “kulmat säilyttävinä” kuvauksina. Jatkossa käytetään seuraavaa täsmällis- 

tä määritelmää. 

Määritelmä 4.1. Joukossa U määritelty kuvaus f on konforminen, jos se on tässä 

joukossa holomorfinen injektio. 

Kulmien säilyttämisen kautta määritelty konformikuvaus voidaan osoittaa ekvi- 

valentiksi määritelmäksi tässä esitetyn kanssa [9, luku IX]. Esimerkiksi Palka määrit- 

telee konformikuvauksen diffeomorfismiksi, joka säilyttää käyräviivaiset (engl. cur- 

vilinear ) kulmat. Tällaisella kulmalla tarkoitetaan kahden sileän polun risteyspis- 

teessä määriteltyjen tangenttien välistä suunnattuaa kulmaa, kun valitaan kulmis- 

ta pienempi. Koska Möbius-kuvaus säilyttää polkujen väliset kulmat, säilyttää se 

erityisesti pysty- ja poikkiviivoista muodostetun ristikon kulmat. Tarkastelemalla 

tällaisen ristikon käyttäytymistä konformikuvauksessa onkin mahdollista havainnol- 

listaa konformikuvauksen geometrista luonnetta (ks. kuva 2). Visualisaatiotapa on 

saanut inspiraationsa Needhamin teoksesta Visual Complex Analysis [7]. 

Huomautus 4.2 . Tässä esitellyn määritelmän etuna on, että konformikuvauksen f 

käänteisfunktio f 

− 1 voidaan suoraan todeta konformikuvaukseksi. Injektiivisen ho- 

lomorfifunktion käänteisfunktio on nimittäin holomorfinen [9, lause VIII.3.11], [5, 

lause 16.7]. 

Huomautus 4.3 . Konformikuvaukselle esiintyy kirjallisuudessa myös selkeästi erilai- 

nen määritelmä. Konformikuvaus saatetaan määritellä kuvauksena, jonka derivaatta 

ei häviä sen määrittelyalueessa (esim. [10], [11]). Lauseen 6.4 nojalla kaikki määri- 

telmän 4.1 mukaiset konformikuvaukset täyttävät tämän ehdon, mutta esimerkiksi 

funktio f ( z ) = ez on konformikuvaus ainoastaan tämän heikomman määritelmän 

mukaan (huomautus 6.5). Lauseen 6.4 todistusta mukaillen voidaan kuitenkin osoit- 

taa, että heikomman ehdon mukainen konformikuvaus on lokaalisti injektiivinen ja 
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f−→ 

Kuva 2: Kaksi risteävää polkua neliön muotoisessa ruudukossa sekä polkujen ja 

ruudukon kuvat Möbius-kuvauksessa f . Ruudukon suorat kulmat säilyvät Möbius- 

kuvauksessa suorina. 

siten lokaalisti konforminen myös määritelmän 4.1 mukaan. Mikäli halutaan käyttää 

molempia määritelmiä, voidaan vahvemman määritelmän mukaisia kuvauksia sanoa 

biholomorfismeiksi (esim. [12], [3]). 

4.1 Konformikuvausten historiaa 

Eräs esimerkki konformikuvauksista on stereografinen projektio , jonka avulla pallon 

pisteet voidaan projisoida tasolle. Tällaista tapaa laatia karttoja maapallosta käyt- 

tivät jo antiikin kreikkalaiset ja arvellaan, että myös muinaiset egyptiläiset olisivat 

käyttäneet sitä. [13] Kenties tunnetuin konformikuvaus onkin Mercatorin (sylinteri- 

kartta)projektio, jota monet nykyiset karttapalvelut käyttävät maapallon esittämi- 

seen. Konformikuvauksilla on sovellusalueita myös fysiikassa, jossa esimerkiksi kah- 

den levyn ja niiden leikkauskulmassa olevan pistevarauksen muodostaman systeemin 

aikaansaaman sähkökentän laskeminen voi olla hankalaa. Sopivalla konformikuvauk- 

sella päästään kuitenkin huomattavasti helpommin ratkaistavaan tilanteeseen. [14] 

Tässä esityksessä ei syvennytä konformikuvausten matemaattiseen luonteeseen 

vaan pitäydytään yhdesti yhtenäisissä alueissa määritellyissä kuvauksissa. Konfor- 

mikuvaukset voitaisiin määritellä myös useasti yhtenäisissä alueissa, mutta tarkas- 

teluista tulisi monin verroin hankalampia [15]. Konformikuvauksien sijaan voitai- 

siin myös tarkastella yleisempiä kvasikonformikuvauksia (engl. quasiconformal map- 

ping ), joiden teorian synnyssä suomalaismatemaatikko Lars Ahlforsilla oli merkit- 

tävä osa. Hän käytti kvasikonformikuvauksia 1930-luvulla tutkiessaan Nevanlinnan 

holomorfisten funktioiden arvojenjakautumisteoriaa ja esitteli termin “kvasikonfor- 

mikuvaus” vuonna 1935 [16]. 
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Kuva 3: Poincarén puolitason H = { z ∈ C | Im z > 0 } ja muutaman esimerk- 

ki(puoli)suoran kuvat Möbius-kuvauksessa f ( z ) = ( z − i ) / ( z + i ) . 

4.2 Yksikkökiekon Möbius-kuvaukset 

Riemannin kuvauslauseen todistuksen kannalta tärkeitä konformikuvauksia ovat 

Möbius-kuvaukset. Ne on nimetty niitä tutkineen August Ferdinand Möbiuksen 

(1790–1868) mukaan. 

Määritelmä 4.4. Olkoot a , b , c ja d kompleksilukuja, joilla

 

det 

(︃
a b 

c d 

)︃ 

= ad − bc ̸ = 0 .

 

Tällöin kuvausta f : C → C ,

 

f ( z ) = 

az + b

 

cz + d

 

sanotaan Möbius-kuvaukseksi . 

Voidaan osoittaa, että kukin Möbius-kuvaus voidaan ilmaista neljän kuvauksen 

– siirron, kierron, skaalauksen ja inversion – yhdistettynä kuvauksena [7]. Näistä 

operaatioista inversio on kenties hankalin hahmottaa geometrisesti, mutta sillekin 

on olemassa sangen luonnollinen ajattelutapa (ks. [17]). 

Möbius-kuvaukset muodostavat ryhmän, jonka operaationa on kuvausten yhdis- 

täminen ja jonka neutraalialkiona on identiteettikuvaus ( ( a, b, c, d ) = (1 , 0 , 0 , 1) ). 

Tätä ryhmää kutsutaan projektiiviseksi lineaariseksi ryhmäksi P GL (2 , C ) , ja sillä 

on paljon mielenkiintoisia ryhmäteoreettisia ominaisuuksia [18]. Möbius-kuvauksilla 

on myös läheinen suhde hyperboliseen geometriaan (ks. kuva 3)[19] ja suhteellisuus- 

teorian Lorentz-muunnoksiin [7]. 

Tässä esityksessä Möbius-kuvauksia tarkastellaan lähinnä niiden geometrisen 

luonteen kautta. Siinä missä yleiset konformikuvaukset säilyttävät kulmat, Möbius- 

kuvaukset kuvaavat myös jokaisen suoran suoraksi tai ympyräksi ja jokaisen ympy- 

rän suoraksi tai ympyräksi [7]. 

Tarkastellaan seuraavaksi niiden Möbius-kuvausten osajoukkoa, jotka kuvaavat 

yksikkökiekon yksikkökiekoksi. 
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Lause 4.5. Kuvaus f kuvaa yksikkökiekon konformisesti itselleen silloin ja vain 

silloin, kun on olemassa reaaliluku θ ja ehdon | c | < 1 täyttävä kompleksiluku c , 

joilla

 

f ( z ) = eiθ 

z + c

 

1 +

 

cz 

.

 

(1) 

Lisäksi kuvauksen f derivaatta on

 

f 

′( z ) = eiθ 

1 − | c |2

 

(

 

cz + 1)2 

.

 

Todistus. Merkitään yksikkökiekkoa ∆ = D (0 , 1) . 

Olkoon ensin f kaavan 1 mukainen kuvaus. Selvästi f voidaan määritellä yk- 

sikkökiekossa (samoin yksikkökiekossa määriteltyjen) funktioiden g ( z ) = eiθ z ja 

h ( z ) = ( z + c ) / (1+

 

cz ) yhdistettynä kuvauksena. Kuvaus g on yksikkökiekon rotaatio 

origon suhteen ja selvästi kuvaa yksikkökiekon konformisesti itselleen. Kuvaus h on 

holomorfinen, sillä osoittajan ainut nollakohta − 1 /

 

c sijaitsee kiekon ∆ ulkopuolella. 

Koska lisäksi epäyhtälöt 

| h ( z ) | < 1 

| z + c |2 < | 1 +

 

cz |2 = 1 + (1 ,

 

cz ) + (

 

cz , 1) + |

 

cz |2 = 1 + ( c, z ) + ( z , c ) + |

 

cz |2 

| z |2 + | c |2 < 1 + |

 

cz |2 = 1 + | c |2 | z |2 

0 < (1 − | c |2)(1 − | z |2) 

ovat keskenään ekvivalentteja ja | c | < 1 , niin | h ( z ) | < 1 , jos ja vain jos | z | < 1 . Siispä 

h (∆) on yksikkökiekon osajoukko. Määritellään nyt funktio k ( z ) = ( z − c ) / (1 −

 

cz ) . 

Funktion h mainitut ominaisuudet pätevät myös funktiolle k ja erityisesti myös k (∆) 

on yksikkökiekon osajoukko. Lisäksi 

( k ◦ h )( z ) = 

( z + c ) / (1 +

 

cz ) − c

 

1 −

 

c ( z + c ) / (1 +

 

cz ) 

= 

z − | c |2 z

 

1 − | c |2 

= z , 

joten k = h− 1. Siispä sekä k että h ovat injektioita ja h (∆) = ∆ . Koska sekä g että 

h kuvaavat yksikkökiekon konformisesti itselleen, sama pätee myös yhdistettyyn 

kuvaukseen f = g ◦ h . 

Oletetaan kääntäen, että f on konformikuvaus yksikkökiekolta itselleen. Merki- 

tään c = − f 

− 1(0) ja k ( z ) = ( z − c ) / (1 −

 

cz ) , ja tarkastellaan kuvausta g = f ◦ k . 

Vastaavasti kuin todistuksen alkupuolella todetaan, että g on yksikkökiekon itselleen 

kuvaava konformikuvaus. Lisäksi 

g (0) = f ( k (0)) = f ( − c ) = f ( f 

− 1(0)) = 0 , 

joten Schwarzin lemman nojalla | g 

′(0) | ≤ 1 . Toisaalta myös g 

− 1 = k 

− 1 ◦ f 

− 1 = 

h ◦ f 

− 1 on yksikkökiekon itselleen kuvaava ja origon säilyttävä konformikuvaus, joten 

vastaavasti | ( g 

− 1)′(0) | = 1 / | g 

′(0) | ≤ 1 . Näin ollen | g 

′(0) | ≥ 1 ja siispä | g 

′(0) | = 1 . 

Tällöin Schwarzin lemman mukaan funktio g on rotaatio origon suhteen eli muotoa 

g ( z ) = eiθ z jollakin reaaliluvulla θ . Täten funktiolla f on esitys halutussa muodossa 

f = g ◦ k 

− 1 = g ◦ h . 

Derivaatan muoto seuraa suoraan osamäärän derivoimissäännöstä.
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Kuva 4: Kompleksitaso ja sen kuva funktiolla f ( z ) = ( z − 1 / 4)(1 − z / 4) . Yhtenäisellä 

viivalla on merkitty yksikköympyrä C = C (0 , 1) ja sen kuva f ( C ) . Katkoviivalla on 

merkitty ympyrät C (0 , 2k) ja niiden kuvat, kun k on luonnollinen luku. Vastaavasti 

pisteviivalla on merkitty ympyrät C (0 , 2− k) ja niiden kuvat. 

Seuraus 4.6. Kaikki yksikkökiekon konformisesti itselleen kuvaavat kuvaukset f 

ovat Möbius-kuvauksia. 

Todistus. Lauseen 4.5 nojalla jokainen tällainen kuvaus f on ilmaistavissa Möbius- 

kuvauksena reaaliluvun θ ja yksikkökiekkoon kuuluvan kompleksiluvun c avulla. 

Tällainen kuvaus f on määritelmän 4.4 antamaa muotoa ja koska

 

det 

(︃ 

eiθ eiθ c 

eiθ

 

c eiθ 

)︃ 

= eiθ(1 − | c |2) ̸ = 0 ,

 

on kuvaus f Möbius-kuvaus.

 

Esimerkiksi Möbius-kuvaus

 

f ( z ) = 

z − 1 / 4

 

1 − z / 4

 

on lauseen 4.5 mukainen kuvaus, joka kuvaa yksikkökiekon konformisesti itselleen. 

Yleisemmin se kuvaa ympyrät C (0 , r ) , r > 0 suoraksi ja ympyröiksi

 

⎧ ⎪⎪⎨ ⎪⎪⎩ 

x = 

17

 

8 

, kun r = 4 , (︃ 

x − 

4( r2 − 1)

 

r2 − 16 

)︃2 

+ y2 = 

(︃ 

15 

r

 

| r2 − 16 | 

)︃2 

muulloin,

 

kun z = x + iy . Tämä on helppo todeta kertomalla yhtälö f ( x + iy )

 

f ( x + iy ) = r2 

auki ja täydentämällä se neliöksi. Kuva 4 havainnollistaa, kuinka kaikilla luonnol- 

lisilla luvuilla k ympyrät f ( C (0 , 22 − k)) ja f ( C (0 , 22+ k)) kuvautuvat symmetrisesti 

suoran x = 

17

 

8 

suhteen. 

Riemannin kuvauslauseen keskeiset käsitteet on nyt esitelty. Määritellään seu- 

raavaksi normaalit perheet ja tarkastellaan niiden ominaisuuksia. 
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5 Normaalit perheet ja Montelin lause 

Tässä osiossa käsitellään jatkuvien funktioiden perheen osaperheitä ja tarkastellaan, 

milloin funktioperheen jonolla on suppeneva osajono. Osion päätulos on Montelin 

lause 5.10. 

5.1 Yhtäjatkuvuus 

Tarkastellaan seuraavaksi funktioperheitä, joilla funktion arvojen vaihtelu on kun- 

kin pisteen ympäristössä jokseenkin yhtä suurta. Tällaisia funktioperheitä sanotaan 

yhtäjatkuviksi (tai tasajatkuviksi , engl. equicontinuous ). 

Määritelmä 5.1. Joukossa U määriteltyjen funktioiden perhettä F sanotaan yh- 

täjatkuvaksi pisteessä z0 

∈ U , jos jokaista ϵ > 0 kohti on olemassa δ > 0 , jolle 

| f ( z ) − f ( z0) | < ϵ jokaisella perheen F funktiolla f , kunhan vain | z − z0 

| < δ . Jos 

perhe F on yhtäjatkuva jokaisessa joukon U pisteessä, perhettä sanotaan tällöin 

yhtäjatkuvaksi joukossa U . 

Erityisesti δ ei siis riipu funktion f valinnasta, mutta se saa vaihdella pisteen 

z0 

mukaan. Tarkastellaan esimerkiksi funktioperhettä F = { z2 + c | c ∈ C } . Kun 

ϵ > 0 , on perheen kaikilla funktioilla f lähellä pistettä z0 

voimassa

 

| f ( z ) − f ( z0) | = | z − z0 

| | z + z0 

| < | z − z0 

| | z0 

+ 1 | < ϵ,

 

kun | z − z0 

| < ϵ/ | z0 

+ 1 | = δ ( ϵ ) . Koska rajaluku δ on riippumaton funktiosta f , 

niin perhe F on yhtäjatkuva koko kompleksitasossa C . Sen sijaan esimerkiksi poly- 

nomien fn( z ) = z 

n perhe G ei ole yhtäjatkuva suljetun yksikkökiekon ulkopuolella. 

Olkoon nyt θ reaalilukuja ja z0 

kompleksiluku, jolla | z0 

| = r > 1 . Tarkastellaan 

nyt lukuja ( eiθ n z0)
n eli lähestytään lukua fn( z0) pitkin r -säteistä ympyrää. Tällöin⃓⃓

fn( eiθ z0) − fn( z0)
⃓⃓

 = 

⃓⃓
eiθ n − 1

⃓⃓
 r 

n. Erityisesti voidaan valita θ = 1 /k , kun k on ko- 

konaisluku. Koska limk →−∞ 

= limk →∞ 

= 0 ja joukko { k ∈ N | 

⃓⃓
eiθ k − 1

⃓⃓
 ≥ 1 } on 

tunnetusti ääretön, niin erotus 

⃓⃓
fn( eiθ z0) − fn( z0)

⃓⃓
 on rajoittamaton kaikilla luvuil- 

la z0 

ja θ > 0 . Näin ollen funktioperhe G ei ole yhtäjatkuva suljetun yksikkökiekon 

ulkopuolella. Samoin voidaan todeta, että perhe ei ole jatkuva yksikköympyrällä, 

kun sitä lähestytään sen ulkopuolelta. Perhe G on kuitenkin yhtäjatkuva avoimes- 

sa yksikkökiekossa. Olkoon z0 

yksikkökiekon kompleksiluku ja ϵ > 0 . Jos tällöin 

max {| z | , | z0 

|} = r < 1 , niin soveltamalla kolmioepäyhtälöä

 

| z 

n − z 

n 

0 

| = 

⃓⃓
z 

n − 1 + z0 

z 

n − 2 + . . . + z 

n − 1 

0 

⃓⃓
 | z − z0 

| ≤ nr 

n − 1 | z − z0 

| .

 

Yhtäjatkuvuuden toteamiseksi riittää nyt osoittaa, että kerroin nr 

n − 1 on rajoitettu. 

Koska r 

− 1 > 1 , niin tarpeeksi suurilla indekseillä n on voimassa n < r1 − n/ 2. Tällöin 

nr 

n − 1 < r 

− n/ 2, joten kerroin nr 

n − 1 lähestyy nollaa ja on siten rajoitettu. On siis 

olemassa äärellinen reaaliluku M , jolla nr 

n − 1 ≤ M kaikilla indekseillä n . Siispä

 

| z 

n − z 

n 

0 

| ≤ M | z − z0 

| ,

 

joten kun | z − z0 

| < ϵ/M , niin | z 

n − z 

n 

0 

| < M · ϵ/M = ϵ . Siispä perhe G on yhtäjat- 

kuva avoimessa yksikkökiekossa. 
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5.2 Normaali suppeneminen ja normaalit perheet 

Osoittautuu hyödylliseksi tarkastella, milloin funktiojonolla on suppeneva osajono. 

Tilannetta voidaan verrata yleiseen metriseen avaruuteen ( X , d ) . Joukon X osajouk- 

ko K on tunnetusti kompakti tarkalleen silloin, kun jokaisella sen pisteiden äärettö- 

mällä jonolla on ääretön osajono, joka suppenee kohti joukon K pistettä. Vastaavasti 

kompleksitason (tai yleisemmin avaruuden Rn) osajoukko K on kompakti silloin ja 

vain silloin, kun K on sekä suljettu että rajoitettu. Näin ollen, jos jono kompleksi- 

lukujono ( zn) on rajoitettu kompleksitasossa, sillä on osajono, joka suppenee erästä 

jonon kasautumispistettä kohti. Jatkossa tarkastellaan, onko jatkuvien funktioiden 

jonolle olemassa vastaavaa rajoittuneisuusehtoa, joka takaa suppenevan osajonon 

olemassaolon. Erityisesti ollaan kiinnostuneita normaalisti suppenevista osajonois- 

ta. 

Huomautus 5.2 . Tässä osiossa joukko U on Banachin avaruuden ( X , ∥ · ∥ ) osajoukko, 

ellei toisin todeta. Vastaavasti jatkossa oletetaan ilman eri mainintaa, että F on 

perheen C ( U ) osaperhe. 

Määritelmä 5.3. Joukossa U määriteltyjen (mielivaltaisten) funktioiden jono ( fn) 

suppenee normaalisti (joukossa U ), jos se suppenee tasaisesti jokaisessa joukon U 

kompaktissa osajoukossa. Lisäksi avoimessa joukossa U määriteltyjen jatkuvien funk- 

tioiden joukon C ( U ) osaperhettä F sanotaan normaaliksi (joukossa U ), jos jokaisella 

perheen F jonolla ( fn) on ainakin yksi normaalisti suppeneva osajono. 

Osoitetaan seuraavaksi, että perheen yhtäjatkuvuus on riittävä ehto pisteittäin 

suppenevan jonon normaalille suppenemiselle. 

Lause 5.4. Olkoon ( fn) jono perheessä F , joka on yhtäjatkuva joukossa U . Jos tämä 

jono suppenee joukossa U pisteittäin, se suppenee siinä myös normaalisti. 

Todistus. Olkoon f jonon pisteittäinen raja-arvo joukossa U ja K joukon U mie- 

livaltainen kompakti osajoukko. On osoitettava, että jono ( fn) suppenee tasaisesti 

kohti funktiota f joukossa K . Todistetaan epäsuorasti, että ( fn) on joukossa K ta- 

saisesti suppeneva Cauchyn jono ja tehdään vastaoletus: ( fn) ei suppene tasaisesti 

joukossa K . Tällöin ( fn) ei toteuta Cauchyn tasaisen suppenemisen kriteeriä, joten 

on olemassa kiinteä ϵ > 0 , jolle jokaista indeksiä k kohti on olemassa piste zk 

∈ K 

ja indeksit mk 

> nk 

≥ k , joilla

 

| fmk
( zk) − fnk

( zk) | ≥ ϵ.

 

(2) 

Näin saatu kompleksilukujono ( zn) on kompaktin joukon K jonona rajoitettu, joten 

sillä on ainakin yksi joukkoon K kuuluva kasautumispiste z0. Osoitetaan vastaoletus 

vääräksi kolmessa osassa. Ensinnäkin perhe F on yhtäjatkuva pisteessä z0, joten 

voidaan valita δ > 0 , jolle

 

| fk( z ) − fk( z0) | < 

ϵ

 

3

 

(3) 

kaikilla indekseillä k , kun | z − z0 

| < δ . Toiseksi mk 

> nk 

≥ k , joten pisteittäisen 

suppenemisen nojalla 

lim 

k →∞ 

| fmk
( z0) − fnk

( z0) | = | f ( z0) − f ( z0) | = 0 . 
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Siispä on olemassa rajaluku k0, jota suuremmilla indekseillä k

 

| fmk
( z0) − fnk

( z0) | < 

ϵ

 

3 

.

 

(4) 

Kolmanneksi, koska ( zk) kasaantuu pisteessä z0, voidaan valita ehdon | zkl 

− z0 

| < δ 

täyttävä indeksi kl 

≥ k0. Jos nyt mk 

> nk 

≥ k ≥ kl 

≥ k0, niin epäyhtälöiden (2), 

(3) ja (4) nojalla

 

ϵ ≤ | fmk
( zk) − fnk

( zk) | 

= | fmk
( zk) − fmk

( z0) + fmk
( z0) − fnk

( z0) + fnk
( z0) − fnk

( zk) | 

≤ | fmk
( zk) − fmk

( z0) | + | fmk
( z0) − fnk

( z0) | + | fnk
( z0) − fnk

( zk) | 

< 

ϵ

 

3 

+ 

ϵ

 

3 

+ 

ϵ

 

3 

= ϵ.

 

Siispä vastaoletus oli väärä, joten ( fn) suppenee tasaisesti joukossa K ja siis nor- 

maalisti joukossa U .

 

Edellinen lause on eräs tapa todeta tietyn aliperheen normaalius, mutta Rieman- 

nin kuvauslauseen todistamista varten sitä joudutaan vahventamaan. Lauseessa 5.4 

vaadittiin pisteittäistä suppenemista koko tarkastelualueessa. Osoitetaan seuraavak- 

si, että riittää olettaa funktiojonon pistettäinen suppeneminen joukossa U tiheille 

joukoille. 

Määritelmä 5.5. Avoimen joukon U osajoukkoa S sanotaan tiheäksi joukossa U , 

jos joukko U sisältyy joukon S sulkeumaan

 

S . Toisin sanoen joukon U jokaisella 

pisteellä z ja jokaisella reaaliluvulla r > 0 on S ∩ D ( z , r ) ̸ = ∅ . 

Lemma 5.6. Olkoon ( fn) jono perheessä F , joka on yhtäjatkuva joukossa U . Olkoon 

lisäksi S tiheä joukossa U . Jos jono ( fn) suppenee pisteittäin joukossa S , se suppenee 

normaalisti joukossa U . 

Todistus. Lauseen 5.4 nojalla riittää osoittaa, että ( fn) suppenee pisteittäin joukossa 

U . Olkoon siis z joukon U mielivaltainen piste ja ϵ > 0 . Osoitetaan, että ( fn( z )) 

on Cauchyn jono. Perheen F yhtäjatkuvuuden nojalla voidaan valita δ > 0 , joka 

jokaisella indeksillä n täyttää ehdon | fn( w ) − fn( z ) | < ϵ/ 3 , kunhan | w − z | < δ . 

Joukon S tiheyden nojalla voidaan valita piste ζ , joka täyttää ehdon | ζ − z | < δ . 

Oletuksen mukaan jono ( fn( ζ )) suppenee, joten on olemassa vakio N , jolla kaikilla 

indekseillä m > n ≥ N on | fm( ζ ) − fn( ζ ) | < ϵ/ 3 . Näin ollen, kun m > n ≥ N ,

 

| fm( z ) − fn( z ) | ≤ | fm( z ) − fm( ζ ) | + | fm( ζ ) − fn( ζ ) | + | fn( ζ ) − fn( z ) | 

< 

ϵ

 

3 

+ 

ϵ

 

3 

+ 

ϵ

 

3 

= ϵ

 

eli ( fn( z )) on Cauchyn jono joukon U mielivaltaisessa pisteessä z . Siispä ( fn) sup- 

penee pisteittäin koko joukossa U , mikä lauseen 5.4 nojalla todistaa väitteen.
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5.3 Arzelà-Ascolin lause 

Edellä esitetty lemma 5.6 antaa riittävän ehdon funktiojonon normaalille suppene- 

miselle. Sen avulla todistetaan Arzelà-Ascolin lause, joka antaa välttämättömän ja 

riittävän ehdon annetun perheen normaaliudelle. Määritellään tätä varten funktio- 

perheen pisteittäinen rajoittuneisuus . 

Määritelmä 5.7. Perhettä F sanotaan pisteittäin rajoitetuksi joukossa U , jos jouk- 

ko { f ( z ) | f ∈ F } on rajoitettu jokaisella joukon U pisteellä z . 

Pisteittäinen rajoittuneisuus siis sallii kullekin joukon U pisteelle eri rajan, kun- 

han raja koskee perheen jokaista funktiota. Esimerkiksi origottomassa kompleksita- 

sossa C∗ = C \ { 0 } voidaan määritellä funktioperhe F = { ( z n )− 1 | n ∈ N } , jossa 

kullakin joukon C∗ pisteellä z on maxf ∈F 

| f ( z ) | ≤ | z 

− 1 | . Siispä perhe F on pisteittäin 

rajoitettu joukossa C∗, vaikka yksikään perheen funktioista ei ole rajoitettu. 

Seuraava lause voitaisiin todistaa myös mielivaltaiselle Banachin avaruudelle 

( X , ∥ · ∥ ) , mikäli joukolla X olisi numeroituva ja joukossa X tiheä osajoukko S . 

Tarkastellaan tässä kuitenkin kompleksiavaruuden osajoukkoja U . 

Lause 5.8 (Arzelà-Ascolin lause) . Perhe F on normaali kompleksiavaruuden os- 

ajoukossa U , jos ja vain jos se on sekä yhtäjatkuva että pisteittäin rajoitettu joukos- 

sa U . 

Todistus. Oletetaan ensin, että perhe F on sekä yhtäjatkuva että pisteittäin rajoi- 

tettu joukossa U ja olkoon ( fn) perheen F jono. On osoitettava, että tällä jonolla 

on normaalisti suppeneva osajono ( fnk
) . Koska F on yhtäjatkuva, niin lemman 5.6 

nojalla riittää osoittaa, että jono ( fnk
) suppenee pisteittäin joukossa, joka on tiheä 

joukossa U . Tunnetusti joukko Q ( i ) = Q + i Q on tiheä kompleksitasossa, joten tar- 

kastellaan joukkoa Q ( i ) ∩ U . Tämä joukko on numeroituva, joten olkoon S = ( zn) . 

Konstruoidaan haluttu osajono eräänlaisella diagonalisointimenetelmällä. Komplek- 

silukujono ( fn( z1)) on perheen F pisteittäisen rajoittuneisuuden nojalla rajoitettu. 

Näin ollen on olemassa funktiojonon ( fn) osajono ( f 1 

n) , jolla ( f 1 

n( z1)) suppenee kohti 

jotain sen kasautumispistettä. Nyt puolestaan kompleksilukujono ( f 1 

n( z2)) on rajoi- 

tettu, joten on olemassa funktiojonon ( f 1 

n) osajono ( f 2 

n) , jolla ( f 2 

n( z2)) suppenee. 

Koska lisäksi ( f 1 

n( z1)) suppenee, myös sen osajono ( f 2 

n( z1)) suppenee. Induktiivisesti 

voidaan todeta, että jos funktiojonolle ( fk) on voimassa ( f 

k 

n) ⊂ ( f 

k − 1 

n 

) ⊂ . . . ⊂ ( f 1 

n) , 

on jono ( f 

k 

n( zk +1) , jälleen rajoitettu ja on olemassa funktiojonon ( f 

k 

n) osajono ( f 

k +1 

n 

) , 

jolla jono ( f 

k +1 

n 

( zk +1)) suppenee ja myös ( f 

k +1 

n 

( zr)) suppenee kaikilla r ≤ k +1 . Näin 

syntyy suppenevat jonot

 

( f 1 

n( z1)) ⊃ ( f 2 

n( z1)) ⊃ ( f 3 

n( z1)) ⊃ . . . ⊃ ( f 

k 

n( z1)) ⊃ . . . 

( f 2 

n( z2)) ⊃ ( f 3 

n( z2)) ⊃ . . . ⊃ ( f 

k 

n( z2)) ⊃ . . . 

( f 3 

n( z3)) ⊃ . . . ⊃ ( f 

k 

n( z3)) ⊃ . . . 

. . . 

( f 

k 

n( zk)) ⊃ . . . 

. . .
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ja voidaan muodostaa jono ( f 

n 

n ) = ( f 

k 

k )k ∈ N, joka muodostuu jonojen ( f 

k 

n) alkioista 

indekseillä k . Tämän jonon kaikilla indekseillä k0 

jono ( f 

k 

k )k ≥ k0 

on jonon ( f 

k0
n 

) osa- 

jono, joten jono ( f 

n 

n ( zk0)) suppenee. Koska jokaiselle joukon Q ( i ) ∩ U alkiolle w on 

olemassa indeksi k1, jolla w = zk1 , seuraa tästä, että jono ( f 

n 

n ) suppenee pisteittäin 

joukossa Q ( i ) ∩ U . Koska tämä joukko on tiheä joukossa U , väite seuraa lemmasta 

5.6. 

Oletetaan sitten, että perhe F on normaali. Osoitetaan ensin, että F on yhtä- 

jatkuva tekemällä vastaoletus: on olemassa funktiojono ( fn) , joka ei ole yhtäjatkuva 

joukon U pisteessä z0. Tällöin on olemassa kiinteä ϵ > 0 , jolle kaikilla δ > 0 on 

olemassa funktio fk 

ja joukon U piste zk, joilla | z0 

− z1 

| < δ ja

 

| fk( z0) − fk( z1) | ≥ ϵ.

 

(5) 

Erityisesti kutakin luonnollista lukua n ja arvoa δ = 1 /n on olemassa tällainen piste 

zn 

ja funktio fn. Näin muodostuvalla funktiojonolla ( fn) on perheen F normaaliuden 

myötä normaalisti suppeneva osajono ( fnk
) , joka suppenee tasaisesti kohti (jatkuvaa) 

funktiota f kaikissa joukon U kompakteissa osajoukoissa. Väite seuraa seuraavasta 

kolmesta havainnosta: Ensinnäkin, koska f on jatkuva pisteessä z0, on olemassa 

δ > 0 , jolla sekä K =

 

D ( z0 

, δ ) on joukon U osajoukko, että

 

| f ( z ) − f ( z0) | < 

ϵ

 

3

 

(6) 

kaikissa joukon K pisteissä z . Toiseksi, koska ( fnk
) suppenee kohti funktiota f ta- 

saisesti joukossa K , on olemassa indeksi k0, jota suuremmilla indekseillä

 

| fnk
( z ) − f ( z ) | < 

ϵ

 

3

 

(7) 

kaikilla joukon K pisteillä z . Kolmanneksi znk 

lähestyy pistettä z0, joten on olemassa 

indeksi k1, jota suuremmilla indekseillä piste znk 

kuuluu joukkoon K . Näin ollen, 

kun k ≥ max { k0 

, k1 

} , voidaan epäyhtälöt 5, 6 ja 7 yhdistää. Tällöin

 

ϵ ≤ | fnk
( znk

) − fnk
( z0) | 

≤ | fnk
( znk

) − f ( znk
) | + | f ( znk

) − f ( z0) | + | fnk
( z0) − f ( z0) | 

< 

ϵ

 

3 

+ 

ϵ

 

3 

+ 

ϵ

 

3 

= ϵ,

 

joten vastaoletus oli väärä ja perhe F on yhtäjatkuva joukon U mielivaltaisessa 

pisteessä z0 

ja siten koko joukossa U . 

Osoitetaan sitten, että normaali perhe F on pisteittäin rajoitettu. Tehdään vas- 

taoletus, että F ei ole pisteittäin rajoitettu joukon U pisteessä z0. Tällöin jokaiselle 

luonnolliselle luvulle n on olemassa perheen F funktio fn, jolla | fn( z0) | ≥ n . Näin 

syntyneen jonon ( fn) jokainen osajono hajaantuu, joten sillä ei voi olla suppenevaa 

osajonoa. Tämä on ristiriidassa perheen normaaliuden kanssa, joten F on pisteittäin 

rajoitettu. Siispä normaali perhe F on sekä yhtäjatkuva että pisteittäin rajoitettu.
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5.4 Montelin lause 

Arzelà-Ascolin lause antoi välttämättömän ja riittävän normaaliuskriteerin jatku- 

vien funktioiden perheille. Rajaamalla tarkastelu holomorfisten funktioiden perhei- 

siin ilmenee, että tällöin lisäehdoksi riittää funktioperheen lokaali rajoittuneisuus . 

Sen avulla todistetaan osion päätulos Montelin lause . 

Määritelmä 5.9. Perhettä F sanotaan lokaalisti rajoitetuksi joukossa U , jos jo- 

kaista joukon U kompaktia osajoukkoa K kohti on olemassa vakio m = m ( K ) , jolla 

| f ( z ) | < m jokaisessa pisteessä z ∈ K jokaisella kuvauksella f ∈ F . 

Erityisesti siis jokainen lokaalisti rajoitettu perhe on määritelmän 5.7 mukaan 

myös pisteittäin rajoitettu, mutta implikaatio toiseen suuntaan ei ole yleisesti voi- 

massa. Tarkastellaan esimerkiksi kunnan Q ( i ) alkioiden esitystä q = 

a

 

b 

+ 

c

 

d 

i , jossa 

a, b, c ja d ovat kokonaislukuja. Esitys on yksikäsitteinen, mikäli c ja d ovat positiivi- 

sia kokonaislukuja ( a, b ) = ( c, d ) = 1 . Erityisesti siis nimittäjä on 1 , mikäli osoittaja 

on 0 . Näin ollen funktio N ( q ) = b on hyvin määritelty ja laajennettavissa koko 

kompleksitasossa määritellyiksi funktioiksi 

fn( z ) = 

{︄ 

N ( z ) /n, kun z kuuluu kuntaan Q ( i ) ja 

0 muulloin . 

Tällainen perhe F = { fn 

} on selvästi pisteittäin rajoitettu, mutta saa mielivaltaisen 

suuria arvoja jokaisella kompleksitason suljetulla kiekolla, joten se ei ole lokaalisti 

rajoitettu. Suurten arvojen olemassaolon voi helposti todeta tarkastelemalla reaa- 

liosan katkaistua binääriesitystä: kun Re z = 

∑︁m 

k = − r 

bk2
k ja b− r 

= bm 

= 1 , niin 

laventamalla binääriesitys saadaan

 

z = 

1 + 

∑︁r + m 

k =1 

bk − r2
k

 

2r 

+ Im z .

 

Nyt reaaliosan osoittaja on kokonaisluku ja koska bm 

= 1 , se on myöskin pariton. 

Täten N ( q ) = 2r. Näin ollen perhe F ei ole lokaalisti rajoitettu, vaikka se onkin 

pisteittäin rajoitettu. Osoitetaan seuraavaksi, että lokaali rajoittuneisuus yhdessä 

perheen holomorfisuuden kanssa riittää perheen normaaliudelle. 

Lause 5.10 (Montelin lause) . Olkoon F perhe funktioita, jotka ovat holomorfisia 

avoimessa joukossa U . Jos F on lokaalisti rajoitettu joukossa U , se on tässä joukossa 

myös normaali. 

Todistus. Perhe F on selvästi pisteittäin rajoitettu, joten Arzelà-Ascolin lauseen 

nojalla riittää osoittaa, että F on yhtäjatkuva joukossa U . Olkoon siis z0 

joukon 

U piste ja suljettu kiekko

 

D2 r 

=

 

D ( z0 

, 2 r ) joukon U osajoukko jollain luvulla r 

(ks. kuva 5). Perheen lokaalin rajoittuneisuuden nojalla on olemassa luku m = 

m ( K ) > 0 , jolla | f ( w ) | ≤ m kaikilla perheen F funktioilla f ja joukon

 

D2 r 

pisteillä w . 

Olkoon nyt γ polku, joka kiertää reunan C ( z0 

, 2 r ) kerran vastapäivään, ja sovelletaan 

Cauchyn integraalikaavaa perheen F mielivaltaiseen funktioon f ja joukon

 

D r 

= 
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z0

 

r

 

2 r

 

z

 

U

 

D2 r

 

D r

 

Kuva 5: Piste z0 

ja z sekä kiekot

 

D r 

ja

 

D2 r 

Montelin lauseen todistuksessa

 

D ( z0 

, r ) pisteille z ja z0. Tällöin

 

| f ( z ) − f ( z0) | = 

⃓⃓⃓⃓
 

1

 

2 π i 

∮︂ 

γ 

f ( w ) dw

 

w − z 

− 

1

 

2 π i 

∮︂ 

γ 

f ( w ) dw

 

w − z0 

⃓⃓⃓⃓
 

= 

1

 

2 π 

⃓⃓⃓⃓
 

∮︂ 

γ 

( w − z0) f ( w ) − f ( w )( w − z )

 

( w − z )( w − z0) 

dw 

⃓⃓⃓⃓
 

= 

| z − z0 

|

 

2 π 

⃓⃓⃓⃓
 

∮︂ 

γ 

f ( w ) dw

 

( w − z )( w − z0) 

⃓⃓⃓⃓
 

≤ 

| z − z0 

|

 

2 π 

∮︂ 

γ 

| f ( w ) | | dw |

 

| w − z | | w − z0 

| 

.

 

Koska nyt | w − z0 

| = 2 r , jokaisella joukon

 

D r 

pisteellä z on | w − z | ≥ r . Kun lisäk- 

si arvioidaan integraali ylöspäin integroimistien pituuden ja integrandin maksimin 

tuloksi, voidaan edellistä arvioita parantaa edelleen:

 

| f ( z ) − f ( z0) | ≤ 

| z − z0 

|

 

2 π 

∮︂ 

γ 

m | dw |

 

r · 2 r 

≤ 

m | z − z0 

|

 

r 

.

 

Jos nyt ϵ > 0 , niin valitsemalla δ = min { r, ϵr /m } on jokaisella perheen F funktiolla 

f voimassa | f ( z ) − f ( z0) | < ϵ , kunhan | z − z0 

| < δ . Koska F on yhtäjatkuva joukon 

U mielivaltaisessa pisteessä z0, se on yhtäjatkuva joukossa U ja siis Arzelà-Ascolin 

lauseen nojalla normaali.

 

Montelin lauseen tulos on erityisen hyödyllinen Riemannin kuvauslauseen todis- 

tuksen kannalta, sillä tuolloin tarkastellaan holomorfifunktioita, joiden kuvajoukko 

on yksikkökiekon osajoukko. Koska kaikki tällaiset funktiot ovat ilmeisesti rajoitet- 

tuja, ne muodostavat normaalin perheen. 

6 Rouchén lause ja lokaali kuvauslause 

Ennen Riemannin kuvauslauseeseen paneutumista todistetaan vielä muutamia omi- 

naisuuksia konformikuvauksille ja yhdesti yhtenäisille alueille. Tätä varten esitel- 
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lään todistuksitta Rouchén lause ja siihen nojaava lokaali kuvauslause (engl. local 

mapping theorem tai branch covering principle ). 

Lause 6.1 (Rouchén lause) . Olkoon γ suljettu polku yhdesti yhtenäisessä alueessa 

D sekä f ja g holomorfifunktioita alueessa D . Jos | g ( z ) | < | f ( z ) | polun γ jokaisessa 

pisteessä z , niin funktioilla f + g ja g on yhtä monta nollakohtaa polun γ sisäpuo- 

lella (pistejoukossa, jossa n ( γ , z ) ̸ = 0 ). Jokainen nollakohta lasketaan kertalukunsa 

mukaan. 

Todistus. [5, Lause 15.14], [20, lause III.7.7].

 

Seuraavan lokaalin kuvauslauseen ϵ -ehto on sikäli mielenkiintoinen, että luku ϵ 

rajoittaa funktion lähtöjoukkoa maalijoukon sijaan. 

Lause 6.2 (Lokaali kuvauslause) . Olkoon f holomorfifunktio, joka ei ole vakio jos- 

sain pisteen z0 

ympäristössä. Oletetaan, että f ( z0) = w0 

ja että funktiolla f − w0 

on 

kertalukua n oleva nollakohta pisteessä z0. Tällöin, jos ϵ > 0 on riittävän pieni, on 

olemassa luku δ = δ ( ϵ ) > 0 , jolla jokaista joukon D 

′( w0 

, δ ) pistettä w kohti voidaan 

joukosta D 

′( z0 

, ϵ ) valita n eri pistettä z1 

, . . . , zn, jotka toteuttavat ehdon f ( zj) = w , 

kun j = 1 , . . . , n . Funktion f − w nollakohdat pisteissä zj 

ovat yksinkertaisia. 

Todistus. [9, Lause 3.7, luku VIII].

 

6.1 Seurauksia konformikuvauksiin 

Lokaalin kuvauslauseen mukaan holomorfifunktio f , jolla on kertalukua n oleva nol- 

lakohta pisteessä z0, käyttäytyy pisteen z0 

ympäristössä “lokaalisti” kuten funktio 

( z − z0)
n. Toisin sanoen tarpeeksi pienelle pisteen z0 

ympäristölle D ( z0 

, ϵ ) määräy- 

tyy pisteen f ( z0) = w0 

ympäristö D 

′( w0 

, δ ) , jonka jokaisella pisteellä on n eri alku- 

kuvaa alkuperäisessä ympäristössä D ( z0 

, ϵ ) . Erityisesti siis D ( w0 

, δ ) ⊂ f ( D ( z0 

, ϵ )) , 

joten funktio f kuvaa avoimet joukot avoimiksi, kunhan f vain ei ole vakio aluees- 

sa D . Tätä tulosta kutsutaan avoimen kuvauksen lauseeksi (engl. Open Mapping 

Theorem ). 

Lause 6.3 (Avoimen kuvauksen lause) . Jos holomorfikuvaus f ei ole vakio komplek- 

sitason alueessa D , niin se kuvaa avoimet joukot avoimiksi. Erityisesti joukko f ( D ) 

on alue. 

Todistus. Olkoon U joukon D avoin osajoukko, z0 

joukon U piste ja w0 

= f ( z0) . On 

osoitettava, että on olemassa s > 0 , jolla D ( w0 

, s ) on joukon f ( U ) osajoukko. 

Koska kuvaus f ei ole vakio, niin ehdon f 

′( z ) = 0 tai f ( z ) = w0 

täyttävät pisteet 

eivät voi kasautua alueessa D eivätkä siten myöskään pisteen z0 

ympäristössä. Näin 

ollen on olemassa r > 0 , jolla joukon D ( z0 

, r ) kaikilla pisteillä z sekä f 

′( z ) ̸ = 0 että 

f ( z ) ̸ = w0. Näin ollen lokaalin kuvauslauseen perusteella on olemassa δ = δ ( r ) > 0 , 

jolla D ( w0 

, δ ) ⊂ f ( U ) . Näin ollen f ( U ) on avoin. 

Vastaavasti myös f ( D ) on avoin ja funktion f jatkuvuuden myötä se on yhte- 

näinen. Toisin sanoen f ( D ) on alue.

 

Lokaalin kuvauslauseen avulla saadaan myös seuraava tärkeä tulos injektiivisen 

holomorfikuvauksen eli konformikuvauksen derivaatasta. 
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Lause 6.4. Olkoon f alueesssa D määritelty konformikuvaus. Tällöin f 

′( z ) ̸ = 0 

jokaisessa joukon D pisteessä z . 

Todistus. Tehdään vastaoletus, että f 

′( z0) = 0 jossain joukon D pisteessä z0. In- 

jektiivisyyden nojalla f ei ole vakio, joten f ( z0) = w0 

vähintään kertaluvulla kaksi. 

Näin ollen lokaalin kuvauslauseen nojalla pisteellä w0 

on ympäristö, jonka jokaisella 

alkiolla on ainakin kaksi alkukuvaa alueessa D , mikä on ristiriidassa injektiivisyyso- 

letuksen kanssa.

 

Huomautus 6.5 . Lauseen 6.4 käänteinen tulos ei ole voimassa, sillä esimerkiksi funk- 

tion f ( z ) = ez derivaatta ei häviä missään pisteessä. Funktio ez ei kuitenkaan ole 

injektio, sillä f (2 π i ) = e2 π i = 1 = e0 = f (0) . Lokaalin kuvauslauseen mukaan f on 

kuitenkin lokaalisti injektiivinen. 

Seuraava lause sallii konformikuvauksien yhdistämisen siten, että yhdesti yhte- 

näisyys säilyy. 

Lause 6.6. Olkoon f : D → C konformikuvaus. Jos D on yhdesti yhtenäinen alue, 

myös f ( D ) on yhdesti yhtenäinen alue. 

Todistus. Jos f ( D ) = C , väite on triviaali. Oletetaan siis, että D0 

= f ( D ) ̸ = C ja 

että piste w kuuluu alueen D0 

komplementtiin C \ D0. Koska f ei injektiivisyytensä 

myötä ole vakio, niin D0 

on alue avoimen kuvauslauseen 6.3 nojalla. Näin ollen 

riittää todistaa, että alue D0 

on yhdesti yhtenäinen. 

Olkoon w piste alueen D0 

komplementissa C \ D0 

ja β : [ a, b ] → D0 

suljettu ja 

paloittain sileä polku. On osoitettava, että tällöin n ( β , w ) = 0 . Määritellään tätä 

varten polku γ : [ a, b ] → C , γ = f 

− 1 ◦ β , jolloin β ( t ) = f ( γ ( t )) . Tällöin γ on 

suljettu ja paloittain sileä polku alueessa D . Koska w ei kuulu alueeseen D0, funktio 

f ( z )′ / ( f ( z ) − w ) holomorfinen alueessa D ja Cauchyn integraalilauseen nojalla

 

0 = 

∮︂ 

γ 

f 

′( z ) dz

 

f ( z ) − w 

= 

∮︂ b 

a 

f 

′( γ ( t )) γ 

′( t ) dt

 

f ( γ ( t )) − w 

= 

∮︂ b 

a 

β 

′( t ) dt

 

β ( t ) − w 

= 

∮︂ 

β 

dζ

 

ζ − w 

= n ( β , w )2 π i.

 

Täten n ( β , w ) = 0 .

 

Tätä tulosta käytetään useasti Riemannin kuvauslauseen todistuksen yhteydessä. 

Kun haluttuja kuvauksia rakennetaan yhdistettyinä kuvauksina, voidaan jokaisessa 

vaiheessa hyödyntää osion 3 antamia ominaisuuksia. 

Käydään lopuksi läpi muutamia Rouchén lauseen ja lokaalin kuvauslauseen so- 

velluksia osiossa 5.2 esiteltyyn normaaliin suppenemiseen. 

6.2 Seurauksia normaaliin suppenemiseen 

Seuraava tulos tunnetaan Hurwitzin lauseena . Adolf Hurwitz (1859–1919) oli sak- 

salainen matemaatikko, jonka mukaan nimettyjä tuloksia on myös muun muassa 

lukuteoriassa ja kompositioalgebrassa. Tässä esitettävä lause luonnehtii normaalisti 

suppenevan jonon (määritelmä 5.3) rajafunktiota, jos jonon funktiot ovat nollakoh- 

dattomia. 
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Lause 6.7 (Hurwitzin lause) . Olkoon D alue ja ( fn) alueessa D holomorfisista ja 

nollakohdattomista funktioista koostuva jono, joka suppenee alueessa D normaalisti 

kohti funktiota f . Tällöin funktiolla f joko ei ole nollakohtaa alueessa D tai f on 

siinä identtisesti nolla. 

Todistus. Normaalin suppenemisen nojalla funktio f on holomorfinen alueen D jo- 

kaisessa kompaktissa osajoukossa K ja siis koko alueessa D . Oletetaan nyt, että 

f ( z0) = 0 jossakin alueen D pisteessä z0 

ja osoitetaan, että tällöin f on identtisesti 

nolla alueessa D . Oletetaan, että f ei ole identtisesti nolla. Tällöin pisteen z0 

on 

oltava funktion f eristetty nollakohta; muutoinhan f olisi identtisesti nolla holo- 

morfifunktioiden identtisyyslauseen nojalla. Siispä on olemassa r > 0 ja alueen D 

osajoukko

 

D =

 

D ( z0 

, r ) , jonka reunan C = C ( z0 

, r ) pisteissä z on f ( z ) ̸ = 0 . Koska 

reuna C on kompakti, funktion f jatkuvuuden nojalla minz ∈ C 

{| f ( z ) |} = ϵ on äärel- 

linen ja erityisesti ϵ > 0 . Koska fn 

suppenee kohti funktiota f tasaisesti kompaktissa 

joukossa C , on olemassa indeksi n , jolla | fn( z ) − f ( z ) | < ϵ ≤ | f ( z ) | jokaisessa reu- 

nan C pisteessä z . Näin ollen Rouchén lauseen nojalla funktioilla f + ( fn 

− f ) = fn 

ja f on yhtä monta nollakohtaa kiekossa D ( z0 

, r ) . Siispä myös funktiolla on siinä 

ainakin yksi nollakohta, mikä on ristiriidassa oletuksen kanssa.

 

Hurwitzin lauseen avulla voidaan osoittaa seuraava normaalisti suppenevia jo- 

noja koskeva tulos. 

Lause 6.8. Olkoon D alue ja ( fn) jono alueessa D määriteltyjä holomorfisia ja 

injektiivisiä funktioita. Jos jono ( fn) suppenee normaalisti kohti funktiota f alueessa 

D , niin f on joko injektio tai vakio alueessa D . 

Todistus. Kuten Hurwitzin lauseen todistuksessa, voidaan nytkin todeta, että raja- 

funktio f on holomorfinen. Osoitetaan, että jos f ei ole vakio, se on injektio alu- 

eessa D . Olkoon z0 

alueen D mielivaltainen piste. Osoitetaan, että jos z ̸ = z0, niin 

f ( z ) ̸ = f ( z0) . Määritellään alueessa D0 

= D \ { z0 

} funktiot gn( z ) = fn( z ) − fn( z0) . 

Koska fn 

on injektio alueessa D , ei funktioilla gn 

ole nollakohtia alueessa D0. Luon- 

nollisestikin gn 

suppenee normaalisti kohti funktiota g ( z ) = f ( z ) − f ( z0) . Jos funk- 

tiolla g olisi nollakohta alueessa D0, se olisi tässä alueessa Hurwitzin lauseen nojalla 

identtisesti nolla eli f olisi vakiofunktio. Siispä funktiolla g ei ole nollakohtia alu- 

eessa D0 

eli f ( z ) ̸ = f ( z0) , kun z ̸ = z0. Koska z0 

oli mielivaltainen, niin funktio f on 

injektio.

 

7 Riemannin kuvauslause 

Tässä osiossa todistetaan Riemannin kuvauslause käyttämällä Koeben menetelmää, 

jossa yksikkökiekon osajoukoksi kuvattua aluetta D laajennetaan toistuvalla neliö- 

juurifunktion käyttämisellä. Olkoon nyt D kompleksitasosta eriävä yhtenäinen alue 

ja z0 

sen piste. Tällöin Riemannin kuvauslause etenee seuraavasti: 

• Lemma 7.1: On olemassa kuvaus, joka kuvaa alueen D yksikkökiekon ∆ = 

D (0 , 1) osajoukoksi ja jolla f ( z0) = 0 ja f 

′( z0) > 0 

• Lemma 7.2: Mikäli edellisen kuvauksen kuvajoukko on yksikkökiekon aito 

osajoukko, on olemassa vastaava kuvaus g , jolla g 

′( z0) > f 

′( z0) 
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• Lause 7.4 (Riemannin kuvauslause) : Osoitetaan, että näin syntyvästä funk- 

tioiden joukosta voidaan muodostaa suppeneva osajono, joka suppenee kohti 

haluttua kuvausta. 

7.1 Esivalmistelut 

Lemma 7.1. Olkoon D koko kompleksitasosta eriävä yhdesti yhtenäinen alue ja z0 

sen piste. Tällöin on olemassa konformikuvaus f : D → C , jolla 

(i) alue f ( D ) sisältyy yksikkökiekkoon ∆ , 

(ii) f ( z0) = 0 ja f 

′( z0) > 0 . 

Todistus. Haluttu kuvaus f muodostetaan yhdistelmänä yksinkertaisempia kuvauk- 

sia f = f5 

◦ f4 

◦ f3 

◦ f2 

◦ f1 

(ks. kuva 6): 

• f1 

poistaa origon, jotta on olemassa 

• f2, joka on alueessa f1( D ) määritelty logaritmi. Tällöin eksponentiaalifunktion 

jaksollisuuden vuoksi (sekä w0 

että ˜︁ w0 

= w0 

= 2 π i eivät voi kuulua funktion 

f2 

kuvajoukkoon) saadaan tähänastiseen kuvajoukkoon kuulumaton ympyrä, 

jonka suhteen funktio 

• f3 

peilaa lähtöjoukon yksikköympyrän sisälle. Sitten 

• f4 

siirtää pisteen z0 

kuvan origoon ja 

• f5 

kiertää kompleksitasoa siten, että derivaatasta tulee positiivinen. 

Olkoon ensin piste b , joka ei kuulu alueeseen D . Tällöin funktio

 

f1 

= z − b

 

on konformikuvaus ja D1 

= f1( D ) ei sisällä nollaa. Koska lauseen 6.6 nojalla D1 

on yhdesti yhtenäinen, voidaan funktiolle f1 

määritellä lauseen 3.4 perusteella ho- 

lomorfinen logaritmin haara

 

f2( z ) = log z ,

 

joka on injektiviisyyden myötä konformikuvaus. 

Olkoon seuraavaksi w0 

alueen D2 

= f2( D1) piste, jolloin on olemassa r > 0 , jolla 

D ( w0 

, r ) sisältyy alueeseen D2. Osoitetaan, että tällöin

 

D ( ˜︁ w0 

, r ) =

 

D ( w0+2 π i, r ) on 

erillinen alueesta D2. Mikäli olisi olemassa joukon

 

D ( ˜︁ w0 

, r ) ∩ D2 

piste ˜︁ w , olisi sillä 

toisaalta esitys w + 2 π i alueen D2 

pisteen w avulla ja toisaalta f2( ˜︁ z ) = n ˜︁ w jollekin 

alueen D1 

pisteelle ˜︁ z . Koska lisäksi on olemassa alueen D1 

piste z , jolla f2( z ) = w , 

saadaan

 

˜︁ z = ef2( ˜︁ z ) = e 

˜︁ w = ew +2 π i = ew = ef2( z ) = z .

 

Näin ollen w = f2( z ) = f2( ˜︁ z ) = ˜︁ w = w + 2 π i , mikä on ristiriita. Näin ollen leikkaus

 

D ( ˜︁ w0 

, r ) ∩ D2 

on tyhjä ja erityisesti | z − ˜︁ w0 

| > r kaikilla alueen D1 

pisteillä. Tällöin 

Möbius-kuvauksen

 

f3( z ) = 

r

 

z − ˜︁ w0
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Kuva 6: Neliön muotoinen alue kuvattuna sekä lemman 7.1 antamalla kuvauksella 

f että vaiheittain yhdistämällä kuvaukset f1, f2, f3, f4 

ja f5 

kuva D3 

= f3( D2) sisältyy yksikkökiekkoon ja Möbius-kuvauksena kuvaus f3 

on 

lauseen 4.6 nojalla konformikuvaus. 

Olkoon nyt c = ( f3 

◦ f2 

◦ f1)( z0) . Koska alue D3 

sisältyy yksikkökiekkoon, on 

| c | < 1 ja tällöin Möbius-kuvaus

 

f4( z ) = 

z − c

 

1 −

 

cz

 

on lauseen 4.5 nojalla sekä konforminen että yksikkökiekon säilyttävä. Kun lisäksi 

f4( c ) = 0 , täyttyy nyt lauseen toisen ehdon ensimmäinen puoli. 

Olkoon vielä d = ( f4 

◦ f3 

◦ f2 

◦ f1)
′( z0) . Koska lauseen 6.4 perusteella d ̸ = 0 , 

voidaan valita u = e− i Arg d ja määritellä

 

f5( z ) = uz .
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Tämä on jälleen lauseen 4.5 mukainen konforminen kompleksitason kierto ja siten 

yksikkökiekon säilyttävä konformikuvaus. Nyt yhdistetty kuvaus f = f5 

◦ f4 

◦ f3 

◦ f2 

◦ f1 

täyttää lauseen kaikki ehdot, sillä (i): se kuvaa alueen D konformisesti yksikkökiek- 

koon ja lisäksi (ii) sekä

 

f ( z0) = ( f5 

◦ f4 

◦ f3 

◦ f2 

◦ f1)( z0) = 0

 

että

 

f 

′( z0) = f 

′ 

5(0) d = ud = | d | > 0 .

 

Seuraava lemma on viimeinen ennen varsinaista kuvauslauseen todistusta ja siinä 

kiteytyy Koeben todistuksen ajatus: yksikkökiekon ∆ osajoukon pinta-alaa laajen- 

netaan ottamalla origoa sisältämättömästä alueesta neliöjuuri, jolloin alue “kasvaa”. 

Lemma 7.2. Olkoon D koko kompleksitasosta eriävä yhdesti yhtenäinen alue, z0 

sen piste ja f : D → C lemman 7.1 ehdot (i) ja (ii) toteuttava konformikuvaus. 

Oletetaan, että f ( D ) on yksikkökiekon ∆ aito osajoukko. Tällöin on olemassa samat 

ehdot toteuttava konformikuvaus g : D → C , jolle g 

′( z0) > f 

′( z0) . 

Todistus. Haluttu funktio g muodostetaan lemman 7.1 todistuksen kaltaisesti yh- 

distelmänä yksinkertaisempia funktioita g = g3 

◦ g2 

◦ g1 

◦ f (ks. kuva 7): 

• g1 

poistaa origon, jotta saadaan hyvin määritelty 

• logaritmi L , jonka avulla määritellään neliöjuurifunktio g2. 

• g3 

siirtää pisteen z0 

kuvan origoon ja kiertää kompleksitasoa siten, että deri- 

vaatasta g ( z0) tulee positiivinen. 

Merkitään D0 

= f ( D ) . Koska D0 

on oletuksen mukaan yksikkökiekon ∆ aito 

osajoukko, niin joukosta ∆ \ D0 

voidaan valita piste b . Nyt b ̸ = 0 , sillä f ( z0) = 0 , ja 

kuvaus

 

g1( z ) = 

z − b

 

1 −

 

bz

 

on lauseen 4.5 mukainen, yksikkökiekon yksikkökiekoksi kuvaava konformikuvaus. 

Koska funktion g1( z ) ainoa nollakohta on z = b , niin kuvauksen g1 

injektiivisyyden 

nojalla D1 

= g1( D0) ei sisällä nollaa. Lisäksi ( g1 

◦ f )( z0) = g1(0) = − b ja

 

g 

′ 

1(0) = 1 − | b |2 .

 

Koska funktiolla g1 

ei ole nollakohtia yhdesti yhtenäisessä alueessa D1, on sillä 

lauseen 3.4 nojalla logaritmin haara, joka on holomorfinen alueessa D1. Olkoon L 

tällainen logaritmin haara ja määritellään

 

g2( z ) = eL ( z ) / 2 .

 

Funktio g2 

on selvästi holomorfifunktio ja lisäksi injektio: jos joillain joukon D1 

pisteillä z ja ˜︁ z on g2( z ) = g2( z ) , niin tällöin z = ( g2( z ))2 = ( g1( z ))2 = ˜︁ z . Näin ollen 
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D0 

0 0 

0 0 

b 

− b 

c 

− uc 

g3 

◦ g2 

◦ g1−−−−→ 

g2−→

 

g1

 

←−

 

g3

 

←−

 

Kuva 7: Yksikkökiekon aito osajoukko D0 

kuvattuna sekä lemman 7.2 antamalla 

kuvauksella g että vaiheittain yhdistämällä kuvaukset g1, g2 

ja g3 

g2 

on konformikuvaus. Koska | g2( z ) | = 

√︁

 

| z | < 1 , kun | z | < 1 , niin g2 

myös kuvaa 

yksikkökiekon yksikkökiekolle. Olkoon nyt c = g2( − b ) . Tällöin c2 = − b ja

 

g 

′ 

2( − b ) = eL ( − b ) / 2 · 

L′( − b )

 

2 

= c · 

1

 

− 2 b 

= 

1

 

2 c 

.

 

Koska c ̸ = 0 , voidaan merkitä u = ei Arg c ja

 

g3( z ) = u 

z − c

 

1 −

 

cz 

,

 

joka on jälleen lauseen 4.5 mukainen konformikuvaus. Tällä kuvauksella on lauseen 

4.5 nojalla

 

g 

′ 

3( c ) = u 

1 − | c |2

 

(︁
1 − | c |2 

)︁2 

= 

u

 

1 − | c |2 

.

 

Kuvaus g = g3 

◦ g2 

◦ g1 

◦ f täyttää lauseen ehdot, sillä se kuvaa alueen D 

yksikkökiekon ∆ osajoukoksi konformisesti ja lisäksi sekä

 

g ( z0) = ( g3 

◦ g2 

◦ g1 

◦ f )( z0) = ( g3 

◦ g2 

◦ g1)(0) = ( g3 

◦ g2)( − b ) = g3( c ) = 0
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että

 

g 

′( z0) = g 

′ 

3( c ) g 

′ 

2( − b ) g 

′ 

1(0) f 

′( z0) = 

u

 

1 − | c |2 

1

 

2 c
(1 − | b |2) f 

′( z0) .

 

Toisaalta u/c = 1 / | c | ja | b | = | c |2, joten

 

g 

′( z0) = 

1 − | c |4

 

2 | c | 

(︁
1 − | c |2 

)︁ f 

′( z0) = 

1 + | c |2

 

2 | c | 

f 

′( z0) .

 

Koska nyt binomin 1 − | c | neliö on aina positiivinen, niin 1 + | c |2 > 2 | c | . Siispä 

g 

′( z0) > f 

′( z0) .

 

Ennen Riemannin lauseen todistusta tarkastellaan visuaalisesti, miltä lemman 

7.2 toistuva soveltaminen näyttää. 

7.2 Riemannin kuvauslause visuaalisesti 

Lemman 7.2 toistuvaa soveltamista voidaan ajatella askelittain etenevänä prosessi- 

na. Olkoot D , z0 

ja f kuten lemmassa 7.1 ja olkoon g0 

kuvaus, joka saadaan so- 

veltamalla lemmaa 7.2 kuvaukseen f . Määritellään nyt gn +1 

kuvaukseksi, joka saa- 

daan sovellettaessa lemmaa 7.2 kuvaukseen gn. Huomattakoon, että kukin gn 

riippuu 

kyseisellä askeleella valitusta pisteestä b . Numeerisia tarkasteluja varten esimerkki- 

alueen D sisäosa jaettiin ristikoksi reaali- ja imaginääriakselin suuntaisilla suorilla 

(ks. kuva 8). Numeerisesti havaitaan, että alueen gn( D ) reuna näyttää lähestyvän 

yksikköympyrää (ks. kuva 9). Tämä todistetaankin osiossa 7.4.
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Kuva 8: Alueen D reuna ja alueen ristikoksi jaettu sisäosa sekä niiden kuvat lemman 

7.1 antamalla kuvauksella f 
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n=15,  peitto ≈ 0.100 n=19,  peitto ≈ 0.250

n=30,  peitto ≈ 0.500 n=130,  peitto ≈ 0.900

n=1330,  peitto ≈ 0.990 n=14090,  peitto ≈ 0.999

 

Kuva 9: Alueen D kuvia gn( D ) , kun n kasvaa ja D on sama kuin kuvassa 8. Alueen 

kuvien gn( D ) yläpuolelle on merkitty valittu n ja alueen gn( D ) osuus yksikkökiekosta 

kyseisellä kierroksella. Alue gn( D ) näyttää laajenevan kohti koko yksikkökiekkoa. 
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n=1330,  peitto ≈ 0.990

n=14090,  peitto ≈ 0.999

suurennos ylläolevasta kuvasta

 

Kuva 10: Yksityiskohtia alueen gn( D ) reunasta, kun n = 1330 ja n = 14090 . Yksi- 

tyiskohdissa näkyy alueen gn( D ) reunan epätasaisuus vielä kierroksella 14090. 

Numeerisiin tarkasteluihin ja kuvien laadintaan käytetty Python -lähdekoodi 

on julkisesti saatavilla [6], joten laskentaa voi melko vaivattomasti jatkaa tässä kä- 

siteltyä pitemmälle. Samalla ohjelmakoodilla luotiin myös Youtube-video, joka ha- 

vainnollistaa lemman 7.2 ensimmäistä 20000 sovelluskertaa [21]. Valittu lähestymis- 

tapa jätti alueen gn( D ) reunaan epätasaisuuksia (ks. kuva 10). Toisaalta ohjelma- 

koodissa priorisoitiinkin koodin helppolukuisuus ja alueen gn( D ) havaittava, mut- 

ta hidas kasvu. Aiheeseen liittyviä tehokkaita numeerisia menetelmiä on olemassa 

[22],[23],[24],[25], mutta ne sivuutetaan tässä esityksessä. 

7.3 Weierstrassin lause 

Ennen Riemannin kuvauslauseen todistusta tarvitaan vielä yksi todistuksetta esi- 

teltävä tulos. Edeltävissä lemmoissa 7.1 ja 7.2 osoitettiin, että joukko

 

F = { f on konformikuvaus | f ( D ) ⊂ ∆ , f ( z0) = 0 ja f 

′( z0) > 0 }

 

on epätyhjä ja että löydettyä alkiota on mahdollista “kasvattaa”. Tässä esitettä- 

vän todistuksen keskeinen ajatus on osoittaa, että f 

′( z0) ei voi saada mielivaltaisen 
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suuria arvoja ja sitten osoittaa, että on olemassa todistuksen ehdot täyttävä raja- 

funktio. Riemannin kuvauslause edellyttää tällaiselta rajafunktiolta holomorfisuutta 

ja tätä varten tarvitaan Weierstrassin lausetta tasaisesti suppenevien analyyttisten 

funktioiden sarjalle vuodelta 1841. 

Lause 7.3 (Weierstrassin lause) . Olkoon ( fn( z )) jono alueessa D holomorfisia funk- 

tioita. Jos jono ( fn( z )) suppenee alueessa D normaalisti kohti funktiota f , niin 

(i) rajafunktio f ( z ) on holomorfinen alueessa D , 

(ii) funktion f ( z ) derivaatoilla on f ( p )( z ) = limn →∞ 

f
( p ) 

n 

( z ) , p = 1 , 2 , . . . ja 

(iii) jono ( f
( p ) 

n 

( z )) suppenee alueessa D normaalisti kohti funktiota f ( p )( z ) . 

Todistus. [8, alaluku 5.1.1, lause 1],[20, lause III.1.3]

 

7.4 Riemannin kuvauslause 

Kuten johdannossa todettiin, seuraavaksi esitettävä todistus Riemannin kuvaus- 

lauseelle eroaa Riemannin alkuperäisestä ajatuksesta. Lause todistetaan tässä esi- 

tyksessä normalisoidussa muodossa eli osoitetaan, että mikä tahansa yhdesti yhte- 

näinen alue voidaan kuvata konformisesti yksikkökiekolle ∆ yksikäsitteisellä kuvauk- 

sella. Huomattakoon, että seuraavassa todistuksessa osoitetaan ainostaan halutun 

kuvauksen olemassaolo, eikä kuvauksen konstruoimista käsitellä. Konstruktiivinen 

todistus on olemassa esimerkiksi kuvattaville (engl. mappable ) joukoille [26, 27]. 

Lause 7.4 (Riemannin kuvauslause) . Olkoon D koko kompleksitasosta eriävä yh- 

desti yhtenäinen alue ja z0 

eräs sen piste. Tällöin on olemassa yksikäsitteinen kon- 

formikuvaus f : D → ∆ , joka kuvaa alueen D yksikkökiekolle ∆ (eli f ( D ) = ∆ ) ja 

jolla sekä f ( z0) = 0 että f 

′( z0) > 0 . 

Todistus. Osoitetaan ensin lauseen mukaisen kuvauksen olemassaolo. Olkoon

 

F = { f on konformikuvaus | f ( D ) ⊂ ∆ , f ( z0) = 0 ja f 

′( z0) > 0 }

 

eli niiden funktioiden perhe, joka täyttää lemman 7.1 ehdot. Lemma 7.1 takaa, ettei 

perhe F ole tyhjä. Olkoon nyt r > 0 luku, jolla kiekko

 

D ( z0 

, r ) sisältyy yksikkökiek- 

koon ∆ . Tällöin funktio

 

h ( z ) = 

f ( z ) − f ( z0)

 

z − z0

 

on holomorfinen puhkaistussa alueessa D 

′( z0 

, r ) . Koska f on differentioituva pistees- 

sä z0, voidaan funktio h laajentaa holomorfiseksi kiekossa D ( z0 

, r ) , kun määritellään 

h ( z0) = f 

′( z0) . Nyt kehällä C ( z0 

, r ) on

 

| h ( z ) | = 

| f ( z ) − f ( z0) |

 

| z − z0 

| 

= 

| f ( z ) |

 

r 

< 

1

 

r 

,

 

joten maksimiperiaatteen nojalla f 

′( z0) < r 

− 1. Koska arvio on funktion f valinnasta 

riippumaton, arvio pätee koko joukolla { f 

′( z0) | f ∈ F } . Siispä tällä joukolla on 

äärellinen supremum M = sup { f 

′( z0) | f ∈ F } < ∞ , jolloin jokaista luonnollista 
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lukua n kohden perheestä F voidaan valita funktio fn, jolla M − 

1

 

n 

< f 

′ 

n( z0) ≤ M . 

Koska perheen F jokaisen funktion kuvajoukko sisältyy yksikkökiekkoon, se on lo- 

kaalisti rajoitettu. Siispä jonolla ( fn) on Montelin lauseen nojalla suppeneva osajono 

( fnk
) , joka suppenee alueessa D normaalisti kohti funktiota f . Myös funktiolla f on 

f ( z0) = limk →∞ 

fnk
( z0) = 0 ja Weierstrassin lauseen nojalla f on holomorfinen alu- 

eessa D sekä erityisesti f 

′( z0) = limk →∞ 

f 

′ 

nk
( z0) = M . Koska f 

′( z0) ̸ = 0 , funktio f 

ei ole vakio koko alueessa D , joten lauseen 6.8 nojalla f on injektiivinen – ja siis 

konforminen. 

Joukko f ( D ) koostuu yksikkökiekon ∆ pistejonojen raja-arvoista, joten f ( D ) on 

suljetun yksikkökiekon

 

∆ osajoukko. Toisaalta koska f on konforminen, niin lauseen 

6.6 nojalla f ( D ) on yhdesti yhtenäinen alue ja erityisesti avoin. Siispä f ( D ) on 

avoimen yksikkökiekon osajoukko. On vielä osoitettava, että f ( D ) = ∆ . Jos joukko 

∆ \ f ( D ) olisi epätyhjä ja w sen piste, niin lemman 7.2 nojalla saataisiin perheeseen F 

kuuluva kuvaus g , jolla g 

′( z0) > f 

′( z0) = M , mikä sotii supremumin M määritelmää 

vastaan. Siispä f ( D ) = ∆ . 

Osoitetaan vielä funktion f yksikäsitteisyys. Olkoon nyt g toinen konformiku- 

vaus, jolla g ( D ) = ∆ sekä g ( z0) = 0 ja g 

′( z0) > 0 , ja tarkastellaan funktiota 

φ : ∆ → ∆ , φ = g ◦ f 

− 1. Koska φ säilyttää yksikkökiekon, voidaan funktio φ il- 

maista lauseen 4.5 nojalla muodossa φ ( z ) = eiθ( z + c ) / (1 −

 

cz ) (joillain reaaliluvulla 

θ ja kompleksiluvulla c , jolla | c | < 1 ). Koska φ (0) = eiθ c ja funktion φ määritel- 

män mukaan φ (0) = g ( f 

− 1(0)) = 0 , niin c = 0 . Siispä φ ( z ) = eiθ z eli funktio φ on 

yksikkökiekon kierto origon suhteen. Toisaalta

 

φ′(0) = g 

′( z0)( f 

− 1)′(0) = 

g 

′( z0)

 

f 

′( z0) 

> 0

 

ja ainut mahdollinen kierto, jolla φ′(0) = eiθ > 0 , on triviaali kierto φ = z . Siispä 

g ◦ f 

− 1( z ) = z eli g = f , joten saatu funktio f on yksikäsitteinen.

 

Seuraus 7.5. Olkoot D1 

ja D2 

koko kompleksitasosta eriäviä yhdesti yhtenäisiä 

alueita ja z1 

(vastaavasti z2) alueen D1 

(vastaavasti alueen D2) eräs piste. Tällöin 

on olemassa yksikäsitteinen konformikuvaus f : D1 

→ D2, joka kuvaa alueen D1 

alueelle D2 

eli f ( D1) = D2 

ja jolla sekä f ( z1) = z2 

että f 

′( z1) > 0 . 

Todistus. Olkoon nyt f1 

lauseen 7.4 mukainen, alueen D1 

yksikkökiekolle ∆ kon- 

formisesti kuvaava funktio, jolla f1( z1) = 0 ja f 

′ 

1( z1) > 0 , ja vastaavasti f2 

aluetta 

D2 

ja pistettä z2 

vastaava kuvaus. Tällöin funktio f = f 

− 1 

2 

◦ f1 

on konformikuvaus 

alueelta D1 

alueelle D2 

ja lisäksi f ( z1) = z2 

ja

 

f 

′( z1) = ( f 

− 1 

2 

)′(0) f 

′ 

1( z1) = 

f 

′ 

1( z1)

 

f 

′ 

2( z2) 

> 0 .

 

Jos g olisi samat ehdot täyttävä konformikuvaus alueelta D0 

alueelle D1, voi- 

taisiin lauseen 7.4 yksikäsitteisyystodistuksen tapaan muodostaa konformikuvaus 

φ = f1 

◦ f 

− 1 ◦ g ◦ f 

− 1 

1 

, joka kuvaa yksikkökiekon itselleen ja jolla φ (0) = 0 . Lisäksi

 

φ′(0) = f 

′ 

1( z1) g 

′( z0) · 

1

 

f 

′( z0) 

· 

1

 

f 

′ 

1( z1) 

= 

g 

′( z0)

 

f 

′( z0) 

> 0 ,

 

joten φ ( z ) = z , kuten lauseen 7.4 todistuksessa. Siispä f1 

◦ g ◦ f 

− 1 ◦ f 

− 1 

1 

= z eli 

g = f , joten funktio f on yksikäsitteinen.
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