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Taméa tyo koostuu kirjallisuuskatsauksesta tavallisiin ja epduniformeihin soluauto-
maatteihin, sekd rajoitetun Eedenin puutarhalauseen todistuksesta epaduniformeille

soluautomaateille.

Tyon ensimmaéisessa osiossa tarkastellaan tavallisia soluautomaatteja. Esitetdan

nididen perusominaisuuksia, ja todistetaan Eedenin puutarhalause.

Seuraavassa osassa tarkastellaan epduniformeja soluautomaatteja. Surjektiivis-
ten sddntojakaumien joukon osoitetaan olevan siirtoavaruus, ja injektiivisten siin-
tojakaumien joukon olevan ww-sdannéllinen. Lisdksi naytetddn, ettd Eedenin puu-
tarhalause ei pade epduniformeille soluautomaateille yleisesti, mutta péateen perio-

disten sddntdjakaumien tapauksessa.

Viimeisessd osiossa tarkastellaan epduniformeja soluautomaatien rekurrentteja
saantojakaumia. Erityisesti todistetaan, ettd Eedenin puutarhalause péitee rekur-
renteille sddntdjaumille. Lisdksi esitetddn vastaesimerkit ei-rekurrenteille sddntoja-

kaumille.
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Kuva 1: Eliménpelin yksi askel. Eldvit solut ovat mustia ja kuolleet valkoisia. Kuo-
levat solut on merkity symbolilla X ja syntyvét solut symbolilla +.

1 Johdanto

Soluautomaatts on dynaaminen jérjestelmé, joka koostuu verkosta soluja ja paikalli-
sesta sadnnosta. Jokaisella solulla on tila, joka muuttuu paikallisen sdannén mukaan
riippuen solun naapurisoluista. Jokaisen solun tila muuttuu samanaikaisesti.

Yksi vanhimmista ja tunnetuimmista soluautomaateista on John Conwayn eld-
manpeli (engl. game of life), joka toimii kaksiuloitteisella neliverkolla. Solun tila
voi olla eldva tai kuollut, ja muuttuu riippuen solun ortagonaalisti ja diagonaalisti
vieressd olevien solujen tilojen mukaan. Eldvé solu pysyy eldviné, jos silld on tés-
malleen kaksi tai kolme naapuria. Muuten se kuolee. Kuollut solu muuttuu eldviksi,
jos silld on tésmalleen kolme naapuria. Muuten se pysyy kuolleena. Eldménpelin
toiminta on esitetty kuvassa [1] [1]

Koko soluverkon tilaa kutsutaan konfiguraatioksi. Koska soluautomaatteja voi-
daan késitelld konfiguraatioiden funktiona, niille voidaan méaritelld injektiivisyys ja
surjektiivisuus yleiseen tapaan. Poikkeuksellisesti kaikki injektiiviset soluautomaatit
ovat myo0s surjektiivisia, eli injektiivisyys on yhtélédista bijektiivisyyden kanssa. Kaik-
ki surjektiiviset soluautomaatit eivit ole kuitenkaan injektiivisid. Yksi vanhimmis-
ta soluautomaatteja koskevista lauseista on niin kutsuttu Fedenin puutarha -lause,
jonka mukaan soluautomaatti on surjektiivinen jos ja vain jos se on injektiivinen
aarellisilla konfiguraatioilla.

Tavallisesti soluautomaatilla on vain yksi paikallinen saidnto, joka toimii jokai-
sessa solussa samanaikaisesti. Poikkeavasti voidaan myos méaritelld soluautomaatti,
jolla on useita eri soluissa toimivia paikallisia sdant6ja. Téllaisia soluautomaatteja
kutsutaan epduniformeiksi (engl. non-uniform). Tarkemmin epauniformille soluau-
tomaatille maaritellddn sddntdjakauma, joka on konfiguraatio, jonka solujen tilat
ovat paikallisia sdéntGji. Paikalliset sdanndt toimivat jokaisessa solussa samanaikai-
sesti jakauman mukaan.

Toisin kuin tavallisille soluautomaateille, Eedenin puutarha -lause ei péde ylei-



sesti epduniformeille automaateille. Lause kuitenkin pétee tietynlaisille sdantoja-
kaumille, esimerkiksi periodisille jakaumille. Tassd tydssd myoOs osoitetaan lauseen
patevan, jos sddntdjakauma on rekurrentti. Tyossd keskitytddn yksiulotteisiin so-

luautomaatteihin.

2 Merkintoja ja maaritelmia

Téassd luvussa médritelladn yleisesti kiyttettyja késitteitd ja merkintdja. Olkoon
f A — B funktio, X C A jaY C B. Merkitaan

F(X)={f(z)|z € X}
ja joukon alkukuvaa merkitéin
V) ={acAlf(a) Y}
Kaikille b € B merkitéiin
f7H(b) ={a € Al f(a) = b}

alkion b alkukuvien joukkoa.

Maéritelma 1. Olkoon f : A — B funktio. f on injektiivinen, jos kaikille b € B

)<L

f on surjektiivinen, jos kaikille b € B

)] =1

f on bijektiivinen, jos kaikille b € B
[f7H ()] = 1.
Olkoon i,j € Z, i < j. Merkinnélld [i, j] tarkoitetaan joukkoa

(keZ|i<k<j}



Maaritelma 2. Olkoon S adrellinen joukko tiloja. Konfiguraatio ¢ on funktio
c: 7 —S.

Kaikkien konfiguraatioiden joukkoa merkitiin SZ.
Konfiguraatio siis méarittiaa jokaiselle avaruuden Z solulle tilan.

Miiritelmi 3. Olkoon S direllinen joukko tiloja. Asrellisti joukkoa soluja D € 7Z

kutsutaan ddrelliseksi alueeksi. Adrellinen kuvio p on funktio
p:D—S

Alueen D kuvioiden joukkoa merkitiin SP. Merkintii S* tarkoittaa joukkoa

S* = U sb.

DCZ,|D|eN

Merkinté cp tarkoittaa kuviota alueella D, jolla
cp(z) = c(x)

kaikilla z € D. Jos D = [i, j] joillakin 7, j € Z, niin aluetta D kutsutaan yhtendiseksi,
ja kuviota w € SP kutsutaan sanaksi, ja télloin sanan w pituus on |i —j +1|. Jos on
w,u € S* sanoja, joille joillain 7', j' € Z pétee wy j; = u, sanotaan sanaa u sanan
w osasanakst.

Olkoon w = wiws ... W, ja U = Uy . . . Uy, sanoja, missd w € SEF7=11 Merki-

taan
WU = W1W2 ... WuULUS . . . U,
missi wu € Slitntm=1l,
Maiéritelmi 4. Olkoon g € S. Konfiguraation ¢ € S% g-tuki on joukko

supp,(c) = {n € Z|c(n) # q}.

Konfiguraatio ¢ on g-ddrellinen jos supp,(c) on érellinen.

Misritelmi 5. Olkoon ¢, e € S%. Konfiguraatioiden eroavien solujen joukkoa mer-

kitaan
diff(c,e) = {x € Z | c(x) # e(x)}.
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Kuva 2: Esimerkin [I| soluautomaatin A aika-avaruusdiagrammi, missi jokainen rivi
on edellisen rivin G kuva. Kuvassa tilat 0 ja 1 on kuvattu vastaavasti valkoisilla ja
mustilla soluilla.

Maédritelmi 6. Soluautomaatti on monikko A = (S, N, f), missd S on dérellinen
joukko tiloja, naapurusto N = (ny,na, ..., n,) on monikko lukuja nqy, ng, ..., n, € Z
ja funktio f : S™ — S on paikallinen paivityssddnto.

Soluautomaatin A globaali pdivitysfunktio G : S — S% kuvaa konfiguraation
c € S? konfiguraatioksi G(c), jolla

kaikilla z € Z.

Esimerkki 1. Olkoon A = (S, N,®), missd S = {0,1}, N = (0,1) ja® : S? — S,

joka kuvaa sanan (a,b) € S*
®(a,b) = |a — b|.

Tata automaattia kutsutaan XOR-automaatiksi. Olkoon G automaatin globaali pai-

vitysfunktio. Soluautomaatin toiminta on esitetty kuvassa

Jos A on selvd kontekstista, siithen yleensd viitataan funktiolla G. Identiteetti-

funktiota merkitisin id. Midritelliin G° = id ja kaikille n € Z, merkitdin

G"=GoG" .



Jos N = (ni,ng,...,n,) on naapurusto, solun x € Z ja alueen D C 7Z naa-
purustoille kdytetdin lyhennemerkintéja N(x) = {x + n|n € N} ja N(D) =
{r +n|z € D,n € N}. Jos r € Z,, r-siteiselld naapurustolla tarkoitetaan naa-

purustoa (—r,—r+1,...,7).

Masdritelmi 7. Olkoon A = (S, N, f) soluautomaatti, missi N = (ny,na, ..., 7).
Olkoon D C 7 &érellinen alue. Osittainen pdivitysfunktio alueella D on funktio

gp : SNP) 5 8P joka kuvaa kuvion p € SNP) kuvioksi gp(p), jolla

gp(p)(x) = f(p(z +n1),p(x + n2), ..., p(T + 1))
kaikilla x € D.

Maééritelmi 8. Olkoon S tilajoukko, ja N = (0, 1) Siirto vasemmalle on soluauto-
maatti (S, N, f), missi f: S? — S kuvaa

flar, az) = as,
kaikilla a;,as € S. Témén soluautomaatin globaalia pdivitysfunktiota merkitdan o.

Misritelms 9. Konfiguraatio ¢ € S% on periodinen, jos on olemassa n € Z,, jolla
0" (c) = c. Konfiguraatio on rekurrentti, jos kaikille 7, j € Z on olemassa ddrettomén

monta erillistd n € Z, joille pétee ¢ ;) = 0™ ()} j-

Maaritelms 10. Adrellinen automaatti on monikko A = (Q,S,T, I, F), missi Q
on darellinen joukko tiloja, S on joukko symboleja, T' C Q) x S x @ joukko siirtymié
ja I, F' C @ joukko alku- ja lopputiloja. Kieli on joukko £ C S*. Reitti on déirellinen

jono

an—1

PEQ S g,

tiloja ¢; € Q ja symboleja a; € S, joille (¢;, a;, gi+1) € T kaikilla i € [1,n — 1] jollain
n € Zy. Sana aq . ..a,_1 on reitin nimi. Reitti p on hyvdksyvd jos q € I ja q, € F.
Kieli £(.A) on automaatin A hyvéksyvien reittien nimien joukko. Kielta £ kutsutaan

saannolliseksi, jos on olemassa ddrellinen automaatti A, jolle pitee £ = L(A).
Seuraava lause oletetaan tunnetuksi.

Lause 1. Olkoon L € S* sidnndllinen kieli. Kieli L = S*\ L on sddnnéllinen.

Todistus. Todistus sivutetaan. Viite on todistettu lahteessé [2]. O
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Maééritelmi 11. Olkoon A = (Q, S, T, 1, F) &dérellinen automaatti. Kaksisuuntai-
nen ddretén kieli eli ww-kieli on joukko £ C S%. Kaksisuuntainen ddreton reitti p

on kaksisuuntainen jono
a—2 a—1 ap al as
p=...—q-1 —>qo —q1 — G2 — ...

tiloja ¢; € Q ja symboleja a; € S, joille (g;, a;, gi+1) € T kaikilla i € Z. Konfiguraatio
...a_10pa1as ... on reitin nimi. Kaksisuuntainen &adreton reitti on hyvdksyvd, jos
joukot {i € N|q_;, € I} ja{i € N|¢ € F} ovat ddrettomét. Merkitdén, etti ww-kieli
L4“(A) on automaatin A hyviksyvien reittien nimien joukko. Kutsutaan ww-kielté

L ww-sddnndlliseksi, jos on olemassa automaatti A, jolle piatee £ = L£L4“(A).

Edelld maariteltya darettomien reittien hyviksymisehtoa kutsutaan yleisesti Biic-

hi hyviksyvyydeksi. [3)

Lemma 1. Olkoon L ww-sddnnéllinen kieli. Tdlldin ww-kieli £ = R*\ L on ww-

saannollinen.

Todistus. Todistus sivutetaan. Viite on todistettu ldhteessa [4]. O

Maaritelma 12. Olkoon S symbolijoukko, o siirto vasemmalle ja kieli F C S* jouk-
ko kiellettyji sanoja. Kielen F miiridma siirtoavaruus £ C S? on kaksisuuntainen

aareton kieli
L={ceS?|Vki,jeL:a"(c)y & F}

Jos F on darellinen, kieltd £ kutsutaan ddrellisen tyypin siirtoavaruudeksi. Jos F

on sddnnollinen kieli, kutsutaan sofiseksi siirtoavaruudeksi.

Miéritelmi 13. Olkoon n > 1. Ryhmittelyfunktio B, : S — (S™)% kuvaa konfi-

guraation ¢ € SZ konfiguraatioksi B, (c), jolla
B, (c)(x) = (c(zn),clan+1),...,c(zn+n — 1))

kaikilla x € Z. Ryhmittelyfunktio on selvisti bijektio, joten tétd pidetdin tunnettu-

na.



3 Tavalliset soluautomaatit

3.1 Yleiset ominaisuudet

Soluautomaattien topologiset ominaisuudet ovat hyodyllisid injektiivisyyden ja sur-
jektiivisuuden tarkastelussa. Téméan takia automaateille mairitellddn raja-arvo, seké

todistetaan, ettd konfiguraatioavaruus on niiden suhteen kompakti.

Miéritelmi 14. Olkoon (c;) = ¢y, ¢, c3, . . . jono konfiguraatioita ¢; € SZ. Jono (c;)
suppenee, jos on olemassa raja-arvo ¢ € SZ, jolle kaikilla € Z on olemassa k € Z..,

jolla

kaikilla 7 > k. Raja-arvoa merkitddn ¢ = lim ¢;.
71— 00

Lause 2. Suppenevan konfiguraatiojonon raja-arvo on yksikdsitteinen.

Todistus. Olkoon (c;) suppeneva jono konfiguraatioita ¢; € S% ja ¢, € S% jonon
raja-arvoja. Madritelmén mukaan kaikillaz € Z on k € Z,, jolle ¢(x) = ¢;(z) = ¢ (2)
kaikilla ¢ > k. Téten ¢ = ¢. |5, 6] O

Seuraavaa lausetta kutsutaan kompaktisuudeksi.
Lause 3. Jokaisella konfiguraatiojonolla on suppeneva osajono.
Todistus. Olkoon (¢;) = c1,¢a, 3, . .. jono konfiguraatioita ¢; € SZ. Olkoon zy, T, . . .
kokonaislukujen Z numerointi, io = 0 ja Iy = Z,. Kaikille k£ € Z, mééaritellddn

Iy ={i € Zy|Vj € [L,k] : ci(z)) = ¢, ()},

jossa ij on pienin joukon [, ; alkio, jolle ix > 4,1 ja [; on &ddretén. Jos Ip_; on
dareton, tallainen 75 on aina olemassa: solulla x; on vain dérellisen monta mahdollista
mahdollista tilaa, joten on olemassa aaretéon I C I,_q, jolle kaikilla 7,7 € I pétee
¢i(zy) = cy(xy). Nyt jono (¢;) = ¢y, Ciy, ... suppenee, koska kaikille k£ € Z, on

olemassa a € S, jolle kaikilla j > k pétee c;, (zx) = a. [5} 6] ]
Seuraavaa lausetta kutsutaan jatkuvuudeksi.

Lause 4. Olkoon G : S — S soluautomaatti ja (c;) = c1,ca, ... suppeneva jono
konfiguraatioita c; € S% raja-arvolla ¢ = lim;_o ¢;. Tilléin jono G(c1),G(ca), ...
myos suppenee, ja Sen raja-arvo on

lim G(¢;) = G(c).
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Todistus. Oletetaan, ettd G on automaatin A = (S, N, f) globaali paivitysfunk-
tio, missd N = (ny,...,n,). Olkoon = € Z. Koska ¢ = lim;_,, ¢;, kaikilla j €
{1,...,m} on k; € Z,, jolle pitee ¢;(x + n;) = c(x + n;) kaikilla i > k;. Olkoon
k = max{ki, ..., ky,}. Nyt kaikilla ¢ > k

G(ci)(w) = flei(x +n1),..., ci(w +npy))
= fle(x+n1),...,c(x+ny))
= G(c)(x).

Koska x € Z on mielivaltainen, kaikille x € 7Z siis on olemassa k € Z, jolle pétee
G(c¢;)(z) = G(c)(x) kaikilla ¢ > k. Téten G(c¢y),G(c2),... suppenee raja-arvolla
G(c). |5, 6] O

Nama kompaktisuuden ja jatkuvuuden méaritelmét ovat yhtapitavia topologis-
ten médritelmien kanssa, kun konfiguraatioavaruutta késitelliin metrisend avaruu-

tena.

3.2 Eedenin puutarha -lause

Olkoon G : 8% — 8% soluautomaatti. Jos jollain ¢ € SZ ei ole alkukuvaa, eli
G~!(c) = 0, kutsutaan konfiguraatiota ¢ Fedenin puutarhaksi. Soluautomaatti G' on
siis surjektiivinen jos ja vain jos silld ei ole yhtddn Eedenin puutarhaa.

Olkoon gp : SMP) — SP automaattia G vastaava osittainen piivitysfunktio
alueella D. Jos jollain kuviolla p € S ei ole alkukuvaa, eli g5'(p) = (), kutsutaan
kuviota p orvoksi. Jos konfiguraatio sisialtda orvon, se on selvisti Eedenin puutarha.

Seuraavaksi todistetaan, ettd ndméa ehdot ovat yhtapitavit.

Lemma 2. Olkoon (¢;) = cy,ca, . .. suppenenva jono konfiguraatioita c; € ST kaikilla
i € Ly, jalim; o ¢; = c. Jonon (¢;) osajono (ci;) = ¢y, Ciy, - .. Suppenee, ja

lim ¢;;, = c.

Jj—o0

Todistus. Olkoon = € Z. Koska (¢;) suppenee, on jokin k € Z, jolle ¢;(x) = ¢(x)
kaikilla 7 > k. Nyt kaikilla i; > k myds ¢, (z) = c(z). Koska x on mielivaltainen,

jono (c;,) siis suppenee, ja lim;_,. ¢;, = c. [6] O

Lause 5. Olkoon G : S — S? soluautomaatti. Konfiguraatio ¢ € S on Eedenin

puutarha jos ja vain jos cp on orpo jollain ddrelliselld alueella D C Z.

Todistus. Oletetaan, ettii konfiguraatiolle ¢ € S% kuvio ¢p € SP on orpo. Jos olisi



konfiguraatio e € S%, jolle pitisi G(e) = ¢, niin kuviolle ey(p) € SND) ptisi
gp(en(p)y) = cp, joka on ristiriita oletuksen kanssa. Siis ¢ on Eedenin puutarha.

Seuraavaksi oletetaan, etta c ei sisilla orpoa. Olkoon z1, x», . . . kokonaislukujen Z
numerointi, ja kaikille j € Z,, D; = {xy, x9, ..., z;}. Koska mikidn konfiguraation c
sisaltama kuvio alueella D; ei ole orpo, on oltava jokin e; € SZ . jolle pitee G(ej)p, =
cp,. Téten konfiguraatiojono G(e1),G(e2), ... suppenee raja-arvolla c. Lauseen
mukaan jonolla (e;) on suppeneva osajono (e;;) = €;,, €, . ... Olkoon e = lim;_, e;,.
Lauseen {4 mukaan nyt lim;_,. G(e;;) = G(e). Toisaalta lemman [2| mukaan

lim G(eij) = lim G(e;) = c.

Jj—0o0 i—00
Téten ¢ = G(e), eli ¢ ei ole Eedenin puutarha. 6] O

Eedenin puutarha -lause vaittdid, ettd soluautomaatti on surjektiivinen jos ja
vain jos se on injektiivinen direllisilli konfiguraatiolla. Airellisten konfiguraatioden
médritteleminen vaatii erityisen nollatilan, joten sen sijaan méaritellddin yleisempi
asymptoottisuuden kisite ja todistetaan Eedenin puutarha -lauseen vahvempi muo-

to.

Masritelmi 15. Konfiguraatiot ¢, e € Z ovat asymptoottisia, jos diff (¢, e) on adédrel-

linen.

Maééritelmi 16. Soluautomaatti G : SZ — SZ on pre-injektiivinen, jos kaikille

asymptoottisille konfiguraatiopareille ¢, e € SZ pitee G(c) # G(e), kun ¢ # e.

Esimerkki 2. Olkoon A XOR-automaatti kuten esimerkissé [I} ja G sen globaali

paivitysfunktio. G on pre-injektiivinen.

Todistus. Olkoon c,e € S%, ¢ # e asymptoottisia. On olemassa jokin x € Z, jolle
c(x) # e(x) ja kaikille y € Z,y > x pitee c(y) = e(y). Jos ¢(x) = c(x + 1), niin
e(x) # e(x + 1), koska e(x 4+ 1) = c¢(z + 1). Télléin G(c)(x) # G(e)(x).
Toisaalta jos ¢(z) # ¢(x+1), niin e(x) = e(x+1), koska mahdollisia tiloja on vain
2. Talloin my6s G(c)(x) # G(e)(x). Siis G(c) # G(e), eli G on pre-injektiivinen. [

Seuraava lemma on epdyhtidsuuruus, jota tarvitaan Eedenin puutarha -lauseen

todistamisessa.
Lemma 3. Olkoon n,s,r € Z.. Kaikilla riittivin suurilla luvuilla k € Z pdtee
(Sn o 1>k < Skn72r'
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Todistus. Jos s = 1, viite selvisti patee. Oletetaan, ettd s > 1. Logaritmia kiytta-

malla saadaan

(s" — 1)k < ghn2r
& log,(s" — 1)* < log, s™ %
& klogy(s" —1) < kn—2r
kn — 2r 2r

1 Tl < ———=n— —.
& log,(s ) < ? n- o

Lisaksi log,(s"—1) < log, s™ = n, joten on olemassa ¢ € R, jolle log,(s"—1) = n—e.
Nyt jos k > %, niin

2 2
logs(s”—l):n—ezn——r "

Seuraavaksi todistetaan Eedenin puutarha -lause.

Lause 6. Olkoon G : S — S? soluautomaatti. Jos G ei ole surjektiivinen, se ei ole

pre-injektiivinen.

Todistus. Oletetaan, ettd G ei ole surjektiivinen. Olkoon ¢,t € S tiloja, joille pétee
f(g,...,q) =t, missd f on soluautomaatin paikallinen funktio. Merkitdén s = |S].
Olkoon r € Z, tarpeeksi suuri, ettd G voidaan madritelld r-siteiselld naapurustolla.

Koska G ei ole surjektiivinen, lauseen [5| mukaan silli on jokin orpo p € SP.
Olkoon w sana joka sisaltdéd kuvion p ja jonka muut solut ovat tilassa t. Selvisti w
on myds orpo. Merkitdan, ettd n € Z, on sanan w pituus.

Olkoon k € Z, ja C adrellinen yhtendinen alue jonka pituus on kn. Jaetaan C' k-
moneen n-pituiseen alueeseen. Olkoon C” alueen C' keskelld oleva alue, jonka pituus
on kn — 2r. Esimerkki alueista C' ja C' on esitetty kuvassa [3] Olkoon

K = {c € §%|supp,(c) C C'}.

Nyt | K| = s,

Koska automaatin G naapurusto on enintddn r-siteinen, kaikille ¢ € K pitee
nyt supp,(G(c)) C C. Lisdksi konfiguraatio G(c) ei voi sisdltdd kuviota w missidin
alueen C sisiltéimistd n-pituisissa alueissa, eli |G(K)| < (s" — 1)*. Nyt lemman

mukaan jollain k € Z
G(E)| < (s" = 1)F < 87 = 6191 = |K],
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Kuva 3: Esimerkki lauseiden [6]ja [7] todistuksien alueista C' ja C’. Alue C' on merkitty
paksulla ddriviivalla ja alue C” véritetyilld soluilla.

eli on oltava c¢1,co € K, joille pétee ¢; # c3 ja G(c1) = G(cg). Téten G ei ole
pre-injektiivinen. [7]
]

Lause 7. Olkoon G : S” — S soluautomaatti. Jos G ei ole pre-injektiivinen, niin

silld on olemassa Eedenin puutarha.

Todistus. Olkoon ci,c; € S% asymptoottisia konfiguraatioita, joille ¢; # ¢y, mutta
G(c1) = G(c2). Merkitddn s = |S|. Olkoon r € Z, tarpeeksi suuri, ettd G voidaan
madritelld Z-séteiselld naapurustolla.

Olkoon n tarpeeksi suuri, ettd on olemassa yhtenéinen alue D', jonka pituus on
n — 2r, jolle diff(cy,cy) € D’. Olkoon D yhtendinen alue, jonka pituus on n, ja
jonka keskelld on D'. Lisiiksi olkoon wy,ws € SP sanoja, joille wi(z) = c¢(z) ja
wsy(x) = co(x) kaikilla z € D.

Koska G(c1) = G(ca), myds gp(w1) = gp/(ws). Olkoon ¢ € SZ konfiguraatio joka
sisiltdd sanan w; alueella D, ja ¢ € S? konfiguraatio joka saadaan konfiguraatiosta
¢ korvaamalla sana w; sanalla wy. Nyt jos jonkin solun x € Z naapurusto N(z) ei
sisdlld soluja joukosta diff(c, ¢’) C D', selvisti G(c)(x) = G(¢')(z). Toisaalta jos N(z)

sisdltdd soluja joukosta diff(c,c’), se on enintdén etdisyydelld L eroavista soluista.

Téten N(z) C D, eli 2
G(o)(x) = Gler)(x) = G(ea) () = G() ().

On siis naytetty, ettd G(c) = G(c).

Olkoon C' yhtendinen alue, jonka pituus on kn, ja jaetaan se k-moneen n-pituiseen
alueeseen. Olkoon C’ yhtendinen alue alueen C' keskelld, jonka pituus on kn — 2r.
Esimerkki alueista C' ja C’ on esitetty kuvassa [3| Jos G on surjektiivinen, niin jo-
kaisella kuviolla alueella, C’ on alkukuva alueella C'. Koska jokainen sanan w; kopio
voidaan korvata sanalla ws vaikuttamatta konfiguraation kuvaan, jokaisella kuviol-

la alueella C” on siis alkukuva jossa ei ole sanan w; kopiota missdéin n-pituisista
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alueista. Tallaisia kuviota on alueella C
(slPh — 1)k = (5" — 1)*.

Toisaalta alueella C’ on s*"~2" kuviota. Téten lemman [3| mukaan, jos k on tarpeeksi
suuri, on oltava jokin kuvio alueella C” jolla ei ole alkukuvaa. Taten automaatilla G

on Eedenin puutarha. [§] O

Lause 8. (Eedenin puutarha -lause.) Olkoon G : SZ — S% soluautomaatti. G on

surjektitvinen jos ja vain jos G on pre-injektiivinen.

Todistus. Viite seuraa lauseista [0] ja O

Koska injektiiviset soluautomaatit ovat selvisti pre-injektiivisid, seuraa, ettd in-
jektiiviset soluautomaatit ovat myos surjektiivisia. Téten soluautomaatin injektiivi-

syys on ekvivalenttia bijektiivisyyden kanssa.

Lemma 4. Olkoon (¢;) = ¢1,¢o,¢3,... ja (€;) = ey, s, €3, ... jonoja konfiguraatioita
cive; € ST On olemassa jono indekseji (i;) = 41,142,143, ..., joille pitee i; € Zy,

1; < ij41, Jja jonot

(Cij) = Ciy1,Cigy Cigy - -+

<€ij) = €41,€i5,Cizy -

suppenevat.

Todistus. Olkoon x1, s, ... kokonaislukujen Z numerointi, ig = 0 ja Iy = Z,. Kai-

kille £ € Z, maéaritellaan

Iy ={i € Zy |Vl € [1,k] : ci(x;) = ¢, (1) },
Jp={i € Z |Vl € [1,k] :e;(x;) = ej,(z1)},

jossa 1 € Ji ja jr € Ip_1 ovat pienimmaét alkiot joille 2 > 751, 7k > Jr_1 ja joukot
Iy, Ji. ovat ddrettomat. Jos Ji ja [p_; ovat adrettomét, tillaiset i ja jp ovat aina
olemassa: solulla x; on vain &érellisen monta mahdollista tilaa, joten on olemassa
aaretén I C I;_4, jolle kaikilla j, 5" € I pétee cj(zy) = cj (), eli J; on &dretdn.
T#ll6in samoin on olemassa J C Ji, jolle kaikilla i,i" € J pétee ¢;(x) = cy(xy).
Nyt kaikilla k& € Z, on olemassa tilat a,b € S, joille kaikilla j > k pétee ¢;, () =

a ja e;;(ry) = b. Téten jonot (c;,) ja (e;,) suppenevat. O
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4 Epauniformit soluautomaatit

4.1 Yleiset ominaisuudet

Tassa luvussa kisitelldan epauniformien soluautomaattien yleisid ominaisuuksia. En-

sin madritelladn epduniformi soluautomaatti formaalisti.

Maaritelma 17. Olkoon R &dérellinen joukko paikallisia sddntoja tilajoukolla S ja
naapurustolla N. Konfiguraatiota § € R” kutsutaan sddintdjekaumaksi. Epduniformi
soluautomaatti on monikko B = (S, N, R, 0).

Jatkossa joukon R oletetaan olevan #irellinen. Epauniformin soluautomaatin
B globaali piivitysfunktio on Hy : S? — S%, joka kuvaa konfiguraation ¢ € S%
konfiguraatioksi Hy(c), jolle

Hy(c)(z) = 0(x)(c(x 4+ ny), ..., c(x+np))
kaikilla z € Z. Jos B on selvi kontekstista, siithen yleensé viitataan funktiolla Hy.

Maésritelmi 18. Olkoon B = (S, N, R, ) epauniformi soluautomaatti, missia N =
(n1,n2,...,npy). Olkoon D &direllinen alue. Merkitddn 6, : D — R, joka kuvaa
Op(x) = 0(x) kaikilla x € D.

Osittainen epiuniformi pdivitysfunktio on funktio hg, : SV — SP joka kuvaa

hoy, (p) () = 0(x)(p(x +n1), p(x +n2), ..., p(x + Ny))
kaikilla p € SNP) z € D.

Esimerkki 3. Olkoon S = {0,1}, N = (0,1), R = {id, ®}, missi id : S* — S kuvaa
id(a,b) = a ja & : S* — S on XOR-automattin paikallinen sianto kuten esimerkissi
. Olkoon 6 € R? siintdjakauma, jolle

td, jos x =0 tai x = 6,
0(x) =

@ muuten.

Monikko (S, N,R,0) on epduniformi soluautomaatti. Sen toiminta on esitetty ku-

vassa Ml

Seuraavaksi todistetaan, ettd epduniformin soluautomaatin paivitysfunktio on

jatkuva.
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Kuva 4: Esimerkin [3| epduniformin soluautomaatin toiminta. Ylimmalld rivilld on
kuvattu kyseisen solun paikallinen sddnto. Tilat 0 ja 1 on kuvattu vastaavasti val-
koisilla ja mustilla soluilla.

Lause 9. Olkoon 6 € R%, Hy : S% — S? ja (¢;) = c1, Co, - . . suppeneva jono konfigu-
raatioita c; € ST kaikilla i € Z, jalim;_,o ¢; = c. Jono Hy(cy), Hy(cs), . .. suppenee,
ja

lim Hy(c;) = Hy(c).

71— 00
Todistus. Olkoon Hy automaatin B = (S, N, R, ) globaali paivitysfunktio ja = € Z.
Merkitdén N = (nq, ..., n,). Koska ¢ = lim; ., ¢;, kaikille j € {1, ..., m} on olemas-
sa kj € Z, jolle ¢;(x +n;) = c(x +n;) kaikilla i > k;. Olkoon k = max(ky, ..., ky).
Nyt kaikilla i > k

Koska z € Z on mielivaltainen, kaikille € Z siis on k € Z, jolle Hy(c;)(x) =
Hy(c)(x) kaikilla @ > k. Téten Hy(cy), Hy(ca), ... suppenee raja-arvolla Hy(c). O

Seuraavaksi todistetaan, ettd epauniformi soluautomaatti on surjektiivinen jos ja
vain jos se on surjektiivinen kaikilla aarellisilli alueilla. Tama tulos on verrannollinen

lauseeseen [l

Lause 10. Olkoon R joukko paikallisia siintdji ja 0 € RE. Epduniformi soluauto-
maatti Hy on surjektiivinen jos ja vain jos he, , on surjektiwvinen kaikilla i,j € Z

joilla v < 7.

Todistus. Ensin oletetaan, ettd Hy on surjektiivinen. Olkoon ¢,7 € Z, i < j ja sana

w € SI7L Olkoon r € Z, tarpeeksi suuri, ettii paikalliset sifinnot joukossa R
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voidaan midritelld r-siteiselld naapurustolla. Olkoon ¢ € S% konfiguraatio, jolle
pétee ¢ = w. Koska Hy on surjektiivinen, on olemassa e € S%, jolle Hyp(e) = c.
Nyt hg, (€fi—rj+r]) = w. Téten he,, ,, on surjektiivinen.

Seuraavaksi oletetaan, ettd hg,  on surjektiivinen kaikilla ¢,j € Z joilla ¢ < j.
Olkoon ¢ € S% ja (e;) = ey, €9, ... jono konfiguraatioita e; € SZ kaikilla i € Z,., jolle

patee
Hy (ei) [—i,i] = Cl—iy)-

Merkitadn ¢; = Hy(e;). Nyt selviisti jono (¢;) = ¢,¢9,... suppenee raja-arvolla
lim; o ¢; = c. Lauseen [3 mukaan jonolla (e;) on suppeneva osajono (e;;). Merkitddn
lim;_, €;; = e. Nyt lauseen @ mukaan

lim ¢;, = lim Hy(e;;) = Ho(e).

Jj—00 Jj—00

Koska (c;;) on jonon (c;) osajono, lemman 2| mukaan

lim ¢;; = lim ¢; = ¢.
j—oo i—00
Siis ¢ = Hy(e), eli konfiguraatiolla ¢ on alkukuva. Funktio Hy on siis surjektiivinen.
[

4.2 Surjektiiviset ja injektiiviset saantojakaumat

Téassa luvussa tarkastellaan surjektiivisten ja injektiivisten sdantdjakaumien jouk-
koja. Néytetddn, ettd surjektiivisten jakaumien joukko on sofinen siirtoavaruus, ja
ettd injektiivisten jakaumien joukko on ww-sddnnollinen kieli. Ensin maéritelladn de

Bruijn -graafi. Tama luku perustuu ldhteeseen [3].

Maaritelma 19. Olkoon R joukko paikallisia sdantoja ja m € Z, tarpeeksi suuri,
ettd joukon R sddnnot voidaan maédritelld m-pituisella naapurustolla. Joukon R
de Bruijn graafi on nimellinen suunnattu moniviivainen graafi G = (V| E), jossa
V = 8™ ja kaikille f € R, w € S™? ja a,b € S joukossa E on viiva (aw,wb)
nimelld (f, f(awb)).

De Bruijn -graafi on soluautomaatin paikallisten sddntdjen graafinen esitys.

Esimerkki 4. Olkoon S = {0,1}, N = (—1,0,1) ja R = {id, ®}, missi id(a, b, c) =
bja ®(a,b,c) = |a — c|. Joukon R de Bruijn -graafi G on esitetty kuvassa
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(id, 1), (,0)

Kuva 5: Esimerkin [4] graafi G. Samojen pisteiden véliset viivat on yhdistetty.

Seuraavaksi todistetaan, ettd surjektiivisten jakaumien joukko on sofinen siirto-

avaruus. Merkinnalld (¢, u) tarkoitetaan joukon (R x S)* alkiota

(fl)al)(f27a2) s (fnaan)a
jolle ¢ = flfon ja U= a1as...ay.

Lemma 5. Olkoon G = (V| E) sddintdjoukon R de Bruijn -graafi. Olkoon A =
(Q, (R x S),T,I,F) darellinen automaatti, missé Q =1 =F =V ja (q,a,¢) €T
jos on a-niminen viiva (q,q') € E. Tdlloin L(A) = {(,u) € (RxS)*| hqf(u) # 0}.

Todistus. Parille (,u) € (R x S)" pitee hy'(u) # 0 jos ja vain jos on w € S™™,
jolle pitee hy(w) = w. Médritelmén mukaan ndin kiy jos ja vain jos graafissa G
on reitti joka kéy tiloissa wim—1],- . - Wpntm—1] Viivojen (o, uo), ..., (Vn-1,Un-1)
kautta. Taméi pétee jollekkin w € S™™ jos ja vain jos (¢, u) € L(A). [3] O

Lause 11. Olkoon R joukko paikallisia sdintéjd, ja
L = {0 € R*| Hy on surjektiivinen}.
Kieli L on sofinen siirtoavaruus.
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Todistus. Olkoon F = {¢) € R*| hy, ei ole surjektiivinen}. Lauseen [10| mukaan £ on
nyt siirtoavaruus, jonka méaéarad kiellettyjen kuvioiden joukko F.

Olkoon G joukon R de Bruijn graafi, ja A tille automaatti kuten lemmassa
. Nyt siis lemman 5| mukaan L£(A) = {(¢,u) € (R x S)*|hy;'(u) # 0}. Olkoon
A=(Q,(R x S)*, T, I, F) automaatti joka hyviksyy kielen

L= {(0,u) € (R x 5" |y (uw) = 0},

Lauseen |I| mukaan téllainen automaatti on olemassa. Olkoon B = (Q,R*,T",1, F),
jossa kaikille (q,(f,a),q) € T on (q,f,q¢) € T'. Automaatti B tunnistaa sanan
Y € R* jos ja vain jos on olemassa sana u € S*, jolle (¢, u) € L, eli jos ja vain jos

hy ei ole surjektiivinen. Taten £(B) = F ja L siis on sofinen siirtoavaruus. [3] O

Seuraavaksi todistetaan, ettd injektiivisten jakaumien joukko on ww-sdannollinen.

Tata varten ensin madritellidn sadntojoukon tulograafi.

Maaritelma 20. Olkoon R dérellinen joukko paikallisia sdéntoja ja G = (V, E) sen
de Bruijn graafi. Joukon R tulograafi on nimellinen graafi P = (V x V, W), missé
((u,u’), (v,0")) € W nimelld (f,a) € R x S jos ja vain jos (u,v), (v/,v") € E ja

molemmilla viivoilla on sama nimi (f, a).

Lemma 6. Olkoon A = (Q,S,T,Q, F) ddrellinen automaatti ja P automaatin A

kaikkien kaksisuuntaisten ddarettomien reittien joukko. Kaksisuuntainen ddreton kiels
L={ceS?|IpePqecF,icZ:p(i)=q jac on reitin p nimi.}

on ww-saanndéllinen.

Todistus. Olkoon A" = (Q x {0,1},5,7",Q x {0},Q x {1}), missd

T ={((¢,0),a,(q,0))|(¢,a,¢') € T}
U{((g,1),a,(¢,1)I(g,a,q") € T}
U{((g,0),a,(¢',1))lqg € F,(q,a,q') € T}.

Jos ¢ € L, on olemassa i € Z, jolle automaatilla A on kaksisuuntainen &areton reitti

c(i—2) c(i—1) c(7) c(i+1) c(i+2)
. > i—1 i — Gi+1 Qi+2 cee

missd ¢; € @ kaikilla j € Z, ja ¢; € F. Talloin automaatti A’ hyviksyy kaksisuun-
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taisen darettoman reitin

L A2, (¢i-1,0) o), (¢i,0) 0, (i1, 1) <), (Qiv2,1) 2, ey
eli c € L9(A)

Jos ¢ ¢ L ja automaatilla A on kaksisuuntainen dareton reitti nimelld ¢, mikdén
lopputila ei esiinny reitissd. Téten jos automaatilla A’ on reitti nimelld ¢ sen kaikki
tilat ovat (g,0) tai kaikki tilat ovat (g, 1) jollain ¢ € @, eli reitti ei ole hyviksyva.
Taten ¢ ¢ L9(A'). Siis £ = LY(A'), eli £ on ww-sddnnollinen. O

Lause 12. Olkoon R joukko paikallisia sdintdjd, ja
L = {0 € R*| Hy on injektiivinen}.
Kieli £ on ww-sddnnollinen.

Todistus. Olkoon P = (V, E) joukon R tulograafi. Olkoon A = (Q, R x S,T,1,F)
automaatti, jolle @ = I =V, F = {(v,v") € V|v #'}, ja (¢,¢,¢") € T jos ja vain
jos on viiva (¢, ¢') € F jonka nimi on (¢, a) jollain a € S.

Olkoon G joukon R de Bruijn graafi. Jos on olemassa kaksisuuntainen #ire-
ton reitti graafissa P nimelld (0,¢) € R* x SZ, niin graafissa G on kaksi #ire-
tontéd reittis, joiden lipi kiiymit tilat madrittiviit konfiguraatiot e;, es € S%, joille
Hy(e1) = Hp(ez) = c. Nyt automaatin A reitti p nimelld § médrdd konfiguraatiot
e1,ea € ST, joille Hy(e1) = Hy(ey). Toisaalta jakauma 6 € RZ ja kaksi konfiguraa-
tiota ey, es € SZ, joille Hy(e1) = Hy(es), yksikisitteisesti midrisiviit automaatin A
reitin p. Sellaisten automaatin A reittien, jotka kiyvit hyviksyvissa tilassa ainakin

kerran, joukko siis on

L={0€R”|3c,ec S :c+#eja Hy(c)= Hy(e)}
= {0 € R”| Hy ei ole injektiivinen}.

Lemman @ mukaan on olemassa #irellinen automaatti, joka hyviksyy kielen L. Sel-

viisti £ = R%\ L. Lemman (| mukaan £ on ww-sdinndllinen. [3] O

Esimerkki 5. Olkoon R kuten esimerkissi Bl Lauseen [12 todistuksessa konstruoitu

automaatti A sddntojoukolle R on esitetty graafisesti kuvassa [6]

Lause 13. Olkoon L sofinen siirtoavaruus. Kieli L on ww-rationaalinen.
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Kuva 6: Lauseen [I2] todistuksen automaatti A esimerkin [3] sadntojoukolle. Samojen
pisteiden viliset viivat on yhdistetty. Kaksoisympyralld merkityt tilat ovat hyvik-
syvia tiloja.
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Todistus. Koska L on sofinen, sen maaraa kiellettyjen kuvioiden joukko F, joka on

rationaalinen kieli. Olkoon
S*FS*={w e S*|Ju e F,u,vy € S*:w=vjuvy}.

Joukko S*FS* on siis sellaisten sanojen joukko, jotka sisdltdvit jonkin joukon F
sanan. Selvisti S*FS* méirdéd saman siirtoavaruuden kuin F. Koska F on sdannél-
linen, my6s S*FS* on sddnnollinen.

Olkoon C = S*\ S*FS*. Koska millddn kielen C sanoista ei ole osasanaa kielesta
F, tami pitee myos kaikkien kielen C sanojen osasanoille. Téten jos w € C, sen
kaikille osasanoille u € S* pétee u € C.

Koska S*FS* on saannollinen, sen komplementtikieli C on sdannollinen. Olkoon
A= (Q,S,T,I,F) automaatti, joka hyviksyy kielen C. Olkoon P automaatin A

reittien joukko, ja

Q' ={¢eQ|3In,meZ,:3a,...,an,b1,...,0; €S,qs €1,qr € F:
g g S M>qp€P},
eli ' on sellaisten joukon @ tilojen joukko, joihin on reitti jostain alkutilasta ja

joista on reitti johonkin lopputilaan. Olkoon

T'={(¢,a,¢) €Tlq,d €Q,ac S}

Olkoon A" = {@Q',S,T',Q',Q'} &irellinen automaatti. Koska A hyviksyy kielen
C, kaikilla kielen sanoilla on hyviksyva reitti automaatilla A, joten niilld on myos
hyviksyvé reitti automaatilla A’. Toisaalta koska kaikki kielen C sanojen osasanat
ovat myos kielessé C, ei automaatti A’ hyviksy sanoja jotka eivit ole kielessa C.
Automaatti A’ siis hyvéksyy kielen C.

Néaytetdan, ettd automaatti A’ hyviksyy ww-kielen £. Jos ¢ € £, niin mink&in
kielen F sanojen kopio ei ole konfiguraatiossa c. Siis automaatti A" hyviksyy jo-
kaisen konfiguraation c siséltdméan sanan, eli kompaktisuuden nojalla automaatilla
on oltava kaksisuuntainen dareton reitti nimelld c. Koska kaikki automaatin A’ tilat
ovat alku- ja lopputiloja, se hyviksyy reitin c.

Toisaalta jos A’ hyviksyy reitin ¢, siini ei esiinny yhtikiddn joukon F sanan
kopiota. Téten ¢ € L. Siis automaatti A" hyviksyy ww-kielen £, eli £ on ww-

saannollinen. ]

Seuraavassa esimerkissid ndhdaén, ettd on olemassa sddntojoukko, jonka injektii-

visten jakaumien joukko ei ole sofinen siirtoavaruus.
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Esimerkki 6. Olkoon S = {0,1}, N = (0,1) ja R = {id, ®}. Kaksisuuntaiset

aarettomat kielet
L = {0 € R*| Hy on injektiivinen}
ja £ = S%\ L eivit ole siirtoavaruuksia.

Todistus. Olkoon n € Z,, w € R"™ sana ja 0, € R? sidintdjakauma, joille

0, (z) = w(x), jos x € [0,n —1],

1d, muuten.

Niytetiidin, ettii epiuniformi soluautomaatti Hy, on injektiivinen. Olkoon ¢, e € SZ
eroavat konfiguraatiot ¢ # e. Jos c¢(x) # e(z) solussa x € Z jolla 0,,(z) = id, selvésti
Hy, (c) # Hy,(e). Oletetaan, ettd jos 0,(z) = id, niin c¢(z) = e(x). Télléin on solu
y € Z, jolla 0,(z) = @ ja kaikilla z > y,z € Z pitee c¢(z) = e(z). Télloin joko
c(y) = cly + 1) jae(y) # e(y + 1), tai c(y) # cly +1) jae(y) = e(y +1), eli
Hy,, (c)(y) # Hy,(e)(y). Siis Hy, (c) # Hy,(e), eli Hp, on injektiivinen.

Toisaalta olkoon v, € R? sidintdjakauma, jolle

bulz) = w(z), jos x € [0,n — 1],

@, muuten.

Néytetdén, ettd soluautomaatti Hy,, ei ole injektiivinen. Ensin oletetaan, ettd ¢, (z) =
@ kaikilla x € Z. Olkoon cy,c; € S? konfiguraatioita, joille pitee co(z) = 0 ja
ci(z) = 1 kaikilla z. Nyt selvisti Hy, (co) = co ja Hy,(c1) = co, eli Hy, ei ole
injektiivinen

Oletetaan sitten, ettd sana w sisdltdd symbolin id. Télloin on olemassa y €
Z, jolle ¥, (y) = id ja kaikille z > y, z € Z pitee ¥,(z) = ®. Olkoon e € SZ

konfiguraatio, jolle

0, jos z <y,
e(z) = J Y

1, muuten.

Talloin Hy, (e) = co ja Hy, (co) = o, eli Hy,, ei ole injektiivinen.

Nyt kaikilla w € R* jakaumat 0, € £ ja 1, € L. Néytetiidin, etti kielet £ ja L
eivit ole siirtoavaruuksia. Oletetaan, ettd on kiellettyjen kuvioiden joukko F joka
méadrad kielen £. Olkoon u € R* sana, joka sisiltda jonkin joukon F kuvion. Nyt

0. ¢ L, joka on ristiriita. Todistus kielelle £ on samanlainen. O
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4.3 Eedenin puutarha -lauseesta

Toisin kuin tavallisille soluautomaateille, Eedenin puutarha -lause ei yleisesti pide

epduniformeille soluautomaateille.

Lause 14. On olemassa epauniformi soluautomaatti, jonka globaali pdivitysfunktio

Hy : S? — S? on surjektiivinen, mutta ei ole pre-injektiivinen.

Todistus. Olkoon o siirto vasemmalle ja o~ ! siirto oikealle. Olkoon B = (S, N, R,0)
epiuniformi soluautomaatti, missi S = {0,1}, N = (=1,0,1), R = {0,071}, ja

0 € R? sdintéjakauma, jolle

ol jos x <0,
0(x) =
o, josx >0

kaikilla € Z. Olkoon Hy tdmén automaatin globaali paivitysfunktio.
Olkoon ¢ € SZ. Nyt jos ¢ € SZ on konfiguraatio, jolle

c(x+1), josz <0,
d(x) =S e(z — 1), jos x> 1,

0, muuten

kaikilla x € Z, niin kaikilla y < 0

ja kaikilla y > 0

Ho(d)(y) = (y+1) = c(y).

Siis Hy(c) = ¢, eli Hy on surjektiivinen.

Toisaalta olkoon e, e; € SZ konfiguraatioita, joille e;(z) = 0 ja

(@) 1, jos z €0, 1],
€\ T ) =
0, muuten

kaikilla x € Z. Konfiguraatiot e; ja e; ovat asymptoottisia, mutta Hy(ey) = e; =

Hy(es). Funktio Hy siis ei ole pre-injektiivinen. O

Lause 15. On olemassa epauniformi soluautomaatti, jonka globaali pdivitysfunktio

Hy : SZ — S? on pre-injektiivinen, mutta ei ole surjektiivinen.
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Kuva 7: Lauseiden [14] (vasen) ja[L5] (oikea) todistuksissa esitettyjen soluautomaattien
toiminta.

Todistus. Olkoon o siirto vasemmalle ja o~ ! siirto oikealle. Olkoon B = (S, N, R,0)
epiuniformi soluautomaatti, missi S = {0,1}, N = (-1,0,1), R = {0,071}, ja

0 € R” sdintojakauma, jolle

o, jos z <0,
0(x) = o
o, josx >0

kaikilla € Z. Olkoon Hy tdmén automaatin globaali paivitysfunktio.

Olkoon ¢, c; € S% asymptoottisia konfiguraatioita, joille ¢; # c,. On siis jokin
solu x € Z, jolla ¢1(x) # co(x). Jos © < 0, niin Hy(cy)(x — 1) # Hp(cz)(x — 1). Jos
taas x > 0, niin Hy(cy)(z 4+ 1) # Hp(co)(x + 1). Siis Ho(c1) # Hp(ca), eli Hp on
pre-injektiivinen.

Toisaalta olkoon e € S? konfiguraatio, jolle

1, jos z € [0, 1],
e(x) =

0, muuten.

Oletetaan, ettd on olemassa e’ € SZ, jolle pétee Hy(e') = e. Koska e(—1) = e(2) = 0,
nyt €¢’(0) = €¢/(1) = 0. Mutta télléin e(0) = Hy(e')(0) = €/(1) = 0, joka on ristiriita.

Siis konfiguraatiolla e ei ole alkukuvaa, eli Hy ei ole surjektiivinen. O

Esimerkin soluautomaatti on myos injektiivinen, eli epduniformin soluauto-
maatin injektiivisyys ei ole ekvivalenttia bijektiivisyyden kanssa. Toisaalta jos sdan-
tojakauma on periodinen, Eedenin puutarha -lause pétee, koska télloin epauniformi

soluautomaatti voidaan redusoida tavalliseksi soluautomaatiksi.

Lemma 7. Konfiguraatiot c,e € S ovat asymptoottisia jos ja vain jos B,(c) ja

By, (e) ovat asymptoottisia.

Todistus. Oletetaan, ettd c ja e ovat asymptoottisia. Nyt on olemassa jotkin x1, x5 €

Z, joille kaikille z € Z joille x < x; tai x > xo, pitee ¢(z) = e(z). Télloin kaikille
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y € Z joille y < [2] tai y > [22] pitee Bu(c)(y) = Ba(e)(y), eli Bu(c) ja By(e)

ovat asymptoottiset.

Oletetaan, ettd B,(c) ja B,(e) ovat asymptoottisia. Nyt on olemassa jotkin
Ty, Ty € 7, joille kaikille z € Z joille x < 1 tai @ > xy, pétee B,(c)(z) = By(e)(x).
Tilloin kaikille y € Z joille y < n(z; — 1) tai y > n(xs + 1) pétee c(y) = e(y). eli ¢

ja e ovat asymptoottiset. ]

Lause 16. Olkoon R ddrellinen joukko paikallisia sidntdjd, ja 0 € R periodinen
sddntojakauma. Globaali pdivitysfunktio Hy on surjektiivinen jos ja vain jos se on

pre-injektiivinen.

Todistus. Olkoon S automaatin Hy symbolijoukko, n € Z, luku, jolla ¢™(0) = 6
jam € Z, tarpeeksi suuri, ettd Hy voidaan méaaritelld m-séteiselld naapurustolla.
Olkoon A = (S™, N, f), missd N on (|22 ] +1)-séiteinen naapurusto, ja f : (S")N —

S™ paikallinen siintd, joka kuvaa sanan w € (S™)IV!

f(w) = hjon—1)(w).

Olkoon automaatin A globaali piivitysfunktio G. Olkoon B, : S — (S™)% ryhmit-
telyfunktio. Ryhmittelyfunktion toiminta on esitetty graafisesti kuvassa 8] Mielival-

taiselle konfiguraatiolle ¢ € S? pitee
B,(Hg(c))(z) = (Hy(c)(nx), ..., Hy(c)(nx +n—1)) = G(B,(c))(z),

siis B,(Hy(c)) = G(Bp(c)). Taten koska B,, on bijektio, Hy on surjektiivinen jos ja
vain jos GG on surjektiivinen.

Toisaalta olkoon ¢y, ¢, € S asymptoottisia. Lemman |7 mukaan B, (c1) ja B, (cs)
ovat asymptoottiset. Nyt koska B, on bijektio, Hy(c;) = Hy(ce) jos ja vain jos
G(Bn(c1)) = Bn(Hg(c1)) = Bn(Hg(c2)) = G(Bp(ca)). Taten Hy on pre-injektiivinen
jos ja vain jos G' on pre-injektiivinen.

Koska G on tavallinen soluautomaatti, lauseen |8 mukaan G on surjektiivinen
jos ja vain jos se on pre-injektiivinen. Koska Hy on surjektiivinen jos ja vain jos G
on surjektiivinen seki pre-injektiivinen jos ja vain jos G on pre-injektiivinen, Hy on
surjektiivinen jos ja vain jos Hy on pre-injektiivinen.

]
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Kuva 8: Lauseen [16| todistuksen ryhmittelyfunktion toiminta.

5 Rekurrentit siantojakaumat

Tassd luvussa osoitetaan, ettd Eedenin puutarha -lause pétee epduniformeille so-
luautomaateille, joiden sdéntojakauma on rekurrentti. Todistuksen rakenne on hyvin

samanlainen, kuin lauseen |8| Ensin osoitetaan lemmaa |3 vastaava epdyhtasuuruus.

Lemma 8. Olkoon s,n,r, k € Z.. Kaikille risttdvin suurille m € Z, pitee
(s" — 1)ms”(k_m) < ghn=2r,
Todistus. Lemman |3l mukaan kaikille riittdvan suurille m € Z,,
(s" — 1)™ < gmn,
Talloin

(Sn . 1>m8n(k—m) < Smn—ZTSn(k—m)
— 8kn—mn+mn—27‘

— Skn—Qr.

Seuraavaksi todistetaan Eedenin puutarha -lause.

Lause 17. Olkoon 0 € R? rekurrentti sidintdjakauma. Jos Hy ei ole surjektiivinen,

se ei ole pre-injektiivinen.

Todistus. Olkoon r € Z, tarpeeksi suuri, ettd Hy voidaa méaaritelld r-séteisilld pai-
kallisilla sdénnoilla. Merkitdén s = |S|. Oletetaan, ettd Hy ei ole surjektiivinen.

Lauseen |10 mukaan on olemassa i, j € Z, joille hg, ., ei ole surjektiivinen. Merkitdéan
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n = |j —i| + 1. On siis olemassa jokin sana w € S™, jolla ei ole hg,, , alkukuvaa.
Koska 6 on rekurrentti, siind on darettoman monta sanan 0 ; kopiota.
Olkoon ¢ € S ja k € Z,. Olkoon C yhtenéinen alue, jonka pituus on kn ja C’

yhtendinen alue sen keskelld, jonka pituus on kn — 2r. Olkoon
K = {c e 5%|supp,(c) C C'}.

Nyt |K| = sl¢ = skn=2r,

Koska jakaumassa 6 esiintyy direttoman monta sanan 6j; j kopiota, siind myos
esiintyy ddrettoman monta sanan 6; j kopiota, jotka ovat luvun n monikertojen erot-
tamat. Olkoon m € Z, téllaisten kopioiden lukuméiréd sanassa 6c. Koska téllaisia
sanan 0; ; kopioita esiintyy konfiguraatiossa 6 dérettomén monta kertaa, jos & on
tarpeeksi suuri, m voi olla mielivaltaisen suuri.

Koska sanalla w ei ole hg,  — alkukuvaa, se ei voi esiintyd minkdén sanan 0
kohdalla misséén joukon Hy(K') konfiguraatiossa. Konfiguraatioita joukossa Hy(K)

on siis enintiiin (s” — 1)™s"*~™) Lemman [§ mukaan siis
’HQ(K)‘ < (Sn . 1)m8n(k7m) < Slmf2r _ ‘K|

Téten on oltava konfiguraatiot ¢y, co € K, joille ¢1 # o ja Hy(cy) = Hy(co). Téten

Hy ei ole pre-injektiivinen. O]

Lause 18. Olkoon 0 € R” rekurrentti siintijakauma. Jos Hy ei ole pre-injektiivinen,

nin silld on Fedenin puutarha.

Todistus. Olkoon r € Z, tarpeeksi suuri, ettd Hy voidaa méiéritelld Z-siteisilla
paikallisilla sd&nnoilla. Merkitadn s = |S/|. Oletetaan, ettd Hy ei ole pre-injektiivinen.
Olkoon ¢y, ¢, € S asymptoottisia konfiguraatioita, joille ¢; # co ja Hy(cy) = Hyg(cz).

Olkoon n € Z, tarpeeksi suuri, ettd on olemassa alue [i + r,j — r| jonka pituus
on n — 2r ja jolle diff(ci, o) C [i + 7,5 — r]. Nyt alueen [4, j| pituus on n. Olkoon
wy, we € S™ sanoja, joille wy(z) = ¢1(x) ja wo(x) = co(x) kaikilla = € [4, j].

Koska Hy(c1) = Ho(ca), myds hg, ,(w1) = he, , (w2) kaikilla &', j" € [i, j]. Ol-
koon ¢ € SZ konfiguraatio joka siséltdi sanan w; kopion alueella [i + vy, + ], jossa
y € Z on solu, jolle sana 64, ;1, on sanan 6} ; kopio. Olkoon ¢ € S% konfigu-
raatio joka saadaan konfiguraatiosta c¢ korvaamalla sanan w; sanalla w, alueessa
[i +y,j + y]. Nyt jos jonkin solun x € Z naapurusto N (x) ei sisilld soluja joukosta
diff (¢, ), selvéisti Hy(c)(x) = Hy(c')(x). Toisaalta jos N(x) sisdltdd soluja joukosta

diff(c, '), se on enintdin etdisyydelld § eroavista soluista. Télléin = € [i +y, j + yl,
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eli
Hy(c)(x) = Ho(cr)(z — y) = Ho(c2)(x — y) = Hp(c')(2).

Siis Hy(c) = Hy(c), eli sanan w; kopio voidaan korvata sanan wy kopiolla vaikut-
tamatta konfiguraation kuvaan, jos sana on samalla kohdalla kuin sanan 6}; ;) kopio
sddntojakaumassa 6.

Olkoon C' yhtendinen alue pituudeltaan kn ja C’ yhtenédinen alue sen keskelld
pituudeltaan kn — 2r. Jos Hy on surjektiivinen, niin on myos hg,,, eli jokaisella
kuviolla alueella C” on alkukuva alueella C'. Koska 6 on rekurrentti, jakaumassa 6
esiintyy aarettomén monta sanan 0j; ;) kopiota, siind myds esiintyy darettoman monta
sanan 6; j kopiota, jotka ovat luvun n monikertojen erottamat. Olkoon m € Z,
tallaisten kopioiden lukuméird sanassa .. Koska konfiguraatiossa on ddrettoman
monta téllaista sanan 6j; j kopiota, jos k on tarpeeksi suuri, m voi olla mielivaltaisen
suuri. Lisdksi m < k.

Koska jokainen sana w; joka on luvun n monikerran eroittman sanan 6; ;; koh-
dalla voidaan korvata sanalla ws, jokaisella kuviolla aluella C” on alkukuva jossa ei
ole sanan w; kopiota samanlaisen sanan 6; ;; kopion kohdalla. Téllaisia kuvioita on
(s" — 1)ms™k=m) Toisaalta alueella C’ on s*"~2" kuviota. Lemman |8 mukaan jos
k ja m ovat tarpeeksi suuria, (s” — 1)™s"*=™) < skn=2r eli on jokin kuvio alueel-
la C” jolla ei ole alkukuvaa. Nyt lauseen mukaan automaatilla Hy on Eedenin
puutarha. O

Lause 19. Olkoon 0 € R” rekurrentti siintdjakauma. Hy on surjektiivinen jos ja

vain jos se on pre-injektitvinen.
Todistus. Viite seuraa lauseista [17] ja O

Lause 20. On olemassa paikallisten siantojen joukko R = {f, g} ja siintijakauma

0 € R”, missdi

) . - 07
o) = f, jos«x

g, muulloin,

kaikilla x € Z, joille epiuniformi soluautomaatti Hy on pre-injektiivinen mutta ei

surjektiivinen.

Todistus. Olkoon S = {0,1} ja N = (0,1). Olkoon g = & XOR-automaatin paikal-
linen séénto ja f sddntd, joka kuvaa g(a,b) = 0 kaikilla a,b € S. Selvésti Hy ei ole
surjektiivinen, koska kaikilla ¢ € S% solu 0 saa tilan Hy(c)(0) = 0.
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Olkoon c, e € S% asymptoottiset konfiguraatiot joille ¢ # e. Koska konfiguraatiot
ovat asymptoottisia, on olemassa x € Z, jolle c(x) # e(x) ja kaikille y > z,y € Z
pétee c¢(y) = e(y). Jos x # 0, niin Hy(c) # Hy(e) kuten esimerkissé [2]

Oletetaan, ettd x = 0. Koska ¢ ja e ovat asymptoottisia, on olemassa z € Z, jolle
c(z) # e(z) ja kaikille y < z,y € Z pitee c(y) = e(y). Selvisti z < = 0. Nyt jos
c(z) =c(z—1), niin e(z) # e(z — 1), eli Hyp(c)(z — 1) # Hy(e)(z — 1). Toisaalta jos
c(z) # c¢(z — 1), koska mahdollisia tiloja on vain kaksi, pétee e(z) = e(z — 1), jolloin
Hy(c)(z — 1) # Hy(e)(z — 1). Siis Hy on pre-injektiivinen. O

Lause 21. On olemassa paikallisten sddntdjen joukko R = {f, g} ja sidntijakauma

0 € R”, missi

> ‘ :07
o) = f, jos«x

g, muuten,
kaikilla x € Z, joille epiauniformi soluautomaatts Hy on surjektitvinen mutta ei pre-
ingektitvinen.
Todistus. Olkoon S = {0,1} ja N = (—1,0,1). Olkoon @.,,®. ja ©_, paikallisia

saantoja S — S, joille

@ (a,b,¢) = |a — ¢,
@ (a,b,c) =|a —1b|,
@ (a,b,¢) =|b—¢|.

Olkoon R = {@, B, B} ja tp € RE, joille

@<—a jOS T = 07
¢($) =4 D5, josx =2,

@+, muuten.

Automaatin Hy toiminta on esitetty graafisesti kuvassa 9}

Olkoon ¢, e € S konfiguraatioita, joille ¢(z) = 0 ja

1, josx =1,
e(z) =

0, muuten,

kaikilla x € Z. Nyt ¢ ja e ovat asymptoottisia ja ¢ # e. Toisaalta selvisti Hy(c) =
c= Hy(e), eli Hy ei ole pre-injektiivinen.
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Kuva 9: Lauseen todistuksen automaatin Hy toiminta.

Toisaalta, olkoon ¢ € S% mielivaltainen. Olkoon e € S konfiguraatio, jolle

;

[¢(0) = e(D)] jos z = —1,

c(1), jos x =0,

0, jos x € [1,2],
e(xr) =

c(2) jos x = 3,

le(x +2) —c(x + 1) jos z < —1,
\]e(w—?) —c(x —1)| jos x > 3,

kaikilla x € Z. Ndhdéaan, etté

Hy(e)(0) = @ (|e(0) — e(1)],¢(1),0) = [[e(0) = e(1)] = e(1)] = ¢(0)
Hy(e)(1) = @(c(1),0,0) = |e(1) = 0] = ¢(1),
Hy(e)(2) = @©(0,0,¢(2)) = [0 — ¢(2)] = ¢(2),

ja kaikille x < 0,y > 2

Hy(e)(r) = Do (le(r + 1) — c(x)],e(z),e(z + 1)) = [e(z + 1) — c(z)| — e(x + 1)| = c(z),
Hy(e)(y) = @ulely —1),e(y),le(y — 1) —c(y)|) = le(y — 1) — [e(y — 1) — c(y)[| = c(v).

Siis Hy(e) = ¢, eli Hy on surjektiivinen.
Olkoon hg, hy, hy € R. Merkitain (ho, by, he) : (S%) — 53, joka kuvaa

(h07 hh hZ)((a[h b0> CO)7 (047 b1> Cl)a (a27 b2> 02))
= (hO(CO; a17b1)7 h1(a17b1761), h2(b1701,a2))

Olkoon Bs : SZ — (S%)Z ryhmittelyfunktio, f = (B, Do, D), 9 = (Des, D, D)
ja 0 € (R?)” kuten médritelty aikaisemmin. Selvisti kaikille ¢ € S% piitee

Hp(Bs(c)) = Bs(Hy(c)),
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ja koska Bj on bijektio, Hy on surjektio. Toisaalta lemman [7| mukaan konfiguraatiot
c,e € ST ovat asymptoottiset jos ja vain jos Bs(c) ja Bs(e) ovat asymptoottiset, eli
Hy ei ole pre-injektio.

m

6 Yhteenveto

Nahtiin, ettd uniformien ja epduniformien soluautomaattien surjektiivisuus- ja injek-
tiivisyysominaisuudet eroavat toisistaan huomattavasti. Eedenin puutarhalause, jo-
ka on yksi tavallisten soluautomaattien perustavanlaatuisista lauseista, ei pade ylei-
sesti epauniformeille soluautomaateille. Rajoittamalla epduniformit soluautomaatit
vain rekurrentteihin tapauksiin lause kuitenkin pétee. Erityisesti titad rajoitettua
joukkoa ei viida redusoida tavallisiksi soluautomaateiksi. Lisdksi ndhtiin, ettd epé-
uniformien soluautomaattien surjektiivisten ja injektiivisten jakaumien joukot ovat

sofisia siirtoavaruuksia ja sddnnollisid kielid vastaavasti.

7 Viitteet

[1] Martin, G. 1970. The fantastic combinations of John Conway’s new solitaire
game "life". Mathematical games. Scientific American, 224 (4), 120-123.

[2| Linz, P. 2012. An Introduction to Formal Languages and Automata, Fifth Edi-
tion. Jones & Bartlett Learning, Sudbury, MA.

|3] Dennuzio, A., Formenti, E., Provillard, R. 2013. Local rule distributions, lan-
guage complexity and non-uniform cellular automata. Theoretical Computer
Science, 504, 38-50.

[4] Biichi, J. R. 1990. On a Decision Method in Restricted Second Order Arithmetic.
In: Mac Lane, S., Siefkes, D. (eds) The Collected Works of J. Richard Biichi.
Springer, New York, NY. https://doi.org/10.1007/978-1-4613-8928-6 23

[5] Hedlund, G.A.  1969.  Endomorphisms  and  automorphisms  of
the shift dynamical system. Math. Systems Theory 3, 320-375.
https://doi.org/10.1007/BF01691062

|6] Kari, J. Cellular Automata. Luentomoniste, Turun yliopisto, 2022.

[7] Myhill, J. 1963 The converse of Moore’s Garden-of-Eden theorem. Proceedings
of the American Mathematical Society, 14, 685-686.

30



|8] Moore, E. F. 1962. Machine models of self-reproduction. Proceedings of Sym-
posia in Applied Mathematics, 14, 17-33.

31



	Johdanto
	Merkintöjä ja määritelmiä
	Tavalliset soluautomaatit
	Yleiset ominaisuudet
	Eedenin puutarha -lause

	Epäuniformit soluautomaatit
	Yleiset ominaisuudet
	Surjektiiviset ja injektiiviset sääntöjakaumat
	Eedenin puutarha -lauseesta

	Rekurrentit sääntöjakaumat
	Yhteenveto
	Viitteet

