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Tasséd tutkielmassa perehdytddn topologisesti epétriviaaleihin kenttédkonfiguraa-
tioihin eli topologisiin solitoneihin eri kenttéteorioissa. Topologiset solitonit ovat
teorian topologisesti epatriviaaleissa sektoreissa esiintyvia stabiileja ratkaisuja. Fri-
tyisesti tarkastellaan kinkkié, Ginzburgin—Landaun vorteksia, 't Hooftin—Polyakovin
monopolia ja Yangin—-Millsin instantonia. Avaruusajan ulottuvuudet joissa nama
solitonit ovat maééritelty ovat kinkille (1+1), vorteksille (2+1) ja monopolille ja
instantonille (3+1).

Kinkki on téassa tutkielmassa esimerkkimalli, jonka avulla esitellddn kenttateorioi-
den topologiaan liittyvia késitteitd, kuten topologinen varaus ja Bogomolnyn raja.
Ginzburgin-Landaun vorteksi on topologinen solitoni, joka esiintyy suprajohteita
kuvaavassa Ginzburgin-Landaun teoriassa. Vorteksien avulla voidaan selittda tyy-
pin II suprajohteiden kayttaytymista korkeissa magneettikenttien voimakkuuksissa.
't Hooftin—Polyakovin monopoli esiintyy SU(2)-symmetriaryhméén perustuvassa
mittakenttiteoriassa ja toimii analogiana hypoteettiselle magneettiselle monopo-
lille monimutkaisemmissa teorioissa. Instantonit ovat Euklidisessa avaruusajassa
médriteltyja topologisia solitoneja. Instantonit ovat hyodyllisia erityisesti kvantti-
kenttéateorioissa, silla instantoniratkaisut liittyvat kvanttitunneloitumiseen.

Tutkielmassa keskitytadn topologisten solitoninen ratkaisujen 16ytdmiseen analyyt-
tisesti, jos tdmé& on mahdollista, ja topologisen varauksen magrittdmiseen. Lisak-
si tutustutaan hieman topologisten solitonien esiintymiseen fysikaalisissa teorioissa.
Klassisen teorian lisdksi tarkastellaan topologisten solitonien kvantisointia. Kvanti-
soinnissa keskitytaan kinkin kvantisointiin, koska tama selittda jo tarkeimmat erot
teorian kvantisointiin tyhjiosektorissa. Kinkille lasketaan alimmassa approksimaa-
tiossa kinkin energiatilat ja selitetdéan péadpiirteittdin, miten transitioamplitudi voi-
daan laskea solitonielle.

Asiasanat: Klassinen kenttéteoria, solitoni, topologinen solitoni, kinkki, vorteksi,
magneettinen monopoli, instantoni
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Johdanto

Tietyilld epélineaarisilla osittaisdifferentiaaliyhtal6illa on ominaisuuksia, jotka sal-
livat ajassa muotonsa sailyttdvia ja avaruudessa lokalisoituneita ratkaisuja. Naita
ratkaisuja kutsutaan solitoneiksi. Solitonien tutkiminen fysiikassa alkoi 1800-luvulla
vedessé esiintyvien aaltopulssien tutkimisesta [1]. Modernimpi esimerkki solitoneis-
ta on solitonit optisissa kuiduissa, joiden tutkiminen alkoi 1900-luvun lopulla [2].

Erikoistapaus solitoneista on topologiset solitonit, joita esiintyy joissakin kent-
tateorioissa kenttayhtaloiden ratkaisuina. Naméa kenttékonfiguraatiot eroavat taval-
lisista solitoneista siind, ettd ne eivat ole jatkuvasti muunnettavissa systeemin pe-
rustilaksi. Tamé topologinen ominaisuus tekee topologisista solitoneista normaaleja
solitoneja pysyvampié.

Téassé tutkielmassa perehdytddn muutamaan erilaiseen topologiseen solitoniin.
Ensimmaisessé luvussa esitelldédn tarkeimmaét fysikaaliset ja matemaattiset ideat,
joita tarvitaan topologisten solitonien kasittelyssa. Toisessa luvussa maéaritellaan so-
litonit yleisesti ja topologiset solitonit erikoistapauksena. Kolmannessa luvussa tar-
kastellaan (1+1)-ulotteisessa avaruusajassa madriteltyd kinkkid, joka on yksinker-
taisin topologinen solitoni. Kinkin avulla selitetddn topologisten solitonien perus-
ominaisuuksia. Neljdnnessd luvussa tarkastellaan (2+1)-ulotteisessa avaruusajassa
madriteltyja vortekseja, jotka mallintavat tyypin 2 suprajohteissa esiintyvaa ilmiota.
Viidennessa luvussa siirrytdédn magneettisen monopolin tarkasteluun. Magneettiset
monopolit ovat hypoteettisia kosmologisia hiukkasia, joita esiintyy useissa eri teo-
rioissa. Kuudennessa luvussa esitelldéan instantoni, joka eroaa edellisisté esimerkeis-
ta topologiselta rakenteeltaan. Instantonin topologinen rakenne méaritelladn koko
avaruusajassa, kun edellisissd tapauksissa topologinen rakenne liittyy vain avaruu-
teen. Instantoneita 16ytyy useista teorioista, mutta téssd tutkielmassa keskitytadn
(3+41)-ulotteisessa avaruusajassa médriteltyyn Yang—Mills-instantoniin. Seitsemén-

nessa luvussa perehdytddan topologisten solitonien kvantisointiin. Kvantisointi esi-



telladn tassa tutkielmassa vain kinkille, koska tastd nahdaén jo tarkeimmaét kvanti-
sointiin tarvittavat menetelmét. Tutkielmassa kiytetdan yksikoitd ¢ = h = 1, misséa

¢ on valonnopeus tyhjiossa ja h on redusoitu Planckin vakio.

1 Matemaattinen ja fysikaalinen tausta

1.1 Klassinen kenttateoria

Klassinen kenttateoria kasittelee avaruusajassa méariteltyjé jatkuvia ja sileita funk-
tioita, jotka kuvaavat jonkin fysikaalisen systeemin kayttaytymisté, kuten kaikkialla
avaruudessa madariteltya kenttda tai nesteeseen tai kiintedan aineeseen rajoittunutta
ilmiGta. Systeemistid riippuen avaruus on usein R¢, d > 1, ja avaruusaika R x R
Kentta voi olla esimerkiksi skalaarikenttd ¢(¢,x), vektorikenttd A(¢,x) tai tensori-
kenttd. Naitéd systeemejad kuvataan Lagrangen tiheyden £ avulla. Lagrangen tiheys
on systeemiin liittyvien kenttien ¢, ja niiden derivaattojen d¢, funktio. Systeemia

kuvaavat kenttayhtdlot saadaan varioimalla vaikutusta

S = /E(%(t,x),8¢a(t,x),t,x)dtddx (1.1)

kentén ¢, suhteen, mika johtaa jokaiselle a:lle Eulerin-Lagrangen yhtélodihin

oL oL oL

b s a0 9

0. (1.2)

Tassé kentdt ¢, voivat olla minkd tahansa tyyppisid, ja derivaatat tulkitaan sen
mukaan. Lorentz invarianteissa teorioissa kéytetédén (d+1)-dimensioista Minkowskin
avaruutta koordinaateilla (z#) = (2%, 2!, ...,2%) = (ct,x), missi ¢ on valonnopeus.
Indekseja nostetaan ja lasketaan Minkowskin metriikalla n*¥, jonka signatuuri on

(1,—1,...,—1). Vaikutus ja Eulerin-Lagrangen yht&lot ovat téll6in

sz/cwmmwmm@WHx (1.3)
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Kentan kokonaisenergia £ on

FE = / <%ao¢a - c) d’x, (1.5)

joka jaetaan liike-energiaan T, joka sisaltdéd kenttien aikaderivaattatermit ja kent-
tien aikakomponenttitermit, ja energiaan V', joka sisdltda kenttien paikkaderivaatta-
termeihin liittyvan pintaenergian ja kenttien paikkakomponenttitermeihin liittyvin
potentiaalienergian. Energiaa V' kutsutaan jatkossa kokonaisuudessaan potentiaa-

lienergiaksi.

1.2 Homotopia

Joissakin klassisissa kenttéteorioissa esiintyy fysikaalisia ratkaisuja, joita ei voi muun-
taa toisikseen jatkuvalla muunnoksella siten, ettd systeemin energia pysyy &déarellise-
na. Tatéa varten tarvitaan topologiasta homotopian késitettd. Olkoon fi ja fo jatku-
via kuvauksia f; : X — Y, i = 1,2, missd X ja Y ovat topologisia avaruuksia. Jos

on olemassa jatkuva kuvaus F': X x I — Y, missd [ = [0, 1], jolle
F(z,0) = fi(z), F(z,1) = fo(x) Vz € X, (1.6)

niin f; ja fy ovat homotooppisia ja F' on homotopia kuvauksien f; ja fo valilla [3].
Homotopian liséksi tarvitaan homotopiaryhmia. Méaritellaan aluksi homotopian
avulla ekvivalenssiluokat siten, ettd jatkuvat kuvaukset f ja g ovat ekvivalentit f ~

g, jos kuvaus f on homotooppinen kuvauksen g kanssa, eli ekvivalenssiluokat ovat

3]

fl={g: X =Yg~ f f: X =Y} (1.7)



Oletetaan, ettéd topologinen avaruus X on polkuyhtenéinen. Avaruuden X ensimmaéi-
nen homotopiaryhmé my(X) maéiritelliéin jatkuvien kuvauksien f : ST — X ekvi-
valenssiluokkien [f] joukkona. Parametrisoinnilla S* 2 [0, 27] jatkuvuusehto vaatii,
ettd f(0) = f(2m). Kuvaus f madrittaa siis sulkeutuvan polun joukossa X. Jos kah-
della polulla f ja g on sama lahtopiste avaruudessa X, poluille voidaan mééritella
tulo [3]

f(2s), 0<s<m,

frg=F(s) = (1)

g(2(s —m)), m<s<2m,
joka kéy ldpi ensi polun f ja sitten polun ¢g. Tamén avulla méaaritellddn suoraan
tulo homotopiaryhmésséa tulona [f] * [g] = [f * ¢g]. Tassd médritelméassa kuvauksilla
f ja g ei tarvitse olla samaa lahtopistettd, vaan riittad, ettd lahtopisteet voidaan
yvhdistda jatkuvalla kuvauksella. Samalla tavalla maaritellaan n:s homotopiaryhmé
m(X), n > 1, kavauksien f : S™ — X avulla. Jos avaruus X koostuu erillisis-
td komponenteista, homotopiaryhmat maéritellaan jokaiselle erilliselle komponentil-
le erikseen. Liséksi mééritellddn erikseen mo(X) topologisen avaruuden X erillisten
komponenttien joukkona. Jos homotopiaryhméssa on vain yksi alkio, eli se on trivi-
aali, merkitédén m,(X) = I.

Yksinkertainen esimerkki on X = S!. Yleisyytts loukkaamatta voidaan olettaa,
ettd f(0) = 0, jolloin jatkuvuus toteutuu, kun f(27) = p27 = 0 mod 27, p € Z. Léh-
toavaruuden kiydessé lapi arvot [0, 27, kuvauksen f téytyy siis kiertdd maalijoukon
St ympiéri kokonaislukuméiirin kierroksia. Kuvaus f voi vaihtaa kiertosuuntaa, mut-
ta se on aina homotooppinen johonkin kuvaukseen, joka kiertda maalijoukon ympéa-
ri samaan suuntaan kokonaislukuméaaréan kierroksia. Jokaiseen ekvivalenssiluokkaan
voidaan siis liittda yksikésitteisesti kokonaisluku, joten m;(S') & Z. Tété kokonais-
lukua kutsutaan kiertoluvuksi V. Kiertolukua N = p € Z vastaavaksi edustajaksi
voidaan valita esimerkiksi f(s) = ps. Jos valitaan toinen ekvivalenssiluokka [g], jota

vastaa kiertoluku N = ¢, niin tulolla [f * g] on kiertoluku N = p + ¢. Tamé on sel-



vad valitsemalla ekvivalenssiluokasta [g] edustaja g(s) = ¢s+ p27 ja tarkastelemalla
tuloa f * ¢ méaaritelméssa (1.8). Kiertoluvut ovat siis additiivisia. Samantyyppisesti
voidaan osoittaa, etta m,(S™) = Z kaikille n € N [3]. Téssa tapauksessa kiertoluku
kertoo samaan tapaan, kuinka monta kertaa maalijoukon pisteiden yli pyyhkaistasn,

kun ldhtéjoukon pisteet kiydéaan lapi kerran.

1.3 Topologinen aste

Joissakin tapauksissa homotopialuokan kiertoluvun voi laskea téssa maéritellyn to-
pologisen asteen avulla [4]. Olkoon f kuvaus f: X — Y, missd X ja Y ovat sul-
jettuja orientoituvia monistoja, joilla on sama ulottuvuus, dim(X) = dim(Y) = d.
Oletetaan, ettd kuvaus f on differentioituva kaikkialla, ja ettd monistot X ja Y

ovat yhteniisisi. Olkoon w = wis_q4(y)dy' A dy* A --- A dy? monistolla Y midritelty

/Yw =1. (1.9)

Kuvaus f maéérittelee d-muodon w 'pullback’-kuvauksen f*, joka kuvaa p-muodon

normalisoitu tilavuusmuoto eli

monistolta Y p-muodoksi monistolle X. Erityisesti f*(w) on tilavuusmuoto monis-
tolla X. Merkitdén a(y) = wis. 4. 'Pullback’-kuvaus on mééritelmén mukaan

oy L Oy" Oy Oy

f (w) - aw11l2.”zd<y(X))8x‘jl O iz e Oxid
_ 0y' oy oy" g ja

= Oz(y(x))ale 9 Daia dx’* Ndz* N\ -+ Ndx (1.11)

= a(y(x))J(x)dz" Adz® A -+ A da?, (1.12)

dz? A dz?t A - A da? (1.10)

ayj-) on kuvauksen y(x) Jakobiaani

missd 2 on kartta monistolla X ja J(x) = det ( ot

pisteessd x. Kuvauksen f topologinen aste on nyt

deg(f) = /X /(). (1.13)

Topologinen aste on kokonaisluku, ja taten topologinen invariantti, koska kokonais-

luku ei voi muuttua jatkuvassa muunnoksessa. Topologinen aste on myos tilavuus-



muodosta w riippumaton.

Toinen tapa maéarittdd topologinen aste deg(f) on laskemalla jonkin pisteen
y € Y alkukuvat x € X merkilld sign(J(x)) kerrottuna. Vaaditaan, ettd pisteen
y € Y alkukuvat {x(1),Xq), ..., X(p) } ovat erillisid, ja ettd néissa pisteissi Jakobiaani

ei ole nolla. Voidaan siis méaéaritella myos

deg(f) = 3 _sign(J(xq)). (1.14)

1.4 Derrickin teoreema

Homotopialuokkien avulla kenttdkonfiguraatiot voidaan jakaa eri topologisiin luok-
kiin, jotka mahdollistavat topologisesti erilaisten ratkaisujen olemassaolon. Ne eivit
kuitenkaan anna tietoa kenttayhtaloiden ratkaisujen olemassaolosta naissd homo-
topialuokissa. Jotta teoriassa voisi olla stabiileja topologisia solitoneja, energialla
taytyy olla lokaaleja minimejd tyhjion homotopialuokan lisdksi my6s muissa ho-
motopialuokissa. Toisaalta ratkaisut voivat olla my6s muita stationddrisia pisteita,
maksimeja tai satulapisteité, jotka vastaavat solitonimaisia ratkaisuja. Tamén mah-
dollisuuden tutkimista varten on Derrickin teoreema [5]. Sen avulla voidaan sanoa,
ettd joko stationddrisid ratkaisuja, muita kuin tyhjio, ei ole tai sitten niitd on mah-
dollista olla. Varmuutta niiden olemassaolosta se ei kuitenkaan anna.

Derrickin teoreema perustuu ideaan, ettd stationddrisen kenttdkonfiguraation
energian variaation taytyy olla nolla pienilla kentdn muunnoksilla. Ndihin muun-
noksiin sisdltyy avaruuden skaalauksesta x — Ax, A > 0, aiheutuva kentdn muun-
nos ¥(x) — U™ (x), missd kenttd ¥ on mikii tahansa kentti tai kenttien kokoelma,
jolla on #érellinen energia. Derrickin teoreema pitee vain littedissd avaruudessa R
Liséksi oletetaan, ettd kenttdkonfiguraatio W(x) on staattinen. Olkoon parametria

)\ vastaavan kenttikonfiguraation ¥V (x) energia

E(\) = E[vWY(x)], (1.15)



kun kenttékonfiguraatio W(x) on kiinnitetty. Derrickin teoreema on:

Olkoon ¥(x) mielivaltainen kenttidkonfiguraatio, jolla on &érellinen ener-
gia, mutta se ei ole tyhjio. Oletetaan, ettd téatd vastaavalla funktiolla
E()) ei ole stationaarisia pisteitd. Talloin teorialla ei ole muita staattisia
ratkaisuja, joilla on aérellinen energia, kuin tyhjio.

Derrickin teoreeman kiyttdmistd varten taytyy maédaritelld, miten erilaiset kentét

muuntuvat avaruuden skaalauksessa [4]. Maaritellaan skalaarikentélle
oM (x) = p(Ax), (1.16)
jolloin skalaarikentén gradientille saadaan
VoW (x) = AV p(AX). (1.17)
Vektorikentélle V ja 1-muodolle A méaritelladan luonnollisesti
VO (x) %V(Ax) (1.18)
ja
AN (x) = AA(x). (1.19)

Koska kovariantti derivaatta D¢ ja 1-muoto A muuntuvat samalla tavalla, skalaari-

kentén ¢ kovariantin derivaatan muunnos on
Dy (x) = (dg™ + AN V) (x) = AD4p(Ax). (1.20)

1-muotoa A vastaavan kenttétensorin F, jolla on komponentit F,, = 9,4, — 0, A, +

[A,, A,], muunnos on
FV(x) = N2F(\x). (1.21)

Rajaehdot ¢(x) = 0, Dp(x) = 0 ja F(x) = 0 ddrettomyydessé sailyvit skaalaukses-

sa, joten skaalaus pitda energian darellisend, eikd muuta kentdn topologiaa.



Tarkastellaan esimerkkiné skalaariteoriaa, jonka energiafunktionaali staattiselle

kentélle on muotoa

Blol = [ (W69 V6 +U(o) d'x (1.22)

missd funktio W(¢) > 0 muuntuu samoin kuin kenttd ¢. Myos potentiaali U(¢)
muuntuu samoin kuin kenttd ¢. Merkitdan eri energian termeja alaindeksilla a €
7. siten, ettéd alaindeksi kertoo termin skaalauksessa saaman kertoimen A asteen.

Voidaan siis kirjoittaa
E[¢] = Ey + Ey. (1.23)
Nyt skaalatun kentian ¢® energia on

E(X) = /R ) (W (6N (x) VoM (x) - VoI (x) + U(6™ (x))) d'x (1.24)
= /R CNMW(6() Vg 6(A%) - Vg (Ax) + U (6(Ax))) %dd()\x) (1.25)

= \"1E, + AR, (1.26)

Arvoilla d=1, 2 ja 3 saadaan

(

AEy 4+ +Ey, d=1

EQAN) =4 B+ LEy, d=2 (1.27)

k%Ez + 35 Eo, d=3.

Jos d > 3, energia F(\) on aidosti vihenevi, joten energialla ei ole stationéérisé
pisteitd ja teoriassa ei topologisia solitoneja. Jos d = 2, energia on myods aidosti
vahenevé, paitsi jos energia Fy = 0, eli jos esimerkiksi teoriassa ei ole potentiaalia
U(¢). Energialla ei kuitenkaan ole stabiilia pistetté, joten teoriassa ei ole stabiileja
topologisia solitoneja, mutta solitonimaisia epéstabiileja ratkaisuja saattaa 10ytya.
Jos d =1, energian \Fs + %Eo derivaatalla Fy — %Eo on nollakohta A = \/m )

Eritysesti, vaatimalla A\ = 1, saadaan Ey = E5 eli Derrickin teoreema antaa myos



viriaaliteoreeman energioiden vélille. Tassa tapauksessa skalaariteoriasta 16ytyy siis
mahdollisesti topologisia solitoneja. Naita tarkastellaan luvussa 3. Téssa esimerkissa
esitellyssé skalaariteoriassa esiintyy stabiileja topologisia solitoneja dérelliselld ener-
gialla vain tapauksessa d = 1. Tapauksessa d = 2 esiintyy kuitenkin topologisia soli-
toneja, globaaleja vortekseja, jos energian sallitaan olla dareton. Toinen vaihtoehto
on kytked skalaarikenttd mittapotentiaaliin. N&ita tarkastellaan luvussa 4. Skalaa-
riteoriaan voitaisiin lisatd korkeamman asteen derivaattatermejé, jolloin myés ta-
pauksessa d = 3 voi olla topologisia solitoneja, kuten skyrmioneja. Tama esimerkki
nayttda Derrickin teoreeman merkityksen teorioiden tutkimisessa. Se voi hyvin hel-
posti kertoa, jos teoriassa ei ole topologisia solitoneja, jolloin niiden etsimiseen ei
tarvitse kiyttda aikaa. Se antaa myo0s viriaaliteoreeman teorioiden energioille siiné

tapauksessa, kun stationdérisia pisteita l1oytyy.

2 Solitonit yleisesti

2.1 Solitonien maaritelma ja ominaisuuksia

Matemaattisesti solitoni maaritelldan avaruudessa vakionopeudella liikkuvana, muo-
tonsa sailyttavinéa lokaalina ratkaisuna epélineaariselle osittaisdifferentiaaliyhtélolle
[4]. Lokaalius tarkoittaa, ettd ratkaisun muoto on keskittynyt padasiassa darelliselle
alueelle ja ldhestyy vakiota, yleensa nollaa, suhteellisen nopeasti kaukana téasta alu-
eesta. Esimerkiksi yhdessé ulottuvuudessa ratkaisu voidaan talloin antaa muodossa
f(t,x) = f(x £ vt), missd v on solitonin nopeus. Lokaalius tekee ratkaisuista hiuk-
kasmaisia, joten solitoniratkaisuja kutsutaan usein hiukkasiksi. Yleensd matemaat-
tisessa madritelmassa vaaditaan, ettd systeemi on integroituva. Téssé tapauksessa
sdilyvit suureet sisaltavit hiukkasten lukuméaran ja niiden liikeméarat. Tama joh-
taa siihen, ettd tormayksen jilkeen, kaukana muista solitoneista, solitonit jatkavat

liikettdén samalla nopeudella ja saman muotoisina kuin ennen térméaysta. Solitonien
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liikeméaarien voidaan myo6s ajatella permutoituneen, koska solitoneja ei voida yksi-
16ida tormayksen hetkelld. Torméykset ovat siis elastisia. Vain solitonien vaihe voi
muuttua, eli torméyksen jélkeen yksittdinen pulssi on asymptoottisesti f(x —vt+9).

Yksinkertainen esimerkki solitonista on esimerkiksi Korteweg-De Vries -yhtélon
(KdV-yhtéld) solitoniratkaisu, joka on yksiulotteinen approksimaatio matalassa ve-

dessé eteneville aaltopulssille. KdV-yhtélo on [1]

D p(t,x) + 66(t, 2)0,¢(t, x) + 2p(t, x) = 0, (2.1)

missd muuttujat ¢ ja x ovat dimensiottomiksi skaalatut aika ja paikka koordinaatit
ja kenttéd ¢(t, z) on verrannollinen veden pinnan korkeuteen veden lepokorkeudesta.
Koska etsitdén solitoniratkaisua, kirjoitetaan ¢(t,z) = ¢(z — vt) = f(z). Nyt ket-
jusdannolla saadaan 0,¢(z —vt) = f'(2) ja Opp(x — vt) = —vf'(z). Nyt yhtalo (2.1)

on muotoa
f"+6ff —vf =0 (2.2)
Tamén voi integroida, jolloin saadaan

/d%(f”)derG/fdf—U/df:O (2:3)

& f"+3fF—vf+C=0. (2.4)

Koska &érelliselld ajalla ¢ vaaditaan lim, 1 ¢(t,2) = lim, 1+ f(2) = 0, integroin-
tivakion taytyy hévitd. Kertomalla tdmé funktiolla f’ ja integroimalla uudestaan

saadaan

/fdf+3/fdf—v/fdf_0 (2.5)

& 2f’2+f3 vf2+D—O (2.6)
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missé voidaan taas asettaa D = 0. Ratkaisemalla f’ ja intergoimalla saadaan

f=+vuf2—2f3 (2.7)

i
/\/W — (2 + ) (2.8)

>0 —%tanh_1< U—UQf) = +(2 + 2) (2.9)

& v —UQf — tanh (j:\/TE(z + zo)> (2.10)
& f= —%Utanh2 (j:\/?ﬁ(z + zo)) + %fu (2.11)
& f=2 i (2.12)

2 cosh? (ﬂ: (2 + zo)>
Tissé oletettiin, ettéd funktio f on positiivinen ja kdytettiin identiteettis 1—tanh? (x) =
1/cosh?(z). Sijoitetaan sitten takaisin z = x — vt, ja merkitééin zy = x,. Valitsemalla

+-merkkiad vastaava ratkaisu saadaan KdV-yhtélon ratkaisuksi

olt,2) = v 1

2 cosl? (ﬁ@: o xo)) ) (2.13)

2

missd xo on aallon huipun paikka hetkelld ¢ = 0. Ratkaisusta ndhdéén, ettd aallon
nopeus on verrannollinen sen amplitudiin, joten solitonit eri amplitudeilla etenevit
eri nopeuksilla. Tamén tyyppisten solitoniratkaisujen olemassaolo osittaisdifferenti-
aaliyhtalolle perustuu dispersiorelaation ja yhtalon epélineaarisuuden vaikutuksien
kumoutumiseen. Eri taajuiset aallot vedessa liikkuvat eri nopeuksilla, mikéa johtaa
useimmiten pulssien hajoamiseen. Jos pulssi on muotoa (2.13), pulssi ei kuitenkaan
hajoa, miké johtuu pohjimmiltaan kenttdyhtélon epélineaarisuudesta [6].
Fysiikassa solitonin méaaritelméa heikennetéadn hieman. Kentén itsessédan ei tar-
vitse olla rajoittunut darelliselle alueelle. Sen sijaan vaaditaan, ettd systeemin ener-
giatiheys on lokaali, muotonsa siilyttava ja vakionopeudella liikkuva funktio. Té-
mé tehdéddn, koska energiatiheys on fysikaalinen suure, mutta kentét eivit aina ole
|6]. Esimerkiksi mittateoriassa kentén sallitaan olla paikkariippuvainen puhdas mit-

ta kaukana solitonista, koska puhdas mitta ei muuta fysikaalisia suureita. Lisdksi
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integroituvuudesta luovutaan, koska suurin osa merkittavisté fysikaalisista systee-
meisté eivit ole integroituvia. Talloin hiukkasten torméaykset eivét ole aina elastisia,
vaan torméyksissé osa energiasta voi vapautua séteilyna eikd hiukkaset aina jatka
lilkerataansa samaan suuntaan kuin ennen torméaysta. Téta tapahtuu erityisesti to-
pologisissa solitoneissa, joita késitelladn seuravassa luvussa. Integroimattomuudesta
huolimatta naita kutsutaan solitoneiksi tai solitonimaisiksi [4]. Hiukkasfysiikassa so-
litonit eroavat alkeishiukkasista siten, etté solitonit ovat ratkaisuja koko epélineaari-
seen kenttayhtdloon, kun taas alkeishiukkaset saadaan kvantisoimalla linearisoidun
kenttdyhtélon ratkaisu [6].

Solitoneille ei usein saada analyyttista ratkaisua, vaan se pitaé etsid numeerisesti.
Erityisesti solitonien dynamiikka on usein vaikea laskea, joten solitonien vuorovai-

kutukset lasketaan pddasiassa numeerisesti [4].

2.2 Topologiset solitonit

Yksi erityinen solitonityyppi on topologiset solitonit. Topologiset solitonit ovat rat-
kaisuja liikeyhtéloille, kuten muutkin solitonit, mutta niiden pysyvyys perustuu ken-
tan topologiaan [4]. Tavanomaiset solitonit ovat homotooppisia tyhjioon, kun taas
topologiset solitonit eivit ole. Topologisen luonteensa vuoksi ne eivéit voi hajota si-
teilyksi tai alkeishiukkasiksi, jotka ovat molemmat homotooppisia tyhjioon.
Kenttateorioiden kenttakonfiguraatiot luokitellaan niihin liittyvan topologian pe-
rusteella. Yleensa vain avaruus on tarked topologian kannalta, joten oletetaan, etta
kyseessd oleva kenttd ¢ on aikariippumaton. Kenttd ¢ on téssé tarkastelussa mieli-
valtainen. Rajoitutaan lisiksi Euklidiseen avaruuteen R¢. Solitonien energiatiheyden
€ oletetaan havidvin ddrettomyydessd r = |x| — 0o, miké asettaa kentélle ¢ rajaeh-
don #drettomyydessi olevalla pallopinnalla S%t. Olkoon kentéin maalijoukko Y eli
kenttd on ¢ : R? — Y. Oletetaan, etté energiatiheyden £ arvoa nolla, eli tyhjioté,

vastaa maalijoukon aliavaruus V € Y. Rajaehdon avulla voidaan sitten méaaritella
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kentdn ¢ rajoittuma addrettomyyteen kuvauksena
¢ STy (2.14)

Jos d = 1, niin SY = {—o0, +o0}. Rajachdon miirittely pallolla, jolla on diretén
side, ei tuota ongelmia, koska kiytannossa kenttien asymptoottista kiyttaytymista
voidaan kuvata avaruuskulmilla, joten topologisesti tilanne vastaa darelliselld pallol-
la maariteltyd kuvausta. Kentédn ¢> topologian maérittelee siis oleellisesti homoto-
piaryhmé 7y 1(V). Toisaalta kentéin ¢ arvot muualla avaruudessa R? ei vaikuta ko-
ko kenttiikonfiguraation ¢(x) topologian luokitteluun. TAmé seuraa siité, ettd R? on
kutistuva, joten siind maaritellyn jatkuvan kuvauksen topologia on aina triviaali, jos
kuvaukselle ei aseteta rajoituksia. Siis kenttédkonfiguraation ¢(x) topologian méérit-
tad tdysin kuvauksen ¢ topologia. Jokaiseen kenttakonfiguraatioon ¢(x) voidaan
liittdd kuvauksen ¢ homotopialuokka, joka kuuluu homotopiaryhméén m,_q(V),
kun d > 2. Arvolla d = 1 topologian méérittaa m (V) x m(V), silld molemmille ra-
joille 00 annetaan arvo joukosta V = mo(V).

Usein homotopiaryhmé my_1()V) on diskreetti, joten kentdn homotopialuokkaan
liittyy sdilyvéd suure, koska diskreetti suure ei voi muuttua, kun kentdn muutok-
set ovat jatkuvia. Tatd suuretta kutsutaan topologiseksi varaukseksi. Yleensé ky-
seessé, oleva homotopiaryhmé on isomorfinen kokonaislukuihin Z ja télléin topolo-
gista varausta vastaava kokonaisluku antaa hiukkasméaédran. Valilla solitonit voivat
pakkautua paallekkiin, jolloin puhutaan N-solitonitilasta erillisten solitonien sijaan.
Positiiviset luvut vastaavat solitoneja ja negatiiviset luvut vastaavat antisolitoneja.
Nolla vastaa tyhjion homotopialuokkaa, eli avaruudessa joko ei ole solitoneja, tai se

sisdltdd saman madran solitoneja ja antisolitoneja.
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3 Kinkki

Tassé luvussa tarkastellaan yksinkertaisimpia skalaariteorioita, joissa on topologi-
sia solitoneja, kinkkejé [4]. Avaruusaika on (1+1)-ulotteinen Minkowskin avaruus.

Lagrangen tiheys on

L= % 60" ) — U (9), (3.1)

misséd ¢ on reaalinen skalaarikentté ja potentiaali U(¢) on reaalinen ei-negatiivinen

funktio. Eulerin-Lagrangen yhtalo téalle on

au8#¢+ag—q(f):0 & ¢—¢”+a%—f):0. (3.2)
Kokonaisenergia on
E= /: (%éﬁ + %¢’2 + U(¢)> d, (3.3)
joka voidaan jakaa kineettiseen energiaan
T= % /Z & dr (3.4)

ja potentiaalienergiaan

V= /_ h (%(ﬁa + U(gzﬁ)) . (3.5)

oo

Oletetaan, ettd potentiaalin U(¢) globaali minimi on nolla, Uy, = 0, jotta koko-
naisenergia olisi adrellinen. Taméa voidaan aina tehda lisiamaéalla potentiaaliin va-
kiofunktio, miké ei muuta kenttayhtaloitd tai energiaa. Oletetaan myos, ettd pis-
teet, joissa minimi saavutetaan, ovat erillisid. Koska kaikki termit kokonaisenergias-
sa (3.3) ovat ei-negatiivisia, tyhjiota vastaa vakiokenttd ¢(t,x) = ¢g, jolle pétee

U(¢o) = Unin = 0. Nyt tyhjioratkaisujen joukko on siis

V= {¢0 | QZ).O = Oa ¢,0 = 07 U(¢0) = Umin = O} (36>

Merkitdén ¢+ = lim, 1 ¢(x) € V, missd raja-arvo méadritetddn kiinnitetylld ja

adrelliselld ajan hetkella. Ratkaisun topologian méaraa pari (¢_, ¢y ), joka kuuluu
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joukkoon V x V = 7y(V) x m(V). Koska pisteet joukossa V ovat erillisia, arvot ¢
eiviat voi muuttua ajassa. Teoriasta 10ytyy siis topologisesti eri ratkaisuja, kunhan
|V| > 1. Jos ratkaisulle pétee ¢, = ¢_, ratkaisu on homotooppinen tyhjioén. Jos
taas ¢ # ¢_, kyseessd on topologinen solitoni, jonka nimi on kinkki. Kinkkia ei
voi muuntaa jatkuvalla muunnoksella tyhjioksi ilman, ettd kentén energia kasvaa
adrettoméksi, silld integraali potentiaalin U(¢) yli on dérellinen vain, jos potentiaali
U(¢) on asymptoottisesti nolla eli kenttd ¢ on asymptoottisesti ¢o. TAmé ominai-
suus tekee kinkistd topologisesti stabiilin, koska kentén aikakehityksessa energian
vaaditaan olevan &darellinen.

Etsitdén staattinen ratkaisu, ¢ = 0, jolloin Eulerin-Lagrangen yhtalo (3.2) on

, OU(9)
36 =0. (3.7)
Tama voidaan ratkaista suoraan:

d¢’ _dUu
= % (3.8)

de¢ d¢/ _dUu
& do o (3.9)
e /gzﬁ’dgb’ = /dU (3.10)
& %gb’? ~-U=0C, (3.11)

missid C' on integrointivakio. Koska darettomyydessa kentéan derivaatta ¢’ ja poten-

tiaali U(¢) haviavat, taytyy olla C' = 0. Nyt saadaan

¢ = +/2U(9), (3.12)

missd +-merkki vastaa kinkkid ja —-merkki vastaa antikinkkié.

Ratkaisuista voidaan kertoa lisdé tarkastelemalla epéyhtaloa 4]

(%gb’ + m)z > 0. (3.13)

Avaamalla sulut ja integroimalla koko avaruuden yli téstd saadaan

/_ h (%fb’? + U(¢)) dr > + /_ Z V2U (6) ¢ dx. (3.14)

[e.e]
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Téassa vasemmalla puolella on staattisen kentdn energia E, joten energia toteuttaa

epayhtalon

E> ]/Z V(@) dx| = ‘/¢ Wdas' . (3.15)

Koska potentiaali U(¢) > 0 ja oletetaan, ettd potentiaali on tarpeeksi sddnnoéllinen,

2
voidaan kirjoittaa U(¢) = % (%) jollekin funktiolle W (¢). Téll6in integraali

edellisessé yhtélossa voidaan laskea ja energialle saadaan alaraja

E>

D+ dW
/¢ _ %dqﬁ‘ — [W(6s) — W(6)]. (3.16)

Alaraja saavutetaan epdyhtdlon (3.13) mukaan vain silloin, kun ¢ = £./2U(¢),
miké on sama yhtald, kuin kenttayhtélosta johdettu yhtélo (3.12). Energian alaraja
(3.16) on siten merkittévé, ettd se riippuu vain topologisesta tiedosta ¢, ja ¢_, ja
se antaa siten energian alarajan jokaiselle homotopialuokalle erikseen.

Energian alarajaa, joka riippuu vain kentédn topologiasta, kutsutaan Bogomol-
nyn rajaksi ja staattista, ensimmaisen kertaluvun osittaisdifferentiaaliyhtaloa, jonka
ratkaisu saavuttaa Bogomolnyn rajan, kutsutaan Bogomolnyn yhtéaloksi. Bogomol-
nyn yhtalon ratkaisut ovat siis myos kenttéyhtéalon stabiileja ratkaisuja. N&itd on
johdettu useille teorioille ja ne ovat usein hyddyllisempiéd kuin kenttayhtalot, jotka
ovat korkeampaa kertalukua [4].

Tarkastellaan tapausta, jossa potentiaali U(¢) on polynomi. Yksinkertaisin ta-
paus, jossa aarellisid minimejé on useampi kuin yksi, on neljinnen asteen polynomi.
Valitaan siis U(¢) = pu + ve? + k¢, missd p, v, A € R ja A > 0. Jilkimméinen
ehto varmistaa, ettd energia on alhaalta rajoitettu. Valitaan liséksi v < 0, jotta po-
tentiaalilla U(¢) olisi kaksi erillistd minimié, jolloin kentélld ¢ voi olla epétriviaali
topologia. Kirjoitetaan k = \/4, v = —m?/2 ja p = m*/(4)), jolloin potentiaalin
U(¢) minimi Uy, = 0 ja voidaan kirjoittaa

U(¢) = ; <m72 - ¢2)2- (3.17)
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Potentiaalilla on minimit kentilli ¢ = m/v/X ja ¢ = —m/+v/A, joten nyt tyhjiorat-

kaisujen joukko on V = {m/v/A, —=m/v/\}. Lagrangen tiheys (3.1) on nyt
1 A [m? 2
= _ hp — 2 = — 2
ja kenttayhtalot (3.2)

m2

D,0"p + A (T — ¢2) ¢ =0. (3.19)

Energian alaraja Bogomolnyn rajan (3.15) mukaan on

P+ X (m? Ao+ [(m? 1
UG

R N A

Sijoittamalla ¢2 = ¢2 = m?/\, saadaan

A2m? 2v/2m?3
E: _—— — —_ _| =
\/;a N 1or = ol =53

VA

VA4, - ¢-)‘ _ 2v2m?

3\

N 3.21

missé madriteltiin N = 2\/_75(¢+ —¢_). Tamén voi méadritelld kinkkien hiukkaslukuna,
silli N = 1, jos ¢ = —m/VA ja ¢ = m/V/\, eli kentté on kasvava ja toteuttaa
talloin yhtalon (3.12) +-merkilld. Antikinkille saadaan N = —1 ja tyhjién homo-
topialuokalle N = 0. Kinkki& vastaava Bogomolnyn yhtélo ¢’ = \/W voidaan

ratkaista suoraan integroimalla.

& d(z) = %tanh (%(x . a)> : (3.22)

missé a on integrointivakio. Kinkkiratkaisu (3.22) kasvaa vililld (—oo, 00) arvosta
—m/+/X arvoon m/v/\ ja saavuttaa arvon 0 pisteessi x = a. Kinkki on lisiiksi anti-
symmetrinen pisteen z = a suhteen, ja energiatiheyden maksimi on myé6s téssa pis-

teessd, joten parametria a voidaan kutsua kinkin paikaksi. Parametri a on ratkaisun
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ainoa vapaa parametri, joten yhta kinkkié vastaava ratkaisuavaruus on isomorfinen
reaalilukuihin R.

Liikkuva kinkki saadaan tekemalld Lorentzin buusti,

o(t,x) = %tanh (%7@ — vt — a)) , (3.23)

missé on asetettu ¢ = 1, jolloin —1 < v < 1 ja vy = 1/4/1 —v2. Tami on yhi

ratkaisu, koska teoria on Lorentz-invariantti.

4 Ginzburgin—Landaun vorteksi

Tassé luvussa tarkastellaan kaksiulotteisessa avaruudessa esiintyvia topologisisa soli-
toneja. Kaksiulotteiset solitonit ovat fysiikassa oleellisia ohuissa kalvoissa tai pinnois-
sa esiintyvissa ilmioissa. Esimerkiksi ohuissa suprajohtavissa levyissa esiintyy ym-
pyrasymmetrisia vortekseja, jotka kuvaavat suprajohteen vuorovaikutusta ulkoisen
magneettikentén kanssa. Suprajohteissa vorteksiksi kutsutaan aluetta, jossa Coope-
rin parien tiheys on nolla. Vorteksit voidaan laajentaa kolmanteen ulottuvuuteen sy-
linterisymmetrisiksi pylvéiksi. Téssa rajoitutaan mitallisiin vortekseihin. Mitalliset
vorteksit ovat kytketty sdhkomagneettiseen mittapotentiaaliin A, ja teorian sym-

metriaryhmé on U(1). Tdma& luku seuraa suurimmaksi osaksi lahdetta [4].

4.1 Ginzburgin—Landaun energia

Avaruus on nyt R? koordinaateilla x = (z',2?), ja avaruusajan koordinaatit ovat
r = (t,z',2?) = (2° 2!, 2?). Skalaarikenttd on kompleksikentti ¢ = ¢1 + iy ja
sihkomagneettinen potentiaali on (A*) = (A% A) = (A%, A, A?). Fysikaalisesti ska-
laarikentén itseisarvon neli6 |¢|* on verrannollinen materiaalin Cooperin parien ti-

heyteen. Séahkomagneettinen kenttdtensori on F,, = d,A4, — 0,4, ja kovariantti
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derivaatta D, ¢ = (0, —ieA,)¢. Teorian Lagrangen tiheys on

1 1— _
L= —ZF,WF*“’ + EDMq&D“qﬁ — %(m2 — $0)?, (4.1)

missd summaukseen kiytetddn Minkowskin metriikkaa. Lagrangen tiheys on sym-

metrinen mittamuunnoksessa

B(w) - € g(z) (42)
Aul@) = A(x) + L 0,0(a), (43)

missd a(x) on reaalifunktio. Oleellinen osa energiafunktionaalista on nyt staattis-
ten kenttien energia, joka ei sisilld potentiaalin A aikakomponenttia Ay. Kenttaten-
sorilla on vain yksi lineaarisesti riippumaton paikkakoordinaatteihin liittyva kom-
ponentti, B = Fjy = 0,45 — 0, A;, joka vastaa avaruuteen R? kohtisuoraa olevaa
magneettikentin komponenttia suunnassa —z?* [4]. Tdmén avulla voidaan kirjoittaa
F,; = &;B ja F;;F7 = 2B? missi ¢;; on Levi-Civitan symboli. Oleellinen energia

on nyt Ginzburgin—Landaun energia (GL-energia)

BlA. o0 = 3 [ (B +D@D0+ 0 B0 . (0

missa on yha summa indeksin ¢ yli, mutta ilman Minkowskin metriikkaa. Kenttéayh-
talot saadaan varioimalla téitd energiaa kenttien ¢, A; ja A, suhteen. Kenttiyhté-

16iksi saadaan

DiDi + 5 (m” ~ 36)6 = 0 (4.5)

e,;0,B + @S (3D;¢ — D) = 0. (4.6)

Vertaamalla alempaa yhtalod Ampéren yhtéloon VxB = J, voidaan tulkita indeksin

noston jalkeen termi

J; =i (6Di¢ — 6D;9) (47)
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sihkovirtana tasossa R2. Jatkossa kiytetdin vain paikkakoordinaateista riippuvia

mittamuunnoksia
P(x) = e“Mg(x) (4.8)

Ai(x) = Ai(x) + é@ia(x). (4.9)

Tarkastellaa seuraavaksi teorian tyhjioratkaisuja. Asetetaan myos kykentévakion
e arvoksi e = 1. GL-energian kaikki termit ovat positiivisia, joten energia on pienin,
kun B = 0, D;¢ = 0 ja |¢p|*> = m® Kenttitensorin F' komponentti B = Fj5 on
nolla, kun sidhkémagneettisen potentiaalin komponentit A; ovat puhtaita mittoja,

eli ensimmainen ehto toteutuu, kun
A; = dia(x). (4.10)
Viimeinen ehto toteutuu, kun
B(x) = meX, (4.11)
Sijoittamlla ndmé ehtoon D;¢p = 0 saadaan

(0; —i0; (a(x))) meX™ =0
& (0ix(x) — dia(x))imeX™ =0

& 0ix(x) = O (x) (4.12)
eli a(x) = x(x) + ¢, missé ¢ on vakio. Tyhjioratkaisut ovat siis

B(x) = meX™) (4.13)

Derrickin teoreeman kayttédmiseen tarvittava energia on

BE(u) = p? By + Ey + B, (4.15)
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jonka derivaatta on
2By — 213 By, (4.16)

Tamé on nolla arvolla = 1, jos By = Ej. Liséksi toinen derivaatta 2F, 4+ 6 *Ey
on positiivinen eli Derrickin teoreeman mukaan energialla saattaa olla minimi tyh-

jioratkaisujen ulkopuolella. Viriaaliteoreema E; = Fjy on auki kirjoitettuna

%/B%zx = %/(m2 — 0¢)*)d*. (4.17)

Tama antaa yhtdlon ulkoisen magneettikentén energian ja skaalaarikentédn potenti-
aalifunktioon U(¢¢) = %(m2 — $¢)? liittyviin energian vilille.
Siirrytddn napakoordinaatistoon laskujen helpottamiseksi. Séadetta r ja kulmaa

0 kiayttamalla saadaan

z' = rcos(6), x* = rsin(f) (4.18)

dz' = cos(0)dr — rsin(6)d6, dz® = sin(0)dr + r cos(0)d6 (4.19)
ja tilavuusmuoto on
dz'dx® = rdrdf (4.20)

Koska mittapotentiaali A on 1-muoto, sen komponentit ovat

Oxt ox?

Ar = AIW + AQW = A1 COS(@) + A2 SID(Q) (421)
ox! Ox? .
Ay = AIW + AQW = —A;rsin(f) + Ayrcos(h). (4.22)

Kenttétensori on 2-muoto, joten sille saadaan

oxt Ox? 0x? Oxt

rg — W%Fm =+ EWFH = TCOSQ(H)F12 — TSiH2<9)F21 = TF12 = TB. (423)
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Metriikka on nyt h = diag(1,—1,—r%), hog = 1, h,, = —1 ja hgy = —1?, joten

GL-energia on

1 1 ., . o A —
E[A(x), ¢(x)] = 5 /R2 (inlkU]le'ijz — 7 Di¢D;¢ + Z(mz - ¢¢)2) d*x

1 27 (e’
_1 / / (W"h* FryFrg — DD,
2 0 0

—h% Dy Dy + g(m2 — 5@5)2) rdrdf

1 27 [oe] 1
=3 _QFT‘OFTG +DT¢DT¢
2 Jo 0 r

+%WD9¢ + g(mQ - Ed))z) rdrde. (4.24)

Tassa kovariantit derivaatat D,.¢ ja D¢ ovat D, ¢ = 0,¢0—1A,.¢ ja Dgdp = Ogp—iAg.

4.2 Vorteksien topologia

Tésséd luvussa tarkastellaan staattisten kenttédkonfiguraatioiden {¢(x), A(x)} topo-
logiaa ddrettomyydessi S1 . Oletetaan, etté kenttikonfiguraation energia on &érelli-
nen. Jotta GL-energiatiheys kaavassa (4.24) voisi olla nolla dédrettomyydessé, vaadi-
taan, ettd patee |¢| — m rajalla |x| — oo, eli kentté ¢ on asymptoottisesti muotoa
B(r,0) ~ meX("?_ Vaaditaan myds, ettd kovariantti derivaatta D, ¢ toteuttaa ehdon
D,¢ — 0 rajalla |x| — co. Tésté ehdosta saadaan
0= Dyo(r,0) = (0, — i A, )meXT?)

< A, = 0.x(r,0) (4.25)

rajalla |x| — oo. Ndmé ehdot vaaditaan, mutta ne eivit ole riittavia.

Voimme aina siirtya radiaalimittaan A, = 0 kdyttadmalla mittamuunnosta
o(r,0) = ¢(r,0)e "0, (4.26)
missa

a(r,0) = — /0 A0, (4.27)
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jolloin saadaan
A, — A, + 0. (—/ A, (1, Q)dr’) =A —A.=0. (4.28)
0

Téssé mitassa kovariantin derivaatan D,.¢ rajaehto D,¢ — 0, kun |x| — oo, muun-
tuu muotoon 0,¢ — 0. Skalaarikentélld ¢ on siis tédssd mitassa jokaisella radiaalisella

suoralla sdteesta r riippumaton raja-arvo
lim ¢(r,0) = $>(0) = mex™©), (4.29)
r—r00

jonka avulla voidaan mééaritelld kenttd ¢ ddrettomyydessd Sl . Radiaalimitassa sé-
teestd r riippuvat mittamuunnokset eivit ole enédéd sallittuja. Kulmasta riippuvat
mittamuunnokset ovat myos kiellettyji, koska funktio €’ ei ole hyvin médritelty
origossa. Ainoa jiljelle jiivi sallittu mittamuunnos on e, missi « on vakio.

Kaksi muuta termid GL-energiassa (4.24) ovat T%FT(;FT(; ja T%ngnggb. Naiden
kerroin 7% lihestyy jo nollaa ddrettomyydessd, mutta avaruudessa R? %2 ei lahes-
ty nollaa tarpeeksi nopeasti saavuttaakseen &arellisen integraaliin. Vaaditaan siis
vield, ettd Frg ja Dy¢ lahestyvit nollaa ddrettomyydessd. Koska radiaalimitassa

F.g = 0,49 — g A, = 0, Ay — 0 rajalla |x| — oo, saadaan mittapotentiaalin kompo-

nentille Ay séteestéd r riippumaton raja-arvo

lim Ay(r,0) = A°(6) (4.30)

rT—00

joka méadrittad kentan Ay adrettomyydessa SL . Termin Dy¢ rajachto antaa télle

Dy¢™ = (95 — iAF(0))meX™ @ =0

o AZ(0) = 9> (0). (4.31)

Etsitdan seuraavaksi kentdn ¢ homotopialuokat. Tyhjicratkaisut ovat muotoa

meX” ) olevat kentiit eli V = S} . Kentén topologian miirittds funktio

p®: S — S, (4.32)
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Kéytetadan néille kulmaparametreja 6 ja kentén ¢ vaihetta x°°(#), jolloin topologian

vol maarittad ekvivalentisti kuvauksella
x> St — st (4.33)

Luvussa (1.2) esitellyn teorian perusteella néiden kenttien homotopialuokat kuu-

luvat homotopiaryhméin 71 (S!) = Z, ja homotopialuokkiin liittyvi kiertoluku on

21 1
N = 00\ * —dv>®
/0 (X)(wa>
1 2

topologisen asteen avulla

= [ o)
= - (C(2m) ~ X*(0)) (434)

Jatkuvuusehto x*°(27) = x*°(0) mod 27 varmistaa, ettd (x> (27) — x*°(0) on luvun
2m monikerta. Kenttdayhtaloiden ratkaisua, jonka kiertoluku on N = 1, kutsutaan
vorteksiksi. Jos N > 1, ratkaisu on multivorteksi.

Varmistetaan vield, ettd kiertoluku on mittainvariantti. Olkoon g(x) = &)
mittamuunnos. Jokaisella kiinnitetylld siteelld 7, funktio g(x) on kuvaus g : S* —
U(1) 2 St eli kuvauksella ¢ on kiertoluku N, (r). Mittamuunnoksen sileys origossa
vaatii, ettd origon jossakin ympéristossia B(0,€) = {x € R||x| < ¢, ¢ > 0} kiertoluku
Ny(r) on nolla eli Ny(3¢) = 0. Koska kiertoluku on kokonaisluku ja mittafunktio
g(x) jatkuva funktio, téytyy olla Ny(co) = N,(e) = 0. Kiertoluku on additiivinen,
joten mittamuunnoksen jélkeen kentdn ¢> kiertoluku on sama, N + N,(oo) = N.
Kiertoluku on siis mittainvariantti.

Kirjoitetaan kenttitenosori 2-muotona F = Fyada! A dx? = Bdx' A da® = dA,

jolloin saadaan kaavan (4.23) ja Stokesin teoreeman avulla

1 1
— Bd*z = — dA
27 R2 ™ JR2
1 2

= o= | A%(6)ds (4.35)
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Yhtélon (4.25) ja kaavajonon (4.34) toisen rivin perusteella tdmé on

1 1 27
— | Bd’z = — / px>*(0)d = N, (4.36)
0

21 Jre 2m

eli magneettivuo ¢ = fRQ Bd*r = 27N on kvantittunut 27 monikerroiksi.

Jotta kentté ¢ voisi olla siled kaikkialla, kun kiertoluku on N # 0, kentéan ¢ téy-
tyy olla nolla joissakin pisteissd {x(1),X(2), ..., X(p)}. Yhden pisteen ympéri kiertdess
kentdn ¢ vaihe kasvaa m;2m verran, missd n; on pisteen x(; kiertoluku. Jos kierre-
tadn usean pisteen ympéri, kiertoluvut summataan. Kiertamalla kaikkien pisteiden
ympari, saadaan summasta N. Piste, jossa ¢ = 0, tulkitaan vorteksin paikaksi, silla
téssi |¢|? on nolla, eli Cooperin parien tiheys on nolla. Kentén ¢ jatkuvilla muun-
noksilla sen nollakohtia voidaan siirtda. Kaksi nollakohtaa, kiertoluvuilla n; ja ns
voidaan esimerkiksi siirtda paallekkiin, jolloin tdmén nollakohdan uudeksi kiertolu-
vuksi tulee ny +no. Jos ny = —ns, vorteksitilat annihiloivat toisensa. Toisaalta tdméa

voidaan tehda myos toiseen suuntaan.

4.3 Vorteksiratkaisut

Tarkastellaan seuraavaksi mahdollisia vorteksiratkaisuja eksplisiittisesti. Asetetaan
kisittelyn yksinkertaistamiseksi m = 1. On luonnollista etsid kiertosymmetrisi rat-
kaisuja yksittaiselle vorteksille. Teorian siirtoinvarianssin perusteella voidaan olet-
taa, ettd vorteksin paikka on origossa. Kéytetddn yhé napakoordinaatteja (r,0).
Miéiritelldén kiertosymmetria avaruuden R? rotaatioryhmén SO(2) ja kentén ¢ si-
sdisen symmetriarymén U(1) avulla. Olkoon R(3) € SO(2) avaruuden R? rotaatio
R(B): 06— 0+ ja R(B) € U(1) kentén ¢ globaali rotaatio R(3) : ¢ — ¢¥¢.

Méiritelldéin yhdistetty muunnos (R(8), R(kf)), jolle madritelldén tulo

(R(B1), R(kB1)) - (R(B2), R(kpBa)) = (R(By + B2), R(k(B1 + f2))).- (4.37)
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Vaaditaan, ettéd k on kokonaisluku, jotta (R(27), R(k27)) olisi identiteettikuvaus.

Maaritelladn, ettd kenttd ¢ on invariantti tdssé muunnoksessa, jos
o(r, R(8)0) = R(B)¢(r,6)
& o(r,0+ B) = e o(r,0). (4.38)

Merkitédén f(r) = ¢(r,0). Invarianssi ehto antaa nyt

o(r,0) = ™ f(r). (4.39)

Koska f(r) on kulmasta riippumaton, kenttdkonfiguraation ¢(r,6) kiertoluku voi-

daan identifioida vakion k kanssa. Kirjoitetaan siis suoraan

o(r,0) = N0 f(r). (4.40)

Mittamuunnos e*V? on vakio avaruudessa, joten potentiaali A ei muutu téissid muun-
noksessa. Potentiaali A on siis symmetrinen avaruuden kierrossa vain, jos se on

kulmasta riippumaton. Kiertosymmetriset kentét ovat siis muotoa

o(r,0) = e f(r) (4.41)
An(r,0) = A.(r) (4.42)
Ag(r,0) = Ag(r), (4.43)

Kirtosymmetrian lisiksi vaaditaan peilaussymmetria ¢(r, ) = ¢(r, —8), eli peilaus
avaruudessa vastaa peilausta kentdn ¢ arvoavaruudessa. Vaatimalla tatd kentélle
(4.41) saadaan V0 f(r) = NV f(r), mistd seuraa, ettd funktion f(r) téytyy olla re-
aalinen. Tam4 tarkoittaa, N-solitonitilan V% f(r) ja — N-antisolitonitilan e~V f(r)
ainoa ero on vaiheen kasvusuunta, mikd on my6s luonnollinen oletus yritteelle.
Siirrytaan radiaalimittaan A, = 0. Rajaehdot ovat nyt kaavojen (4.29) ja (4.31)
mukaan lim, ., f(r) = 1 ja lim, o, Ag(r) = 9px>°(0) = N. Vorteksin paikka valit-
tiin origoon, joten funktion f arvo on origossa f(0) = 0. Mittapotentiaalin kulma-

komponentille Ay vaaditaan Ap(0) = 0, jotta se ei olisi singulaarinen origossa.
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GL-energia (4.24) on nyt

E[A(x / / ( 0, A0, Ag + 0, (N7 £)0, (e f)

+ ﬁ(ag — ZA@) (eiNef)(ag — ZA@) (GiNef)

2(1 N0 fiNO ) ) rdrdf

(B2
PN AP0 PR ()

Kenttayhtalot ovat

df 1df 1 : A 9
W—i_;%_r_?(N_Aa)f—i_i(l_f)f_O’ (4'45>
dQAg ]_dAg 2

missé ensimmaéinen yhtélo saatiin varioimalla funktion f(r) suhteen ja toinen yht&lo
varioimalla kentdn Ay (r) suhteen.

Tarkastellaan funktion f kdyttdytymistd origon ympéristossd. Yhtalossa (4.45)
voidaan talloin olettaa, ettd termissa —T%(N — Ag)*f lineaarinen osa —]X—; f on joh-

tava termi, ja ettd | — ]X—;ﬂ > [2(1 = ) f|, koska & > 0, jolloin saadaan yht&ld

CF 1N, (4.47)

dr?  rdr 72

Talld on ratkaisut
flr) =Cr=r, (4.48)

missa C' on vakio, silla

f  1df N’

gt g = ENEN - DO ENCHY - NIOHYE =0, (449)

Rajaehdon f — 0 tiyttdi ratkaisu f(r) = Cr"V. N-vorteksiratkaisulla on siis origon

ympiristossi johtava termi C(re?)N.
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Osoitetaan vield, ettd kenttayhtélot (4.5) tayttaville kentélle ¢ pétee |¢| < 1.
Olkoon W(x) = 1 — |¢p(x)|. Tiedetédén, ettéd vorteksiratkaisulle ¢(a) = 0 jossakin
pisteessd x = a ja |p(x)| — 1 dédrettomyydessd. Jos |p(x)| on suurempi kuin yksi
jossakin pisteessé, silld on myos maksimi jossakin pisteessé, joka ei ole darettomyy-
dessé. Téssa pisteessd funktiolla W on minimi ja téytyy olla W(x) < 0. Osoitetaan,
ettd W (x) > 0 pisteessé, jossa funktiolla W on minimi, jolloin |¢| < 1. Téllaisessa

pisteessd 0;0;W (x) > 0, missé on summa indeksin 4 yli. Lisddmaélla nolla saadaan
W = —0,0¢ — 0¢
= —(0; +i4,)9¢ — 9(0; — iA;)
= —Di¢p — ¢Dio, (4.50)
ja samaan tapaan
0,0W = —D; D6 — éD; Do — 2D;0.D; . (4.51)
Kéyttamaélld tahén liikeyhtalod (4.5) saadaan

0:0W = M1 — |¢*)|¢]* — 2DioDi¢

= AW |¢|* — 2D;¢D;¢p (4.52)
eli
MWV o> = 0;0W +2D;¢D;p > 0. (4.53)

Siis W > 0 eli |¢| < 1.

On osoitettu, ettéd kaikilla A > 0 yhtéldille (4.45) ja (4.46) on olemassa ratkaisu,
mutta ratkaisu ei ole aina stabiili kaikilla parametrin A arvoilla [7]. Vain tapaukses-
sa |N| = 1 ratkaisu on stabiili kaikilla A > 0. Jos |N| > 2, ratkaisut ovat stabiileja,
kun A < 1 ja epastabiileja, kun A > 1. Ensimméisessa tapauksessa siis lahella olevat
vorteksit pyrkivat muodostamaan suuria multivortekseja, ja jalkimmaisessé tapauk-

sessa multivorteksi pyrkii hajoamaan useaksi vorteksiksi, jotka hylkivét toisiaan.
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Arvo XA = 1 on kriittinen arvo, jolle on 16ydetty suurempi joukko ratkaisuja. On
osoitettu, ettd stabiilien ratkaisujen avaruus on isomorfinen avaruuteen RV, missi
N on kentdn ¢ kiertoluku [8]. Jokaista pistettd ((x1,41), (2,92), ..., (TN}, YN])) €
R2INl vastaa yksikésitteinen ratkaisu, joka koostuu joko vain vortekseista tai anti-
vortekseista. Piste antaa vorteksien paikat tasossa. Jos sama piste esiintyy monta
kertaa, niin pisteen lukuméarad antaa kyseisen vorteksin kiertoluvun. Perustellaan
ratkaisujen stabiilius GL-energian avulla.

GL-energia (4.4) voidaan kirjoittaa nelioksi taydentdmalld muotoon

1

EIAK). 06 = 5 [ { (B - &m) (D6 T 1D23) (D16 + iD2o)

+ B —i(01(¢Dagp) — 82($D1¢))}dx2. (4.54)

Téssé viimeinen termi on roottori kahdessa ulottuvuudessa, joten Stokesin teoree-
man perusteella sen intergraali avaruuden R? yli voidaan antaa kiyriintegraalina
ddrettomyydessd. Rajaehtojen |¢| — 1 ja D;¢ — 0 perusteella tdméa kiyraintegraali

hévidé. Lisdksi integraali termin B yli on kaavan (4.36) mukaan 27 N. Néiden avulla

saadaan
ElA(x),0(x)] = %/]1@ { (B - %(1 - 5@) + (D19 +iDy¢) (D10 + iD2¢)} da?
+ N (4.55)

Integraalitermi on selvésti ei-negatiivinen, joten energialle saadaan alaraja £ > 7w N.
GL-energia on symmetrinen muunnoksessa ¢ — ¢, A — —A. Suorittamalla timé
muunnos ylla olevaan kaavaan saadaan

1

PIAG). 660 =5 [

2
2 (—B - %(1 - aas)) + (D16 —iDy6) (D16 — iDsg) | dar?

— 7N, (4.56)

joka antaa alarajan E > —mN. Kokonaisuudessaan siis saadaan Bogomolnyn raja

E > w|N|. Jos N > 0, ensimméisessé tapauksessa alaraja saavutetaan, kun inte-
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graalitermi haviaa eli

Di¢p+iDyp =0 ja B — %(1 — $¢) = 0. (4.57)
Kun N < 0, alaraja saavutetaan toisessa tapauksessa, kun

Di¢ —iDyd =0 ja B + %(1 — ¢¢) = 0. (4.58)

On osoitettu, ettd ensimmaisen yhtaloparin ratkaisut siséltévit vain vortekseja ja
toisen yhtéloparin ratkaisut vain antivortekseja [8]. Namé ovat ensimmaisté kerta-
lukua olevia osittaisdifferentiaaliyhtéloitd, kun taas kenttdyhtélot ovat toista kerta-
lukua. Néiden yhtéaloiden ratkaisut ovat automaattisesti stabiileja, koska ne saavut-
tavat minimienergian w|N| omassa homotopialuokassaan. Ratkaisujen olemassaolo
on todistettu ja niiden avaruus on aiemmin mainittu R?V. Oleellinen huomio on,
ettd energian alaraja ' = m|N| on riippumaton vorteksien paikasta, joten vortek-
sien vililld ei ole voimia. Tamé perustelee sité, ettéd stabiileja ratkaisuja on kaikille

paikkakoordinaateille ((x1,y1), (2, ¥2), .., (T)np, yvy)) € RV

4.4 Vorteksit fysiikassa

Fysiikassa GL-teorialla voidaan kuvata suprajohteita [9]. Kentén ¢ itseisarvon neli6
|#]? on verrannollinen aineessa esiintyvien Cooperin parien tiheyteen, ja kuvaa titen
aineen suprajohtavuutta. Kun ¢ = 0, aine on normaalissa tilassa, ja arvolla ¢ = 1
aine on taysin suprajohtava. Suprajohtavassa tilassa aine pyrkii sulkemaan ulkoi-
sen magneettikentdn aineen ulkopuolelle. Suprajohteita on kahta tyyppia, tyyppia I
ja tyyppia II. Tyypin I suprajohteilla on yksi kriittinen magneettikenttd Hj, jonka
ylittyessd aineen suprajohtavuus katoaa, ja magneettikenttd tunkeutuu aineen la-
pi. Tyypin II suprajohteilla kriittisid magneettikentén arvoja on kaksi, Hy, ja Hy,,
missa Hy, < Hy,. Magneettikentan arvon Hj, alapuolella aine on tdysin suprajoh-

tavassa tilassa ja arvon Hj, yldpuolella normaalissa tilassa. Naiden vélissa tyypin II
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suprajohde on tilassa, missa siihen syntyy vortekseja, jotka paastavat magneettiken-
tan niiden 14pi ohutta nauhaa pitkin. Témén nauhan keskelld aine on normaalissa
tilassa, ja sen ulkopuolella lahestyy nopeasti tdysin suprajohtavaa tilaa. Kuten ai-
emmin néytettiin, magneettivuo nédiden vorteksien lapi on kvantittunut.

Tyypin II suprajohteita kuvaa GL-teoria kytkentdvakion arvot A > 1. Téssa
tapauksessa vorteksit hylkivit toisiaan, mutta ovat kutenkin rajoitettu &érellisen
kokoiseen kappaleeseen, joten ne pyrkiviat muodostamaan hilarakenteita [9]. Kyken-
tavakion arvot A < 1 kuvaavat tyypin I suprajohteita. Vaikka vorteksiratkaisuja
loytyy myés tésséd tapauksessa, niité ei suprajohteissa yleensé esiinny, koska energia
on pienempi silloin, kun ulkoinen magneettikentta lapéisee koko kappaleen vortke-
sien muodostumisen sijaan. Tietyissd tapauksissa myos tyypin I materiaaleissa voi
esiintyd tyypin II suprajohtavuutta, jolloin niissd on mahdollista luoda vortekse-
ja. Tata tapahtuu erityisesti ohuissa tyypin I materiaalista koostuvissa kalvoissa.
Ginzburg-Landau teoriaan perustuvat simulaatiot ennustavat seké yksittaisten vor-
teksien (IV = 1), ettd suurten N-vorteksien esiintymisen [10]. Suuria N-vortekseja
voi syntya vorteksien vililla esiintyvan vetovoiman ansiosta. Molempia vortekseja

on havaittu myos kokeellisesti [11, 12].

5 Magneettinen monopoli

Magneettinen monopoli on hiukkanen, joka toimii magneettikentén lahteené, kuten
sahkoisesti varattu hiukkanen toimii séhkokentén lahteena. Magneettinen monopoli
on hypoteettinen hiukkanen, jota ei esiinny Maxwellin sahkomagnetismin teoriassa
eiké tavallisessa standardimallissa. Niité esiintyy kuitenkin suurissa yhtenaisteoriois-
sa, jotka ovat kandidaatteja maailmankaikkeuden alussa vallitsevalle teorialle, jossa
vahva vuorovaikutus ja sidhkoheikko vuorovaikutus yhdistyvét, ja tietyissa standar-
dimallin laajennuksissa. Taten magneettiset monopolit ovat térkea osa selittdmaan

nuorta maailmankaikkeutta ja kosmologisia havaintoja [13, 14]. Toinen térked seu-
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raus magneettisten monopolien olemassaololla olisi sahkovarauksen kvantisoitumi-
nen alkeisvarauksen monikerroiksi. Magneettinen varaus ¢ ja sdhkdinen varaus ¢

toteuttaisivat aina yhtalon [15]

gq
~— c 7. 1
2mh < (5.1)

Tama yhtalo johdettiin ensimmaisend Maxwellin teorian laajennukselle, joka sisaltaa
magneettisia monopoleja, mutta kaikki teoriat joissa esiintyy magneettisia monopo-
leja sisaltaviat saman tyyppisen yhtalon. Magneettisen monopolin siséltéava teoria
selittéaisi siis suoraan siahkdvarauksen kvantisoitumisen.

Suuria yhtenéisteorioita on useita, ja téssé keskitytadn yksinkertaisimpaan kent-
tateoriaan, jolla on samantyyppinen rakenne kuin suurilla yhtenéisteorioilla. Té-
mé on SU(2) Yangin—Millsin teoria, jossa esiintyy 't Hooftin—Polyakovin mono-
poleja [16]. Oleellinen yhteys tdmén teorian ja suurien yhtendisteorioiden valilla
on teorioiden ei-Abelisuus ja symmetriaryhmén hajoaminen ryhméén, joka sisaltaa
sihkomagneettisen symmetriaryhmén U(1) [14]. Kaikki téllaiset teoriat eivit kui-
tenkaan siséllda monopoleja. Esimerkiksi sdhkoheikossa teoriassa symmetriarikko on
SU(2) x U(1) — U(1), mutta siind ei esiinny monopoleja. SU(2) Yangin-Millsin
teoriassa symmetriarikko on SU(2) — U(1). Tama4 luku seuraa pédasiassa lahteita

[4, 17].

5.1 ’t Hooftin—Polyakovin monopoli

Kentdt SU(2) Yangin-Millsin teoriassa ovat SU(2) mittapotentiaali A, ja Higgsin
kenttd @, jotka ovat su(2)-arvoisia, ja kuuluvat ryhmén SU(2) adjungaattiesityk-
seen. Lien algebralle su(2) kiytetddn kantaa {t* = i7%|a = 1,2,3}, missd 7% ovat

Paulin matriisit

o
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[
~
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o
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Kannan alkiot toteuttavat kommutaatiorelaation
1, 8] = ~2eanet, (5.3)
missé €, on Levi-Civitan symboli, ja normalisointiehdon
tr(t") = —20. (5.4)
Kannan avulla kirjoitettuna kentét ovat
A, =AY ja @ =97 (5.5)

missé komponentit Aj ja ®* ovat reaalisia. Higgsin kentédn ® kovariantti derivaatta

ja kenttatensori ovat
D,¢ = 0,9+ g[A,, D], (5.6)
Fp,u = 8MAV - al/Au + g[A/u Au]v (57>

misséd g on kytkentdvakio, jolle asetetaan jatkossa arvo g = 1. Kenttétensori F),,

toteuttaa Bianchin identiteetin
M Dy F,, = 0. (5.8)
Teorian Lagrangen tiheys on
1 v 1 A 2\2
L= gtr(FWF’ ) — Ztr(DMQD“q)) — Z(l —|®]%)%, (5.9)

missid A > 0 on reaalinen kytkentévakio, ja missi on mééritelty normin nelié |®|* =
—2tr(®?). Kéyttamélld kantaesitystd (5.5) ja normalisointiehtoa (5.4) normin nelid

voidaan kirjoittaa komponenttien & avulla myés muodossa

1
92 = S tr(#?)
1
= ——tr(d* " DY)
2
— cbaq)bé‘ab

= PO, (5.10)
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Lagrangen tiheys on symmetrinen mittamuunnoksissa
O(x) — g(2)®(x)g *(z), (5.11)
Au(@) = g(2)Au(x)g™ (2) — Gug(x)g ™ (2), (5.12)

missé mittafunktio g(x) SU(2)-arvoinen. Kenttitensorin F},, ja kovariantin derivaa-

tan D, ® mittamuunnokset ovat

Fu(2) = g(@) Fu(2)g™ (), (5.13)
D, (x) — g() D, ®(x)g ™ (). (5.14)

Lagrangen tiheyden symmetria nédissé muunnoksissa seuraa suoraan jaljen sykli-
syydesta. Lagrangen tiheydelld on myos diskreetti symmetria © — —z, & — —,

A — —A. Kenttayhtalot Lagrangen tiheydelle (5.9) ovat

D,D"® = \(1— |®]*)® (5.15)

D,F" = [D'®, ®]. (5.16)

Kirjoitetaan Lagrangen funktio L = ng Ld3x muodossa L =T — V, missid T on

kineettinen energia

1 1
R3 4 4
ja V koostuu potentiaalienergiasta
1 1 A 212\ 53
R3 8 4 4
missd merkitddn F; = Fp;. Normalisointiehtoa (5.4) kiyttadméalla nahdaan, ettd kaik-
ki termit energiassa £ = T + V ovat ei-negatiivisia, joten sen minimi saavute-
taan, kun kaikki termit ovat nolla. Tyhicratkaisut toteuttavat siis ehdot |®|*> = 1,
D,® = 0ja F,, = 0. Ehto F,, = 0 téyttyy kun mittapotentiaali on puhdas mitta
eli A, = —0,997". Ehto |®|*> = 1 voidaan kirjoittaa kaavan (5.10) mukaan myds

muodossa $*P* = 1. Tamé méadrittdd yksikkopallon avaruudessa su(2).
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Mittamuunnosten avulla voidaan aina valita tyhjioksi A, = 0 ja ® = ¢3. Tyhjio
on muuttumaton mittamuunnoksissa, joille pitee g(x)t>g~!(z) = 3. SU(2)-arvoiset
funktiot ovat muotoa g(z) = eX"®* joten kommutaatiorelaation (5.3) perusteel-
la vain mittamuunnokset g(x) = eX’@F thvttivat timén ehdon. Koska tyhjiossi
D,® = 0 ja F,, = 0 kaikkialla, ndmé pétevat myos mittamuunnoksen jilkeen
muunnosten (5.13) ja (5.14) perusteella. Rikkoutumaton symmetriaryhmé on siis
alkion ¢ generoima ryhmé U(1). Toisaalta tyhjioksi voitaisiin valita mitkd tahansa
tyhjioratkaisut A, (z) ja ®(z), jolloin jéljelle jadvat mittamuunnokset ovat muotoa
g(z) = eX(®)2(®) Siis jokaisessa pisteessi z rikkoutumaton symmetriaryhmé on al-
kion ®(x) generoima ja isomorfinen ryhmén U (1) kanssa. Teoriassa on siis symmet-
riarikko SU(2) — U(1).

Rajoitutaan kenttien topologian tarkastelua varten stattisiin kenttiin, ja olete-

taan myos, ettd Ag = 0. Oleellinen energia on nyt potentiaalienergia V/,

1 1 A
V= / L e(FyFy) — ~tr(Di®D,®) + 2 (1 — [82)° ) dPx, (5.19)
s \ 8 1 1
ja kenttéayhtélot ovat
D;D;® = —\(1 — |®*)® (5.20)
D,F; = —[D;®, ] (5.21)

Tyhjiratkaisut tdyttavit ehdot |®(x)[* = 1, D;®(x) = 0 ja A;(x) = —9;9(x)g~*(x).
Varmistetaan monopolien olemassaolon mahdollisuus Derrickin teoreeman avul-

la. Skaalatun avaruuden energiafunktionaali on

1 1 A 1
Vi(p) = / (—§N4tr(EjFij) - Zp?tr(Di@D,-@) + 1(1 - |®|2)2) —d*(ux),
R3 o

1 1

Tamin derivaatalla V; — u =2V, — 3u~4V, on nollakohta arvolla p = 1, jos ener-

giat toteuttavat viriaaliteoreeman V; = V5 + 3. Kyseessd on minimi, koska toinen
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derivaatta arvolla = 1 on 2V5 + 12V}, joka on positiivinen, kun kentta ei ole tyh-
jioratkaisu. Derrickin teoreema ei siis sulje pois stabiileja solitoniratkaisuja.
Kentin @ topologian méirdd kuvaus adrettomyydestd S% yksikkopallolle S?,
jonka médras ehto ®*®* = 1. Tyhjidavaruus on siis V = S? ja kentit kuuluvat ho-
motopialuokkiin, jotka méadrdd homotopiaryhméi my(S?) = Z. Solitoniratkaisuihin
liittyy siis kokonaisluku N = Z. Etsitdan aluksi ratkaisua arvolle N = 1.
Yksinkertaisin yrite ratkaisulle, jolla on topologinen varaus N = 1, on pallosym-

merinen funktio

O(x) = h(r)—t, (5.23)
r
missé reaalifunktio h(r) riippuu vain etiisyydesté origoon, r, ja (z%/r) ovat pistee-

seen x osoittavan yksikkovektorin komponentit. Ehto
1 =0°d* = h(r)*~"— = h(r)? (5.24)

toteutuu, kun valitaan funtkiolle h(r) rajachto lim, ,o h(r) = 1. Kuvauksen ®(x)
kiertoluku Airettémyydessé on nyt selviisti N = 1. Adrettomyydessi derivaatalla
0;9* on asymptoottinen muoto

agt 1 x

L2 )Z;wm—jgdu—, (5.25)

@@“ — (5ia_ —
r

r3
joka ei vihene tarpeeksi nopeasti, jotta termiin D;®D;® liittyva energia olisi dérel-
linen. Tésté syystd kovariantin derivaatan (D;®)* = 0;P% — 2€4.,, A2 jélkimmiisen
osan taytyy sisaltda termi, joka kumoaa tdméan hajaantuvan derivaattatermin. Té&l-

lainen termi on

“ 1 2
AY = __E’ijaﬁ7 (526)
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SLE e

missé kdytettiin Levi-Civitan symbolin ominaisuutta €peq€pij = 0¢ifaj — 0¢j0qi- Mit-
tapotentiaali voi sisdltdd myos termin, joka vdhenee tarpeeksi nopeasti. Valitaan

sellainen termi, etté

1 2

A = =1 = k(r)esia s, (5.28)

1

missé reaalifunktio k(r) toteuttaa rajachdon lim, ,. k(r) = 0. Kentdt (5.23) ja
(5.28) ovat yritteet mononpoliratkaisulle. Jotta ndma kentét eivét olisi singulaarisia
origossa, vaaditaan funktioille h(r) ja k(r) origossa raja-arvot h(0) = 0 ja k(0) =

2

Tarkemmin, vaaditaan vahintddn h(r) ~ r ja (1 — k(r)) ~ r* origon ympéristossa,

jotta kenttien komponentit ®* ja A¢ eivét olisi rajalla verrannollisia yksikkdvektoriin
(x/r).
Sijoittamalla yritteet (5.23) ja (5.28) kenttdyhtéloihin (5.20) ja (5.21) saadaan

funtkioille h(r) ja k(r) kenttayhtalot

d*h 2dh 2

- o7~ 2 12

ot = SR = A1 = W), (5.29)
k1, ,
3 = (K = Dk +an’k, (5.30)

Yhtéloille 16ytyy ratkaisut kaikilla A > 0, joten muotoa (5.23) ja (5.28) olevia mo-
nopoliratkaisuja on olemassa [4].

On mahdollista loytdd myos sellaisia ratkaisuja, joille mittapotentiaalin kom-
ponentti Ag ei hévid. Tallaisia ratkaisuja kutsutaan dyoneiksi, ja niilld on myos

sahkovaraus [18].
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5.2 Magneettinen varaus

Jotta voisimme méaritelld magneettisen varauksen ja magneettikentén, taytyy aluksi
maééritella kenttatensori f,,, joka vastaa fysikaalisia suureita. Oletetaan, etté kentta
® on jollakin avaruuden alueella muotoa ® = h(x)®, missi h(z) on positiivinen
ja |®2 = 1. Oletetaan, etté témé kenttd on lihelld tyhjidratkaisua siind mielessé,
etti D,® = 0. Tallsin saadaan D,® = (8,,h)®, joka on lihelld nollaa, kun Oyh on
pieni. Kentté (5.23) toteuttaa tdmén asymptoottisesti. Yhtélon Du(i) = 0 toteuttaa

mittapotentiaali

1 A A A
A, = 10,8, 9] + 0,8, (5.31)

missé a, on mielivaltainen reaaliarvoinen nelivektori. Téma voidaan osoittaa laske-
malla kovariantin derivaatan DMCT) = 8u<f> +[A,,, ®] toinen termi,
1 A Al A A A
[Am ] = Z[[aﬂq)v D], d] + a’,U«[CI)v P
1 ~asrbarc a b ¢
= Zaﬂq) (I) (I) [[t 7t ]7t ]
~asrbac

1
= 5Oy ® D [te, ]

casrbac
== eabdedceﬁud) N ONAS

— 9,0 D Dt — 9,0 D P te
— 9,0°0°D — 9,599
= 0,9, (5.32)

misséd kiytettiin tietoja €gup€ice = OacObe — Oaedbe, PP =1 ja 8M<i>c<f>c = 0. Vii-
meinen ominaisuus seuraa siita, etta o ja auti) ovat kohtisuorassa toisiinsa ndhden

komponenttiavaruudessa. Potentiaalista (5.31) laskettu kenttétensori on

F., = (%tr([a@, 9, ®]®) + d,a, — a,,au) d. (5.33)

Téama on su(2)-avaruudessa Higgsin kentdn ® suuntainen. Lahelld tyhjiota kentta-

tensorilla £, on siis lokaalisti vain rikkoutumattomaan U(1)-symmetriaryhméaén
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liittyva komponentti. Seuraavaksi ndhdadn myos, ettd tdmé komponentti toteuttaa
Maxwellin yhtélot, joten se on sopiva analogia klassisen sdhkddynamiikan kentté-
tensorille.

Maaritelladn mittainvariantti ja skalaariarvoinen kenttétensori

~a

1 A
f = —50(Fu®) = Fi, 8" (5.34)

Tamé on mittainvariantti mittamuunnosten (5.11) ja (5.13) ja jéljen syklisyyden
perusteella. Sijoittamalla téhén kenttéitensori (5.33) ja kiyttamalla yhtilod |O[2 =

—%tr(@)Q) = 1 saadaan

1

Juw = gtr([é?u(i), 9,®]®) + d,a, — dya,. (5.35)
Koska
D,® = 9,0, (5.36)
Dy F* = Dy(f*®) = (9, f*)® (5.37)
ja
[D,®,®] = (9,h)h[®, D] = 0, (5.38)

kenttayhtalot (5.20) ja (5.21) ovat nyt muotoa

9,0"h = A(1 — h*)h, (5.39)
o f* =0. (5.40)
Ensimmainen yhtéalo on epélineaarinen aaltoyhtélo skalaarifunktiolle h. Toinen yh-
talo on samaa muotoa kuin epdhomogeeninen Maxwellin yhtdlé d,F* = j”, kun

laitetaan virta nollaksi. Kenttatensori (5.35) toteuttaa my6s homogeenisen Maxwel-

lin yhtalon

P s f . = 0. (5.41)
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Téamé nahdaan huomioimalla aluksi, etta
1 . SN
P f, = geo‘ﬁ“”tr([au@, 0,9]03), (5.42)

koska symmetriset derivaattatermit 3,3@@) ja 0g0,a, hividvat summassa. Liséksi
GM@, 9,d ja 856) ovat kaikilla indekseilld lineaarisesti riippuvia, koska ne ovat kom-
ponenttiavaruudessa pallon pinnalla. Tllgin termit tr([9,®, d,®]d5P) koostuvat ter-
meista tr([@,}f, 8,,@3]8#5@) ja tr([@uﬁ), 8,,@)}(%@)), jotka haviavat jaljen syklisyyden pe-
rusteella. Kenttéatensori (5.35) on siis edelld kdydyn perusteella toimiva analogia
magneettikentdn maarittelya varten.

Oletetaan seuraavaksi, ettd kenttd on staattinen, ja ettd mittapotentiaalin kom-

ponentti Ay on Ag = 0. Méaritellddn sdhko- ja magneettikentét kuten normaalisti,
E; = fon (5.43)

ja

1

Oletuksien perusteella kenttdtensorin komponentit Fp; ovat nollia, eli myos fo; ja
taten FE; haviavat, joten monopolilla ei ole sahkoistd varausta. Kayttamalld maari-
telmés (5.34) ja asymptoottista mittapotentiaalia (5.26) sekii kenttds & = (z¢/r)
magneettikentéksi (5.44) saadaan

1 X

B, = —5Cijk (@AZ — OpAj — QeabcA?AZ) d
= —eijkﬁjAzi)C + eijkeabcA?AZCif
7

=53 (5.45)

Téssa tarvittiin kaavoja €;r€iap = 0ja0kp — Ojp0ka ja 0jx0;x = 3. Magneettikentté
on siis asymptoottisesti radiaalinen, eli avaruudessa on magneettinen monopoli. Jos

magneettikentta kirjoitetaan muodossa
g«
B =22
Y K

(5.46)
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nahdéaén, ettd monopolin varaus on g = —27.

Magneettisen monopolin varaus voidaan maérittda myos kentéan topologian avul-
la. Oletetaan, ettd kentté lihestyy tyhjiota ddrettomyydessda S2, eli D;® = 0. Oleel-
linen kenttd on & : S2 — S2 jolla on topologinen varaus N. Muunnetaan laskuja
varten kentti & mittaan, jossa se on & = #3 lihes kaikkialla. Muunnoksen voi tehdé
kaikkialla vain, jos kenttd kuuluu tyhjion homotopialuokkaan. Maaritellddn mitta-
muunnos ¢y, joka on maaritelty kaikkialla lukuunottamatta pienta aluetta 'eteldna-

van’ ymparilld, ja jonka maarittelee yhtalo
S
gN(I)gN =t (547)

Maaritelladn samoin toinen mittamuunnos, gg, joka on maéritelty kaikkialla lukuu-

nottamatta pientéd aluetta 'pohjoisnavan’ ymparilld, ja jonka maérittelee yhtalo
gsbgs' = (5.48)

Muunnoksien gy ja g¢ maéarittelyalueiden leikkauksessa molemmat yhtéloista to-
teutuvat. Ratkaisemalla jalkimmaiistd yhtalostd @ ja sijoittamalla se ensimméiseen

saadaan

gngs ' tasgy' =t & (gnvgs )t (gvgsh) =3 (5.49)

eli leikkauksessa muunnos 2 = gNg§1 sailyttaa kentéan d = 3, eli se kuuluu alkion
t3 generoimaan ryhmén SU(2) aliryhmédn U(1). Muunnoksen € voi siis kirjoittaa

‘ekvaattorilla’ muodossa
Qp) = e, (5.50)

missd ¢ mittaa kulmaa ekvaattorin ympéri. Koska muunnokset gy ja gs ovat hyvin
maéariteltyja ekvaattorilla, myos muunnoksen €2 taytyy olla hyvin maégritelty. Tama
johtaa vaatimukseen exp(a(0)t?) = exp(a(27)t?), eli a(27) = a(0) + 27N, N € Z.

Tissi kiytetdin moduloa 2, koska pienin kulma a > 0, jolle exp(at?) = 1, on
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a = 2.

Koska pohjois- tai etelanapojen ympéristod lukuunottamatta kumman tahansa

mittamuunnoksen jilkeen kenttd ® on vakio, eli 9;® = 0, mittapotentiaali (5.31)

mittamuunnoksien jialkeen on
AN Z M) _ oM
ja
AES) = aES)CiD = ags)t?’,
ja namé saadaan alkuperdisestd mittapotentiaalista A; mittamuunnoksilla
AN = gy Aigy' + gndigy'
AES) = gsAigs' + 9s0ig5"
Potentiaaleja (5.51) ja (5.52) yhdistad ekvaattorilla mittamuunnos
AN = APO 4 Qo0
= Qags)t?’Q_l + ea(@)tsaie_a(‘p)tg
= ags)t?’ — Oia(p)t?,

joten

al™ = al(-s) — O;a(g).

)

Kenttétensori (5.35) on 2-muotona kirjoitettuna

f=da™ = da®.

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

Jakamalla pallo S2 puolipalloiksi Oy ja Og ekvaattorin kohdalta, magneettivuo

pallon S2 lipi voidaan kirjoittaa Stokesin teoreeman avulla muodossa

[a=] s+ 1
S2, On Os
=/ da(N)+/ da'®
On Og
= / a™Mdl — / a®dl,
S S,

1 1
(e oo

(5.58)
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missd merkin muunnos johtuu ympyrin S. kiertosuunnan muutoksesta. Sijoitta-

malla tdhan yhtélo (5.56) saadaan

f=- Oiae(p)dl. (5.59)
52 SL

Koska a(27) — a(0) = 27N, magneettivuoksi saadaan

f=—2nN. (5.60)
8%

Kokonaisluku N identifioidaan topologian teorian perusteella homotopialuokan N
kanssa [3], eli magneettivuo on kvantittunut arvoiksi —27 N, missé N on kenttékon-
figuraation topologinen varaus. Téssa késittelyssd nékyy rikkoutumattoman sym-
metriaryhmén U (1) olemassaolon oleellisuus. Topologinen varaus liittyy juuri tahén

rikkoutumattomaan ryhméén, ja se on samassa roolissa myos monissa fysikaalisem-

missa teorioissa, jotka yrittévit laajentaa standardimallia.

5.3 Monopolit muissa teorioissa

Standardimallissa SU(3). x SU(2), x U(1)y ei esiinny ilman teorian laajennusta
magneettisia monopoleja, joilla olisi dérellinen energia [13]. Standardimallin sym-
metriaryhméan voi kuitenkin upottaa suurempaan symmetriaryhmaén, kuten ryh-
méan SU(5) tai SO(10), jotka ovat esimerkkejd suurista yhtenéisteorioista. Ne mal-
lintavat vahvan, heikon ja sahkomagneettisen vuorovaikutuksen yhdistamista yhdek-
si voimaksi. Nama teoriat kuvaavat jotakin aikaa varhaisesta maailmakaikkeudesta,
ja niissa esiintyy monopoleja. Jos jokin monopoleja siséltdvista teorioista on tark-
ka malli varhaisesta maailmankaikkeudesta, ja maailmankaikkeuden kehitys on ollut
sopivanlaista, monopoleja saattaa 10ytyd myos nykyisestd maailmankaikkeudesta.
Monopoleja ei ole havaittu, mutta niitd etsitddn yhd [19-24|. Niiden etsiminen on
pitkddn rajoittunut ulkoavaruudesta tulevaan siteilyyn ja hiukkasiin, koska mono-
polien energia on usein liian suuri niiden tuottamiseksi tdmén paivan hiukkaskiih-

dyttimissa. Eri teoriat ennustavat eri maédrédn monopoleja ja erisuuret energiat niille,
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joten monopolien havaitseminen ja niiden ominaisuuksien mittaaminen antaisi tar-
kedd tietoa varhaisesta maailmakaikkeudesta ja silloin vallineesta teoriasta.
Georgin—Glashown mallissa standardimalli on upotettu symmetriaryhmééan SU (5).

Symmetriaryhmén SU(5) symmetriarikko on [25]
SU(5) — SU(3). x SU(2), x U(1)y — SU(3)e x U(1)em.- (5.61)

Monopolit muodostuvat ensimmaéisen symmetriarikon yhteydesséd. Monopoleilla on
tassé vaiheessa kaikkiin symmetriaryhmiin, SU(3), SU(2) ja U(1), liittyvd mag-
neettinen varaus, ja niiden topologinen varaus liittyy ryhméin U(1). Jalkimmaéi-
sessé symmetriarikossa ei synny uusia monopoleja, mutta ryhmén SU(2), x U(1)y
rikkoutuessa ryhméksi U(1)e,, monopoleissa tapahtuu niiden varauksista riippuvia
muutoksia. Tietynlaiset monopolit selvidvat, kun taas toiset annihiloituvat nopeasti.

Symmetriaryhmén SO(10) symmetriarikko on [13]

SO(10) — SU(4), x SU(2); x SU(2)r — SU(3). x SU@2). x U(1)y  (5.62)

— SU3)e X U(L)em. (5.63)

Tassé tapauksessa monopoleja on kahta eri tyyppid, yksi kummallekin ensimmaisis-
ta symmetriarikoista, jotka tapahtuvat eri laimpotiloissa. Suurien yhtenéisteorioiden
monopoleilla on usein todella suuri luokkaa 10'* — 10'® GeV oleva massa.
Standardimallista 16ytyy pienelld tulkinnan muunnoksella monopoleja ja dyone-
ja, joilla on #éreton energia. Naitd kutsutaan Chon—Maisonin monopoleiksi [26], ja
ne esiintyvit standardimallin sdhkoheikossa sektorissa. Monopoli 16ytyy kirjoitta-
malla Higgsin kenttd & muodossa ¢ = \/Li p&, missd p = p(x) on reaalifunktio ja £ on
normitettu dupletti, £7¢ = 1. Monopolien olemassaolo perustuu kentén ¢ tulkisemi-
sena C'P'-arvoisena. Tilléin sen topologiaa kuvaa homotopiaryhmé mo(C'P') = Z.
Tissi avaruus C'P! on kompleksinen projektiivinen suora. Chon-Maisonin monopo-
lille on kuitenkin 16ydetty eri tapoja saada sille darellinen energia. Tama tapahtuu

laajentamalla standardimallia sen Lagrangen tiheyttd muuttamalla [27-29|. Néis-
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sd malleissa monopolien massa voi olla suhteellisen matala, vain muutamia TeV:ja.
Né&in matalat energiat olevat jo LHC-hiukkaskiihdyttimen energialuokkaa, ja uusim-
mat kokeet ovat jo padsseet lahelle néita lukuja [19, 21]. Monopoleja ei kuitenkaan

16ytynyt.

5.4 Viimeaikainen tutkimus

Magneettisia monopoleja ei ole vield havaittu, joten suuri osa monopolien tutki-
muksesta on aina keskittynyt niiden etsimiseen. Teoreettisella puolella lasketaan eri
teorioiden monopolien ominaisuuksia, kuten massaa ja vaikutusalaa, jotka helpotta-
vat monopolien etsimistd kokeissa, joissa etsittdvan hiukkasen massa taytyy tietda
etukéteen [13, 29].

Lisdksi mallinnetaan monopolien muodostumista eri mekanismien kautta, min-
ki pohjalta voidaan toteuttaa kokeita. Schwingerin mekanismi selittdéd elektroni-
positroni parien muodostumisen vahvassa sdhkokentéssa kvanttitunneloitumisen avul-
la [30]. Saman mekanismin oletetaan toimivan myos magneettisten monopolien ta-
pauksessa [13]. Viimeaikoina tétd on tutkittu teoreettisesti painavien ionien tor-
méyksissd, joissa muodostuu vahva magneettikenttd [31, 32]. On laskettu muun
muassa magneettisten monopolien muodostumisprosessin vaikutusalaa ja magneet-
tisten monopolien liikemaarajakaus. Painavien ionien ohella my6s protonitorméayk-
sien kiyttd on yleistd. Myos télle prosessille on mééaritetty vaikutusala [33]. Néi-
den laskujen kehittdminen paremmiksi auttaa suunnittelemaan koelaitteistot 16yta-
méaian magneettisia monopoleja tehokkaammin. Monopolien syntymistd Schwinger
mekanismilla tutkittiin ensimmaéisté kertaa lyijyionien torméyksesséd vuonna 2018
MoEDAL-kokeessa [22]. Monopoleja ei 16ytynyt, mutta koe asetti uuden alarajan
monopolien massalle. Rajoja on lahiaikoina asetettu myos protoni-protoni torméayk-
sien avulla MoEDAL- ja ATLAS-kokeissa [19, 20].

Paljon tutkittu tandpéaivind on kvarkkivankeus [34]. Kvarkkivankeus viittaa kvark-
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kien havaitsemiseen vain tiloissa, joissa ne ovat sidottuina toisiinsa. Kvarkkien vuo-
rovaikutusta hallitsee vahva vuorovaikutus, jonka toiminta tunnetaan hyvin proto-
nin halkaisijaa pienemmilla etdisyyksilld, mutta huonosti suuremmilla etaisyyksilla.
Tama johtuu siité, ettéd pienilla etaisyyksilla vuorovaikutuksen voi laskea perturba-
tiivisesti, mutta suurilla etéisyyksilla ei voi. Kvarkkivankeuden selittdminen vaatisi
vuorovaikutuksen tuntemisen myos suurilla etaisyyksilla. Kvarkkivankeudelle on esi-
tetty eri teorioita, ja my0s monopoleilla on mahdollisesti osuus teoriassa.

Monopolit pystyvit luomaan sidottuja tiloja, jotka koostuvat useista monopo-
leista ja antimonopoleista. Naita tiloja kutsutaan monopoliumeiksi, ja monopolien
kasaantuminen naihin tiloihin on yksi mahdollien selitys sille, ettd monopoleja ei
ole havaittu [35]. Viimeaikaiset teoreettiset tutkimukset antavat viitteita siité, ettd
kokeellista tutkimusta kannattaa suorittaa my6s monopoliumien suunnassa [36-39).
Monopoliumien tutkiminen on oleellista, koska niiden havaitseminen hiukkaskiih-
dyttimissd eroaa yksittédisten monopolien havaitsemisesta, ja niiden muodostumis-
todennékdisyys voi olla varsin suuri [36].

Suurta osaa monopolien ominaisuuksista ei pystyté laskemaan pertubatiivisesti,
joten muiden laskutekniikoiden kehittdminen on térkeda. Yksi paljon kiytetty vaih-
toehto on hilamittateoria, jonka avulla tehddin numeerisia simulaatioita. Hilamit-
tateoriaa on kiytetty esimerkiksi monopolien Schwingerin mekanismin tutkimisessa

[40] ja monopoliumien tutkimisessa [39].

6 Instantoni

Aiemmin kasiteltyjen solitonien topologian on maérittéinyt kentén arvot avaruudes-
sa, jolloin kentta on lokalisoitunut avaruuteen, ja sen muoto on ajassa muuttuma-
ton. Kenttd voi toisaalta olla lokalisoitunut myos ajassa, jos sen topologian méa-
rittda arvot koko avaruusajassa. Tamaé ei tietenkddn ole endén solitoni siind mie-

lessé, ettéd se ei ole pysyva rakenne, mutta topologisen luonteensa vuoksi tallaista
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ratkaisuja kutsutaan kuitenkin usein topologiseksi solitoniksi. Tamaéan tyyppisié rat-
kaisuja 16ytyy (3-+1)-ulotteisessa Euklidisessa avaruusajassa maaritellyssd puhtaassa
Yangin—Millsin teoriassa, ja niitd kutsutaan instantoneiksi. Minkowskin avaruusai-
ka voidaan muuntaa Euklidiseksi Wickin kierrolla 2° — i2°. Tdmé& muuntaa Min-

4

kowskin metriikan Euklidiseksi. Madritelldin 2* = iz, jolloin avaruusajan piste on

(x#) = (2%, 22, 23, 2*). My6s tensorisuureiden aikakomponentti muunnetaan samaan
tapaan siten, ettéd esimerkiksi mittapotentiaali on (A,) = (A1, Aa, A3, Ay). Jatkossa
kreikkalaiset aakkoset u,v... viittaavat indekseihin 1,2, 3,4 ja latinalaiset aakkoset
1, 7, k... viittaavat indekseihin 1,2, 3.

Vaikka teoriat halutaan loppujen lopuksi maéritella fysikaalisessa Minkowskin
avaruudessa, Euklidisessa avaruudessa loydetyt klassiset solitoniratkaisut ovat tér-
keitd. Instantonit ovat térkeité teorioissa, joissa esiintyy useita tyhjioita [41]. Néaissa
teorioissa tyhjioiden vélinen tunneloitumisen mahdollisuus taytyy huomioida, mutta
matalan energian laskuissa tunneloitumisen vaikutus ei esiinny Minkowskin avaruu-
dessa tehdyissa perturbatiivisissa laskuissa. Tamé ongelma voidaan ratkaista siirty-

maélla Euklidiseen avaruusaikaan ja hyodyntamalld instantoneja. Téma luku seuraa

péadasiassa lahdetta [6].

6.1 Instantoni Yang—Mills-teoriassa

Tarkastellaan samaa SU(2)-teoriaa kuin 't Hooftin—Polyakovin monopolien tapauk-
sessa, mutta ilman skalaarikenttdé. Ainoa kentté on siis su(2)-arvoinen mittapoten-

tiaali

a
al
may’

A, =gA w=1,2 34, (6.1)

missa 7% ovat jalleen Paulin matriisit. Kentdn komponentit ovat télla kertaa skaa-

lattu kytkentévakiolla g, ja kantana kdytetdan matriiseja {7%/2i}. Kenttétensori on

a

F,, = gFSV% = 0,4, — 0,A, + [A,, A]. (6.2)

I
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Puhtaan Yangin—Millsin teorian vaikutus Minkowskisessa avaruusajassa sisaltaa
vain ensimmaéisen termin Lagrangen tiheydesté (5.9). Skaalattua kenttétensoria (6.2)

kiyttamalld se on

S dtd*ztr(F,, F™). (6.3)

20 Jrs
Wickin kierrossa médritellidn uudet muuttujat ja kentdt siten, ettd t = —ixy,
(0/0t) = 1(0/0x*) ja Ay = iA4, missd oletetaan, ettd uudet muuttujat ovat re-
aalisia. Tédméa muuntaa kenttdtenosorin komponentteja siten, ettd Fu, = 1Fy ja

muut komponentit pysyviat muuttumattomina. Saadaan siis
W F" = 2FyF + FiFY = —2Fy Fy + F;jFj = 2Fy Fy; + FijFy; = F F,,,

missd summaukseen kiytetddn indeksien laskun jialkeen Euklidisen metriikan sig-
natuuria (4, +, +, +). Sijoittamalla ndmé& muunnokset vaikutukseen (6.3) saadaan

vaikutus

1
(Sm)wick = —22—92 - d4xtr(Fm,FW). (6.4)

Lopullinen vaikutus Euklidisessa avaruusajassa maaritellaan kertomalla tama vaiku-
tus kertoimella —i. Puhtaan Yangin—Millsin teorian vaikutus Euklidisessa avaruusa-

jassa on siis

1
S = “57 |, d'ztr(F,, FL.). (6.5)

Kenttayhtalot ovat télle vaikutukselle

D,F,, =0. (6.6)

Edellisten solitonien tapauksessa tarkasteltiin staattisia ratkaisuja, jotka ovat ener-
gian minimeja. Instantonien tapauksessa etsitdan vaikutuksen minimit, eli myos ken-
tan aikakehitys ja kenttien aikakomponentit ovat oleellisia.

Skaalatun avaruusajan vaikutus on

1 d*(px
S(M) = _2_92 /]R4 %Mﬁltr(Fqup,y) = S, (67)
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eli vaikutus on invariantti skaalauksessa. Derrickin teoreema ei siis kiella stationaa-
risia ratkaisuja. Toisaalta, kuten myohemmin tullaan huomaamaan, ratkaisuilla on
niiden kokoon liittyvé vapaa parametri, joka liittyy vaikutuksen skaalausinvarians-
siin.

Etsitddn aluksi tyjioratkaisut. Vaikutus (6.5) on ei-negatiivinen, joten tyhjiorat-

kaisu on F,,(z) = 0 eli

AM(I) == Mg(l‘)g_l(l‘), p=1273/4, (68)

missé g(x) € SU(2). Jotta vaikutus (6.5) olisi dérellinen, kenttétensorin F),, téytyy

lihesty# nollaa nopeammin kuin 1/7r2, missé r = |z| = (22 + 22 + 22 + 22)'/2.
Maaritelladn seuraavaksi kenttd darettomyydessd homotopian tarkastelua var-

ten. Siirrytddn radiaalimittaan A, = 0, jotta voidaan mééritelld avaruusajan diret-

tomyydessid S2 mittafunktion g(z) ja sen derivaattojen kolmen kulmaparametrin

(o1, g, arg) avulla. Rajaehto mittapotentiaalille on nyt

TILIEO Au(z) = A7 (a1, a9, a3) = 0,9 (o, g, 3)(9%°) o, ag, as). (6.9)

Homotopialuokkien maéarittelyyn tarvitaan kuvaukset avaruusajan darettomyydesta

S3_ mittafunktion ¢*° (v, g, az) arvoavaruuteen SU(2), eli
g> 53 — SU(2). (6.10)
Ryhmé SU(2) koostuu alkioista
9= Cuty, (6.11)

missd ¢, € R, ¢;, © = 1,2,3 ovat Paulin matriisit kerrottuna imaginaariyksikolla,

o4 = 1 on 2 x 2 identiteettimatriisi ja kertoimet ¢, toteuttavat ehdon
cuc, = 1. (6.12)

Ryhmén SU(2) parametrisoi nelja reaalilukua ¢, jotka toteuttavat ehdon (6.12),
eli ryhmé on kilytinnossi pallo S2. Mittafunktion ¢° méérittdé siis homotopialuo-

kat, jotka kuuluvat homotopiaryhméin 73(SU(2)) = m3(S5%) = Z. Rajaehdon (6.9)
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perusteella my6s kentédn A7 homotopialuokat méérittelee sama homotopiaryhmé,
koska jatkuvat muunnokset kentédssid A;° vastaavat jatkuvia muunnoksia kentéssa
9.

Kirjoitetaan F' = %F wdzt A dx”. Kenttatensorin /' Hodgen duaali /" on

1
*F = QG#VagFagdiC‘u A dx”, (6.13)

missé Levi-Civitan symboli €,,,,5 on maéritelty indeksin vaihdon 0 — 4 jilkeen siten,

ettd e1934 = —1. Kenttétensori F' ja sen Hodgen duaali xF' toteuttavat indentiteetin
tr[xF, * F,| = tr[FF, (6.14)

mikéd ndhddén kéyttamalla identiteettia €,08€m0p = 2(dac0sp — 0apdse)-
Osoitetaan, ettd mittakentta A, voidaan indeksoida kokonaisluvun

1

N=—
1672

/ d'ztr(F,, « F,) (6.15)
R4

avulla, ja ettd tdmé kokonaisluku vastaa mittafunktion g topologista astetta. Huo-

mioidaan aluksi, ettd Hodgen duaali xF' toteuttaa aina yhtalon
D,xF,, =0, % F + A, xF,,] =0, (6.16)
miké on vain Bianchin identiteetti (5.8) kirjoitettuna eri muodossa. Liséksi voidaan

kirjoittaa

1
*ij = QEHVaﬁFaﬂ = Gw,aﬁ<aaAg + AaAﬁ). (617)

Kéyttamélld kaavoja (6.16) ja (6.17) saadaan

tr[Fy * Fl) = tr[(0,4, — 0,A4,) % Fu + (A, A, — AJA,) % F)]
= tr[(Ou Ay — 0, Ay) * Fluw + Ap[Ay, % F )]
= tr[(0, A, — 0,A,) *x Fy — A0, % F)]
= tr[(0, A, * Fly — 0,(A, % F)]

= trl€uwap{0, A0 (0nAs + AsAp) — 0, (A, (0. A + AnAg))}. (6.18)
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Levi-Civitan symbolin antisymmetrisyyden ja jaljen syklisyyden avulla voidaan kir-

joittaa
1
tr[eumﬁauAVAaAg] = gtr[ewaﬂau (AVAaA,B)] . (6 19)

Kéyttamaélla tata, Levi-Civitan symbolin antisymmetrisyytta ja vaihtamalla indek-

sejd voidaan yhtalo (6.18) kirjoittaa muotoon

4
tr[FW * F/W] = tr[euuag{Qﬁu(AyﬁaAg —+ gAVAaA,B)}]

2
= 20, [euwas (A, 00 s + S A Auds)]. (6.20)

Stokesin teoreeman avulla voidaan kirjoittaa

1 2
N =—— [ d'@0,tr[e,mas(AL0. A5 + §A,,AQA5)]

87T2 R4

1 2
= ——F dSMtr[eWa/g(AyaaAﬁ + §AVAO¢A,B)]- (621)

87T2 53
Airettomyydessd kenttitensori F,, hévida, mistd saadaan

€“Va5Fa5 = 26#,,(15(8&145 -+ AQAB) =0 (622)

<~ Gm,aﬂaaAﬁ = —EuyaﬁAaA/g. (623)

Sijoittamalla tdmé& yhtéloon (6.21) ja kirjoittamalla mittapotentiaali muotoon A, =

—9,99~" saadaan

1 1
N = = s dsueuuaﬂtr[_gAVAaAﬁ)]
1 —1 —1 —1
- _247T2 /Sgo dSueuuaﬁtr[augg aoa.gg aﬁgg ], (624)

miké voidaan tunnistaa funktion g(x) topologiseksi asteeksi [6]. Jokaista mittafunk-

tiota g(x), ja téten mittapotentiaalia A, (z), vastaa siis jokin kokonaisluku.
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6.2 Yang—Mills-teorian instantoniratkaisut

Tarkastellaan instantoniratkaisuja, joita kutsutaan itseduaalisiksi ja anti-itseduaali-

siksi. Kédyttamaélla identiteettia (6.14) ja jaljen syklisyytté triviaaliin epayhtaloon
- / d'ztr[(F,, £xF,,)% >0 (6.25)
R4
saadaan

- /R ) d*wtr[F,, F, 4+ 2F,, x F,, +%F,, x F,] >0

— /R ) d*ztr[F,, F,,) > F / tr[F, * F]

R4
872
S > —|N|. (6.26)
g
Tama antaa vaikutukselle alarajan, joka riippuu topologisen asteen itseisarvosta.

Alkuperéisen epéayhtalon perusteella alaraja saavutetaan, kun
F=%+%F,. (6.27)

Ratkaisua, joka toteuttaa yhtdlon +-merkilld, kutsutaan itseduaaliseksi ja ratkai-
sua, joka toteuttaa yhtalon —-merkilla, kutsutaan anti-itseduaaliseksi. Namé sel-
vésti toteuttavat kenttdyhtdlot (6.6) Bianchin identiteetin (6.16) perusteella. Itse-
ja anti-itseduaaliset kentét ovat siis vaikutuksen minimejé omissa homotopialuokis-
saan. Kenttdyhtaloilla (6.6) voi olla muitakin ratkaisuja, mutta koska itse- ja anti-
itseduaaliset kentédt antavat minimin, keskitymme niihin.

Verrataan vield Euklidista teoriaa Minkowskiseen teoriaan [6]. Yhtalostd (6.27)

nahdaén, ettd itse- ja anti-itseduaalisille kentille duaalin duaali on
xxF,, =+xxF,=x+tF, =F,. (6.28)
Toisaalta yleisesti pétee

1
* k F;w = *§€MyaﬂFa5

1

= Z €uvap€afr Fn)\

=F,, (6.29)
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missé kéytettiin identiteettid €, as€a8n = 2(0udur — 0unduk). Yhtdlo (6.27) on siis

johdonmukainen yleisten ominaisuuksien kanssa. Minkowskin avaruudessa sen sijaan

saadaan yleisesti

1
_Z_l Z Euuaﬁea,ﬁn)\pﬁ)\
afkA

—F

nz

(6.30)

missd —-merkki johtuu siité, ettd toisella rivilld kaikki yldindeksit ovat erisuuria

nollasta eroaville termeille, jolloin niiden laskemisesta tulee yhteenséd kerroin —1.

Tastd syystd Minkowskisessa teoriassa ei ole olemassa itse- tai anti-itseduaalisia

ratkaisuja. Téllaiset ratkaisut ovat kuitenkin hyodyllisid fysiikassa, mistd johtuu

teorian tutkiminen Euklidisessa avaruudessa.

Maaritelladn ratkaisuja varten Paulin matriiseista koostuva tensori

Tensorin on antisymmetrinen, o,

ja

0 ™ 72 —7'1-
-7 0 -
2 -7l 0 -7
7t 72 73 0 |

= —0,,, ja silld on ominaisuudet

[5uav 51/5] = i[éulﬁaﬁ + 5aﬂ5uv - 5#55w/ - 5av5uﬁ]>

eul/aﬁa—ﬁa = 5;1061/04 + 51/0'5—01# + 50405—;uj

prapOaf = —0 .

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)
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Viimeinen ominaisuus tarkoittaa ettd matriisi 7, on anti-itseduaalinen.

Yhtéloista (6.27) itseduaaliselle yhtélolle 16ytyy ratkaisu muodossa
A, =1i0,,0,(Ing(z)) (6.35)

missé ¢(x) on reaaliarvoinen skalaarifunktio. Kéyttdmailld ominaisuuksia (6.32)-

(6.34) saadaan kenttatensoriksi £,
F.=0,A,—0,A,+[A, A

= 1010 (0,0aI00 — 00,00,In¢) — 17 ,,0(0,0nIng — 0,00, In¢) — 17 ,,,0,P0uIng

(6.36)
ja sen duaaliksi
1
*F;w = §€#V05F045

= 101a(000,In0 — 0,00,In¢) — 17 ,,0(000,In¢ — 0,00, Ind) + 17,0, 0,10¢.
(6.37)

Vaatimalla yhtdlon «F),,, = F),, toteutuvan saadaan matriisien 7, kertoimia vertai-

lemalla yht&lot
0,,0aIn¢ — 0,In¢0,In¢ = 0,0,In¢ — 9,,In¢0,Ing, (6.38)
—0uIngd,Ing = 0,0,In¢. (6.39)
Ensimmaéinen naistéd toteutuu aina ja toisesta yhtélosta saadaan

000xIn0 + 0,Inp0,Ingp = 0
) (am) L 0u00a

¢ ¢?
0006 000 0u00u0 _
¢ ¢? ¢?
aaaa¢ = 07 (640)

kun ¢ > 0. Skalaarikentta ¢ toteuttaa siis Laplacen yhtéalon neljassa ulottuvuudessa.

Instantoneille yleinen ratkaisu on tavallista kirjoittaa muodossa

N \2
Pla) =1+ m (6.41)
i=1 t
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missd \; ja af ovat reaalisia vakioita. Vakio 1 on valittu, jotta mittapotentiaali
A, ei olisi singulaarinen adarettomyydessa. Kun pisteet a; ovat tarpeeksi kaukana
toisistaan, voidaan tulkita pisteet a; instantonien paikkana avaruudessa R* Funktio
(6.41) kuvaa N-instantoniratkaisua. Kun N = 0, saadaan ¢ = 1 ja mittapotentiaali
on kaikkialla A, = 0, miké vastaa tyhjioratkaisua.

Tarkastellaan ratkaisua tapauksessa N = 1. Nyt

AZ

o) =1+ = . (6.42)

Siirrytaan koordinaatteihin y* = x* — a*, jolloin sijoittamalla skalaarikentté (6.42)
mittapotentiaaliin (6.35) saadaan

A2yu

A =20, ——.
u) = =200 )

(6.43)

Tamaé on singulaarinen pisteessd y = 0, mutta kyseessa ei ole oikea singulariteetti,
vaan sen voi poistaa mittamuunnoksella. Itse- ja anti-itseduaalisuusyhtilot (6.27)
ovat mittainvariantteja, joten mittamuunnettu itseduaalinen kenttétensori on yhéa
itseduaalinen. Singulariteetin poistamiseen tarvittava mittamuunnos on

9ly) = %t“ = ﬁ(y4 +aytr"). (6.44)

Kayttamalla kommutaatio- ja antikommutaatiorelaatioiden

1
[k

. . 1 ,
9 T = ey Ja §{Tk771} = Op;1 (6.45)

[~

summaa, ja huomioimalla, etti gt = = (y* — iy*7"), voidaan osoittaa, etti

<

0 4 Yy’
) gly) = —2iG 2. 4
07 )50 = 2,0 (6.46)

Mittapotentiaali (6.43) voidaan nyt antaa muodossa

0 A?

Auy) =97 (y) oyt T (6.47)
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Tastd nadhdédan, ettd mittapotentiaalin singulaarisuus liittyy rajalla y — 0 puh-
taaseen mittaan g_l(y)% g(y), joka vastaa mittafunktiota g~!, joka on singulaari-
nen pisteessia y = 0. Téasta syystd singulaarisuus voidaan poistaa mittamuunnoksel-
la. Suorittamalla tdmé mittamuunnos, kiyttamalld mittafunktiota (6.44), saadaan
mittapotentiaaliksi

Au(y) = A(y) = 9(¥) Aug™ (v) — Bug(y)g~ (y)

= 4009 0)h0) 507 )~ ()™ 0)

= du9(v)g ™ (y) (A—Q - 1)

[y|? + A2
ly|?
_ -1 |?J|2
=9y W) rm 3 (6.48)

Nyt mittapotentiaali AL haviaa pisteessa y = 0 ja on siind hyvin kiayttaytyva, joten

singulariteetti saatiin poistettua. Mééaritelladn tensori o, joka on muuten sama

kuin &,,, mutta madritelladan o;4 = —044. Tensori o, on itseduaalinen ja toteuttaa
yhtalon
0 yY
—q = —2i0,,——, 6.49
o) 550 ” (0) = 2oyt (649

missd mittafunktio g(y) on méadritelty kaavassa (6.44). Tamén avulla mittapotenti-

aali voidaan alkuperiisissid koordinaateissa x* kirjoittaa muotoon

¥ —a¥

m. (6.50)

Al (x) = —2i0y,

Mittapotentiaali A), on nyt ei-singulaarinen kaikkialla, ja sen arvo ldhestyy déretto-

myydessé |r| — oo puhdasta mittaa

x’—a’ ()i
2 I gy

A, — —2ioy, = g ' (y). (6.51)

Kenttétensoriksi F),, saadaan kiyttdmélla kaavaa (6.32) samassa muodossa tensorille

Ouv
)\2

F .
(|lx — al® + A?)?

w = 410,

(6.52)
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Tédma on itseduaalinen, koska tensori o, on itseduaalinen. Kenttédtensori toteuttaa
oikean rajachdon F,, = 0, kun |z| — ooc.
Huomioimalla, ettd 0,0, = 3((71)* 4+ (72)? + (7°)?)) = 31axa, vaikutukseksi

(6.5) voidaan laskea

1 4
S = —2—92 - d QTtI"[FM,,FMV]
48\ / . 1
9 Jrr (Jz—al+ M)
8 2
- g—z. (6.53)

Tamaé varmistaa, ettéd 16ydetty ratkaisu kuuluu homotopialuokkaan N = 1. Nahdéaan
myo0s, ettd parametri A on vapaa parametri, joka ei muuta vaikutuksen suuruutta.
Integroimalla vain avaruuden |z —a| < A yli saadaan S\ = (47%)/g? = (1/2)S, joten
parametri A kuvaa instantonin kokoa. Lisdksi kentén vaikutus on keskittynyt pisteen
r = a ympéristoon, joten parametri a kuvaa instantonin paikkaa. Instantoniratkai-
sulla on kolme muuta vapaata parametria, joita ei nady ratkaisussa. Nama vastaavat
sisdisid kiertoja avaruudessa SU(2). Ratkaisun rakentamiseen kdytetty mittafunk-
tio g on pallosymmetrinen, joten instantonin orientaatioon liittyy kolme globaaliin
mittamuunnokseen liittyvad paramteria. Yhteensé instantonin maéaéarittelee siis kah-
deksan parametria, nelji parametria ¢ méaraavat instantonin paikan, parametri
A méaarad sen koon, ja kolme SU(2)-avaruuden parametria madraéavit instantonin
orientaation.

Anti-itseduaalinen instantoniratkaisu saadaan vaihtamalla edelld kiyydyssé késit-

telyssé tensorit 7, ja 0, keskenddn. Mittapotentiaali AL on talloin

A () = 2 —2 O (6.54)
x) =210, — .
K o — al? + N2
-1 |z — af?
=9 I N (6.55)
Talla ratkaisulla on topologinen varaus N = —1, ja sitd kutsutaan anti-instantoniksi.

Ratkaisu N-instantonille saadaan kiyttdmalld funktiota (6.41). Merkitsemélla
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yi' = x# — al' mittapotentiaaliksi (6.35) saadaan nyt

N )\2
A 00, [ln <1 Ly X )
j=1

|y ]2

N )\ny N )\2

9= i Ji J

— 2 (200 (143 2. (656)
im1 Vi =1 1Yi

missé 0, = (0/0x") = (0/0yL'). Jokaiselle indeksille ¢ voidaan kiyttad yhtalod (6.46),

jolloin
Au(@) = 397 )09 (i) fi(2), (6.57)
2 AR
fi(z) = (M_A—QP)/<1+ZW> (6.58)

Mittapotentiaali A, on singulaarinen pisteissé x = a,. Funktion f ja mittapotenti-

aalin A, raja-arvot néissd pisteissd ovat

lim f(x) = 6. (6.59)
lim A, () = g7 (4:)9,9(¥i)- (6.60)

Tr—ra;

Mittapotentiaali A, ldhestyy siis puhdasta mittaa pisteissé « = a;, ja puhtaan mi-
tan madrittdd sama mittafunktio kuin yhden instantonin tapauksessa muuttujalla
y; = x — a;. N-instantonia voi siis ajatella N:nnéné erillisend instantonina, joiden
koot ovat \; ja paikat a;.

Singulariteetit voidaan jélleen poistaa mittamuunnoksella. Tarvittava mittafunk-

tio on
gn(x) = —(Z4 + z'ZiTi), (6.61)

missé

(6.62)
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ja f; ovat reaalisia vakioita. Rajalla x; — a;, eli y; — 0, jollekin i:lle johtava termi

suureelle Z# on

Yt
ZM(z) — ﬁiw, (6.63)
ja
ﬁQ
|Z|? = ZMZH = Tl (6.64)
Mittafunktio (6.61) on télla rajalla
|y1! yz k oL ke

Suorittamalla mittamuunnos mittapotentiaaliin A, saadaan asymptoottisesti pis-

teessa x; = q;

Al (2) = gn(2)Augy' (2) + gn (2)0ugy (2)
— g(u) (97 (W:)0ug(yi)) g (i) + g(y:)0,.g~ ' (y;) + ddirellisia termeji
= 0,(9(yi)g~ " (v:)) + Adrellisid termeji

= &érellisid termejd, (6.66)

missa ddrelliset termit liittyvéit suureen mééritelmén (6.62) termeihin, joissa j # i.
Néiden arvot ja derivaatat pisteessa x = a; ovat darellisid. Mittapotentiaalin A, sin-
gulariteetti saatiin siis poistettua pisteistd = = a;. Mittamuunnos saattaa kuitenkin
luoda uusia singulariteetteja pisteisiin, joissa Z* = 0. Vakiot 3; on tarkoitus yrittaa
valita siten, ettd naitd singulariteetteja ei ole.

Varmistetaan suoraan laskemalla, ettd mittapotentiaalin A, topologinen varaus
on N siind tapauksessa, ettd mittapotentiaalilla A/, ei ole singulariteetteja. Topolo-
ginen varaus on nyt

1 4
N'= /R bl Fy, x L) (6.67)

missd F}, on mééritelty mittapotentiaalin Aj, kenttdtensorina. Integraali on hyvin

médritelty, koska mittapotentiaali A}, ei ole singulaarinen. Mééritelliéin avaruuden
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R* osa V., = R*\ UY, B(a;, €), missi B(a;,€) on e-siiteinen pallo pisteessi z = aj.
Kaikilla € > 0 joukko V, méaérittelee avaruuden osan, jossa alkuperidinen mittapo-

tentiaali A, ei ole singulaarinen. Téssé kenttatensori F),, on hyvin mééritelty, joten
tr[F), « F, ] = tr[FL, « Fl), x eV, (6.68)

Tamén perusteella voidaan kirjoittaa

: 1 4
N’ = lim (_ o /R datilF, x F;W])

| 1
iy (_ - /R dtrtlF » FW]> | (6.69)

Tédmé voidaan kirjoittaa samaan tapaan kuin kaava (6.21) muotoon

N' = 11_{% </s ds,j" — /01 do,j" — /02 doy gt — ... — /UN daﬂ“) : (6.70)

missé
1

j'u = —@tf[ewja/g(AyaaA/j + AVAaAg)]. (671)

3
oo

Mittapotentiaali A, on d4rettomyydessd asymptoottisesti kaavan (6.57) perusteella

muotoa

N
) R
Au=) 9 1(%)@9(%)W NN (6.72)
i=1 ¢ '

miké pienenee tarpeeksi nopeasti, jotta integraali |, g3 A5, J" havida. Kun € on pieni,
pinnoilla o; potentiaali lahestyy puhdasta mittaa ¢~ (x — a;)0,9(x — a;), joka liittyy
mittafunktioon ¢~'(z — @;). Ndmé integraalit ovat muotoa (6.24). Mittafunktioon

g Yz — a;) liittyva topologinen aste on —1, joten saadaan

N' = lim(0 — (=1) — (=1) — ... — (=1)) = N. (6.73)

e—0

Ratkaisujen topologinen varaus on siis todella V. Ratkaisut ovat itseduaalisia, joten
niiden vaikutus on S = 87N/g?. Erityisesti huomataan, etti vaikutuksen arvo ei
riipu instantonien etdisyydesté toisistaan. Anti-instantoniratkaisut saadaan jélleen

korvaamalla tensori 7, tensorilla o,,.
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6.3 Instantonien kaytto fysiikassa

Instantonien hyodyllisyys tulee esille kvanttitunneloitumisessa. Tunneloitumista voi
esiintyd esimerkiksi eri tyhjididen vélilla tai hiukkasprosesseissa. Instantoni kuvaa
siirtymé&d minimista toiseen. Jos tdmaén siirtyman vaikutus on déarellinen, silla on fy-
sikaalinen merkitys kvanttikenttiateoriassa. Esimerkiksi degeneroituneen tyhjion ta-
pauksessa fysikaalinen tyhjio on jonkinlainen superpositio kaikista tyhjioistda. Tamén
tyhjion ominaisuudet ovat erilaisia kuin yksittdisen tyhjion ominaisuudet. Instanto-
niratkaisu naiden tyhjididen valilld on oleellinen osa fysikaalisen tyhjion rakenteen
kuvaamisessa [6].

Erityisesti kvanttikromodynamiikassa (KKD) instantonit ovat térkeita. Instan-
tonien avulla on selitetty ja kvantitatiivisesti laskettu KKD:n tyhjion ja hadronien
ominaisuuksia. Erés instantoneita hydodyntéva malli on instantoninestemalli [42], jo-
ka kehitettiin selittdmadn KKD:n tyhjion ja hadronien rakennetta [42, 43]. Instanto-
ninestemallissa avaruus on tdynna toistensa kanssa vuorovaikuttavia instantoneita.
Mallin tekee tehokkaaksi se, ettéd instantonit liittyvat oleellisesti fermionisiin nolla-
moodeihin, jotka ovat térkeitd kevyiden kvarkkien vuorovaikutuksen ja kiraalisen
symmetrian rikkoutumisen kuvaamisessa [44|. Instantoninestemallin avulla on las-
kettu myos hadroneihin liittyvia korrelaatiofunktioita ja useat tulokset ovat vastan-
neet kokeista ja simulaatioista saatuja arvoja hyvélla tarkkuudella, vaikka malli ei

ota huomioon kaikkia KKD:n puolia [45-47|.

7 Solitonien kvantisointi

Solitonien kvantisoinnissa keskitytdén téssd matriisielementtien, energiatasojen ja
transitioamplitudin méarittdmiseen alimmassa asteessa. Energiatasojen ja matrii-
sielementtien laskemisessa seurataan lihdettd [6] ja transitioamplitudin laskemissa

seurataan lihdetta [48] ja kiytetdén apuna ldhdettd [49]. Kvantisointi tehddén kéyt-
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tamaélla funktionaali-integraaliformalismia. Kvantisointi suoritetaan skalaarikentélle
(1 + 1)-ulotteisessa avaruusajassa. Solitoni on téssé tapauksessa luvussa 3 késitelty
kinkki. Téma yksinkertainen esimerkki nayttaéd térkeimmaét ideat solitonien kvan-
tisoinnissa. Aluksi kdydédan lyhyesti lapi funktionaali-integraalien méaritteleminen
epéarelativistisessa kvanttimekaniikassa yhden hiukkasen tapauksessa. Kvanttimeka-
niikan késittelyssé seurataan lahdettd [50]. Menetelmé yleistetddn sitten kenttéteo-

riaan.

7.1 Kvanttimekaniikka

Epéarelativistisen hiukkasen Lagrangen funktio on

I,
L= §q2 - V(a), (7.1)
ja Hamiltonin operaattori on
L.,
missd p = —id/dq on liitkemédrdoperaattori.

Transitioamplitudi K (g, T; g4, 0) sille, ettd hiukkanen joka on ajanhetkelld ¢ = 0

paikassa ¢, paatyy ajanhetkelld t = T paikkaan ¢, on
K(b,a) = K(q,T; qa,0) = (qp| exp(—iHT) |qa) - (7.3)

Polkuintegraaliformalismissa ideana on esittdd tdméa amplitudi kaikkien mahdollis-
ten polkujen amplitudien summana. Tarkastellaan polkuja ¢(t), jotka toteuttavat
reunaehdot ¢(t,) = ¢a ja q(ty) = @. Olkoon {q(t)},, . néiden polkujen joukko.

Polun ¢(t) amplitudi ¥[g(¢)] on muotoa
Wq(t)] = vakio x ¢5la®) (7.4)

missd S[q(t)] on polun ¢(t) vaikutus ja vakio, joka on sama kaikille poluille, méadritel-

l44n transitioamplitudin K (b, a) normalisoinnista. Transitiomaplitudi on nyt muo-
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dollisesti summa

K(ba)= 3 Wg®) (75)

{a(®)}aa,ap
Polkuintegraalimenetelmén idea perustuu kvanttimekaniikan superpositioperiaat-
teeseen, jossa kaikkien mahdollisten polkujen amplituidt interferoivat toistensa kans-

sa vaiheidensa kautta. Polkuintegraalimuodossa transitioamplitudi K (b, a) on

K(b.a) = / Dlg()]a arexp(iSla®). (7.6)

missd S[q(t)] on klassinen vaikutus

:/Ldt:/%if—V(q)dt. (7.7)

Funktionaali-integraali | Dl[q],, 4,7 tarkoittaa integraalia kaikkien polkujen
q:(0,T) =R, q(0) =qa, a(T)=0a (7.8)

yli. Funktionaali-integraali voidaan mééritelld raja-arvona, kun jaetaan aikavali [0, T']
e-pituisiksi osiksi siten, ettd tg = 0, ¢t = €,....,txy = Ne, t; —t;1 = € jaT = Ne.
Liséksi ¢(0) = qa, ¢(T) = @ ja q(t;) = ¢;. Vaikutus S[¢(t)] muuttuu té&lléin integraa-
lista summaksi
N
(¢ — qi1)? ¢ + qi—1
— V| — , 7.9
; ( 2 2 )€ (7.9)

ja funktionaali-integraali (7.6) saadaan raja-arvona [50|

K (@0 T3 0,0) = lim {BN / day / das - / dax
N—>oo
N
Z( —6) (—% +2q“> e)] } (7.10)
=1

missé kerroin By (T') on normalisointikerroin, joka pitdé integraalin dérellisend ja

X exp

normalisoi todennikoisyysjakauman P(b,a) = |K (b, a)|?. Normalisointikertoimeksi

voidaan tissi tapauksessa laskea By(T) = (27T)~"/2 [50].
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Transitioamplitudien mééritelmét (7.3) ja (7.6) voidaan osoittaa ekvivalenteiksi.

Vaikutus S[q(z)] voidaan jakaa summaksi S[q;(t)] + S[g2(t)], misséd polku ¢(¢) on

leikattu kahteen osaan jonkin ajanhetken ¢. kohdalta. Polkuintegraali voidaan nyt

kirjoittaa mééritelmén (7.10) perusteella muodossa

K(b.a) = / ) ( / D12 ]aw ot €xD((i/7) Sl (1)

X /D[q2(~r>]qc,tc;qb,TeXp((i/h)S[QQ(t)]>dgc

= /_OO K(b,c)K(c,a)dq.

(7.11)

missd ¢. on ajanhetkea t. vastaava piste. Koska piste g, on téssd mielivaltainen,

ja aaltofunktio ¥ (x,t) voidaan ajatella transitioamplitudina, jonka alkupistetté ei

madritelld, tdma voidaan kirjoittaa muodossa

$(a,T) = / Wy, 0)K (¢, Ty, 0)dy.

Sijoittamalla identiteetti [ dy |y) (y|, voidaan kirjoittaa

(1)) = T 35(0)
& @) = [y e ) o)
& () = [ dylale ™ o) lo(0)
@ waD) = [dylle ) olo()

Vertaamalla tétéd kaavaan (7.12) saadaan

(gl e+ ) = / Dla(H)]yyrexp(iSla(t)).

Asetetaan g, = q, = qo ja méaaritellaan jalki

G(T) = tr [e7"7].

(7.12)

(7.13)

(7.14)

(7.15)
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Jaljessd G(T') lasketaan jélki kaikkien periodisten polkujen yli alkupisteet mukaan-
lukien. Jéljen voi laskea paikka- tai energiaominaistilojen kautta. Naiden avulla saa-

daan
G(T) _ ZefiEnT (7.16)
= /dQO (qo| exp(—iHT) |qo) (7.17)

:/@%/Dm@mmjwmww@n (7.18)

Ominaisenergiat F, voidaan méarittda funktionaali-integraalista, kun se muokataan
ensimmaisen rivin muotoon semiklassisia approksimaatioita kiyttamalld. Approksi-
maationa kiytetddn téssi stationdérisen vaiheen approksimaatiota.

Tarkastellaan integraalia, joka on muotoa

/ dq / dgy - - / dgng(q)e @, (7.19)

missé funktio f(q) on stationddrinen pisteessi q = a ja funktio g(q) on hitaasti
muuttuva tdmén pisteen ympérilld. Funktion f(q) Taylorin hajotelma téssi pistees-

sa on

Fla) = (@) + gAyy; + O6), (7.20)

missd y; = ¢; — a;, ja lineaarinen termi on nolla oletuksen perusteella. Stationaéri-
sen vaiheen approksimaatiossa oletetaan, ettéd f(q) on tarpeeksi nopeasti muuttuva
muualla kuin pisteen q = a ympérilla. Talléin termi exp(—if(q)) oskilloi nopeasti
kaukana pisteestd q = a, miki johtaa integraalin (7.19) hévidmiseen melkein ko-
konaan muualla kuin pisteen q = a lahettyvilld. Integraaliin vaikuttaa siis lahinna

alue, jossa koordinaatit y; ovat pienid, jolloin f(q) ~ f(a) + (1/2)y;A;jy;. Integraali

/ dq / dgo -+ - / dgng(q)e /@ (7.21)

~ g(q)e / dg, / dgy -+ / dgye 2vidit, (7.22)

(7.19) on siis
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Jaljelle jaava integraali on Gaussinen, joten tulos on

[dar [ das--- [ daxgta@er (7.23)

- N/2
= g(q)e /@ (2—) (det(A))~1/2. (7.24)

1

Koska polkuintegraali on dareton maéré tavallisia integraaleja, ylla oleva tulos
yleistyy myos polkuintegraaleihin. Vaikutusfunktionaali voidaan kirjoittaa Taylorin

hajotelmana muodossa

Slo(0] = Siga(e) + CO L) 2 EOr ]
= St +5 | OO + - (7.25)

missé ¢ on klassinen ratkaisu litkeyhtoloille, jolloin (dS|[qu(t) + ey(t)]/de)|e=o = 0,
funktio y(t) on y(t) = q(t) — qu(t), y(0) = y(T') = 0, ja operaattori O(t) on

0*  0*V

(7.26)

a=qu(t)
Oletetaan yha, ettd g, = q, = qo. Kayttdmalla stationdérisen vaiheen approksimaa-

tiota, saadaan [6]

| Dlathy.rexp iSla(0)
~ BT)exp (iSlaato)]) [ Dlaolamaesn (5 [ o000
— B/(T)ex (iS[aa(t)) [det (O(1)] 2 (7.27)

N/2 vastaava ker-

missé vakioon B'(T') on siséllytetty kaavan (7.24) kerrointa (27 /7)
roin. Jos vaikutuksella S on useita kaukana toisistaan olevia klassisia ratkaisuja,
jokaiselle muodostetaan ylla oleva approksimaatio ja namé summataan yhteen. Jos

ratkaisut ovat lahelld toisiaan, approksimaatio ei toimi yleisesti.
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7.2 Staattinen kinkki

Tarkastellaan skalaarikenttateoriaa luvusta 3. Teorian vaikutus on

T oS
Slo(x,t)] :/ dt/ dz L (7.28)
0 —o0
missé Lagrangen tiheys £ on
1 A m2\ >
_ = w2 p2 2
£= 50000 -5 (¢ -7 ) (7.20)
Merkitdan
A/, m2\’
v =5 (- ) (7.30)
Mahdolliset reunaehdot kenttékonfiguraatioille ovat
m m
00, t) = +—, —00,t) = +—, 7.31
(00, 1) 7 9 ) 7 (7.31)

Kirjoitetaan kenttd ¢(z,t) muodossa ¢(x,t) = () + y(z,t), missd kenttdkon-
figuraatio ¢(x) on staattinen klassinen ratkaisu kenttayhtéloille, ja y(z,t) kuvaa
kvanttioskillaatiota klassisen ratkaisun ympérilla. Sijoittamalla tdma vaikutukseen

ja jakamalla vaikutus termeihin funktion y(z,t) asteen perusteella saadaan
Stoute) +ote01 = [t [ do(§0on(o) + a0
— 5(000u(2) + 9 1)) — Uldna(x) + (1))
_ /0 ot / dz (—%(axasm)? - U(cbkl))
.
+ /O dt / dx (=0 pu0zy — U'(da)y)
+ [ [ i (G007 - 07 - J0t0at ) + 0W)
. ,
—_ /0 AtV [ra] — / dt / dz (=02 + U'(¢u)) v
R (=5 + 3~ U"(0w) )+ O

2 2
Vit [t [y (4 2060
+0(y%), (7.32)
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missé kiytettiin osittaisintegrointia, kenttayhtélod (3.7) ja kirjoitettiin potentiaali

U sarjana perturbaation y suhteen. Lisdksi merkittiin

Vigw] = /dm <%(0x¢k1)2 + U(qbkl)) : (7.33)

Koska kentéltd ¢ vaaditaan tietyt reunaehdot, jotka funktio ¢y totetuttaa jo, funk-
tion y taytyy toteuttaa reunaehdot y(doo,t) = 0. Lausekkeen (7.32) toisen termin
integrandissa esiintyva operaattori on vaikutuksen toinen variaatio. Kirjoitetaan té-
mé operaattori muodossa O(x,t) = O(t) + O(z). Operaattori —O(x) on staattisen
kenttéakonfiguraation energiaoperaattorin toinen variaaatio. Jotta kehitettava kvant-
titila olisi stabiili, operaattorin —O(z) ominaisarvojen téytyy olla ei-negatiivisia.

Teorian tyhjiolle ¢y (z) = m/v/A ominaisarvoyht#ls on

<_aa_; + U”(m/\/X)) () = win,(x)

(_(f— " 2m2) 1 (2) = win(2). (7.31)

T&ll4 on ominaisarvot w? = k2 4+ 2m? ja ominaisfunktiot e*®. Nyt w, = /k2 + 2m?
on teorian mesonin energia alimmassa asteessa. Tésséd k, on mesonin liikemaara ja
v/2m on mesonin massa.

Siirrytdan seuraavaksi teorian solitonisektoriin. Sijoittamalla staattisen kinkin

ratkaisu (3.22) potentiaalin U(¢) toiseen derivaattaan saadaan ominaisarvoyht&lo

(_aa_; + U”(cbkl)) n(x) = win,(z)

(_aa_; —m? + 3m? tanh® <%x)) () = wln,(x). (7.35)

Vaihdetaan muuttujaksi z = ma/v/2, jolloin saadaan

(—%% + 3tanh?(z) — 1) n,.(z) = w—gfh(z)- (7.36)

m
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Télle tunnetaan ratkaisut [51]

9 . B 1
wp =0 Mo(2) = m (7.37)
F=2m () = % (7.38)

1 .
wr =m? <§q2 + 2) M,(z) = € (3tanh?(z) — 1 — ¢* — Bigtanh(z)), (7.39)

missé kaksi ensimméisté ovat diskreettejé tiloja, ja viimeinen méérittelee jatkuvan
spektrin tiloja. Téssd ominaisarvo wi = 0 liittyy teorian translaatiosymmetriaan.
Kinkilld on yksi viritystila, ja télli on ominaisarvo w?. Jatkuva spektri wg liittyy
kinkist# siroaviin mesoneihin. Rajalla z — +00 ominaisfunktiot 7,(2) ovat asympo-

toottisesti muotoa

Ny(2) = € (3(£1)* — 1 — ¢* — 3ig(£1))

= (2 — ¢* £ (-3iq))

=2 =2+ (3q)2€i(q2i%5@), (7.40)

missa kaytettiin kaavaa

1 n 1T
Ve + 1 Va1

ei tan~1(z) _

(7.41)

ja merkittiin

5(q) = —2tan~" ( 54 2) . (7.42)

2—4q
Téssé funktio 0(¢) on mesonin vaihesiirto, kun se siroaa kinkistd. Ominaisfunktiot
n,(2) saadaan sijoittamalla z = ma/v/2 funktioihin 7, (2).
7.2.1 Solitonisektorin energiatasot

Lasketaan kinkin energiatasot yhtalosta

/D x,t)] exp (iS[p(x, t)] Zexp —iE,T). (7.43)
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Kirjoitetaan vaikutuksen hajotelmassa (7.32) esiintyva funktio y(z,¢) muodossa

y(at) =Y e (t)n (), (7.44)

T

missé funktiot 7,(x) ovat operaattorin O(z) ominaisfunktiot ja valitaan ne siten,

ettad ne toteuttavat normalisointiechdon

/da: N () () = Opge. (7.45)

Funktioilta ¢,(t) vaaditaan reunachdot ¢,(0) = ¢, (7). Sijoittamalla hajotelma (7.44)

vaikutukseen (7.32), saadaan se muotoon
Sle(x,1)] = =V([¢]T

/ i [ r S etomo) (=5 + 5 = 0"00) X a0
—Vigw]T
n % /0 L / dx 2}; (—er (O)eR(t)n:(z)ne(x) — wier () er(t)n:(z)ne(z))
—Vigw]T

Sy dt< — ) [ drtn @)
- wtevat) dx<nr<x>nk<x>>>
Vioal? +3 / dt( L — %wici)
Ry

missa kdytettiin ortonormaaliusomionaisuutta (7.45) ja osittaisintegrointia ajan suh-
teen huomioiden, ettd ¢, (0) = ¢, (7). Téssé

1 1

Sosk[c(t)] = /0 ' dt (58 — 5@)28) (7.47)

on klassisen oskillaattorin vaikutus. Solitonin kvantisointi on siis redusoitunut aa-

rettoméan maaran oskillaattoreita kvantisoinniksi. Funktionaali-integraalin mittaan



71

tehdaan muutokset

| Plente)] [ Digta
=+ [ Dln(e)] [ Dlyte Dl

— H/ dCTO/D[CT(t)]CTOvCTmT'

Funktionaali-integraaliksi saadaan nyt
G(T) = exp (—iV[pu]T HGoskr (7.48)

missé

1 1
Gosr (T / dcro/ ()] ero 000, €XD { / dt <§CT — §wfc§) } (7.49)

on oskillaattoria r vastaava funktionaali-integraali, jossa vaikutus on samaa muotoa
kuin yhtilossd (7.7), kun valitaan potentiaaliksi V(c,) = (1/2)w?c?. Olkoon cy(t)
vaikutusta (7.47) vastaava klassinen ratkaisu, joka toteuttaa reunaehdot cg(0) =
ca(T) = ¢,0- Nyt potentaalin toinen derivaatta on V”(cy) = w?. Yhtilon (7.27)

perusteella saadaan staattisen vaiheen approksimaation jalkeen

Goskr(T) =~ B(T)/ deyo exp (iSu[cro, ¢ro, T) [det(O(t))]_l/Q, (7.50)
missa
82 " 82
O(t) = 5 V' (en) = e w? (7.51)

Operaattorin determinantti saadaan kertomalla sen ominaisarvot. Operaattori O(t)

toteuttaa ominaisarvoyhtalon

2 22 "
(—% —w2> sin (”Tm‘) _ (”TZ _w3> sin <%) . =123 (7.52)
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missé ominaisfunktiot ovat valittu siten, etté ne toteuttavat ehdon f(0) = f(7') = 0.

Determinatiksi saadaan nyt

(o [-5]) - ﬁ(

— K(T) (M) o (7.53)

missd médriteltiin K (T) = [(7?/T?) [Io—, n?]~'/%, ja kiiytettiin identiteettii sin(z)/z =

[152,(1 —2?/(n*x?)). Sijoittamalla edellinen lauseke ja klassisen ratkaisun vaikutus

sin?(w, T/2)
Swalcro, ero, T] = —2w,c2g—— 2
talcro, &0, T Wrtro sin(w, T')

(7.54)

lausekkeeseen (7.50), saadaan

Goskr(T) = B(T)K(T) / h dero exp( Qi 2 sin (wTT/Q)) ( 'er ))1/2

€0 sin(w, 1) sin(w, T

— B(T)K(T) (%7::22(222/2))1/2 <%)1/2
1

~ 2isin(w, T/2)

B(T)K(T)(2xT)"? (7.55)

missé kiytettiin Gaussisen integraalin kaavaa. Huomioimalla, etta

1 1

2 sin(er/Q) gizwrT _ p—itwrT
o —iler 1 — —z er —zer
— et Z
=) el (7.56)

n=0
saadaan
Gosr(T) = B(T)K(T)(2rT)"/? Zexp { <n + 2> T] (7.57)
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Skalaarikentélle ¢(x,t) saadaan siis

(e.) 1
1/2 .
G(T) ~ exp (—iV [T | [ B(T)K(T)(2xT)Y ;0: exp {—z <n+ 5) er] .

(7.58)

Suureen G(T') méaéaritelmén mukaan

=> el (7.59)

joten kerroin [[. B(T')K(T') valitaan siten, etté

[[ BT K (T) =]]@T)""/> (7.60)

r

Lopulta saadaan siis

1
G(T) =~ exp (—iV [T HHZ_OGXP {—2 (n,, 5) erl
Y e
{n+}

T (vm] + erwr (n + %))] , (7.61)

Missé summa } _,, , on summa kaikkien indeksien {no, ni, no, ...} yli. Téstd voidaan

lukea kinkin energiatasot F, semiklassisessa approksimaatiossa. Ne ovat
E{n 1= V (bkl Zwr (nr )

2v/2m3 \/> 1 1, 1/2
= N+ = — N, — — 2 .62
™ +< 1+2) 2m+mq§ ( qn+2> <2qn+ ) (7.62)

Energia koostuu siis kinkin klassisesta energiasta, kinkin viritystilan energiasta ja

mesonien energiasta.

Huomioitavaa téssd on, ettd energiaspektri on osittain jatkuva, joten summa
on tassd oikeastaan laatikossa olevan kinkin spektrin yli. Jatkuvan spektrin saa
rajalla, jossa laatikon koko on &édreton. Oletetaan siis, ettd avaruus on laatikko,
jonka pituus on L. Koordinaatissa z laatikon pituus on L, = mL/ V2. Vaaditaan,

ettd laatikon reunoilla —L. /2 ja L./2 ominaisfunktioiden 7, (z) arvot ovat samat eli
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Mg (Lz/2) = 7, (—L./2). Suurella L ominaisfunktioiden vaiheille voidaan kirjoittaa

yhtélon (7.40) perusteella yhtélo

(qn% + %5(%)) = <—qn;717% — %6(%)) + 2n7

Qn% + 6(qn) = 2n, (7.63)

missa n on kokonaisluku. Téma kiinnittad sallitut energiat ¢,. Ratkaisemalla yhta-

=

16sté (7.63) n voidaan kirjoittaa

1= (4 1) == o (G~ )™ +8000.) — )

Lo % (d mb | aé—@dq) . (7.64)

LV

Téaméan avulla voidaan kirjoittaa

qzn%%/:dq(m—\/%%?). (7.65)

Korvaamalla energian lausekkeessa (7.62) summa talla integraalilla saadaan jatku-
van spektrin energia. Huomioitava asia on, etté energia on dareton. Ensinnédkin tésta
energiasta pitéisi erottaa tyhjidenergia. Lisdksi jaljelle jaava dareton energia taytyy
kumota tavallisilla renormalisaatiomenetelmilld. N&in saadaan energia kinkkisekto-
rissa alimmassa asteessa.

Téssé saatiin laskettua kinkin kvanttitilojen energiat alimmassa asteessa, mutta
tapa on lahinnd muodollinen, koska ominaisarvoista w, yksi on nolla. Tdma translaa-
tiosymmetriasta johtuva ominaisarvo aiheuttaa ongelmia, kun lasketaan korkeampia
korjaustermejé, jotka ovat astetta O(\), mutta alimmassa asteessa ongelmia ei tule,

koska translaatiomoodiin liittyvé energia on alimmassa asteessa nolla [6].

7.2.2 Kinkkisektorin muototekijit

Kinkin matriisialkiot voidaan mééritelld neljin postulaatin avulla. Namé ovat [6]
(i) Teorian Hilbertin avaruudessa on tyhjiosektorin lisiksi solitonisektori, jonka vi-

rittaa ominaistilat



75

(a) |P), joka on tila, jossa on yksi kinkki, jolla on liikem#édrd P ja energia E =
VP2 4+ M2, missia M on kinkin massa.

(b) | P*), joka on virittyneen kinkin tila. Liikemiérd on P ja energia B = /P2 4+ Mx2,
missd M* on virittyneen kinkin massa.

(¢) |P, ki, ka, ..., km), joka on sirontatila, jossa on yksi kinkki ja m mesonia. Niiden
asymptoottiset liikeméaarat ovat P, ki, ks, ..., kp,.

(d) | P*, k1, ko, ..., k), joka on sirontatila, jossa on yksi virittynyt kinkki ja m meso-
nia. Naiden asymptoottiset liikeméaarat ovat P, kq, ko, ..., k.

(#i) Solitonisektori on ortogonaalinen tyhjiosektoriin, ja ei ole olemassa lokaalia ope-
raattoria, joka yhdistda solitonisektorin tyhjiosektoriin. Téméa johtaa siihen, etta
kvantisoitu kinkki ei voi hajota mesoneiksi.

(711) Kvanttikinkin massa M on heikon kytkennin rajalla A/m? — 0, M oc 1/\.

(iv) Kenttdoperaattorin ®(x,t) matriisielementit ovat heikon kytkennén rajalla

(P'|®|P) ~ O(1/VA) (7.66)
(P|®|P k) ja (P|®|P") ~O(1) (7.67)

ja yleisesti
(P Ky Ky, oo K@ Py, kg, oy Ko ~ O(A1/2), (7.68)

missa alaindeksi y viittaa matriisielementin yhtendiseen osaan, eli osaan jossa kaikki
mesonit ovat osana vuorovaikutusta.

Tésséd méariteltiin vain ensimmaéinen kinkin viritystila |P*), koska korkeammat
viritystilat ovat epéstabiileja ja hajoavat kinkiksi ja mesoneiksi. Taméa johtuu siité,
ettd mesonin massa on v/2m, joka on kinkin kahden ensimméisen viritystilan vélissi,
\/gm2 <V2m < 2\/§m2. Postulaatin (i7) ideana on yleistaé kenttakonfiguraatioi-
den topologinen lajittelu kvanttiteoriaan.

Fourier-muunnoksen avulla voidaan mééritelld funktiot fi(x), fo(x, k) ja fox (z)
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kaavoilla
n_ [T da i(P—P')a
(P|®(z,0)|P") = 3¢ filz —a) (7.69)
* da ,
(P, k|®(z,0)|P) = / ﬁe“”k—f” e fo(x — a, k) (7.70)
ja
* N % da i(P—P")a £x
(Pl 0)|P) = [ e f2(x — a). (7.71)
Kenttayhtilo on operaattorimuodossa
02 o?

Lasketaan oikean ja vasemman puolen matriisialkiot kinkkitilojen |P) ja |P’) vélilla
ajanhetkelld ¢ = 0. Otetaan huomioon vain johtava termi O(1/v/)). Huomioimal-
la, ettd ®(z,t) = exp(—iHt)®(z,0)exp(iHt), missi H on Hamiltonin operaattori,

saadaan vasemman puolen ensimmaéisesta termisté

ot?

= <8_2 (P|exp(—iEpt)®(z,t) eXp(iEP't)|Pl>)

(6_2 (P|exp(—iHt)®(x,t) exp(iH t)|P’>)

t=0

ot?

t=0

= (% exp(—i(Ep — Ep)t) <P|¢($:t)|Pl>)

=0
= —(Ep — Ep/)? (P|®(z,0)|P) . (7.73)
Koska energia Ep on approksimatiivisesti Ep = vV P2+ M2 ~ M + P?/(2M), ja

massa on postulaatin (::7) mukaan O(1/)), saadaan

(Ep — Ep)? = (% + ) = 0O(\?). (7.74)

Postulaatin (i) mukaan kokonaisuudessaan derivaattatermi on astetta O(A%2). Té-
mé on korkeampaa astetta kuin johtava termi, joten tatd termia ei tarvitse ottaa

huomioon alimmassa asteessa. Loput vasemman puolen termeista voidaan kirjoittaa

médritelmén (7.69) avulla muotoon

0 2
| % (_% - mQ) PP fy (2 a) (7.75)

oo 2
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Yhtalon oikea puoli voidaan kirjoittaa kaksi identiteettié lisadmaélla muotoon

=AY (P& (x,0)[n) (n|®(z,0)n') (n'|(x, 0)| P') , (7.76)

missa tilat |n) sisdltévit kaikki postulaatissa (i) méaritellyt tilat. Postulaatin (iv)
perusteella alimmassa asteessa vain kinkkitilat |P) ovat merkittévid. Saadaan siis
- Z (P|®(x,0)|P") (P"|®(x,0)|P") (P"|®(x,0)|P"). (7.77)
P P
Sijoittamalla tihén (7.69) ja kiyttdmalld identiteettid >, e*@=%) = 276(a — a')
saadaan

-2 ). / PPy (2~ a) / i PP £ (2 — o)
_ _ m

p P/// oo

n
% / da e i(P"—P')a ”fl(x _ a,/)

/ "
— _)\ Z / / / dada da ’LPanP”( o a)eiP"/(Ul"*a/)efiP/a”

P// Plll -

X filx —a)fi(z —d) fi(x —a")
_ _)\/ / / dada da’” a — (Z)(S((ZH N a/)ei(Pa—P’a”)
x filz —a) filz — ) fi(z — a”)

da Na
:—)\/ 2P 3 — ) (7.78)

Yhdistamalla (7.78) ja (7.75) saadaan alimmassa asteessa yht&lo

> da 82 : / da /
/_OO Py <—@ - m2) P=Flaf (x —a) = —)\/_OO %e P=Flafdx —a). (7.79)
Tamén taytyy toteutua kaikilla P ja P’, joten saadaan
(—@ - m2) filx —a) = =Afi(r —a). (7.80)

Tamaé on klassisen kinkin staattinen kenttéyhtalo, jonka ratkaisu on solitonisekto-

rissa tuttu kinkkiratkaisu

filz —a) = ﬁ tanh (E(x — a)) = ¢x(z — a). (7.81)
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Yhtalo (7.69) voidaan nyt kirjoittaa muodossa

> da
—e

5 iP=Plag (¢ —a) + korkeamman asteen termit. (7.82)
T

(Pl (2,0 P') = /

—c0
Tastd nahdaan klassisen ratkaisun yhteys kinkin ympéarille rakennettuun kvanttiti-
laan. Klassinen ratkaisu liittyy ldheisesti kvanttitilan matriisialkioihin. Lisdksi yhté-
16n integraali voidaan tulkita siten, ettd matriisialkioon pisteessd x vaikuttaa koko
funktioperhe ¢k (z — a). Integraali tekee suureesta myos translaatioinvariantin, mika
on odotettavaa translaatioinvariantilta teorialta.

Yhtalo (7.82) voidaan myos kidntaa toisinpdin kidnteiselld Fourier muunnoksel-
la. Tehddan muunnokset P — P + @Q, P — P ja a — —a. Kirjoittamalla yhtalo

(7.82) pisteessd x = 0, saadaan

(P + Q|®(0,0)|P) = / ;i—ae_iQ“qbK(a) + korkeamman asteen termit. (7.83)
m

Merkitsemalld a = x ja kddntdmalla yhtalo, saadaan

or(z) = / dQe'® (P + Q|®(0,0)|P) + korkeamman asteen termit.  (7.84)
Téstd ndhdadn, ettd klassinen kinkkiratkaisu ¢ (x) on alimmassa asteessa kentté-
operaattorin ® muototekija.

Muototekijan yhtélo (7.84) voidaan yleistad myos muille operaattoreille samassa

muodossa alimmassa asteessa. Esimerkiksi Hamiltonin tiheydelle

1, 1[0\ N[, m*\°
H—§H+§&%)+ZCD—7-, (7.85)

missa [I(x,t) = 0®(z,t)/0t, saadaan energiatiheyden muototekija
amz/iap—Pwmﬂﬂwmmnwﬂ, (7.86)
misséd on palattu alkuperdisiin litkeméériin P ja P’. Yhtélossé (7.86) esiintyvd matrii-

sialkio voidaan méarittad samalla tavalla kuin kenttdoperaattorin matriisialkio las-
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kettiin yhtaloissa (7.76)-(7.78). Kayttamalla niita ja yhtdloa (7.82) saadaan staat-

tiselle osalle

ra(a) (5w
[ [ e )]
- / ;lie (P=Phag, (—q), (7.87)

missd &g on klassinen energiatiheys kinkille. Ajasta riippuvalle osalle Hamiltonin

tiheydessi saadaan samalla tavalla kuin kaavajonossa (7.73)
1 0P
(PIAIE(0,0)|P) = 1 (P) ( ") )
x=0,t=0
=5 Z a((ﬂ exp(—iHt)®(z,t) exp(iHt)|P"))z=0.1=0
P//

X 2((P”\ exp(—iHt)®(z,t) exp(iHt)|P'))z—0.1-0

ot
= (P2 (0.0)|P") (P]2(0,0)|P)
X (Ep — Ep//)(Ep// - EP/). (788)

Tamé on postulaatin (iv) ja energian aiemman tarkastelun perusteella O()\), kun
taas staattinen osa (7.87) on O(1/\). Derivaattatermi voidaan siis jélleen jattéé pois

alimmassa asteessa. Sijoittamalla yhtalo (7.87) yhtdloon (7.86) saadaan

£(x) = / AP — PP / ;l—“e'<PP'>askl<—a>

:/_ / d(P — P! PPl g (—a)
— /_Oo 2—27r(5(x — (—a))&a(—a)
~ fula), (7.89)

eli kvanttitilan energiatiheyden muototekija on alimmassa asteessa klassisen kinkin
energiatiheys. Kentén ja energiatiheyden muototekijat ovat klassisen teorian perus-

teella lokalisoituja, mika tukee ideaa, ettd kvanttiteoriassa kinkkisektorin perustila
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on laajennettu hiukkanen.
Yhtéalossa (7.70) médritelty funktio fo(x — a,k) voidaan madrittédéd laskemalla
yhtélén (7.72) molempien puolien matriisialkiot tilojen |P’) ja | P, k) vélilla eli rat-

kaisemalla funktio fo(x — a, k) yhtélostéa

2 2
(P k| (% - % —m ) (2, 1)| P') = —\ (P, K&, )| P') (7.90)
Ajasta riippuvalle osalle saadaan kuten aikaisemmin
O(x
(P, kzl%\?} i = (P k| — (Ep +wp — Ep)?®(x,0)|P'), (7.91)

missd vasemman puolen energiassa on nyt myos mesonin energia wy. Koska energia

Ep — Ep on O()), tistd jaa alimmassa asteessa jiljelle vain termi
(P k| — wp®(z,0)|P), (7.92)

joka on O(\Y) postulaatin () mukaan. Yhtdlon (7.90) vasemmasta puolesta jad
jaljelle siis

2

(P (= =) @@l

da / 82
:/ 7-° UP+k=P')a (—wz —m? - @) folz —a, k), (7.93)

joka on postulaatin (i) mukaan O(A°). Yhtélon (7.90) oikeasta puolesta saadaan
samaan tapaan kuin yhtélosarjassa (7.78)
—3)\ Z (P, k|®(z,0)|P") (P"|®(z,0)|P") (P"|®(x,0)| P
Pl/,P///

* da /
= —3)\/ %e’(P”“P Jeg? (x — a)fo(z — a, k), (7.94)

missd on lisdtty kerroin 3, koska mesonin voi emittoida mika tahansa kolmesta kent-
tdoperaattorista ®. Sijoittamalla lausekkeet (7.93) ja (7.94) yht&loon (7.90) saadaan

yhtalo

2
(e == £25) i = k) = =330 — )t — 0.

<_aa_x22 — m2 + 3)\¢%{($ — G)) f2($ —a, k‘) = (,u,%fé(;p —a, k) (795)
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Téama on edellisessé luvussa johdetun yhtélon (7.35) jatkuvan spektrin osuus. Omi-
naisfunktio fo(x, k) on siis verrannollinen edellisessé luvussa méériteltyyn ominais-

funktioon 7y (x). Funktiolle fo(z, k) valitaan normalisointi

1
@)

Funktio f(x) voidaan laskea samaan tapaan. Huomioimalla, ettd nyt

fo(x, k) = (7.96)

P2 pr2 2
(Epe — Ep)? = (VP24 M** — /P2 + M?2)? = (M* - M + oA QM)

Q

(M* — M)? (7.97)
saadaan samaan tapaan kuin edellisessa tapauksessa

<—% —m? + 3¢5 (v — a)) fi(x —a, k) = wifi(z—a,k), (7.98)

missé wy; = M* — M. Téma on yhtdlon (7.35) diskreetti osuus. Funktio f(z) méa-
ritelladn normalisaatiolla

V;_Mmm

Matriisielementit voidaan mééritelld samaan tapaan my6s muille teorioille [52].

(7.99)

Yleisesti matriisielementit maéritellaan ottaen kaikki teorian hiukkaset huomioon.
Fermionien késittely vaatii enemmén muokkauksia, ja mittateorioissa taytyy ottaa

huomioon mitan kiinnittdminen.

7.3 Kinkin transitioamplitudi funktionaali-integraalina

Maaéritelladn transitioamplitudi Hamiltonin formalismissa. Hamiltonin funktio on

1, 1,
H= /RdxH = /Rda: (§7T2 + 54252 + U(qb)) : (7.100)
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missi liikkemédrin konjugaatti m on m = ¢. Transitioamplitudi alkutilan W, ja

lopputilan |¥;) vililld on Hamiltonin formalismissa [48]

S \I/ |6—1H t1—ta) |\If >

/D z, )| D[m(x, )]V [p(x, 6)] Vo[t (z, t,)]

X exp <z /t dt/Rdx[wgb — H(W,QS)]) : (7.101)

Funktionaali-integraalissa kentét ¢ ja m ovat kiinnitetty alkuhetkelld ¢, ja loppuhet-
kella t;. Transitioamplitudia .Sy, ei voida méarittda tdssd muodossa perturboimalla
kenttéd ¢ klassisen kinkkiratkaisun ymparilla translaatiomoodin takia. Koska trans-
laatiomoodin ominaisarvo on nolla, se johtaisi divergenssiin. Ongelma ratkaistaan
tassa kollektiivisten koordinaattien avulla. Kollektiivisten koordinaattien menetel-
méssd symmetriaan liittyvad vapaata parametria kisitellddn dynaamisena muuttu-

jana [48]. Sijoitetaan transitioamplitudiin (7.101) identiteetit
/ H{D )+ Pl =1, P= / r¢ dx (7.102)
R

/1:[ {D[X(t)]é(@[w(x + X (1), 1), oz + X (1), t)])g—?(}t =1, (7.103)

missd ensimmaéinen identiteetti on rajoite, jossa esiintyvin deltafunktion merkitys
on mééritelld suure p(t) kenttédkonfiguraation liikeméérdksi —P. Toisessa identitee-
tissé esiintyva suure X (¢) tulee olemaan translaatiosymmetriaan liittyd dynaaminen
parametri, ja funktionaali () on viel4 télla hetkelld mielivaltainen. Funktionaali () on
kenttien 7 ja ¢ funktionaali vain paikka-avaruuden kautta ja funktio ajan suhteen.

Tehdaan seuraavaksi muunnokset

t(x,t) = 7(a — X(b),t) = 7(p, t) (7.105)

p=1z—X(t). (7.106)
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Ensimmaisen muunnoksen perusteella gb(az,t) = (Z(p, t) — X(t)(g’(p, t) ja 5’ = ¢.

Taméan avulla saadaan

/R delrd — H(r, 6)] = /R dalf(6 — X&) — H(F, )
——X4¢m¢+4@ﬁ$;Mi@]
:MQX+AyMﬂL4ﬂﬁ@] (7.107)

Aaltofunktionaalit ¥, ; muuntuvat yhtalon [48|

\I]a,l [(b] = eipa’lX(tayl)\Ila,l [5] (7108)
mukaan.

Sijoittamalla identiteetit (7.102) ja (7.103) transitioamplitudiin (7.101) saadaan

Sta = / [P ] PIX(E)DIG|D[FE e T [gle X, [g]

wli [ pxari [at [ ar(Fo-HGE
X e p[z/ta P t+2/ta t/R :r;(mb ’H(W,@)}
0
< 3(p(t) + PYI(Q) 9
::/IID@@N%ka”ﬁ“&ﬁﬂﬁDﬁNwﬂwJ@
[ & ~ = oQ
dt [ d — H(m, ) P)o(Q)—, 7.109
<o i [ar [ do (7610 |0+ PO@GE. (Ta09)
missé kaytettiin osittaisintegrointia. Téssé vain ensimmainen termi riippuu funktios-

ta X (t), joten X(t¢)-integraali voidaan suorittaa. Kayttamélla méadritelmad (7.10)
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X (t)-integraaliin ja kirjoittamalla [ dtpX = [ dpX saadaan

| pixe

N
~ hm /HdX((tn+tn_1>/2)e—i(p(tn)—p(tn1)X((tn+tn1)/2))

N—oo

~ lim [[d(p(tn) — p(ta_1))

N—o0
n=1

= lim [[6(p(t,) — p(ta))

N—oo
n=1

= lim d(p ]h (ta)), (7.110)

N—o0

missd jatettiin kirjoittamatta integraalin mittaan ja deltafunktioon liittyvat va-
kiot, silld ne voidaan sisdllyttdéd transitioamplitudin muihin mittoihin ja ratkais-
ta myohemmin. Integraali funktioiden p(t) yli voidaan nyt suorittaa, jolloin saadaan
p(t) = p = p, = p; kaikilla ajanhetkilla ¢ yhtdlon (7.110) perusteella. Transitio-

amplitudiksi saadaan siis
Sta = (1 — pa) / [ DD w0
0Q
wesp i [ at d:v ms H(7 ¢)) 3(p+ P)I(Q) - (7.111)
Eksponentin stationdérinen piste saadaan vaikutuksesta

/t t it [ /R dp(Fo —H) — a(t)(p+ P)} | (7.112)

missé funktio «(t) on Lagrangen kerroin. Ratkaisemalla Euler-Lagrangen yht&lot

saadaan ratkaisuksi [48]

~ 2

du(p) = o ( 1+£—@—a0 (7.113)
ja

Dpu, (7.114)

Ta(p) = BNCESTE
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missa akl(p) on relativistisen kinkin ratkaisu uudessa koordinaatissa p, ja vakio a on
parametri, jonka ehto 6(Q) kiinnittaa.
Tavoitteena nyt on tehdé transitioamplitudin (7.111) deltafunktioiden argumen-

teista lineaarisia kentissa 5 ja 7. Valitaan funktionaaliksi @) [48)]

mwx+xwxn=4¢wwwu+xwxwiémﬂm&mm (7.115)
jolloin

9Q

ax Rdxf(x)¢'($+X»t)Z/def(p)i’(p,t), (7.116)

misséd funktio f(z) on mielivaltainen funktio, joka on normalisoitu siten, etté

/fz(x)dx =1 (7.117)

Tehdéén kenttddn 7(p, t) muunnos

( >p+fR 1) (¢ (p,t) — f(p)C)dp

F(p,t) = —f + 7 (p, 1), 7.118
(0.1) = —1(p Croon (p.1) (7.118)

missa ¢ on vakio. Nyt saadaan

5<p+/R%<Ab/’dp):6<p+/de fp+f%[fq;,dpf0) ¢ + _¢]>
L R

—5<p+/de — pfjb’ _fqb’fRfr(di— fc)dp'_i_?_rg/])

e fodp J fo'dpy
—b6(p—p— [ 7(¢ — fe)d rd'd
(p p— [ 7@ fopdp+ [ 70 p)
=5(g/fumwmwmﬁ (7.119)
R
Muunnoksen (7.118) Jakobiaaniin tarvitaan derivaatta
57 (p. 1) W S8 = (S (") + F(0")e)dp" ,
=5t —1t) |- ~ o(p —

57 (0. 1) (t—=t)|=f(p) I o +d(p p)]

=5@—f)5@—pﬁ—f7égﬁf@X$@ﬁ—f@%4- (7.120)
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Mielivaltaisen funktion M (x,z") determinantti det[M (x, z’)] voidaan kirjoittaa muo-

dossa [53]

det[M (x, 2")]

= exp (tr 1H<M($a x/)))

© (_1\k
= exp (— ( kl) /Rk d$1d$2"'d$kz[M($17$2) - 5(351 _$2)]

k=1

X [M(zq,x3) — 0(xe — x3)] -+ - [M (), 21) — 0 (28 — xﬁ]) (7.121)

Merkitéddn A = [, fddp. Kiyttamills kaavaa (7.121) ja normalisointia (7.117) saa-

daan esimerkiksi muuttujasta p; riippuvan osan integraaliksi

[aor |5 (#0000 = cton1to) | [ =5 (F00 00 = cFlof (o)

_ (_%) (A7) (02) — e (p) () — cAF(pi) Fp2) + () ()]

—Ae (—%) [F(0) (p2) — ef () ()] (7.122)

Siis jokainen integraali antaa c¢/A — 1 ja lausekkeen (7.120) determinantiksi saadaan

siten

e [0~ Lo | -5- S (5 - g’“]
= Hexp _ln m>

— IE[C (/R f&dp)_l , (7.123)

missé tulo kaikkien ajanhetkien ¢ yli tulee Diracin deltafunktion 6(¢ — ¢') determi-

nantista. Taémé kumoaa transitioamplitudissa termin (7.116). Kéyttdmélla norma-

lisointia (7.117) ja ottamalla huomioon deltafunktion (7.119) saadaan Hamiltonin
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funktioksi
- 1._ 1~ -
H(m,¢) = /de [§7T2 + §¢/2 + U(Cb)}

erfRfr(?A‘f’—Cf)dp2 , 1y 5
e S

Funktionaalin @ valinnan (7.115) perusteella termi [p fodp = 6, Ja fodp hivida,

joten transitionamplitudissa (7.111) termiksi [, %gdp saadaan

/R Fodp — /R 7odp. (7.125)

Transitioamplitudi (7.111) on siis nyt

=001 = ) [ DN 6 [ grdo) s ( [ o)
X exp [z /ttl dt/Rd:c (ﬁ&?— (7, 5))] . (7.126)

Deltafunktioiden argumentit ovat nyt lineaarisia kentissd 7 ja 5 Seuraavaksi
voidaan muodostaa pertubaatiot klassisten ratkaisujen ympérille. Tarkkoja tuloksia
varten tdytyy kiyttdd ratkaisuja (7.113) ja (7.114). Alimmassa asteessa voidaan

kuitenkin kiyttaa perturbaatioita staattisen ratkaisun ympérille eli kirjoitetaan

o(p,t) = dx(p) +C(p, 1),  7(p,t) =x(p,1), (7.127)

missa kentét ((p,t) ja x(p,t) ovat pienet perturbaatiot. Valitaan

Pk
= =/ M,. 7.128
f(p) \/ﬁo Ja ¢ 0 ( )
Hamiltonin funktioksi (7.124) saadaan kinkin kenttayhtéloda (3.7) kdyttamalla
2
(p+ Jo xC'dp)

H =M, +

2
2N, (1 + Mio)

1 1 3\ 1 A
+ / dp | X%+ ¢+ | 5ok — 5m® ) C 4+ Ao+ 2 (7.129)
|2 2 2 2 4
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missd médriteltiin £ = [ ¢4 ('dp. Transitioamplitudi S, on nyt

S =30~ ) [ DIADNBEEIES ([ Trdp) o ([ Sicap)

X exp [2 /ttl (dt /R dz (Xé) . H)] . (7.130)

Hamiltonin funktion (7.129) kvadraattisen osan ominaisarvoyhtélon

82
<_a_p2 + (BAdk — mz)) T = Waln (7.131)

ratkaisut ovat annettu yhtéloissa (7.37)-(7.39). Sijoittamlla funktioiden ((p,t) ja

X(p,t) hajotelmat

Cp,t) =D entmalp),  x(p,t) =D du(t)na(p) (7.132)

transitioamplitudin deltafunktioihin ja kdyttadmaélla ominaisfunktioiden 7, ortonor-
maaliusominaisuutta (7.45) saadaan tulokseksi d(co(t)) ja d(do(t)) eli deltafunktiot
poistavat translaatiomoodin pertrubaatioiden hajotelmasta. Heikon kytkennén ta-
pauksessa transitioamplitudiin (7.132) voidaan nyt soveltaa pertrubaatioteoriaa il-
man nollamoodin aiheuttamia ongelmia [54].

Téassé esitelty kollektiivisten koordinaattien menetelmé soveltuu myos muiden
teorioiden solitoneihin. Monimutkaisemmissa teorissa on enemman symmetrioita,
kuten rotaatiosymmetrioita tai mittasymmetrioita, ja jokaiseen symmetriaan liittyy
nollamoodi. Jokainen nollamoodi téytyy huomioida kiyttdmalla joko kollektiivisia
koordinaatteja tai jotakin muuta menetelméaa [55, 56]. Funktionaali-integraalin si-

jaan voidaan kiyttdd myos kanonista kvantisointia [55].

8 Yhteenveto

Joissakin kenttateorioissa esiintyy topologisesti epéatriviaaleja kenttdkonfiguraatioi-
ta. Nama kenttdkonfiguraatiot sisdltaviat pysyvia ja lokalisoituneita hiukkasmaisia
olioita eli topologisia solitoneita, ja kenttdkonfiguraatiot voidaan luokitella kokonais-

luvun, topologisen varauksen, perusteella ekvivalenssiluokkiin. Kenttékonfiguraatio
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ei voi siirtya ekvivalenssiluokasta toiseen aérellisella energialla, miké tekee topologi-
sista solitoneista erityisen stabiileja. Topologisia solitoneja esiintyy useissa kentté-
teorioissa, ja ne ovat oleellisia systeemien tarkassa tuntemisessa.

Vorteksit kuvaavat tiarkedd ilmiota suprajohteissa. Vorteksit lukkivat suprajoh-
teen lapaisevan magneettikentdn ohuisiin putkiin, jolloin putkien ulkopuolinen osa
sdilyy suprajohtavana. Tamé ominaisuus on suprajohteiden sovelluksissa tarkeé.
Magneettisia monopoleja esiintyy monissa kosmologisissa teorioissa. Ne ovat hy-
poteettisia, mutta kysymys niiden olemassaolosta on tarked. Jos magneettisia mo-
nopoleja satuttaisiin loytdméan, ne auttaisivat 16ytaméadn maailmankaikkeutta par-
haiten kuvaavan teorian. Toisaalta jos ollaan varmoja, ettd niitd ei 10ydy tietylta
energiavililtd, antaa sekin hyodyllisid rajauksia teorioille. Instantonit ovat avaruu-
den liséksi ajassa lokalisoituneita topologisia solitoneita. Instantonit ovat téarkeita
erityisesti kvanttikromodynamiikassa, jossa niitd tarvitaan kuvaamaan muunmuas-
sa teorian tyhjion ja hadronien ominaisuuksia.

Solitonin kvantisoinnissa kenttéteoria kvantisoidaan samoilla menetelmilla kuin
kenttéteoriat yleensd, mutta tyhjion sijaan teoria kvantisoidaan klassisessa kentta-
konfiguraatiossa, jossa on solitoni. Kvantisoinnista tulee kuitenkin vaikeampaa, kos-
ka solitonien nollamoodit johtavat divergointeihin, jos niitd ei oteta kvantisoinnissa
huomioon. Yleinen metodi nollamoodien kasittelemiseen on kayttda kollektiivisia
koordinaatteja, jossa nollamoodiin liittyva vapaa parametri muunnetaan dynaami-
seksi muuttujaksi. Solitonien kvantisoinnissa oleellisia suureita ovat esimerkiksi so-
litonin energiatilat ja transitioamplitudit tilojen vélilld. Kvantisointi tehtiin tassa
tutkielmassa padasiassa funktionaali-integraalimenetelméa kiyttamalld, mutta me-

netelma solitonien kvantisointiin on kehitetty myos kanonisessa kvantisoinnissa.
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