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Tutkielma jésentelee generoivien funktioiden perusominaisuuksia ja néiden avulla
johdetaan laskukaavoja kokonaisulukupisteiden laskemiseksi erilaisille monitahok-
kaille. Kokonaislukupisteiden laskemisella tarkoitetaan sité, ettd kuinka paljon néi-
ta pisteitd monitahokkaan sisédpuolella on ja miten tdméa lukuméard muttuu, kun
monitahokasta laajennetaan. Luku 2 késittelee generoivia funktioita ja luku 3 dis-
kreetteja tilavuuksia erilaisille monitahokkaille.
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1 Johdanto

Téasséd Pro gradu -tutkielmassa tarkastellaan Ehrhartin teoriaa kokonaislukupisteil-
le eli hilapisteille. Matematiikassa diskreetti ja jatkuva matematiikka jaetaan usein
eri kategorioihin, mutta tésséd tutkielmassa tarkastellaan jatkuvien kappaleiden ti-
lavuuksien ja diskreettien tilavuuksien yhteyttad. Térked matemaattinen apuvéline
tdssd muotoilussa tulee kombinatoriikan puolelta ja se on generoivien funktioiden
hyodyntédminen. Tutkielmassa johdetaan erilaisille monitahokkaille P siihen liittyva
Ehrhartin sarja, jolla saadaan laskettua sen sisilla olevien hilapisteiden lukuméaa-
rd. Monitahokkaiden monipuolinen rakenne mahdollistaa Ehrhartin sarjojen monet
kiyttokohteet. Kuvassa 1 esitetdén jatkuvan ja diskreetin tilavuuden ero.

Kuva 1: Jatkuva ja diskreetti tilavuus

Intuitiivisesti voi ajatella, ettd monitahokkaan P diskreetti tilavuus on sen sisalla
olevien hilapisteiden lukuméara ja toisaalta jatkuva tilavuus on se, miten ymmaérre-
tadn perinteisessd mielessé erilaisten kappaleiden tilavuus.

Ehrhartin sarjat on nimetty niiden keksijan Eugéne Ehrhartin mukaan. Ehrhart
tutki kokonaislukupisteiden teoriaa 1960-luvulla [13]. Pick oli esittényt lauseensa
alemmin erityistapauksena ja Ehrhart ldhti tutkimaan teoriaa laajemmin. Pickin
lauseen avulla voidaan laskea monikulmion pinta-ala, kun sen siséltdmét kokonais-
lukupisteet monikulmion sisédpuolella ja sivuilla tunnetaan. Pickin lause esitetdaéan
tassa gradussa luvussa 3.6.

Viimeisintd tutkimusta aiheen parissa on esimerkiksi syklisten monikulmioiden
tutkimus, jotka ovat tarkeitd monessa eri sovelluksessa. Kokonaislukuisten monikul-
mioiden tutkimuksessa aiheina ovat diskreetti geometria, kombinatoriikka ja kombi-
natorinen algebra seké koodausteoriassa silmukan siséltdmien virheiden laskeminen
[11] [12]. Kokonaislukupisteiden teoriaa sovelletaan myos kryptografiassa ja monessa
sovelletun matematiikan ongelmassa [13].

Luvussa 2 johdetaan tarpeellisia tuloksia, joiden pohjalta saadaan luvussa 3 muo-
toiltua kokonaislukupisteiden laskemiseen kéytettévid funktioita, joissa kéytetaén
Ehrhartin sarjoja. Néissé sarjoissa generoivat funktiot ovat keskeisessd asemassa
ja varsinkin niiden termien z° kertoimet. Luvun 2 alussa keskityt#in generoivien
funktioiden perusteisiin. N&itd ovat generoivan funktion méaritelmé, yleinen bino-
mikerroin sekd osamurtokehitelmé. Generoivista funktioista esitetddn esimerkking
se, miten Fibonaccin luvut voidaan esittdd generoivien funktioiden avulla. Lopulta



laajennetaan aihetta Sylvesterin lauseeseen ja Frobeniuksen vaihtorahaongelmaan,
jonka kautta paastaan kasiksi tyokaluihin, joita luvussa 3 tarvitaan.

Luvussa 3 johdetaan Ehrhartin sarja erilaisille monitahokkaille. Aluksi ldhde-
taan yksinkertaisimmasta tilanteesta, yksikkokuutiosta [ ja siitd, miten hilapistei-
den méaard muuttuu, kun yksikkokuutiota laajennetaan jollakin luvulla £. Muut eri-
muotoiset monitahokkaat, joille johdetaan Ehrhartin sarja, ovat standardi simpleksi
A, pyramidi ja ristikkédiset monitahokkaat ¢. Pickin lauseen jélkeen esitetdéin vieléd
teoria monikulmioille, joiden kérjet ovat rationaaliset ja viimeisené tuloksena tassa
gradussa on Eulerin generoiva funktio yleisille rationaalisille monikulmioille.

2 Generoivat funktiot

Téassé luvussa tarkastellaan térkeitd generoivien funktioiden ominaisuuksia, joita
tarvitaan, kun ratkaistaan kokonaislukupisteité erilaisille kappaleille. Luku pohjau-
tuu lihteeseen [1]. Lahteend kiytetdén myos muita lahteitd, mutta ndimé mainitaan
erikseen niissé kohdissa, joissa niitd on kiytetty. Generoivat funktiot ovat hyvia tyo-
kaluja, kun esitetdén lukujono paljon tiiviimmaéssd muodossa ja téllainen muotoilu
mahdollistaa my6s koko jonon muokkaamisen yhdelld operaatiolla samalla kerralla.

2.1 Mika on generoiva funktio?

Seuraavana maéritelladn generoiva funktio.

Maaritelma 1. Lukujonoa ag, ay, ..., a,,... voidaan kuvata sitd vastaavalla gene-
rotwalla funktiolla f(x), joka on muotoa

fla)=ag+aw+ ... +aa"+... =D ag
=0

eli lukujonon termi a,, on generoivan funktion termin x,, kerroin. Téssé tutkielmassa
tarvitaan myohemmin termin z° kerrointa ja merkitéén sitd niissi kaavoissa vakio-
na.

Esimerkki 1. Téssd on muutama yksinkertainen esimerkki generoivista funktioista:
a) Lukujonolla 1,1,1,1,0,0,0,... on generoiva funktio
1+a+2°+a°
b) Lukujonolla 1,4,6,4,1,0,0,0,... on generoiva funktio
1+ 42? +62% +42° + 2* = (1 + 2)%.

c¢) Lukujonolla (8), ("):1: +..., (Z) ,0,0,0,... on generoiva funktio

(g) + (T)az+ (Z)x" = (1+2)"
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d) Lukujonolla 1,1,1,1,... on generoiva funktio
f@y=1+a+2*> +2°+ ... :in.
=0

Generoivia funktiota voi muokata samalla tavalla kuin mitd tahansa muutakin
funktiota. Esimerkiksi edellisen esimerkin 1 funktio f(x) voidaan kertoa termill&
1 — 2 ja tuloksena saadaan

(1 —x)f(x)

1—2)l+z+2®+28+2t+..)
QI+z+?+ad+a2'+. ) (e +2® +2° + 2" +2°+..)
1

Kun tdmé yhtélo (1 —z) f(x) = 1 jaetaan vield termilld 1 — = saadaan, ettéd funktio
f(x) = . Seuraavaksi tarkastellaan tuloksia siitd, miten voimme ratkaisa termin
x" kertoimen arvon.

2.2  Yleinen binomikerroin

Tassé alaluvussa esitetddn menetelmé termin x™ kertoimen méarittamiseksi. Téassa
menetelmassa kdytetddn apuna binomikertoimia. Exponentin sallitaan olevan nega-
tiivinen ja edellisess# luvussa saatu funktio f(z) = == = (1—x)~!. Ensin tarvitaan

(1—z) —
kuitenkin binomikerroinlausetta.

Lause 1. Binomikaava Kaikille luvuilla a ja b, sekd luonnoliselle luvulle n pdtee

ooy =35 (Yo

r=0

Todistus. Tiedetédén, ettd vakiot a"b"~" lausekkeessa (a+b)" tarkoittavat sitéd, kuinka
monta kertaa luku r voidaan valita n méaarasta lukuja. Luku a tarkoittaa kertoimia
lukuun r asti ja luku b on loput luvut. Binomikertoimen mééritelmésta tunnetaan,
ettéd (:f) tarkoittaa kuinka monella tavalla luku r voidaan valita n méaérasta lukuja.

O

Kun binomikaavassa a = z ja b = 1, saadaan muoto (1+z)" = >""_ (7)a", jota
nyt tarkastellaan tarkemmin. Koska funktiossa f(z) = (1 — x)~! exponentti n on

negatiivinen, tarvitaan magritelmé binomikertoimelle, kun n on negatiivinen.

Maaritelma 2. Yleinen binomikerroin on muotoa

<n> :n(n—l)...(n—r+1)

T rl

)

missa r > 0 ja r on kokonaisluku, mutta n voi olla miké tahansa reaaliluku.

Huomaa, ettd tdmé madritelma pitad sisdlladn tavallisen binomikertoimen maé-
ritelmén.



Esimerkki 2. Olkoon n = —2 ja r = 5. Binomikaavalla saadaan tulokseksi

(—2) (D)) _ —T0
5 5! 120 '

Jos n on positiivinen kokonaisluku, saadaan vield toinen muoto binomikaavalle,
jossa kaytetdan miinusmerkkié hyviksi uuden muodon esittdmiseksi.

Lause 2. Jos n on positiivinen kokonaisluku, niin

()= ()

Todistus. Koska n on positiivinen kokonaisuluku, saadaan binomikaava merkittya
toiseen muotoon, kun kiytetddn miinusmerkkid luvun n edessa. Muoto on

(—n) _—n(n—-1)...(-n—r+1)

r r!
Otetaan yhtélon oikealta puolelta jokaisesta termistéd yhteiseksi tekijaksi luku (—1)
ja saadaan
(—D)'n(n+1)...(n+r—1)
7!
Lausekkeen osoittajan loppuosa voidaan esittaé kertomien avulla toisessa muodossa,
joka on

(n+r—1)(n+r—2)...n:%.

Tasta saadaan muotoiltua binomikaavaksi

(_DTn(n—l—l)...(n—i-r—l) :(_1)r(n+r—1)! :<_1)T(n+7‘—1)’

r! ri(n —1)! r

miks todistaa vaitteen. OJ

Seuraavaksi voidaankin muodoilla yleinen binomikaava, jossa n voi olla mika
tahansa reaaliluku.

Lause 3 (Yleinen binomikaava). Kaikille n € R pitee

(1+2)" = i (Z)x

r=0

Esimerkki 3. Tarkistetaan, ettd kaava antaa saman tuloksen, joka saatiin esimer-
kissd 1 kohdassa d. Funktio f(z) = (1 —z)™! = (1 + y)~', kun merkitidén y = —z.
Yleisen binomikaavan mukaan termin 3" kerroin on

G =co("TY) =

koska (:) = 1. Tama on termin y" kerroin ja tarvitaan viela termin 2" kerroin. Tama
saadaan muotoiltua

v = (—a) = (-1



joten saadaan muoto
(_1)ryr — (_1)2r r_ 1T$T — xr.

Eli termin z” kertoimeksi saatiin luku 1 aivan kuten funktiolla f(x) pitikin olla,
joten kaava pétee téssd esimerkissé.

Ratkaistaan viela toinen esimerkki aiheesta.

Esimerkki 4. Ratkaistaan lausekkeen (1 + z)™3 kertoimet. Nyt téytyy selvittdi
(_7”3) arvot eri luvun r arvoille. Lauseesta 2 saadaan

(—3) :<_1)r(3+r—1) :(_1)r(7‘+2> :(_1)7"(7“%—2)2(7’—1—1)‘

r r r
Lasketaan ensimmadiset kertoimet. Kun r = 0, saadaan (—1)"-2- % =ljakunr=1,
saadaan (—1)'-3-2 = —3. Kun r = 2, saadaan (—1)*-4- 2 = 6. Yleisesti néhdéén,
etta 5 )

+
(1+z)? :O—3x+61:2—...+(—1)"(n )2<n+ >x"+

2.3 Osamurtokehitelma

Jos generoiva funktio on muotoa m, voidaan kayttaa yleistd binomikaavaa, jolla
selvitetadn termien x” kertoimet. Jos generoiva funktio taas on muodoltaan esimerksi
m tai viela monimutkaisempi, niin miten siiné tilanteessa vastaavat kertoimet
voi selvittaa?

Yksi vaihtoehto on kiyttad osamurtokehitelmié, joilla padstadn haluttuun lop-
putulokseen. Otetaan osamurtokehitelmén kiytosta esimerkki.

Esimerkki 5. Selvitetdan funktion f(z) termin 2" kerroin, kun

1+ 2
(=222 —3x +2)

fx) =

Huomataan, etté funktion nimittdjén voi kirjoittaa muistikaavojen avulla muodossa

1+ 1+2x

(=222 —3x+2) (1—2x)(2+x)

Nimittdjassa on nyt tulomuoto, joten generoiva funktio voidaan kirjoittaa kahteen
osaan kidyttden tuntemattomia A ja B apuna seuraavasti
1+ A n B
(1—-22)2+4+z) 1-22 2+

Kun, funktio paloitellaan télla tavalla, sitd kutsutaan osamurtoihin jaoksi. Seuraa-
vaksi selvitetdan A ja B. Ensin lavennetaan molemmat rationaalilausekkeet saman-
nimisiksi eli ensimmainen lauseke lavennetaan termilld 24z ja toinen termilla 1 —2z.
Néin saadaan muoto, joka voidaan merkita yhtd suureksi alkuperéisen funktion f(z)
kanssa ja saadaan

A(2+:E)+B(1—2a:)_f( - 1+
1-202+2) W T 0-200@+a)




Selvisti osoittajien tulee olla yhtéd suuret eli saadaan
A2+x)+B(l —2z)=1+u.

Vakiotermeistd pitdé tulla yhta suuret ja polynomeista luvun = suhteen pitdd myos
tulla yhtd suuret. Kerrotaan sulut auki ja saadaan 2A + Ax + B — 2Bx = 1 + «,
joten saadaan seuraava yhtéalopari

2A+B =1
(A—2B)x = .
Ratkaisuksi saadaan A = g ja B = —%. Huomataan, ettd 2 4+ = on viela hieman

ongelmallinen, jotta yleistd binomikaavaa voidaan kiyttdd, mutta lauseke 2 + x voi-
daan kirjoittaa toisella tavalla. Muoto pitéisi olla (1 + az’)’, joten tarvitaan 1 ja
talld hetkelld lausekkeessa on luku 2. Jotta tastd padstddn etenemédn, muutetaan
funtion f(z) esitystd hieman. Polynomi 2 + = saadaan kirjoitettua toiseen muotoon

iama(is (L)),

Téstéa saadaan funktiolla f(z) seuraava muoto

3 1

Jw) = 1 —52x 1 +1E)%x)'

Kasitellddn nyt molempia rationaalilausekkeen termeja erikseen. Ensimmaisesta saa-
daan

g(l —2z)7! = §<1 + 22+ (22)* + (22)° + .. ),

eli ensimmadisen termin kerroin on (%2’". Toisesta termista saadaan

() =7 (- () - () ).

joten termin z” kerroin funktiolla f(z) on (2)2" — & (5H)".

Osamurtoihin jaon voi tehdé mille tahansa generoivalle funktiolla, jossa nimittaja
voidaan jakaa yksinkertaisempiin termeihin. Kuitenkin polynomin, jonka aste on 3
tai yli, osamurtoihin jakaminen on haastavaa.

Lause 4 (Osamurtoihin jako). Kaikille rationaalifunktioille, jotka ovat muotoa

_ p(z)
fw) = [T (= ax)r”

missd polynomin p(x) aste on pienempi kuin e;+ex+. . . ey, ja luvut ay ovat erisuuria
keskenddn, on voimassa osamurtoihin jako

o ( Ch,2 Chyex

k=1

joillekin kertoimille cy ;.



Todistuksen ldhde on [5]. Aluksi tarvitaan pari aputulosta, joita kdytetddn to-
distuksessa.

Lemma 1 (Jakoalgoritmi polynomeille). Olkoon f ja g polynomeja. On olemassa
polynomit q ja r, joiden degr < degq ja

f(z) = g(x)q(z) + r(z).
Todistusta ei esitetd téssé gradussa. Se 10ytyy liahteesté [6].

Lemma 2 (Laajennettu Euklideen algoritmi polynomeille). Olkoon f ja g polyno-
meja, joilla ei ole yhteisid tekijoitd. Tdlloin on olemassa polynomit h ja t, joille

F@)h(a) + g(a)t(a) = 1.

Todistusta ei esitetd téassa gradussa. Se 10ytyy lédhteesta [7] ja [8]. Vield tarvitaan
yksi aputulos, jotta paédstdan varsinaiseen todistukseen.

Lemma 3. Olkoon fi, fo ja g polynomeja ja oletetaan, ettd funktioilla fi ja g e:

ole yhteisida tekijoita ja deg g < deg fi1 +deg fo. Talloin voidaan loytda polynomit g,
ja g, joille

o) 0@ o)

h(@)fa(z)  filz)  fa(w)

ja deg(g1) < deg(f1) sekd deg(gz) < deg(f2).

Todistus. Laajennetun Eukleideen algoritmin avulla 16ydetdan polynomit A ja hs
joille
Tastéd saadaan vield uusi muoto funktion g avulla eli

9(x) = fi(x)(ha(2)g(x)) + fa()(ha(2)g(2)).

Nyt jakoalgoritmin avulla saadaan muoto

hi(x)g(x) = fi(x)g(z) + 91(2),

missd deg(g1) < deg(f1). Olkoon

Tasté seuraa, etta

9(x) =fi(z)ga(z) — fi(2) fa(x)q(7) + fo(x) fr(2)q(z) + fo(2)g1 ()
=fi(z)g2(x) + f2(2) g1 ()

ja vaite saadaan todistettua, silla nyt

91() n g2(x) _ fo(@)gi(x) + filz)ge(z) _ g(x)
filz) — fa(z) fi(x) fa(z) fi(x) f2(x)

7




Vield pitéé todistaa, ettd deg(gs) < deg(f2). Tehdédén vastaoletus ja oletetaan, etté
deg(g2) > deg(f2). Téstd seuraa, etti

deg(fig2) < deg(f1f2)

ja myos
deg(f291) > deg(fif2).

Nyt lausekkeessa fi(z)g2(x) + fa(x)g1(z) termi figo on dominoiva termi, joten

deg(g) = deg(fig2 + f2g1) = deg(fig2) > deg(f1f2) = deg f1 + deg f2
ja tdmé on ristiriita, joten véiite on todistettu. O]
Todistetaan seuraavaksi varsinainen osamurtoihin jako eli lause 4.

Todistus. Muutetaan alkuperainen lauseke toiseen muotoon
9(r) - gi()
Fo) ~ 22 )y

jossa g;; on jokin polynomi, jolle g;; < f;. Nyt oletetaan, etta f ja g ovat polynomeja
ja f voidaan kirjoittaa muotoon f = fi" ... f?, jossa f; ja f; el ole yhteisié tekijoita
kaikille ¢ # j. Tavoitteena on osoittaa, ettd degg < deg f ja gi; < deg f;. Aluksi
kiytetddn lemman 3 tulosta r — 1 kertaa ja saadaan muoto

o) 5~ o)

@)~ 2 (i)

jossa deg(h;) < deg(f") = a;deg(fi). Tarkastellaan seuraavaksi summalausekkeen
sisdlle jaavaa osaa

hi(z)

filx)s

Jos a; = 1, niin vaite pétee suoraan. Oletetaan, ettd a; > 1. Jakoalgoritmilla saadaan

hi(z) = q(x) fi(x) +r(z), (1)

jossa degr < deg f;. Nyt deg f; = 1, joten degr < 1, mistd seuraa, ettd r on vakio.
Seuraavaksi saadaan kirjoitettua muoto

hi(z)  q(z) r(z)
fi@e ~ Rl R

Nyt joko ¢ = 0 tai g(z) f;(x) on dominoiva termi lausekkeessa (1) ja tésséd tapauksessa
degh; = degqf; = degq + deg f;. Mutta degh; < a;deg f;, joten degq < (a; —
1) deg f;. Kun toistetaan vaihetta (2) saadaan haluttu osamuroihin jako. Luku ¢ oli
valittu mielivaltaiseksi, joten véite pétee. O

(2)



2.4 Fibonaccin luvut generoivien funktioiden avulla

Generoivien funktioiden avulla voidaan myds ratkaista ja ilmaista rekursioita, joissa
on kokonaisulukukertoimet. Téssé aliluvussa ldhteend on [4]. Generoivilla funktioilla
voidaan esittdd Fibonaccin luvut, mikd on yksinkertainen esimerkki toisen asteen
rekursiosta:

Fo=0,F=1,F,=F,1+F_o (k>2).

Ratkaisuna saadaan Fibonaccin luvut. Esitetddn kymmenen ensimmaista lukua:

7 8 9 10

5 6
5 8 13 21 34 55.

Miten voidaan laskea mika tahansa Fj Fibonaccin luku, kun £ > 2. Muodostetaan
Fibonaccin lukuja vastaava rekursioyhtald, joka on muotoa

Jr = fem1 + fr—o

Seuraavaksi yhtdloé muotoillaan generoivien funktioiden avulla. Aloitetaan indeksin
k arvosta 2. Tiedetddn, ettd indeksin arvot ovat luvun x potensseja, joten saadaan
muoto

k>0

Tastéd saadaan Fibonaccin lukujen rekursioyhtéalon avulla muoto

Z frpoa® = Z(fk—H + fr)a" = Z froro® + Z + fra®.

k>0 k>0 k>0 k>0

Yhtalon vasemmasta puolesta saadaan

Y feath = 53 feath = 3 k= (P (@) — )

k>0 k>0 k>2

ja oikeasta puolesta

Z frprz® + Z fra® = iF(:c) + F(x).

k>0 k>0

Yhtalo saadaan nyt muotoon

S(F() — ) = ~F(2) + F(z)

12

tail
T

Flx)=—.
(z) 1 —x—a?

Seuraavaksi muodostetaan osamurtoihin jako. Kirjoitetaan yhtélon nimittaja tulo-
muodossa 1 —z — 22 = (1 — ax)(1 — Bz). Osamurtokehitelmi saadaan muotoon

x A B
(1—azr)(l—pz) 1—0z3:+1—ﬁz'

9



t 1+v5 :, 1=V5
2

Nimittédjan nollakohdat ova ja =7, joten osamurtokehitelmé saa muodon

T A B

1—x—x2:1_%5x+1_%5x'

Ratkaisuksi saadaan

1 1
__T __ B %
S e v e e

Voidaan myés kirjoittaa toinen muoto

1 ((1+v5)" (1-v5)") .
za((57)-(59)

Vertailemalla termin z* kertoimia ja funktion F(z) = Y, frz" mééritelmid ja
edellistd muotoilua, saadaan vield suljettu muoto rekursioyhtélolle seuraavasti:

k k
fo L (1 VB 1 [1-5
AL 2 AU '
Edella estietty menetelmé rekursion muuttamiseksi ymmarrettavadn muotoon osa-

murtoihin jaon avulla on yksi térkeistd menetelmisté, joita tarvitaan vielda mychem-
min téssa tutkielmassa.

2.5 Sylvesterin lause

Tésséd aliluvussa ldhteend on [4]. Seuraavat ajatukset pohjautuvat Frobeniuksen
vaihtorahaongelmaan, jossa vaihdannan vélineet on maaritelty siten, ettd kaikkia
mahdollisia rahasummia ei ole mahdollista vaihtaa tasan ja kysymyksena téssa on-
gelmassa on, mikéd on suurin rahasumma, jota ei voi vaihtaa. Oletetaan, etté kolikoita
vastaa luvut joukossa A = {aq,as,...,a4}, joista jokainen a; on positiivinen koko-
naisluku ilman yhteisié tekijoitd. Miten saadaan kaava suurimmasta arvosta, jota ei
voi muodostaa nailld joukon A luvuilla aq,as,...aq? Téatd kutsutaan Frobeniuksen
vaihtorahaongelmaksi. Joukko A on siis muotoa

A=A{a,ay,...,a4},

jossa ged(ag, ag, . .., aq) = 1 eli suurin yhteinen tekija on 1. Kutsutaan lukua n edus-
tetuksi (engl. representable), jos se voidaan esittdé ei-negatiivisten kokonaislukujen
mi, Mo, ..., mg avulla muodossa

n =mia; + ...+ mgyagq.
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Kolikkojen tapauksessa tama tarkottaisi sitd, ettd rahasumma n on mahdollista muo-
dostaa kolikoista aq, as, ..., aq ja luvut my, mo, ..., my kuvaavat sitd, kuinka monta
kutakin kolikkoa on. Nyt tarvitaan tapa esittda suurin luku, joka ei ole edustettu eli
sitd ei voida esittdd edelld mainitulla tavalla. Téta lukua kutstuaan Frobeniuksen
luvuksi ja sitd merkitdédn g(ay, as, ..., aq). Esitetddn nyt kaava tapaukselle d = 2.

Lause 5. Jos a; ja ay ovat positiivisia suhteellisia alkulukuja, niin

g(ay, az) = arag — a; — as.
Tamén kaavan pohjalta Sylvester antoi seuraavan tuloksen.

Lause 6 (Sylvesterin lause). Oletetaan, ettd a; ja ay ovat positivisia suhteellisia
alkulukuja. Tdasmalleen puolet luvuista vdlilta 1 ja (a1 — 1)(as — 1) ovat edustettuja.

Tavoitteena on todistaa molemmat lauseet osamurtokehitelmien avulla. Lahes-
tytddan Frobeniuksen vaihtorahaongelmaa rajoitettujen partitioiden funktion avulla.
Ensin maaritelldan, mitd tarkoittaa partitio.

Maaritelma 3. Positiivisen luvun n partitio on multijoukko, jossa sallitaan saman
luvun toistuva esiintyminen joukossa {ni,ns,...,n;}. Téssd joukossa jokainen ny
on positiivinen kokonaisluku, jolle n = ny 4+ no + ... + ng. Lukuja nq,no, ..., ng
kutsutaan partition osiksi.

Nyt padstdan rajoitettujen partitioiden funktion méaritelméan.
Maaritelma 4. Rajoitettujen partitioiden funktio on muotoa
pa(n) = #{(my,...,mq) € Z* | jokainen m; > 0,mya; + ... + mgaq = n},

joka kuvaa partitioiden lukumaéaéaraéd joukossa n, kun elementteina kaytetddn vain
joukon A osia. Talld partitiofunktiolla on siis ominaisuus, ettd g(ay, ... aq) on suurin
kokonaisluku n, jolle ps(n) = 0.

Rajotettujen partitioden funktiolla on olemassa geometrinen esitystapa, joka al-
kaa joukolla

P = {(331, c. ,.Td) € R| kaikilla Z; Z 0,551&1 + ...+ x40 = 1}
Joukon S C R? laajennus luvulla n (eng. dilate) on muotoa
{(nz1,nxs,. .., ... ;nxy) |(z1,...,24) € S}.

Funktio pa(n) laskee tarkasti kaikki kokonaislukupisteet, jotka sijaitsevat joukon
P laajennuksessa luvulla n. Laajennus tarkoittaa téssa sita, ettd korvataan yhtalot
r1a1+...+xqaq = 1 joukon P maéaaritelmésta niin, ettd ne ovat x1a,+. ..+ 404 = n.
Joukko P muodostaa monitahokkaan (engl. polytope). Tilanteesta on helppo piirtaa
kuva, kun d < 3. Kuvassa 2 esitetddn kolmiulotteinen tilanne. Tarkastellaan ensin
tilannetta, jossa d = 2. Rajoitettu partitiofunktio saadaan nyt muotoon

Plapy = #{(k,1) €Z* |k,1>0,ak +bl = n}.
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Kuva 2: Monitahokkaan laajennus, kun d = 3.

Tassa vaatimuksena on se, ettd a ja b ovat suhteellisia alkulukuja. Seuraavaksi muo-
toillaan tilannetta generoivien funktioiden avulla. Aloitetaan kahden geometrisen
sarjan tulosta:

( : )( : ):(1+Za+zza+---)(1+zb+z2b+...).

1—zo 1— 2t

Jos sulut kerrotaan auki, saadaan potenssisarja, jossa eksponentit ovat lukujen a ja b
lineaarikombinaatiot. Toisaalta termin z" kerroin kertoo sen, kuinka monella tavalla
n voidaan Kkirjoittaa ei-negatiivisten lukujen a ja b lineaarikombinaationa. Nama
kertoimet kuvaavat myos tarkasti sitd, mita funktiolla pg, ) saadaan laskettua:

(5) () - T X = Totantor =

k>0 1>0 n>0

Eli taméa funktio on generoiva funktio kokonaislukujonolle (p{a,b} (n))zozo. Tarkastel-
laan viela tata funktiota tarkemmin ja esitetddn toinen muotoilu edellisen lausekkeen
vasemman puolen generoivasta funktiosta. Tdmé saadaan kirjoitettua muotoon

1 k—n
f(Z) = (1 _ Z“)(l _ Zb)Z" = Zp{a»b}(k) z :

k>0
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Téaméa muotoilu ei aivan ole potenssisarja, koska se sisaltaéd negatiivisia eksponentte-
ja. Téllaista sarjaa kutsutaan Laurentin sarjaksi. Potenssisarjalle voisi laskea funk-
tiolle f(z) arvon, kun z = 0, mutta, negatiivisten eksponenttien takia néin ei voida
tehd&. Jos ensin jaetaan kaikki termit, joissa on negatiivinen eksponentti, saadaan
potenssisarja, jonka vakiotermi pysyy samana. Téahéan jaljelle jadvaan funktioon voi-
daan sitten sijoittaa z = 0. Jotta vakiotermi voidaan laskea, funktio f(z) jaetaan
osamurtoihin. Tilanteen monimutkaisuuden takia katsotaan ensin esimerkki yhdessé
ulottuvuudessa. Merkitaan jarjestyksessa luvun 1 juuria a seuraavasti

omifa 2r . 27

= COS— —+ 18In—
a a

ga =€
ja titen kaikki juuret a ovat 1,&,,&2, &3, ... &2 1.

Esimerkki 6. Etsitdén osamurtoihin jako lausekkeelle -—. Taméan lausekkeen na-

vat (engl. poles) 16ytyvit ykkosen juurista &¥ kaikille k = O, 1, ...,a—1. Osamurroksi
saadaan

Kaytetdan L’Hopitalin sdantoa, jotta 1oydetdédn C} kertoimet ja saadaan

C’k—hm(z—fk)( ! )—hm ! :—g.

2k 1 — ze 2gk —az0 L a

Yhdistetdédn edellinen ja saadaan alkuperdinen lauseke muotoon

a—z“:__zz—f’“’

Palataan rajoitettuihin partitiohin ja nyt funktion f navat sijaitsevat kohdassa
z = 0 ja sen monikerta on n. Vastaavasti kohdassa z = 1 monikerta on 2 ja kaikissa
muissa kohdissa € tai & monikerta on 1, koska a ja b ovat suhteellisia alkulukuja.
Téaten osamurtoihin jako saa muodon

A A A B Bs = C — D,
J”(Z)—ZJr T +zn+Z—1+(z—1)2+kzzoz—€§+j§02—€f

Kertoimiksi Cj ja D; saadaan
1 .
a(l — gkb)d:(nfl) Ja
1
Lasketaan B, kertomalla funktion f(z) molemmat puolet lausekkeella (z — 1)? ja
otetaan raja-arvo, kun z — 1 ja saadaan
(2 —1)2 1

By =1i = —
2= (1—2z9)(1 =22  ab’

J
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kun kaytetdan L’Hopitalin sdantod kaksi kertaa. L’'Hopitalin sdantoa soveltamalla
saadaan selvitettyd myos B, joka saadaan

, 1 = Y 1 1 1 =n
B“:E%Z_”(a—zm1—ypn_@—1y> _______

Tassa tilanteessa ei tarvitse laskea vakioita Ay, ..., A,, koska ne liittyvit vain nega-
tiivisiin eksponentteihin ja ne voidaan jattda huomiotta, silla ne eivét liity funktion
f vakiotermiin. Koska muut vakiot on selvitetty, saadaan vakiotermi Laurentin sar-
jasta funktiolle f selvittdmalla funktion arvo kohdassa z = 0. Téma voidaan ilmaista
seuraavasti

( B Bo “— C — D,
Plast(n) = (2_1 M EE TR D +;z—éi
= = 2=0
b—1

Sijoitetaan téhén By, By, C) ja D; ja saadaan

1 n 1 a—1 1 b—1 1
p{a»b}(n) = % + 97 Py + a Z é’kb é’kn 7 2 (1 l{a) Jn’

=1 - b

Seuraavaksi muotoillaan edellisen lausekkeen summat hieman eri tavalla. Tahén tar-
vitaan kaksi uutta madritelméd, lattiafunktio (engl. greatest-integer function) ja
murto-osafunktio (engl. fractional-part function). Lattiafunktio |x| palauttaa suu-
rimman kokonaisluvun z, joka on pienempi tai yhtdsuuri kuin z. Murto-osafunktio
{z} palauttaa luvun = — |z|. Seuraavaksi tarkastellaan tilannetta, jossa b = 1. Nyt
rajoitettujen partitioden funktio on siis muotoa p41}(n), jolla saa laskettua koko-
naislukupisteet tietylla valilld seuraavasti:

Piaay(n) =#{(k,1) € 7Z?|k,1 > 0,ak +1=n}
=#{k € Z|k > 0,ak < n}
n
= < k< -—
#{kezm_k_ a}

n
= 2]+t
a
Néin saadaan toinen muotoilu rajoitettujen partitioiden funktiolle. Tamé on muotoa

1+ +- n, 1S (=% +1
—+ -4+ —4- ann(n) = |- :
2a a <= f’“ Ehn ~ Pla1 a

Nyt kiytetaan murto-osafunktiota {z} = x — | x| ja saadaan kaava, jolla ilmaistaan
summa luvun a juurista, jotka ovat yhta suuria kuin 1:

1“25 B {n}+1 1
ak:l 5’“ (1 —¢kyehn — a 2 2a
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Voidaan osoittaa, ettd on olemassa yhtasuuruus

a & T a g (1= ghjet ™

missi b~! on kokonaisluku, jolle b='b = 1 mod a. Téméi saadaan edelleen muotoon

1 “i 1 B {b—ln} IR

a £ (1= &F)gm a 2 2a
Viimein padstadn tilanteeseen, joka voidaan palauttaa takaisin aikaisempaan funk-
tion pyqp) lausekkeeseen. Téta muotoa kutsutaan Popoviciuksen lauseeksi.

Lause 7 (Popoviciuksen lause). Jos a ja b ovat suhteellisia alkulukuja, niin

n b~ n a ln
— 1

missi b~'b = 1 moda ja a ta = 1 modb.

Vield ennen kuin saadaan Sylvesterin lause 6 ja lause 5 johdettua valmiiksi asti,
palataan vield rajoitettujen partitioiden ongelman p,p(n) geometriaan. Kaksiu-
lotteisessa tilanteessa lasketaan janalla sijaitsevat kokonaislukupisteet (z,y) € Z2,
joille pétee ehto

axr + by =n,

jossa x,y > 0. Kun luvun n arvo kasvaa, janan pituus kasvaa. Voisi ajatella, etta
todennékoisyys sille, ettd kokonaislukupiste on janalla kasvaisi, kun janan pituus
kasvaa. Todennakoisyyden voisi ajatella kasvavan lineaarisesti, koska jana on yksi-
suuntainen objekti. Popoviciuksen lauseen muotoilussa pya s (n) johtava termi 7% ja
muut termit ovat siihen verrattuna huomattavasti pienempié ja niiden arvot ovat
valilla [0, 1]. Kuvassa 3 esitetdén geometria funktiosta pgs73(n) ensimmaisille luvun
n arvoille. Kuvassa paksumpi jana kuvaa tilannetta, jossan =17 =4-7—-4 —T7.
Tama on janoista viimeinen, joka ei sisdlld yhtdan kokonaislukupistetta.

Lemma 4. Jos a ja b ovat suhteellisia alkulukuja ja n € [1,ab — 1] ei ole luvun a
tai luvun b monikerta, niin
Piap} (1) + Prapy(ab —n) = 1.

Toisin sanoen luvulle n, joka on lukujen 1 ja ab—1 vdlissd ja jotka eivdt ole jaollisia
luvuilla a ja b, tasmdlleen toinen naista kokonaisluvuista n ja ab—n voidaan esittid
lukujen a ja b avulla.

Todistus. Todistus seuraa suoraan Popoviciuksen lauseesta:

prasy(ab—n) :aba_b n {b‘l(ab - n)} B {W} 1

a
B n —b~n —a~'n
RN
_n b~n a'n
a5

=1- DP{a,b} (n)
Kolmannella rivilla kiiytetddn tietoa, ettd {—z} =1 — {z}, kun = ¢ Z O
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35

Kuva3:4dx+Ty=n,n=1,2,...

Nyt voidaan todistaa lause 5.

Todistus. Pitdé osoittaa, ettd piap(ab —a —b) = 0 ja ettd prapy(n) > 0 kaikille
n > ab—a —b. Ensimméinen viite seuraa lemmasta 4 ja siité, ettd pg, ) (a+0) = 1.
Toisen viitteen todistamiseksi huomataan, ettd mille tahansa kokonaisluvulle m,
{%} <1-— % Jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle n péatee

ab—a—b+n 1 1 n
a b—a—-0» > —(1—-—=)—-(1—-= 1=—>0.
P{ ’b}(a “ +n) 2 ab ( a> ( b) + ab -

Lemman 4 avulla saadaan todistettua myos Sylvesterin lause eli lause 6.

Todistus. Lemman 4 mukaan luvulle n, joka on lukujen 1 ja ab — 1 vélissi ja joka
ei ole jaollinen luvuilla a tai b, tdsmélleen yksi luvuista n ja ab — n on edustettuna.
Lukujen 1 ja ab — 1 valissa on

ab—a—b+1=(a—1)(b—-1)

kokonaislukua, jotka eivit ole jaollisia luvuilla a tai b. Lopuksi todetaan, etté pyqp (n) >
0, jos n on lukuen a tai b monikerta, miké seuraa suoraan pr,p)(n) méadritelméasta.
Tésté seuraa, etté ei-edustettujen kokonaislukujen méérd on (a —1)(b—1). O

2.6 Kolme dimensiota tal enemman

Jos Frobeniuksen vaihtorahaongelmaan lisataén kolikoita, niin miten ongelma muut-
tuu? Aloitetaan tarkastelu rajoitettujen partitioiden funktiosta

pa(n) = #{(m1,...,mq) € Z* | jokainen m; >0, mya; +...mgay = n},
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missd A = {ay, ..., aq}. Kirjoitetaan funktio pa(n) generoivien funktoiden avulla:

D _paln)" = (1 —12“1) (1 —12“2) (1 —1z“d) '

n>0

Kirjoitetaan edellinen vield toiseen muotoon, jossa funktio p4(n) saadaan esitettyé
generoivan funktion ja sen vakiotermin kertoimen avulla, jota merkitdin kaavoissa
vakiona.

Pa(n) = vakio ((1 — (1 - Zi) - >) |

Oikea puoli laajennetaan osmurtoihin jaon avulla. Yksinkertaisuuden vuoksi olete-
taan, ettd aq,...ayg ovat pareittain suhteellisia alkulukuja eli milladn kahdella lu-
vuista aq, as, . .. aq ole yhteisié tekijoitd. Osamurtokehitelmé saadaan muotoon

1
/) <(1 —z0)(1 —z2) ... (1 — z“d)z”>
Ay Ay n By 2 By
=St Et et Attt o
a;—1 az—1 ag—1
Cip Co Ck
+ZZ_§+ZZ_§+...+ X
k=1 1 k=1 2 k=1 d
Ratkaisuna saadaan vakion C7; arvoksi
1
Ci = — ‘ e
an(l = &) (1 — &) (1= &)™
Vakioita Ay, ..., A, ei tarvitse selvittad, koska ne eivit vaikuta funktion f vakioter-
miin.Vakiot By, ..., By voidaan laskea jonkin symbolisen laskinohjelmiston avulla.

Tahan kiy esimerkiksi Mathematica. Kun vakiot on laskettu, voidaan laskea funk-
tion f vakiotermi asettamalla funktion p4(n) arvoksi 0. Nain pdddytddn muotoon

a;—1 ag—1
([ B By Chk Car
paln) = <2_1+...+(2_1)d+zz_ k +...+§:;z_§k)

k=1 a1 K=1 2=0
a1—1 as—1 ag—1
C C C
- _ _ 1B, — ik 22k Zdk
=— B+ By—...+(=1)"By . 2 > =
k=1 >a1 k=1 >a2 k=1 >ad

Sijoitetaan vakion (' lauseke ja saadaan seuraava summa jaettuna luvulla a;.

Ry 1

ar = (1= &) (1= &) o (1= Ear)éhn

Taman avulla saadaan muotoiltua Fourier-Dedekind summan méaritelméa
kn

1bfl
nlay,ag, ... ay,;b) = — . . 3
oot i) =3 2 g (g @

Tasséd gradussa ei tarkastella nditd summia tarkemmin, mutta Fourier-Dedekindin
summan avulla saadaan seuraava tulos.
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Lause 8. Rajoitettujen partitioiden funktio joukolle A = {ay,aq,...,aq}, missd
katkki jasenet ay, ovat pareittain suhteellisia alkulukuja, voidaan laskea

pA(n) = — B1 + BQ — ... (—1)dBd + S_n(a,g, as, ... aq; al) + S_n(CLl, as, a4, ...,04, ag)
+... 8 p(ay,a9,...,aq-1;aq).
Tdssd vakiot By, Bs, ..., By ovat osamurtohaojtelman vakiot.

Esimerkki 7. Ratkaistaan rajoitettujen partitioden funktio, kun d = 3 ja kun
d = 4. Namé kaavat on osoitettu olevan erittdin hyoddyllisia jaksollisuuden tutkimi-
sessa, mikd on luontainen osa tutkimusta, kun tarkastellaan rajoitettujen partitioi-
den funktioita p(n). Esimerkiksi voidaan visualisoida kuvaajaa funktiolle p, 4 .(n),
jonka kuvaajasta tulee "aaltoileva"paraabeli, kuten sen lauseke esittdda. Kun d = 3
saadaan

_n2 +n 1 1+1 +1 3+3+3+a+b+c
pa’b’c_2 be 2 ab be 12 b bc  ac ab

1 IR
a é“k:b — ghe)ghn gz 1 — ko) ka) ghn

c—1
+- ; 1_€ka Skb)é’kzn

Kun d = 4 rajoitettujen partitioiden funktio saadaan muotoon

(n) = n3 n2 1 N 1 N 1 N 1
Pabed\ 6abcd abc  abd acd bed

n (3 3 3 3 3 3 b c d
*ﬁ(@*ﬁ@%*@*‘f@*@*@%ﬁ)

1 /a a b b b c d d d
ﬁ<bc+W—d*m+—+—d+@+m+w+w—+b—c>

1
Z (1= &)1 = &) (1 = &Engen

1 1
" 2 = - g0 — G

k=1 b b
c—1

1 1
t L e e e

1
= (1= = &)1 — &)

Nyt ollaan muotoiltu generoivista funktioista lahtien kaikki tyokalut, joita tarvi-
taan seuraavaksi, kun lahdetdan johtamaan Ehrhartin sarjoja erilaisille monitahok-
kaille.
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3 Diskreetteja tilavuuksia

Téssa luvussa méaritetddn monitahokkaiden kokonaislukupisteitd Euklidisessa ava-
ruudessa RY, jossa kokonaislukupisteet Z¢ muodostavat hilan. N&ité kokonaisluku-
pisteitd kutsutaan usein hilapisteiksi tai kokonaislukupisteiksi. Téssa luvussa tar-
kastellaan hilapisteiden matematiikkaa erilaisille monitahokkaille. Luku perustuu
lahteeseen [4].

3.1 Monitahokkaat

Monitahokas voidaan maéaritella yhdessa ulottuvuudessa d = 1 suljetuksi valiksi ja
kokonaislukupisteiden méaéra vililla [, <] on [$] — [%1]. Kahdessa ulottuvuudessa
d = 2 konveksi monitahokas on konveksi monikulmio, joka on konveksi osajoukko
joukolle R?. Titd monikulmiota ympérsi suljettu kiyri, jossa on #drellisen mon-
ta janaa. Yleinen konveksin monitahokkaan maéaaritelmé, kun ulottuvuus on d, on
konveksi verho, jossa on #drellinen méérs pisteité joukossa R?. Tarkasti mééritelms

muotoillaan seuraavasti.

Mairitelma 5. Asrelliselle pistejoukolle {vi,vs,...,v,} C R% monitahokas P on
pienin konveksi joukko, joka siséltda nama pisteet. Merkitaan

P:{)\1V1+/\2V2+...+/\nvn \)\kZOJa)\1+)\2++/\n:1}

Tétd médritelmad kutsutaan joukon {vy,va, ..., v,} konveksiksi verhoksi ja se
kuvaa monitahokkaan P kirkipisteitd. Sama merkitddn lyhyemmin

7) — COnV{V17 Vo, ... 7Vn}.

Toisin sanoen se on konveksi verho pisteista vy, vo, ..., v,. Erityisesti monitahokas P
on joukon R? suljettu osajoukko. Osaa seuraavaksi tarkasteltavista monitahokkaista
ei méaritelld néin, vaan ne esitetdan rajoitettuina aarellisind puoliavaruuksina ja
hypertasoina. Hypertaso on taso, jonka dimensio on d—1. Monitahokkaan P dimensio
on affiinin avaruuden dimensio

spanP = {x+ Ay —x) |x,y € P, A € R},

joka sisdltda siis kaikki lineaarikombinaatiot monitahokkaan P pisteistd. Jos P on
dimensioltaan d merkitddn dimP = d ja sitd kutsutaan d-monitahokkaaksi. Huo-
mioitavaa on se, ettd monitahokkaan P C R? dimensio ei tarvitse olla d, vaan se voi
olla pienempi.

Hypertasoa merkitiin H = {x € R?|a-x = b} ja siti sanotaan tukevaksi
hypertasoksi, jos P on yhdelld puolella hypertasoa H. Toisin sanoen P C {x €
Ri|la-x < b} tai {x € R¥|a-x > b}. Monitahokkaan P tahkoksi kutsutaan
osaa P N H, missd H on tukeva hypertaso monitahokkaalle P. Huomioitavaa on,
ettd monitahokas P on itsensi tahko, koska sen tukeva hypertaso on R? ja tyhji
joukko @ on my6s monitahokkaan P tahko ja sitd vastaa tukeva hypertaso, joka ei
leikkaa joukkoa P. Kutsutaan d — 1-ulotteisia tahkoja tahkoiksi, 1-ulotteisia tahkoja
reunoiksi ja 0-ulotteisia tahkoja kérjiksi. Konveksilla d-monitahokkaalla on ainakin
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d + 1 kirkea. Jos konveksilla d-monitahokkaalla on tédsmalleen d 4+ 1 kérkea, sité
sanotaan d-simpleksiksi (engl. simplex). Jokainen 1-ulotteinen konveksi monitahokas
on 1-simpleksi, jota yleensa kutsutaan janaksi. Kahdessa dimensiossa 2-simpleksi on
kolmio ja kolmessa dimensiossa 3-simpleksi on tetraedri. Konveksi monitahokas P
on kokonaislukuinen, jos kaikki sen kérjet voidaan esittédd kokonaislukupisteind ja
rationaalinen, jos sen kérjet voidaan esittdd rationaalilukupisteina.

3.2 Yksikkokuutio

Tarkastellaan ensin yksikkokuutiota, jota merkitiin d-kuutioksi O = [0, 1]¢. Yksik-
kokuutiolla on yksinkertainen geometria, mutta silti se tarjoaa monia mielenkiintoi-
sia kysymyksié tarkasteltavaksi. Yksikkokuution kirkipisteiden kuvaus on joukko 2¢
karkipisteitd {(z1,xs,...,24) |xr =0 tai 1}. Kuutio mééritellaén seuraavasti:

O={(21,29,...,24) €R? |0 < ), <1 jokaiselle k = 1,2,...,d}.

Rajaavia hypertasoja on 2d kappaletta jane ovat x1 =0, 21 =1, 20 = 1,..., 24 =
0,z4 = 1. Jatkossa oletetaan, ettd kaikki hypertasot ovat sellaisia, ettd missédan
joukossa {x € R? |a-x = b} kaikki pisteet a eivit ole nollia. Lasketaan seuraavaksi
diskreetti tilavuus mille tahansa kokonaislukuiselle yksikkokuution [ laajennukselle.
Toisin sanoen lasketaan kuinka monta kokonaislukupistettd on joukossa t[1 N Z4
kaikille luvuille ¢t € Z+~y. Nyt ¢P tarkoittaa laajennettua monitahokasta

{(txy,tze, ... tey) |(z1,29,...24) € P},

mille tahansa monitahokkaalle P. Miten saadaan laskettua yksikkokuution [J tila-
vuus? Laajennetaan yksikkokuutiota kokonaisluvulla ¢, kuten esitetédan kuvassa 4 ja
saadaan laskettua

#0ONZY = #([0,t]Y Nz = (t + 1)

Merkitaan yleisesti, etta hilapisterden lukumddrd monitahokkaan P laajennuksessa
luvulla ¢ on

Lp(t) = #(tP N7ZY.
Tama on hyddyllinen objekti, jota kutsutaan myos monitahokkaan P diskreetiks:
tilavuudeksi. Voidaan my0s ajatella, ettd monitahokas P on vakio ja kutistetaan
luvun ¢t avulla kokonaislukujen hilaa ja saadaan hilapisteiden lukumé&aréksi

Lo(t) = # (79 n %Zd) |

Samalla merkintéitivalla yksikkdkuutiolla Lo(t) = (¢ + 1)%, on polynomi muuttujan
t suhteen. Huomataan, ettd vakiot téssd polynomissa ovat binomikertoimet (Z),
missd d € C, k € Z~o. Entd miten maéritelladn yksikkdkuution U sisdpuols [1°7

Sisépisteiden lukumaéaara yksikkokuutiossa t[1° on
Loo = #(t0°N2Z%Y = #((0,)NZ%) = (t — 1)*

Huomioitavaa on, etti timi polynomi voidaan kirjoittaa myos muodossa (—1)?Lo(—t),
jossa se kuvaa hilapisteiden laskemista negatiivisille kokonaisluvuille. Seuraavaksi
madritelladn tarked tyokalu monitahokkaan P analysointiin. Kéytdnnossa méaarite-
tdan funktiolle Lp generoiva funktio.
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X2

L] L] L] L] L] L]

L]

L] L] L] L] L]

L] L] L] L] L]

L] L] L] L] L]

[ ] [ ] [ ] [ ] L ]
X4

Kuva 4: Viides laajennus yksikkokuutiolle [], kun dimensio on kaksi.

Maaritelma 6. Funktiota Lp vastaava generoiva funktio on

Ehrp(z) = 1+ Y Lp(t)z"

t>1

Téata generoivaa funktiota kutsutaan monitahokkaan P Ehrhartin sarjaksi.

Muotoillaan seuraavaksi Ehrhartin sarja yksikkokuutiolle [J. Ensin tarvitaan Eu-
lerin luvun méaritelma.

Maaritelma 7. Fulerin luku A(d, k) mééritelladn generoivan funktion avulla

d k
Zjdzj _ > p—o Ald, k)2 _

= (1— z)dH!

Polynomi 3¢_ A(d, k)z* on rationaalifunktion osoittaja

d\"( 1\ d d (1
“dz 1—2) "4z Caz\1=2)"
-~

d kertaa
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Eulerin luvuilla on monia mielenkiintoisia ominaisuuksia. Naita ovat esimerkiksi

A(d k) =A(d,d+1— k),
A(d, k) =(d— k+1)Ad -1,k — 1) + kA(d — 1, k),

jokaiselle 1 < k < d. Ensimmaéiset Eulerin luvut A(d, k), kun 0 < k < d ovat

26 66 26 1
57 302 302 57 1.

d=0: 0

d=1: 0 1

d=2: 0 1 1

d=3: 0 1 4 1
d=4: 0 1 11 11 1
d=5: 0 1

d=6: 0 1

Néiden maéaritelmien avulla saadaan esitettyd Ehrhartin sarja yksikkokuutiolle [
kiyttamalla Eulerin lukuja:

Ehrp(z) =1 + Z(t +1)42t = Z(t +2)42t = %thzt

t>1 >0 t>1
i Ald, k)P
- (1 — z)d+

Nyt ollaan saatu johdettua seuraava lause.
Lause 9. Olkoon O d-yksikkékuutio.

a) Yksikkokuution O hilapisteet lasketaan seuraavasti funktiolla

Lot)=(t+1)*= i (Z) th.

k=0

b) Negatiwisille kokonaisluvulle kokonaislukupisteet saadaan laskettua relaatiosta
(=1)Lo(—t) = Lo (t).

e A(d k)R
= (1=t

c) Ehrhartin sarja yksikkokuutiolla O on Ehrg(z)
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3.3 Standardi simpleksi

Standardi simpleksi A, jonka dimensio on d, on d + 1 pisteen konveksi verho, jotka
ovat ey, e, ..., €4 ja origo. Téssd e; on yksikkovektori (0,...,1,...,0), jossa on luku
1 kohdassa j. Kuvassa 5 esitetdan A, kun d = 3. Standardi simpleksi A voidaan myos
muotoilla sen hypertasojen avulla. Tésté saadaan

A = {(wl,mg...,xd) eRY |z +xy+--+ag<1jaxy ZO}.
Kun standardia simpleksié laajennetaan luvulla ¢ ja merkitdan tA, saadaan

tA = {(z1,20,...,29) ER? |21+ 30+ - F+as<tjaz,>0}.
Jotta voidaan laskea standardin simpleksin A diskreetti tilavuus, téytyy kiyttda
hieman erilaista muotoilua, silld aikaisemmin luvussa 2 funktiot méaéariteltiin yhtalon
avulla ja standardi simpleksi on mééritelty epayhtalon avulla. Tavoitteena on laskea
kaikki kokonaislukuratkaisut (mqy,ms, ..., mq) € Z%, joille

my+mo+ - +mg <t. (4)

Muutetaan tdmé epayhtélo, jossa on d muuttujaa yhtaloksi, jossa on d+1 muuttujaa.
Tahén tarvitaan lisimuuttuja (engl. slack variable) mgy1 € Z>g, joka on yhtdlon
4 oikean ja vasemman puolen erotus. Ratkaisut ovat (my,ms,...,my) € Z%, ja
yhtélossé 4 ratkaisut ovat (mq,me,...,mgi1) € Z‘fgl ja merkitdan

my +mo + -+ mgq =t

Nyt voidaan kayttad luvun 2 keinoja:

Kuva 5: Standardi simpleksi A, kun d = 3.
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#(tA NZ?) = vakio <Z zm1> (Z zm2> Z Zmart | 27t

m12>0 mo>0 mgy1>20

—vakio (). o)

Téssé ei nyt tarvita osamurtokehitelméé, vaan voidaan kiyttad binomisarjaa

om0 )" g

k>0

kun d > 0. Jotta 16ydetdan vakiotermin kerroin kaavassa 5 pitda loytda kertoimet

2! binomisarjassa 6, jotka ovat (d:lrt). Diskreetti tilavuus simpleksille A saadaan

kaavasta La(t) = (d;rt). Se on polynomi kokonaislukumuuttujan ¢ suhteen ja sen aste
on d. Tamén polynomifunktion kertoimilla on toinen muotoilutapa perinteisemmén
kombinatoriikan puolelta:

d
1
La(t) = = D (=) Fstinl(d + 1,k + 1)t*,

" k=0

missé stirl(n, j) on ensimmaisen tyypin Stirlingin luku. Nyt huomataan, etta kaava 6
on maaritelmén mukaisesti standardin simpleksin A Ehrhartin sarja. Lasketaan sa-
malla tavalla sisépisteet A° standardille d-simpleksille. Nyt kiiytetaédn lisimuuttujaa
mg+1 > 0, jonka avulla epéyhtdlomuoto on muutettu yhtaloksi:

LAo(t) = #{(ml,mg,...,md) € Zio My t+me+ -+ mg < t}

:#{(ml’m%‘“’md*l)EZiJ615m1+m2+"'+md+1=t}.

Nyt

L« (t) = vakio (Z zm1> (Z zm2> Z ZMa | 2t

m1>0 ma2>0 mq4+1>0

Voidaan myos osoittaa, ettéa

d—t t—1
—1)¢ = ) 7
(= (1) )
Nyt ollaan saatu standardin simpleksin hilapisteet ja Ehrhartin sarjan johdettua:
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Lause 10. Olkoon A standardi d-simpleksi.

d—i—t) ]

a) Standardin simpleksin A hilapisteet lasketaan polynomilla La(t) = ( )

b) Negatiivisille kokonaisluvuille saadaan (—1)La(—t) = Lo (t).

c¢) Ehrhartin sarja standardille simpleksille A on Ehra(z) = W
3.4 Hilapisteiden laskeminen pyramidille Bernoullin polyno-
mien avulla

Bernoullin polynomien ja tiettyjen pyramidien vélilla on yhteys. Bernoullin polyno-
mit By(z) mutoillaan generoivien funktioiden avulla ja ndin saadaan

ze"? Bi(z)

ez —1 k!
k>0

Bernoullin polynomit ovat erittdin térkeéd osa esimerkiksi Riemannin zeta-funktion
tutkimisessa ja monissa muissa sovelluksissa ja ne on nimetty Jacob Bernoullin mu-
kaan. Ensimmaiset Bernoullin polynomit ovat

Bo(.T)—l,

1
Bl(x):x—é,

1

Bg(x):x2—33+6,

3 1
Bg<$>:I3—§JZ2+§ZE,

1

B — 4_2 3 2
W(x) =2 r°+x 30"

2 3 6
) 1 1
Bg(r) = 2% — 32° + 5:1:4 + 5:1:2 + 5

7 7 7 1
B7([L') = ZL‘7 — 51’6 + 51’5 + 6273 + al’

Bernoullin lukuja merkitddn By, = By (0) ja niilld on generoiva funktio

Lemma 5. Kokonaisluvuille d > 1 ja n > 2,

Y = é (By(n) — Ba).
k=0
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Todistus. Muotoillaan generoivaa funktiota W ja saadaan

Byn)— By 4 €1 =, e (k2)
> dl ‘Z:ZeZ-—lzzE:6 -
a>0 k=0 k

Muotoillaan yksikkokuutio, jonka dimensio on(d — 1) ja kiinnitetdédn se avaruu-
teen RY. Muodostetaan d-ulotteinen pyramidi lisiamélld kirki (0,0,...,0, 1), kuten
esitetddn kuvassa 6. Tarkasti méariteltyna talla objektilla on seuraava hypertasoku-
vaus:

P:{(l‘l’l‘27,,.7l‘d)€Rd | nglax%"'v:vd—lSl_ajdgl}-

Maéritelmén mukaan tdma monitahokas P siséltyy d-kuutioon. Sen kirjet ovat oi-
keastaan alijoukko d-kuution kérkipisteille.

Kuva 6: Pyramidi P, kun dimensio on 3.

Seuraavaksi lasketaan hilapisteet monitahokkaan P kokonaislukulaajennuksil-
le. Tama lukumaara on # {(ml, Ma,...,mg) €ZT |0 <my <t—mg <t jokaisel-
le k=1,2,...,d—1}. Téssé tapauksessa lasketaan ratkaisut yhtaldille 0 < my <
t—myg < t. Kun valitaan kokonaisluku m, (lukujen 0 ja ¢ véilistd ), saadaan t —mg+1

vaihtoehtoa jokaiselle kokonaisluvulle my, mao, ..., my_1. Taten saadaan hilapisteet
t t+1 1
Lp(t) = t— DT =Y "k = S (By(t+2) - B
(1) mdzzo( mq + 1) ; 5 (Balt +2) = Ba),
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jotka seuraavat Lemmasta 5. Tama on selvisti polynomi muuttujan ¢ suhteen. Tar-

kastellaan seuraavaksi tarkemmin monitahokkaan P sisapuolella olevia hilapisteita,
joita merkitadn

O<mp<t—myg <t

_ d k d

Lpo(t)=+# {(ml,mz,...,md) €z jokaiselle k = 1,2 d—1 }

Samoilla menetelmilla saadaan muoto
tf

1
Lpo(t) = (t —mg —1)" del_aBdt—l) By).
1

—

mq
Bernoullin polynomeilla on seuraava symmetrinen muoto
By(1 — ) = (—=1)’By(x).
Kun tama tieto yhdistetdan siihen, etta
By = 0 jokaiselle parittomalle d > 3,
saadaan relaatio
Lp(—t) =

(Bal—t+2) ~ Ba) = 5 (Ba(l ~ (t— 1)) — B)

(
1
d

= (=1)*= (Ba(t — 1) = Ba) = (=1)"Lp(t).

Seuraavaksi lasketaan Ehrhartin sarja monitahokkaalle P. Tehd&dén tdméa hieman
yleisemmén muotoilun avulla. Lasketaan se siis (d — 1)-monitahokkaalle Q, jolla
on karkipisteet vy, v, ..., v,,. Merkitddn Pyr(Q) pyramidia yli monitahokkaan Q.
Reunapisteiksi saadaan (vq,0),(v2,0),...,(Vis,0),(0,...,0,1). Ylempéanad mé&éari-
telty d-monitahokas P on yhté kuin Pyr(O), kun kéytetddn monitahokkaana (d—1)-
kuutiota [J. Kokonaislukupisteiden lukumééra pyramidissa ¢t Pyr(Q) on

Lpyo)(t) =1+ Lo(1) + Lg(2) + -+ + Lo(t) =1+ Z Lo(j

koska pyramidissa ¢ Pyr(Q) on yksi hilapiste, jossa x4-koordinaatti on ¢ , Lgo(1)
kappaletta x4-koordinaatteja hilapisteille t — 1 ;| Lo(2) kappaletta x4-koordinaatteja
hiilapisteille £ — 2, jne., kunnes saavutetaan Lg(t), jossa hilapisteen koordinaatti on
xq = 0. Kuvassa 7 esitetdédn tilanne, jossa ¢ = 3 pyramidille, jonka pohjana on nelio.
Témén Lpy.(g)(t) muotoilun avulla saadaan laskettua Ehrhartin sarja pyramidille
Pyr(Q) kiyttdmalla Ehrhartin sarjaa monitahokkaalle Q.

Ehrg(z) '

Lause 11. Ehrhartin sarja monitahokkaalle @ on Ehrpy,(g)(2) = =32
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Todistus.

t
Ehrpy(o)(2) = 14+ Y Leypo)(t)2' =1+ > (1 +) Lg(j)) 2
7j=1

t>1 t>1
t
1
_ t Nt . t
=D D D Lol =+ D Lali) >
t>0 t>1 j=1 Jj>1 t>j
1 2 1+3 51 Lo(j)#
= Lo(i = J= )
1—2—’_,Z Q(j)l—z 1—=2
j=1
O
T2
a
I3

Kuva 7: Hilapisteiden laskeminen pyramidille ¢ Pyr(Q), kun ¢ = 3.

Nyt pyramidi P, joka on tdmén aliluvun aiheena, on pyramidi ylitse (d — 1)-
kuution, ja saadaan Ehrhartin sarjaksi

1 S0 A —1,k) 20 ST A — 1, k)R
1—2z (1—2)4 B (1 — z)d+1
Téassé vield yhteenvetona tulokset, jotka saatiin johdettua pyramidille yksikkokuu-
tion ylitse.

Lause 12. Olkoon P d-pyramidi
P = {(161,%27---,%) eR? [0<ay, 29,041 <1 —14 < 1}

Ehrp(z) =

a) Hilapisteiden lukumdadra monitahokkaalle P lasketaan polynomilla
1

Lp(t) = P (Ba(t+2) — By) .

b) Niiden midri negatiivisille kokonaisluvuille saadaan (—1)*Lp(—t) = Lpo(t).

L A(d—1,k)z4 1
(1—z)d+1

c) Ehrhartin sarja monitahokkaalle P on Ehrp(z) = Zi
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3.5 Hilapisteiden laskeminen ristikkiisille monitahokkaille

Tissi aliluvussa kisitelldén ristikkiistd monitahokasta ¢ avaruudessa R?. Ristikkéis-
monitahokkaalle saadaan hypertasojen kuvaukseksi

0:{(x1,x2,...,xd)€Rd | |x1|+|x2|+---+|xd|§1}.

Kuvassa 8 esitetdan kolmessa ulottuvuudessa ¢, joka on oktaedri. Sen karkipisteet
ovat (£1,0,...,0),(0,£1,0,...,0),...,(0,...,0,%1).

T

Kuva 8: Ristikkdinen monitahokas ¢, kun d = 3.

Jotta voidaan laskea diskreetti tilavuus monitahokkaalle ¢, kiytetdan samankal-
taista lahestymistapaa kuin aliluvussa 3.4. Voidaan ajatella, etta (d—1)-monitahokas
Q, jolla on kérkipisteet vy, vy, ..., V,,, midrittelee uuden monitahokkaan BiPyr(Q).
Sitd kutsutaan bipyramidiksi tai kaksoispyramidiksi yli joukon Q, ja se on konveksi
verho pisteistéa

(v1,0),(v2,0),...,(Vin,0),(0,...,0,1), ja (0,...,0,—1).

Esimerkissé ylempéané d-ulotteinen ristikkdismonitahokas on bipyramidi yli (d — 1)-
ulotteisen ristikkdismonitahokkaan. Kokonaislukupisteiden lukuméérd t BiPyr(Q)
on

Lpipyr(0)(t) =2+ 2Lg(1) +2Lo(2) + - +2Lo(t — 1) + Lo(t)

=2+ QZ_:LQ(]') + Lo(t).

Nyt saadaan laskettua Ehrhartin sarja kaksoispyramidille BiPyr(Q), kun kéiytetadn
lahtotilanteena Ehrhartin sarjaa monitahokkaalle Q. Todistus menee samankaltai-
sesti kuin lauseen 11 todistus ja sité ei esitetéd téssad gradussa.

Lause 13. Jos Q sisdltid origon, niin Ehrgipy.(g)(2) = == Ehrg(z).

—Zz
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Tamaén lauseen avulla Ehrhartin sarja ristikkdismonitahokkaalle ¢ saadaan las-
kettua helposti. Ristikkdismonitahokas ¢, kun d = 0, on origo, jonka Ehrhartin sar-
ja on i Korkeamman ulottuvuuden ristikkdismonitahokkaiden Ehrhartin sarjat
saadaan laskettua rekursiivisesti lauseen 13 avulla:

(1+ 2)¢

Ehr,(z) = S

Koska Ehre(2) = 14 37,5 Lo(t)z", saadaan laskettua my6s L,(t) laajentamalla
Ehr,(z) potenssisarjaksi, kun z =0 :

(1+2)° ZZ:O (Z) 2*

Ehro()—(l z)d“_ (1 — z)d+!
:ki)(z) ;(t+d> :i)(>z(t—l;+d>zt

d
d t—k+d
- @Z( d )
k=0 t>0

Viimeisessa valivaiheessa tarvitaan tietoa, etté (’H;er) =0, kun 0 <t < k. Toisaalta

143 Lo(t): —ZZ( )( ’”d)z

t>1 t>0 k=0

ja siten Lo(t) = ZZ:O (i) (" k+d) jokaiselle t > 1. Tadméan alilvun péétteeksi las-
ketaan monitahokkaalle to sen sisélld olevien hilapisteiden lukumééra. Koska ¢ on
kokonaisluku, huomataan, ettéa

t) = # {(m1,ma, ..., ma) € Z* | [ma| + |ma| + -+ + [ma| <t}
= #{(mi,ma, ..., ma) €27 | [mu| + [mo| + -+ [mg| <t -1}
_ Lo(t—1).

Voidaan kiyttda apuna kaavaa 7 ja saadaan muoto

Lt Xd: (Z) (—t —dk + d) _ Ed: (Z) (_1)d<t - ;+ k)

L)Y
= (—1)d[1j:?t— 1).

Kahta edellisti laskelmaa vertailemalla huomataan, ettd (—1)9Lo(—t) = Leo(t). Yh-
teenvetona téassa aliluvussa saatiin tulokseksi:

Lause 14. Olkoon ¢ ristikkdismonitahokas avaruudessa R®.
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a) Hilapisteiden lukumddrd monitahokkaalle o lasketaan polynomilla

L= 047

k=0

b) Negatiivisille kokonaisluvuille se lasketaan (—1)¢L,(—t) = Lo(t).

c¢) Ehrhartin sarja monitahokkaalle P on Ehr,(z) = )
7 o A—z)d+1 -

3.6 Pickin lause

Palataan perustulosten dérelle ja otetaan huomioon kaikki Lp jokaiselle konveksille
kokonaislukuiselle monikulmioille P tasossa R?. Kokonaislukupisteiden mééirii mo-
nikulmion P sisdlla merkitddn luvulla 7, ja sen sivuilla olevia kokonaislukupisteité
merkitaédn luvulla B. Seuraavaa tulosta kutsutaan Pickin lauseeksi, jonka on keksinyt
Georg Alexander Pick (1859—1942). Lauseen avulla saadaan laskettua monikulmion
P pinta-ala A, kun tiedetdén edelld mainittujen lukujen [ ja B suuruudet.

Lause 15. (Pickin lause). Monikulmiolle, jonka karkipisteet ovat kokonaislukupis-
teita, on voimassa

1
missa I on monikulmion P sisdlla olevien hilapisteiden lukumdard ja B on moni-
kulmion P sivuilla olevien kokonaislukupisteiden lukumdard.

Todistus. Aloitetaan todistamalla, ettd Pickin identiteetilld on additiivinen luonne
eli sitd voidaan soveltaa monikulmiossa pienempiin osiin ja yhdistamélla nama pienet
osat padstadn samaan lopputulokseen kuin kokonaiselle monikulmiolle. Jaetaan P
kahden monikulmion P; ja P, unioniin luomalla jana monikulmion P kahden kérjen
vélille. Tama idea esitetdén kuvassa 9.

Kuva 9: Monikulmion P jakaminen monikulmioiksi P; ja Ps.
Viite on, ettd Pickin identiteetti monikulmiolle P seuraa monikulmioiden P; ja

P> identiteeteistd suoraan nadmé yhdistdmaélla. Merkitddn monikulmion P, pinta-
alaa Ay, sisépisteiden lukuméérida I, ja sivujen sisaltdmia kokonaislukupisteitd By.
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Selvisti pinta-alaksi saadaan
A = Al —+ AQ.

Merkitdédn monikulmioiden P; ja P, yhteisten hilapisteiden luuméaaraa luvulla L.
Nyt saadaan

Naiden avulla saadaan muoto

1 1 1
I4+5B-1=N+hL+L-2+ B+ B-L+1-1

1 1
:[1+_Bl_1+12+_B2_1-
2 2
O

Tama todistaa viitteen. Huomioitavaa on, ettd tdmé todistaa samalla myo6s Pic-
kin identiteetin monikulmiolle P;, kun tunnetaan identiteetit monikulmioille P and

Po.

Kuva 10: Monikulmion jakaminen kolmioihin.

Miké tahansa konveksi monikulmio voidaan jakaa kolmioihin, jotka jakavat yh-
teiset karkipisteet. Tama idea esitetddn kuvassa 10. Vaikka monikulmio ei olisi kon-
veksi, se voidaan silti jakaa kolmioihin. Téma periaate 16ytyy lahteesté [10] lauseesta
3.1. Nyt riittaa tehdé todistus Pickin lauseelle kolmioiden osalta. Kuvassa 11 esite-
tdan minka tahansa kolmion upottaminen suorakulmioon. Vasemmanpuoleinen kuva
esittad tilanteen, jossa suorakulmion sivuilla on kolme suorakulmaista kolmiota, joi-
den kateetit ovat koordinaattiakselien suuntaise ja keskelle ja& yksi kolmio. Oikean-
puoleisessa kuvassa on myos kolme suorakulmaista komiota ja yksi suorakulmio,
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sekd, keskelle jaava kolmio. Jos tiedetddn, ettd Pickin lause pédtee koordinaattiak-
selien suuntaisille suorakulmioille seké kolmioille, joiden kaksi kylked ovat koordi-
naattiakselien suuntaiset, voidaan siten selvittda kuvassa 11 keskelld olevan kolmion
pinta-ala. Vastaava paattely patee siten mille tahansa kolmiolle, jonka karkipisteet
ovat hilapisteita.

Kuva 11: Kolmion upottaminen suorakulmioon. Vain hilapisteet ovat sallittuja.

Todistetaan Pickin lause suorakulmioille, joiden sivut ovat koordinaattiakselien
suuntaiset. Todistuksen lihteend on [9].

Todistus. Olkoon R suorakulmio, jonka sivut ovat koordinaattiakselien suuntaiset.
Pinta-ala suorakulmiolle lasketaan sen kannan ja korkeuden tulona. Olkoon kanta
m ja korkeus n, joten pinta-ala A(R) = mn. [lmaistaan suorakulmion pinta-ala
Pickin identiteetin lukujen avulla. Nyt I = (m — 1)(n — 1) ja B = 2m + 2n. Pickin
identiteetiksi saadaan nyt

I+§—1:(m—1)(m—1)+w—1
=(mn—m-n+1)+(m+n)—1 (8)

=mn.

]

Vastaavasti voidaan laatia todistus kolmioille, joiden sivut ovat koordinaattiak-
selien suuntaiset. Todistuksen lihteend on [9).

Todistus. Olkoon T suorakulmainen kolmio, jonka kateetit ovat koordinaattiakselien
suuntaiset. Olkoon kateetit m ja n, joten pinta-ala A(T) = %*. Hypotenuusalla
olevien hilapisteiden méara voi muuttua hyvin paljon sen mukaan, miten kolmio
on asettunut tasoon. Merkitddn naiden pisteiden maaraa luvulla k ja koko kolmion
sivuilla olevien pisteiden méara on m+n+k+ 1. Suorakulmaista kolmiota vastaavan
suorakulmion sisépisteet saatiin (m — 1)(n — 1). Nyt vdhennetddn téstd vield k
pisteet ja jaetaan suorakulmio kahteen osaan, saadaan ((m—1)(n—1)—k)/2. Pickin
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identiteetti saa nyt muodon

B -1 — 1) -k 1+k
I+__1:(m J(n—1) +m—|—n+ + 4
2 2 2
_mn . m n+1 k+m+n+1+k ]
2 2 2 2 2 2 2 2 2
2w

[]

Yleinen todistus Pickin lauseelle 16ytyy ldhteesté [9]. Pickin lause mahdollistaa
hilapisteiden laskemisen monikulmion P sisdpuolelta, mutta myos kaikkien moni-
kulmioon liittyvien hilapisteiden lukumaéran. Taméa saadaan laskemalla

1 1

Téasté identiteetistd saadaan hilapisteiden lukumaééréin laskeva generoiva funktio Lp.

Lause 16. Olkoon P hilapisteisti koostuva konveksi monikulmio, jonka pinta-ala on
A ja sen siwujen sisdltdmdt pisteet ovat B.

a) Monikulmion P hilapisteiden laskemiseen kaytettidvd generoiva funktio on po-
lynoma

Lp(t) = At? + %Bt + 1.
b) Hilapisteet negatiivisille kokonaisluvuille saadaan funktiosta
Lp(=t) = Lp(t).
c¢) Ehrhartin sarja monikulmiolle P on

(A-Z24+1)2+(A+2-2)2+1
(1—2)° ‘

Ehrp(z) =

Huomaa, etti Ehrhartin sarjassa vakiota z? vastaa Lpo(1), ja vakiota z vastaa
Lp(1) — 3.

Todistus. Véite (a) seuraa kaavasta 9, jos voidaan osoittaa, ettd monikulmion tP
pinta-ala on At?, ja sen sivuilla olevat pisteet ovat Bt. Témé on mahdollista todistaa,
mutta sité ei esitetd tdssd gradussa. Viite (b) seuraa siité, ettd Lpo(t) = Lp(t) — Bt.
Lopuksi Ehrhartin sarjaksi saadaan

Ehrp(z) = 1+ Y Lp(t)2'

t>1
B
:Z (At2+5t+1) P
t>0
22 4z B =z 1

(1—2)3 2(1—-2)2% 1-=2
(A= +1) 2+ (A+5-2)z+1
N (1—2)° '
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3.7 Monikulmiot, joilla on rationaaliset kirjet

Téssa aliluvussa tarkastellaan sitd, miten voidaan laskea kokonaislukupisteiden lu-
kuméara mille tahansa rationaalilukupisteistd muodostetulle monikulmiolle ja sen
kokonaislukulaajennuksille.

Luonnollinen ensimmaéinen askel on rajata ongelma monikulmiosta P rationaa-
lukuisille kolmioille, koska monikulmiota késitteleviat ongelmat saadaan aina jaettua
kolmioihin. Tahan yksinkertaistukseen liittyy muutamia huomioita. Kun hilapisteet
on laskettu kolmioille, taytyy niistd yhdistaéd alkuperdinen monikulmio uudestaan.
Talloin pitaéd ottaa huomioon se, ettei lasketa uudelleen kohdakkain olevilla sivuil-
la olevia pisteita. Hilapisteiden laskeminen rationaalisilla janoilla on helppoa, mut-
ta niitd varten on myos mahdollista luoda generoiva funktio, kuten Popoviciuksen
lauseessa 7 sanotaan.

Kun monikulmio P on jaettu kolmioihin, voidaan edelleen yksinkertaistaa kuvaa
11 upottamalla mielivaltainen rationaalinen kolmio rationaaliseen suorakulmioon.
Jotta kolmion hilapisteet voidaan laskea, lasketaan ensin hilapisteet suorakulmiossa,
jonka sivut ovat koordinaattiakselien suuntaiset. Tdman jalkeen vihennetdan niiden
pisteiden lukumaéra, jotka ovat koordinaattiakselien suuntaisissa kolmioissa ja viela
mahdollisesti yksi suorakulmio kuten kuvassa 11. Suorakulmoita on helppo kasitell&,
joten ongelma palautuu vain siihen, ettd yritetdan 16ytad kaava suorakulmaiselle
kolmiolle, jonka sivut ovat koordinaattiakselien suuntaiset.

Muokataan ja laajennetaan generoivia funktioita, joita ollaan tdhdn mennessa
kaytetty, sellaiseen muotoon, ettd ne patevéit suorakulmaisille kolmioille. Merkitaan
tillaista kolmiota T, joka on alijoukko tasosta R?. Kolmio 7~ koostuu pisteisti (x,y)
ja toteutuu

917>g y>é ex+ fy <r
=Yy <
joillekin kokonaisluville a, b, d, e, f,r (pitda olla voimassa ea+ fb < rd, koska muuten
kolmio olisi tyhjé). Koska hilapisteiden médra on muuttumaton, vaikka akselit z- ja
y kiddnnettéisi tai jos x- ja y-akseli vaihdettaisi keskenéén tai jos kolmiota siirretdaéan
tasossa, voidaan olettaa, ettd a,b,d, e, f,r > 0ja a,b < d. Néin paadytdaan kolmioon
T, joka esitetdan kuvassa 12.

Voidaan vield tehda laskuista hieman helpompia ja oletetaan, ettd luvut e ja f

ovat suhteellisia alkulukuja. Olkoon

b
TZ{(:I:,Z/)GR2 |x2§7y23,€x+fy§r}~ (10)
Jotta saadaan muotoiltua kaava
Ly(t) :#{(m,n) cZ? |m> %a,nz %,em—i—fngtr},

tarvitaan samanlaisia metodeja kuin luvussa 2. Aivan kuten aliluvussa 5 kiytetaén
lisévakiota s ja saadaan

t tb
L) = # {nn) €2 m> Dz Goems pu<urf

t tb
:#{(m,n,s)€Z3 ]ng,nzg,szo,em—%]‘n—l—s:tr}
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(r - gb/d7 g)

(5. '

Kuva 12: Suorakulmainen rationaalinen kolmio.

Taté funktiota varten tulkitaan taas sen olevan termin 2" kerroinvakio funktiossa

S| (3 (Z)

mz%l HZ% >0

Summamerkinnéssé (téssi tapauksessa, m > %) tarkoittaa "summa kaikkien niiden

kokonaislukujen yli, jotka toteuttavat ehdon.” Esimerkiksi ensimmaéisesséd summassa

aloitetaan pienimmisté kokonaisluvusta, joka on suurempi tai yhtdsuuri kuin %,
jonka voi ilmaista myds funktiona [“] (ja téméd on yhtdsuuri kuin [ ]| + 1).

Yldpuolella oleva generoiva funktio saadaan nyt kirjoitettua muotoon

S o[ S <ZZS>_ZW%WW 1

- < — Cl—zel—2f1—2
wre] ) \efi ) \E

“a—sa-sa=y W

missa on yksinkertaistuksen takia otettu kiyttoon notaatio

w= Fﬂ ¢ ja w= [% f (12)

Jotta saadaan termin 2*" kerroinvakio talteen generoivasta funktiosta 11, kiiytetdin
tuttuja menetelmia. Kuten tavallista, merkitdan tata kerrointa kaavassa vakiona:

L (t) = vakio ((1 — z¢) ?:i)_zt;) (1- 2))

— vakio (<1 O Zfl) i z)ztr—u_v) .
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Ennen kuin sovelletaan osamurtokehitelméé tdhén funktioon, varmistetaan, ettéa
kyseesséd on todella rationaalinen funktio ja ettd funktion kokonaisasteelle péatee

ut+v—tr—e—f—1<0.

Seuraaksi laajennetaan tamé osamurtokehitelméksi. Oletetaan téssé, etta luvuilla e
ja f ei ole yhteisia tekijoitd. Saadaan osamurtokehitelméksi

1
(1 —2¢)(1—2f)(1—z)ztr—uvv
e—1 f-1 3 tr—u—ov
A B, C D
i GGt X
o e j:1z_§f el G =

Nyt termeihin Dy liittyvat kertoimet eivét liity haluttuun vakiotermiin, joten saa-
daan muoto

e—1 f—1
]

B
: LG+ Gy~ G, (13)
j=1 ée =1 &
Kun lasketaan osamurtokehitelmén arvot, saadaan

o é.g(v—tr—i-l)

(g a-g)
éu;(u—tr—i-l)
S -g)
Olz_(u+v—tr)2+u+v—tr <_i+1+l>+1(l+l_1>7

2ef 2 ef e f 4 \e f
o u+v—tr+1+1+ 1 -
2T ef 2e 2fJ
1
Cy=——.
3 of

Kun némaé sijoitetaan paikoilleen funktioon Ly (t) eli kaavaan 13 saadaan seuraava
kaava hilapisteiden méaaran laskemiseen.

Lause 17. Rationaaliselle suorakulmaiselle kolmiolle T, joka mddritellddin kaavassa
10, jossa e ja f ovat suhteellisia alkulukuja,

r(t) = %(tT—U—U)Q‘F%(tT—U—U) <1+%+$)
L/, 1.1 1 (e f
*21( e ?) *E(?* J)
1! é.j('u—t’r‘) 1 f-1 5;(1‘_”)
+ = - + =
e (1-g)a-g) T 0-g)0-g)



Téamaé identiteetti voidaan muotoilla my6s Fourier-Dedekindin summien avulla, jotka
esiteltiin aiemmin kaavassa 3. Nyt saadaan
1 1 1
(tr—u—v)|{-—+-=+—

e f ef

+ Sv—tr(f7 17 6) + su—tr(ea 17 f)

Keskitytadn seuraavaksi tarkemmin funktion L7 luonteeseen luvun ¢ funktiona ja
maéaritelladn kvasipolynomi @, joka on muotoa Q(t) = ¢, (t)t"+ - - + c1(t)t + co(t),
jossa cg, ..., c, ovat jaksollisia funktioita luvun ¢ suhteen. Funktion () aste on n ja
sen jakso madraytyy funktioiden c, ..., ¢, jaksojen mukaan. Pienin yhteinen jakso
naiden funktioiden valilla on kvasipolynomin () jakso. Funktio L7 on toisen asteen
polynomi ja luku ¢ ilmenee vain eksponenttina ykkosen juurille termeissa & ja ;.
Funktio luvun ¢ suhteen, & on jaksollinen ja sen jakso on e. Samaten funktio f} on
jaksollinen ja sen jakso on f. Luvut u ja v kaavasta 12 ovat myos luvun ¢ funktioita ja
ne voidaan kirjoittaa paloittain maariteltyné funktiona, kvasipolynomina. Jokaiselle
kvasiolynomille ¢) on olemassa kokonaisluku k ja polynomit pg,p1,...,pr_1, joille
patee

Q(t) = po(t), jos t =0 mod k
Qt) = pi(t), jos t =1 mod k

Q(t) = pr_1(t), jost=k—1modk.

Pienin luku k£ on polynomin @) jakso ja tata lukua k vastaavat polynomit pg, p1, ..., Pr_1
ovat kvasipolynomin () tekijat.

Jakamalla monikulmio kolmioihin ja siséllyttdmalla se suorakulmioon, kuten t&-
mén aliluvun alussa kuvaillaan, voidaan muotoilla rakenteellinen tulos rationaalisille
monikulmioille.

Lause 18. Olkoon P mikd tahansa rationaalinen monikulmio. Funktio Lp(t) on
kvasipolynomi, jonka aste on 2. Sen johtava kerroin on monikulmion P pinta-ala.

Todistus. Viitteen voi todistaa lauseen 17 yleisen todistuksen avulla, jossa todiste-
taan tdmé lause rationaalisille suorakulmioille ja suorakulmaisille kolmioille, joiden
sivut ovat akselien suuntaiset. Kayttamalla additiivisuutta molemmissa toisen as-
teen kvasipolynomeissa ja pinta-aloissa, saadaan vaite todistettua, kun kaytetadn
my6s Popoviciuksen lausetta 7 apuna. Varsinaista todistusta ei esitetd téssa gradus-
sa. O

3.8 Eulerin generoiva funktio yleisille rationaalisille monikul-
mioille

Tahén mennessé lasketut generoivat funktiot on tehty aina tiettya tilannetta var-
ten. Téssé aliluvussa muotoillaan generoiva funktio, jolla lasketaan hilapisteet mille
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tahansa rationaaliselle monitahokkaalle. Tallainen monitahokas méaritelldéan sen hy-
pertasojen kuvausten avulla ja niiden ja puoliavaruuksien leikkausten avulla. Puolia-
varuudet maéaritelladn algebrallisesti lineaaristen epayhtaloiden avulla. Jos monita-
hokas on rationaalinen, epayhtaldiden kertoimet voidaan kuitenkin valita kokonais-
luvuiksi. Jotta saadaan ndméa molemmat yhtendistettyd, kiytetddn lisimuuttujia,
joilla vaihdetaan epayhtalot yhtaloiksi. Liséksi siirtdamalld monitahokas avaruuden
ei-negatiiviseen osaan (aina voidaan siirtdd monitahokasta ilman, etté sen hilapis-
teiden méadrd muuttuu), voidaan olettaa, ettd kaikilla monitahokkaan pisteilld on
epanegatiiviset koordinaatit. Yhteenvetona voidaan siis esittdd miké tahansa ratio-
naalinen monitahokas P, kun sille on tehty jonkin kokonaisluvun pituinen siirto.
Voidaan olettaa

P={xeRl|Ax=b} (14)

jollekin kokonaislukumatriisille A € Z™*¢ ja jollekin kokonaislukuiselle vektorille
b € Z™ siinad mielessé, ettd talla muodolla ja alkuperidiselld monitahokkaalla P on
sama L-funktio. (Huomaa, ettd d ei véilttaméttd ole sama kuin monitahokkaan P
ulottuvuus.) Jotta voidaan kuvata ¢:s laajennus monitahokkaalle P, taytyy skaalata
piste x € P luvulla % Se voidaan vaihtoehtoisesti myos kertoa luvulla ¢, misté seuraa
muoto

1P = {x e RL,|AT =b} = {x € RL | Ax = tb}.
Joten nyt hilapisteiden laskemiseen kiytettavi funktio monitahokkaalle P on
Lp(t)=#{xe 7, : Ax=1b}.

Esimerkki 8. Olkoon P nelikulmio, jonka kéirjet ovat(0,0), (2,0), (1,1), ja (0,2)
kuten nakyy kuvassa 13.

(2,0)

Kuva 13: Monikulmion jakaminen kolmioihin.
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Puoliavaruuksien epayhtalct talle monitahokkaan P kuvaukselle ovat

<
P = {(xl,xg) €R2|x1,x220, T+ 20 <3 }

$1+I2§2

Tasta saadaan funktioksi

<
Lp(t) = # {(q:l,xg) S Z2 ’%1,1‘2 > 0, Tt 20 < 3 }

T+ g < 2

= # {(x17$2,x3,$4) S Z4 | X1,T2,T3,T4 Z 07
1 210 3t
ez (1101 )= ()}

Kaytetddn samoja menetelmid, kuin edellisissd luvuissa ja luodaan generoiva
funktio télle laskentafunktiolle Lp(t). Aiemmin hilapisteitd kuvattiin vain yhdella
epatriviaalilla lineraarisella yhtalolla. Nyt tilanteeseen liittyy lineaarinen yhtéloryh-
mé eli muuten ldhestymistapa on sama, mutta kun lineaariset yhtdlot muutetaan
geometrisiksi sarjoiksi, tarvitaan enemmaén kuin yksi muuttuja. Kun laajennetaan
funktiota

I1+21‘2+$3:3t
Ty + o+ x4 =2t

1

(1 — 2129) (1 — 2229) (1 — 21) (1 — 29) 23122

f (Zla 22) =

geometrisiksi sarjoiksi, saadaan

(o) (2 (57) ()

ni1+2ns+n3—3t _ni+ns+ng—2t
21 Zy .

Kun lasketaan vakiona pysyvid termié (seké luvun z; suhteen ja luvun zy suhteen),
lasketaan ratkaisut (ni,ng,ns,ny) € Z%, yhtilsille

(

Nyt vakiotermi funktiolle f (z1, z5) laskee kokonaislukupisteet monitahokkaassa P :

ni

Mo |=Gr)

Ty

—
— DN
o
i)

1

Lp(t) = vaki
p(t) = vakio (1 — 2129) (1 — 2329) (1 — 21) (1 — 29) 231230

Vakio-osaa kuvaavaksi termiksi saadaan laskettua

7 5 T+ (-1)
2t —
15T T
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Palataan yleiseen monitahokkaaseen P kaavasta 14 Nyt merkitddn matriisin A pys-

tyriveja cq, o, . . ., cq. Kéytetdédn lyhyempéad merkintédd z¢ := 27" 257 - - - 25 vektoreil-
lez=(z1,22,...,2m) € C™jac=(c1,Ca,...,¢n) € Z™. Olkoon z = (21, 22, ..., 2m)

ja laajennetaan funktiota

1

A= z) (0 —z) (1= z)2®" (15)
Tama sama geometristen sarjojen avulla on
n1>0 n2>0 ng>0
Jos kaikki kerrotaan auki, termit ovat muotoa
ni1Cy + NoCo + -+ - + ngcy — th = An — tb,
missd n = (ny,ng,...,ng) € Z%O. Kun otetaan generoivan funtion 15 vakiotermi,

niin lasketaan kokonaislukuvektorit n € Z<, jotka toteuttavat
An —tb =0, jostasaadaan An = tb.

Tamé vakiotermi laskee tésmélleen hilapisteiden lukuméérén n € Z<, monitahok-
kaalle ¢P.

Lause 19. (Eulerin generoiwa funktio). Olkoon P rationaalinen monitahokas, ku-
ten kaavassa 14. Silloin Ehrhartin kvasipolynomi monitahokkaalle P voidaan laskea

seuraavasti:
Lp(t) = vaki !
= vakio
P (1—z) (1 —2%) (1 —z%)z®

Muotoillaan vield uudelleen vakiotermin identiteetti Ehrhartin sarjojen avulla.

Seuraus 1. Olkoon P rationaalinen monitahokas, kuten kaavassa 14. Ehrhartin
sarja monitahokkaalle P voidaan laskea

. 1
Ehrp(z) = wvakio ((1 —z%) (1 —2z%)--- (1 — z%) (1 - zib)> ‘

Todistus. Todistus lauseen 19 avulla. Saadaan

Ehrp(z) = ) vakio (<1 s ch) T th) 2t

t>0
1 xt
= vaki —_—
vaKio ((1 _ ch) (1 _ ZC2) . (1 _ ch) ; th)

:vakio((1_ch)(l_zlcQ)...(l—zcd)1—Z%).
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