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Tulokoodit ovat matriisimuotoisia koodeja. Tulokoodin sana muodostetaan jarjes-
tamalla kahden lahtokoodin sanat matriisimuotoon niin, ettd vaakarivit ovat toisen
lahtokoodin sanoja ja pystyrivit toisen lahtokoodin sanoja. Tulokoodien dekoodauk-
sessa hyodynnetaén lahtokoodien dekoodausalgoritmeja.

Tutkielmassa aloitetaan tulokoodien dekoodauksen tutkiminen dekoodaamalla tu-
lokoodin sana ensin pystyriveittdin pystyrivikoodin dekooderilla ja sitten vaakari-
veittain vaakarivikoodin dekooderilla. Havaitaan, ettd virhevektorin kuvio vaikuttaa
sithen, saadaanko virhe dekoodattua. Erailla kuvioilla pystytdin dekoodaamaan yli
puoleen minimietaisyydesté, mutta tiettyja virhekuvioita ei saada télla dekooderilla
dekoodattua, vaikka niiden paino alittaisikin koodin virheenkorjauskyvyn.

Tutkielmassa esitellaan kaksi kehittyneempaé tulokoodien dekoodausalgoritmia, joil-
la saadaan korjattua kaikki minimietaisyyden méaarittdmaét virheet ja pyyhkiymét.
Naista toista voi kdayttaa silloin, kun lahtékoodeista toinen on majoriteettilogiikalla
dekoodattava. Toinen algoritmi sopii mille tahansa lahtokoodeille.

Tulokoodien yksinkertaisesta rakenteesta johtuen ne sopivat pehmedn paédtoksen
SISO-dekoodaukseen. SISO-dekoodausta kaytettéessa tulokoodit ovat kilpailukykyi-
sid ja kiinnostavia joidenkin kiytédnnon sovellusten kannalta.

Asiasanat: virheitd korjaavat koodit, tulokoodit, virheiden ja pyyhkiymien dekoo-
daus.
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1 Johdanto

Koodausteoria tutkii, miten informaatio koodataan niin, ettd vastaanottaja saa
korjattua kanavassa syntyvat virheet ja siten palautettua alkuperdisen viestin.
Virheitd korjaavia koodeja kiytetadn nykyadn kaikissa kommunikaatiosysteemeissé
ja digitaalisissa tallennusvalineissa. Koodausteoriaa on tutkittu 40-luvulta alkaen.
Shannon osoitti vuonna 1948, ettd mielivaltaisen pieni virhetodennékéisyys on
mahdollista saavuttaa, kunhan koodin informaatiosuhde ei ylitd kanavan kapasi-
teettia [21]. Seuraavina vuosina Golay ja Hamming kehittivit ensimmaéisié virheita
korjaavia koodeja [8, 9.

Hammingin ja Golayn konstruoimat koodit ovat alan perusteita, jotka sopivat
erinomaisesti ideoiden kuvailemiseen, ja tdméan tutkielman esimerkeissd kéiytetaan-
kin Hammingin koodeja. Toimiakseen Shannonin lause kuitenkin edellyttaé pitkia
koodeja, jotta virheiden jakauma keskiarvoistuu. Golayn koodin lohkon pituus on
24 ja esimerkeissa kdytetyn Hammingin koodin 7, joten sovelluksiin ndmaé koodit
ovat liian lyhyita. Esimerkiksi digitelevisiostandardissa lohkon pituus on 16 200 tai
64 800.

Téssé tutkielmassa kanavakoodausta ldhestytadn yksinkertaisella mallilla (kuva 1).
Mallissa on viestin ldhettdjd, jolla on informaatiosana u = (ug, Ui, ..., Ug_1).
Informaatiosanaan  lisdtdan  redundanssia  koodaamalla se  koodisanaksi
r = (xo,1,...,Ty_1), joka ldhetetddn kanavaan. Kanavassa kohina aiheuttaa
virheitéd, jolloin kanavasta luetaan sana y = x + e, jossa e on virhevektori
(eo, €1, .., €n_1). Kanava voi olla systeemistd riippuen esimerkiksi avaruus tai il-
makehd tai sitten tallennusvéline, kuten cd tai kovalevy. Kohinalla tarkoitetaan
valityksessd tai tallennuksessa tapahtuvia hairidita, jotka aiheuttavat viestiin
virheita. Hairioita voivat olla esimerkiksi piikki sdahkovirrassa tai viallisuus tallen-
nusmediassa, kuten naarmu levyssa.

Kanavasta luettu sana y syotetdén dekoodausalgoritmille, joka palauttaa estimaatin
informaatiosanasta hydédyntiden sanaan koodauksessa lisdttyd redundanssia. Ideaa-
litilanteessa estimaatti on alkuperdinen sana wu. Jos virheitd on kuitenkin syntynyt
liikaa, sana saatetaan dekoodataan véérin eli tapahtuu dekoodausvirhe (decoding
error), tai dekoodaus epdonnistuu eli sanaa ei pystytd dekoodaamaan lainkaan
(decoding failure).

Kohina
¢ e
Lahettdja——» Kooderi » Kanava » Dekooderi —— Vastaanottaja
u b y

Kuva 1: Kommunikaatiosysteemin yksinkertainen malli.

Yksi koodausteorian padtutkimuskohteista on kehittdd koodeja, joilla on toisaalta
suuri informaatiosuhde ja toisaalta suuri minimietéisyys. Suuri informaatiosuhde



kertoo hyvésta tehokkuudessa viestin valityksessda. Mitd suurempi minimietaisyys
koodilla on, sitd enemmén se kykenee korjaamaan virheitd. Namé tavoitteet ovat
ristiriidassa keskenddn [15].

Kéaytannon toteutuksen kannalta koodin hyvét matemaattiset ominaisuudet eivit
ole riittdva vaatimus. Jotta koodia voidaan hyodyntaé sovelluksissa, silla on oltava
riittavan yksinkertainen dekoodausalgoritmi, joka on helposti implementoitavis-
sa. Kommunikaatiosysteemi ei saa olla liian kallis tai kuluttaa liikaa energiaa.
Siksi voimakkaimpien koodien kiyttdmisen suurimpana esteend onkin niiden de-
koodausalgoritmien monimutkaisuus. Téméa tulee erityisesti esiin langattomissa
jarjestelmissd [1]. Kéytettdvin koodin valinnassa onkin tehtévd kompromisseja
riippuen kayttokohteen vaatimuksista. Huomioon on otettava esimerkiksi tarvittava
tarkkuus seka kiytossa oleva kanava ja laskentateho.

Téassd tutkielmassa perehdytédan tulokoodeihin. Tulokoodi on matriisimuotoinen
koodi, jossa matriisin pysty- ja vaakarivit ovat kahden pienemmén koodin sanoja.
Néin saadaan muodostettua lahtokoodeja huomattavasti pitempi ja voimakkaampi
koodi. Tulokoodit voidaan dekoodata dekoodaamalla pystyrivit pystyrivikoodin
dekooderilla ja vastaavasti vaakarivit vaakarivikoodin dekooderilla. Téta voidaan
jatkaa useamman iteraation ajan. Valitsemalla ldhtokoodeiksi koodit, joilla on
yksinkertaiset dekoodausalgoritmit, saadaan tulokoodista voimakas koodi, jonka
dekoodaus on kuitenkin suhteellisen yksinkertaista.

Tulokoodit esitteli ensimméisenéd Elias vuonna 1954 [5]. Tulokoodien teoriaa laa-
jennettiin ja iteratiivista pehmeén péitoksen dekoodausta (soft-decision decoding)
tutkittiin 70- ja 80-luvuilla. Tulokoodeista tuli kuitenkin suositumpia vasta
90-luvun lopulla, kun niiden dekoodaukseen alettiin soveltaa iteratiivista turbokoo-
dausta. Kayttokelpoinen pehmen padtoksen SISO-dekoodausalgoritmi (soft-input
soft-output decoding) tulokoodeille kehitettiin vuonna 1998 [18]|. 2010-luvulla
SISO-dekoodattuja tulokoodeja on kiytetty muun muassa suurinopeuksisissa va-
lokuitujarjestelmisséd sekd useissa kommunikaatiostandardeissa (esimerkiksi IEEE
802.20 Mobile Broadband Wireless Access (MBWA)) [17, 16].

Tutkielman alussa késitelladn oleelliset peruskésitteet, minké jélkeen esitelldan tu-
lokoodin generaattorimatriisiin tarvittava Kroneckerin tulo seka tyossa kiytettavit
kanavamallit. Kolmannessa luvussa annetaan tulokoodin méaritelma, perehdytadn
tulokoodien rakenteeseen sekd parametreihin ja maéaritelladn tulokoodin generaat-
torimatriisi.

Neljannessa ja viidennesséd luvussa késitellidn dekoodausta. Neljannessd luvussa
tarkastellaan dekoodausta yleisesti aloittaen ensin dekoodauksesta BEC-kanavassa,
jossa vastaanotetussa sanassa voi virheiden liséksi esiintya pyyhkiymié. Seuraavaksi
esitellddn kaksi dekoodausalgoritmia, erityisesti Reedin-Mullerin-koodeille kaytetty
majoriteettilogiikka sekd Forneyn yleistetyn etdisyyden algoritmi, joka on yleinen
pehmeédn paatoksen dekoodausalgoritmi.



Viidennessa luvussa siirrytaéan itse tulokoodien dekoodaukseen, ensin ry6ppyvirhei-
den ja pyyhkiymien kautta. Seuraavaksi esitellddn kaksi tulokoodien dekoodausal-
goritmia, joissa hyddynnetédén edellisen luvun dekoodausalgoritmeja. Luvussa kuusi
esitelladn erditéd kiinnostavia jatkotutkimuskohteita. Liséksi esitelldan lyhyesti tulo-
koodien SISO-dekoodaus, joka on oleellinen tulokoodien kdytdnnon sovelluksissa.



2 Taustatietoja

2.1 Koodausteorian peruskasitteita

Maaritelma 2.1.1. Olkoon @ &arellinen ¢:n alkion joukko, ¢ > 2. Joukon Q" =
Q X Q X ... x Q" epatyhjaa osajoukkoa C' kutsutaan n:n pituiseksi g-ariseksi koo-
diksi. Koodin C' alkioita sanotaan koodisanoiksi. Téssa tyossa kisitellaan padasiassa
bindérisid koodeja, jolloin @ = Z, = {0, 1}.

Koodisanojen ¢ = (¢y, ¢a, ..., ¢,) ja & = (c}, &, ..., c)) Hammingin etdisyys d(c, )

oy Oy

on niiden koordinaattien lukumééra, joissa sanat eroavat toisistaan, eli
/ . /
dle,d)y={i: e # ).

Sanan ¢ Hammingin paino w(c) on sanan nollasta eroavien koordinaattien luku-
maard, eli olettaen ettd 0 € Q,

w(c) = d(c,0),

jossa 0 on nollasana (0,0, ...,0). Hammingin etiisyyttd ja Hammingin painoa kut-
sutaan myos vain etéisyydeksi ja painoksi.
Koodin C minimietdisyys d on pienin kahden koodin C' sanan vélinen Hammingin
etaisyys, eli
d = min{d(c,d) | ¢, € C,c#'}.

Koodin virheenkorjauskyky on kdyton kannalta oleellisimpia ominaisuuksia. Vir-
heenkorjauskyky liittyy suoraan koodin minimietdisyyteen. Koodi C', jonka mini-
mietdisyys on d, pystyy korjaamaan e satunnaisvirhetté, jos

d>2e+1.

Koodin virheenkorjauskyky antaa teoreettisen rajan korjattavien virheiden maa-
rille. Jos kanavassa syntyy satunnaisvirheité (d—1)/2 tai vihemmén, on virheet nii-
den kuviosta riippumatta aina mahdollista korjata. Kaytdnnossa myos koodin muut
ominaisuudet, kiytetty dekooderi ja syntyneiden virheiden kuvio vaikuttavat siihen,
saadaanko syntyneet virheet korjattua. Hyvian dekoodausalgoritmin on korjattava
kaikki virheet rajaan (d — 1)/2 asti, mutta on mahdollista korjata my6s enemmén
virheité, jos virhevektorin kuvio on sopivanlainen.

Maéritelmé 2.1.2. Koodi C' C Fy on lineaarinen, jos kaikki koodisanojen summat
ovat myos koodisanoja, eli kaikille ¢ = (¢1,¢9,...,¢,) € C, ¢ = (d},d,....,c,) € C
myos ¢+ = (c1 + ¢, ca+yyooyen+ ) € C.

Nollasana kuuluu aina lineaariseen koodiin ja pelkdn nollasanan sisaltavia koodia
kutsutaan triviaaliksi lineaariseksi koodiksi. Lineaarisen koodin minimietaisyys on
pienin nollasta eroavan koodisanan paino, eli jos koodi C' on lineaarinen, koodin
minimietéisyys d = min{w(c) | ¢ € C, ¢ # 0}. Lineaarista koodia sanotaan (n, k, d)-
koodiksi, missd n on sanan pituus, k£ koodin dimensio ja d koodin minimietaisyys.

Lineaarinen koodi C' C FZL on vektoriavaruuden F o lineaarinen aliavaruus. Koo-
dille C' saadaan siis k:n koodisanan kanta, missé k on aliavaruuden C' aste. Matriisia,
jossa on vaakariveind kannan vektorit, sanotaan koodin C' generaattorimatriisiksi.
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Koodin C' sana saadaan muodostettua kertomalla k:n pituinen informaatiosana
koodin C' generaattorimatriisilla GG. Saadussa sanassa on n bittid, joista k ovat va-
litut informaatiobitit ja loput n — k tarkistusbitteja. Suhdetta informaatiobittien ja
lahetettyjen bittien vélilla kutsutaan koodin informaatiosuhteeksi R = k/n.

Maaritelma 2.1.3. Olkoon (' lineaarinen koodi. Koodia, jonka sanat ovat ortogo-
naaliset koodin C' kanssa, kutsutaan koodin C duaalikoodiksi, joka merkitasn C*.
Siis

Ct={zeF) |z c=0},
missd x - ¢ on sisdtulo. Duaalikoodin generaattorimatriisia H sanotaan koodin C'
pariteetintarkistusmatriisiksi.

Lineaarisen koodin generaattorimatriisi G voidaan ilmaista muodossa G =
(I | P), jossa I on k x k-identiteettimatriisi. Tata4 kutsutaan generaattorimat-
riisin standardimuodoksi. Jos koodin C' generaattorimatriisi G on muotoa (I | P),
saadaan pariteetintarkistusmatriisi kaavalla H = (=P | I,,_y).

Esimerkki 2.1.4. Téssd tyossd kiytetadn useassa esimerkissd Hammingin (7,4)-
koodia, jolla on generaattorimatriisi G74 ja pariteetintarkistusmatriisi Hr 4, sekéd
laajennettua Hammingin (8,4)-koodia, jolla on generaattorimatriisi Gg 4 ja paritee-
tintarkistusmatriisi Hyg 4

1000110 110 111 0 0
0100101
G74: H74:1 11 1 0
) 0010011 011 1l0 .
0001|111
10001101 110 1]1 000
o 01001011 go_|1o11j0100
8471001 0/01 11 8471011 1/0 010
000 1/1 110 1 110/0001

Maaritelma 2.1.5. Lineaarinen koodi C' on syklinen, jos myos kaikki koodisanojen
sykliset siirrot kuuluvat koodiin eli jokaiselle koodisanalle ¢ = (¢, ¢q,...,ch_1) € C
on voimassa (¢,_1, ¢y, C1, ..., Cn2) € C.

2.2 Kroneckerin tulo

Kroneckerin tulo on erdanlainen matriisitulo. Kroneckerin tuloa hyodynnetdan lu-
vussa 3.3 madritettiesséd tulokoodille generaattorimatriisi.

Madéritelmé 2.2.1. Olkoon A = (a;j) my X ny-matriisi ja B = (b;j) ma X no-matriisi.
Néiden Kroneckerin tulo A ® B on matriisi, jolle [22]

aooB amB c. ao(m_l)B
A 2 B CLO?B aI?B . al(nl‘_l)B
Ami-10B -1 B .. Qni—1)(m-1) B

>



Esimerkki 2.2.2. Lasketaan Kroneckerin tulo matriiseille A ja B, kun

2 4 3 . 15
A‘<3 1 O)JaB_(o 4)'

9 10 4 20 3 15
08 016 0 12
NytA®B=1 3 15 1 5 o 0
012 0 4 0 0

2.3 Yksinkertaisista kanavamalleista

Koodin ja dekoodausalgoritmin valintaan vaikuttaa, millaisen kanavan lapi viesti
lahetetddn. Téssa tyossa kaytetdan yksinkertaista kanavamallia, diskreettia muisti-
tonta kanavaa (DMC = discrete memoryless channel). DMC-kanavassa on M-arinen
syottoaakkosto ja (Q-arinen tulosteaakkosto. Muistittomuus tarkoittaa, etta tietylla
hetkelld vastaanotettu signaali riippuu ainoastaan kyseisesta lahetetysta signaalista,
eikd aiemmin lahetetyilld ole sithen vaikutusta [12].

Diskreetti muistiton kanava voidaan kuvata siirtotodennakoisyyksilla

P(jli), 0<i<M—-1, 0<j<Q—1,

missé P(j|i) tarkoittaa todennéakoisyyttéd vastaanottaa symboli j, kun kanavaan on
lahetetty symboli .

DMC-kanavassa jokaisella bitilld on sama todennékoéisyys olla virheellinen, eli
muistittomat kanavat ovat satunnaisvirhekanavia. Esimerkkeja kommunikaatiojér-
jestelmisté, joissa kanavan kohina on satunnaista, ovat useimmat satelliittikanavat
ja kommunikointi avaruusluotainten kanssa (deep-space channel) [12].

1

1 =5
Kuva 2: a) Binéérinen symmetrinen kanava (BSC) ja b) pyyhkiymékanava
(BEC).

Yksinkertaisin DMC-kanava on binddrinen symmetrinen kanava (BSC = binary
symmetric channel), jossa M = @ = 2 ja virhetodennékoisyys kumpaankin suun-
taan on sama (kuva 2a). Virheen todennékéisyys on p, jolloin BSC-kanavan siir-
totodennékdisyydet ovat P(1]1) = P(0/0) = 1 — p ja P(1]/0) = P(0|1) = p. BSC-
kanavassa ) = 2 eli tulostus on bindéarinen ja siis dekooderille annetaan bindarinen
syote. Tata kutsutaan kovapadtosdekoodaukseksi [12].
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Viesti kulkee kanavassa aaltomuodossa, eikd vastaanotettu signaali valttamatta
ole selvasti 0 tai 1. Kovapaatosdekoodauksessa demodulaattorin on kuitenkin jokai-
sen vastaanotetun signaalin kohdalla tehtava valinta ja tulkittava signaali siksi sym-
boliksi, jota se enemmén muistuttaa. Epéselvin signaalin kohdalla voi tésséa tulla
tulkintavirhe. Tamén voi valttaa kayttamalla pyyhkiymia.

Pyyhkiymékanava eli BEC-kanava (binary erasure channel) on DMC-kanava,
jossa M = 2 ja @ = 3 (kuva 2b). Tulosteaakkosto on {0, 1,7}, jossa symboli 7 tar-
koittaa pyyhkiymaa. Koordinaatti merkitdén pyyhkiymaéksi, kun signaali on epéasel-
vé [12]. Pyyhkiymén suurin hyoty tulee siité, ettd merkitsemaélld bitti pyyhkiymaéksi
pysyy epaselvyyden paikka tiedossa, kun taas kovapaiatosdekoodauksessa virheen-
korjausalgoritmi pitda kaikkia sanan bitteja yhta luotettavina, miké voi lilan usean
virheen sattuessa johtaa dekoodausvirheeseen.

Varsinaisesta pehmeén péaitoksen dekoodauksesta (soft-decision decoding) pu-
hutaan, kun () > 3. Télloin dekooderin implemointi on kovapéaétosdekoodaukseen
verrattuna monimutkaisempaa, mutta dekoodausvirheet ja dekoodauksen epdonnis-
tumiset saadaan vdheneméén [12].

Todellisuudessa pehmeé ja kovapédatosdekoodaus eivit eroa toisistaan kanavan
osalta, vaan valinta kovapaatosdekoodauksen ja pehmeéan paidtoksen dekoodauksen
valilld tehdadn vastaanottajapéissa. Viestisignaali luetaan kanavasta ja kvantisoi-
daan darellisen moneen vaihtoehtoon sen mukaan, kuinka paljon tallennustilaa jarjes-
telméssé on yhté bittid kohden varattu. Jos vaihtoehtoja on kaksi (0 | 1) paadytaan
kovapaitosdekoodaukseen. Kolmella vaihtoehdolla (0 | ? | 1) on kyseessd BEC, ja
sitd useammalla pehmeén paatoksen dekoodaus (esimerkiksi kuudella vaihtoehdolla
bitti kvantisoidaan joukkoon {0 | 0.2 | 0.4 | 0.6 | 0.8 | 1.0}).

Mitd pehmedampéaé dekoodausta tehdédén, sitad tyoladmpéa sen toteutus on. Peh-
medssd dekoodauksessa saadaan kuitenkin biteille luotettavuusdataa, jonka ansios-
ta padstdan parempiin virheenkorjaustuloksiin. Esimerkiksi bitti, joka on kanavasta
luettaessa kvantisoitu arvoon 0.8, on ollut ykkonen todenndkéisemmin, kuin bitti,
joka on luettu arvoksi 0.6.

Tarkastellaan yksinkertaisena esimerkkind kolmen bitin pariteetintarkastus-
koodia. Lahetetddn kanavaan sana 110. Kanavan kohinan seurauksena kanavasta
luetaan sana (0.8,0.8,0.6). Naistd kolmas bitti on epéluotettavin, joten paételladn
se virheelliseksi, ja dekoodataan tdméa koodisanaksi 110. Vastaavalla kohinalla olisi
kovapéatosdekoodauksessa kaikki bitit kvantisoitu ykkosiksi, kanavasta luettu 111
ja luotettavuustieto menetetty.

Seuraavasta lauseesta saadaan minimietédisyyden suhde korjattaviin virheisiin ja
pyyhkiymiin eli koodin virheenkorjauskyky BEC-kanavassa.

Lause 2.3.1. Koodi C, joka on (n,k,d)-koodi, saa korjattua e virhetti ja e pyyh-
kiymdd, jos virheille ja pyyhkiymille on voimassa

d>2e+e+1.

Todistus. Oletetaan, ettd kanavaan on ldhetetty koodin C sana x ja kanavasta on
vastaanotettu sana y, jossa on lauseen mukaiset ¢ pyyhkiyméaé ja e virhetta. Pois-
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tetaan kaikista koodin C' sanoista ne e bittid, joissa sanassa y on pyyhkiyma. Saa-
daan lyhennetty koodi C”, jonka pituus on n — e. Tdmén koodin minimietéisyys on
vahintdan d — e, ja

d—e>2e+ 1.

Koodi C” pystyy siis korjaamaan lyhennetyssa sanassa 3’ olevat e virhetta. Saadaan
sana r, jossa on € pyyhkiymaéa, mutta muut bitit vastaavat lahetettya sanaa x. Koska
d > ¢+ 1, sana z on ainoa koodin C koodisana, jossa on sanaa r vastaavat bitit.
[12]. m

Lauseesta 2.3.1 huomataan, ettd pyyhkiymié saadaan korjattua kaksinkertainen
maara virheisiin nahden. Tamé parannus johtuu siitd, ettd pyyhkiymien kohdalla
dekooderilla on dekoodauksen pohjana enemmaén tietoa. Virheiden kohdalla ainoa
tieto on, ettd vastaanotettu sana ei ole koodisana. Virheitd arvoidaan tapahtuneen
pienin mahdollinen mééara, jolla vastaanotettuun sanaan olisi voinut koodisanasta
paatya. Pyyhkiymien kohdalla dekooderilla sen sijaan on tiedossa seké pyyhkiymien
lukuméara etté sijainti.



3 Tulokoodien rakenne ja perusominaisuudet

3.1 Johdattelevia esimerkkeja tulokoodista

Esimerkki 3.1.1. Lihestytaén tulokoodeja esimerkin kautta. Olkoon '} bindérinen
kolmen bitin pariteetintarkastuskoodi ja C'5 bindirinen neljén bitin pariteetintarkas-
tuskoodi. Tarkastellaan koodia C', jossa sanoina on 3 x 4-matriisit, joissa vaakarivit
ovat koodin C5 sanoja ja pystyrivit koodin C sanoja.

Tarkastellaan sanaa

Coo Co1 Co2 | Co3
c= Cilo C11 Ci12 | C13

C20 Co1 C22 ‘ C23

Nyt bitit cqo, ..., co2, C10, ---, C12 Ovat informaatiobitteja ja ne voidaan valita va-
paasti. Vaakarivit ovat koodin C5 sanoja, joten bitit cpz ja ci3 médrdytyvit yksika-
sitteisesti. Samoin bitit cog, co1 ja coo madraytyvat yksikésitteisesti, koska pystyrivit
ovat koodin C5 sanoja.

Ainoa mahdollinen ongelma on, méaardytyyko nurkkabitti co3 yksikésitteises-
ti niin, ettd alin vaakarivi on koodin (' sana ja ettd oikeanpuoleisin pystyri-
vi on koodin C5 sana. Valitaan nurkkabitti co3 koodin C; mukaan eli niin, etté
(co3, C13, Co3) € Cy. Nyt alin rivi (e, Ca1, ¢22, C23) on saatu laskemalla yhteen ylemmaét
rivit (coo, o1, Co2, Cos) ja (C10, €11, C12, €13). Koska Cy on lineaarinen, (caq, o1, €2, C23) €
CQ.

Muodostetaan koodisana informaatiobiteilla ((1,0,1), (0,0, 1)). Pariteetintarkis-
tusbitit madraytyvat seuraavasti

1 0 110
00 1|1
1 0 01

Tarkastellaan koodin C' pienipainoisinta nollasta eroavaa koodisanaa. Koodin
C5 minimipaino on kaksi, joten jos yksi jonkin vaakarivin biteistd on ykkonen, on
vaakarivilla oltava toinenkin ykkénen. Samoin koodin C} minimipaino on kaksi, joten
ykkosia vastaavilla pystyriveilld on kummallakin oltava my6s toiset ykkoset. Nollasta
eroavassa sanassa on siis vahintddn nelja ykkostéd eli tulokoodin minimipaino on
nelja. Esimerkiksi sana, jossa on ykkonen informaatiobitissé cgs, on

oo O
oo O

111
00
111

Koodin minimipaino on nelja ja informaatiobittejd on kuusi, joten saatu koodi
on (12,6, 4)-koodi. Koodi on yhden virheen korjaava.

Esimerkki 3.1.2. Olkoon () bindarinen neljan bitin pariteetintarkastuskoodi Cs
seitsemén bitin Hammingin koodi. Nyt C} on (4,3,2)-koodi ja C3 on (7,4,3)-koodi.
Muodostetaan koodi C', jossa pystyrivit ovat koodin C sanoja ja vaakarivit koodin
(5 sanoja. Koodin C' koodisanat ovat nyt muotoa



Coo Co1 Co2 Co3 | Coa Cos Coe
Clo Ci1 Ci2 Ci13|Cia Ci15 Cis
Cop C21 Co2 Co3 | Cog Co5 C26
C30 C31 C32 C33 ‘ C34 C35 C36

Vasemman yldnurkan 12 bittid ovat informaatiobittejé ja voidaan valita vapaasti.
Oikean ylanurkan yhdeksan bittid maaraytyviat Hammingin koodin tarkistusbitteind
kunkin vaakarivin mukaisesti. Vasemman alanurkan nelja bittid taas muodostuvat
pariteetintarkastukoodin tarkistusbitteinad. Nyt kysymyksenéd on sama kuin ensim-
méisessé esimerkissd: maaraytyviatko kolme oikean alanurkan bittid (csq, ¢35 ja c36)
niin, ettd alin vaakarivi on Hammingin koodin sana ja pystyrivit pariteetintarkis-
tuskoodin sanoja?

Téaydennetaédn alin rivi loppuun noudattamalla pystyrivien pariteetintarkastus-
koodia. Nyt koko alin rivi on saatu laskemalla yhteen ensimmaéinen, toinen ja kol-
mas rivi, eli kolme Hammingin koodin sanaa, joten se on myés Hammingin koodin
koodisana. Nurkkabitit noudattavat siis sekéd pysty- ettd vaakarivien kaavaa.

Tarkastellaan pienipainoisinta nollasta eroavaa koodin C' sanaa. Valitaan kaksi
kolmesta ensimmaéisestd vaakarivistd nollasanoiksi. Kolmannen vaakarivin tay-
tyy nyt erota nollasta. Hammingin koodin pienin nollasta eroavan sanan paino
on kolme, joten kolmannella vaakarivilld on oltava kolme ykkosta. Pystyrivien
pariteetintarkastuskoodi tuo alimmalle vaakariville toiset kolme ykkosta. Tarkaste-
lemamme koodin minimietéisyys on siis kuusi. Koodi C' on siis (28,12, 6)-koodi ja
pystyy korjaamaan 2 virhetta.

Pohditaan seuraavaksi, miten koodi l0ytad ja korjaa syntyvét virheet. Noudatetaan
seuraavaa algoritmia:

1. Dekoodataan vaakarivit Hammingin (7,4)-koodin dekoodausalgoritmilla. V-
litetdén pariteetintarkastuskoodille tieto virheellisista riveista seké alustavasti
dekoodattu matriisi.

2. Pariteetintarkistuskoodi tarkistaa pystyrivit ja tarvittaessa korjaa ykkoskoh-
dassa epdilyksenalaisiksi merkittyjen rivien bitteja.

Oletetaan, ettd kanavassa on syntynyt kaksi virhettd. Virheet voivat olla joko
eri riveilla tai samalla rivilla. Jos virheet ovat matriisin eri riveilld, eli Hammingin
koodin eri sanoissa, Hammingin koodin algoritmi korjaa ne kohdassa 1 ja paritee-
tintarkistuskoodi kelpuuttaa pystyrivit sellaisenaan kohdassa 2.

Kaydéaan esimerkin kanssa lapi tilanne, jossa virheet ovat samalla rivilla. Olete-
taan, ettd kanavaan on lahetetty nollasana ja kanavan kohina on aiheuttanut kaksi
virhettd. Kanavasta luetaan sana

0000[000
0000[0O00O0
0010|100
000O0[000O



1. Hammingin koodi toteaa ensimmaisen, toisen ja neljannen vaakarivin virheet-
tomiksi, mutta kolmannen vaakarivin virheelliseksi. Hammingin (7, 4)-koodi
ei kykene erottamaan, onko tapahtunut yksi vai kaksi virhettd, vaan korjaa
kaksivirheisen sanan védarin yhden bitin virheena. Téssd sana dekoodataan
kidantamalla bitti co3 ykkoseksi. Kolmas rivi merkitdan epéluotettavaksi.

0000[0O0O0Y ok
00000/000 ]| ok
001 1[100][ 7
0000[000O0) ok

2. Pariteetintarkastuskoodi kéy lapi pystyrivit ja toteaa ensimméisen, toisen,
kuudennen ja seitseménnen pystyrivin virheettomiksi sekéd pystyrivit 3—5 vir-
heellisiksi.

Pariteetintarkistuskoodin minimietéisyys on kaksi eli se ei itselladn korjaa yh-
takdan virhettd. Téssd dekoodattava sana 0010 on yhté ldhella koodisanoja
0000 ja 0011. Vaakarividekooderin antamien luotettavuustietojen perusteella
osataan kuitenkin korjata bitit coq, co3 ja co4 ja saadaan

0000[0O00O0
0000[0O00O0
0000[/000
0000[000O

Kaikki vaakarivit ovat nyt Hammingin koodin sanoja ja kanavasta vastaano-
tettu koodisana on saatu korjattua.

3.2 Tulokoodin parametrit

Kahdesta lineaarisesta virheité korjaavasta koodista voidaan muodostaa isompi koo-
di koodaamalla informaatiobitit kahdesti. Tehddan tdmé luvun 3.1 esimerkkien ta-
paan jarjestdmalla bitit matriisimuotoon ja koodaamalla ne ensin yhteen suuntaan
ensimmaiselld lahtokoodilla ja sitten toiseen suuntaan toisella. Ndin saadaan alku-
periisia koodeja vahvempi virheenkorjauskyky.

Kéytetéadn lahtokoodeina koodia Cf, joka on (ny, k1, dq)-koodi ja koodia Cy, joka
on (ng, ks, ds)-koodi. Muodostetaan luvun 3.1 esimerkkien tavoin suurempi koodi
C, jonka koodisana on n; X no-matriisi. Koodisanassa on kiks informaatiobitti,
k1(ng — ko) koodin Cy tarkistusbittié, ks(n; — k1) koodin C tarkistusbittia ja (n, —
k1)(ne — ko) tarkistusten tarkistusbittid. Koodia C' kutsutaan tulokoodiksi.

Tulokoodin koodisanan rakenne on esitetty kuvassa 3. Téssa tutkielmassa kasi-
telladn tulokoodeja selvyyden vuoksi muodossa, jossa tarkastusbitit ovat aina lah-
tokoodeissa sanan lopussa ja siten tulokoodissa oikealla ja alareunassa.

Luvun 3.1 esimerkeissé havaittiin, ettd oikean alanurkan bitit eli tarkistusten
tarkistukset noudattivat sekd vaaka- etta pystyrivikoodin kaavaa. Lineaarialgebras-
ta saadaan, ettd tdmé pétee yleisestikin. Valitaan informaatiobitit ja tdydennetdéan
vaakarivien tarkistukset koodin Cy mukaan. Ensimméiset k; vaakarivid ovat nyt
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koodin C5 sanoja. Téaydennetéén sitten jaljella olevat alemmat n; — k; vaakarivia,
eli seké pystyrivien tarkistukset ettéd tarkistusten tarkistukset, koodin C; mukaan.
Kaikki pystyrivit ovat siis koodin '} sanoja. Lineaarisen koodin tarkistusbitit saa-
daan koodisanan informaatiobittien lineaarikombinaationa, joten n; — k; alinta vaa-
karivid on saatu k; ylemméan vaakarivin lineaarikombinaationa. Koska ylemmaét k;
vaakarivia ovat koodin C5 sanoja, ovat myos alimmat vaakarivit koodin Cy sanoja.

HZ
- k, -

A

K Informaatiobitit gﬁlfstféﬁeeftl
1-11

Vi : Tarkistusten
Pystyrivien tarkistukset arkistukset

v

Kuva 3: Tulokoodin koodisanan rakenne.

Maaritelladn seuraavaksi tulokoodi muodollisesti.

Maaritelma 3.2.1. Olkoon € lineaarinen (ni, ki, d;)-koodi ja Cy lineaarinen
(ng, ks, d2)-koodi yli kunnan Fy. Olkoon C' njyns-pituinen koodi, jonka koodisanat
ovat n; X ng-matriiseja. C' on koodien C ja Cy tulokoodi, joss C':n koodisanat ovat
kaikki ne koodisanat, joiden matriisiesityksen kaikki pystyrivit ovat koodin '} sanoja
ja kaikki vaakarivit ovat koodin Cj sanoja [13|. Kéytetddn tulokoodista merkintéé

C =00,

Kahden tulokoodin koodisanan summassa vaakarivit ovat jokainen kahden koo-
din (5 sanan summia, eli koodin C5 sanoja, ja vastaavasti pystyrivit koodin C; sano-
jen summina koodin (' sanoja. Tulokoodin sanojen summa on siis sekin tulokoodin
sana eli lineaaristen koodien tulokoodi on lineaarinen.

Lause 3.2.2. Olkoon Cy (ny, ki, dy)-koodi ja Cy (ns, ks, dy)-koodi. Tulokoodi Cy & Cs
on (ning, k1ke, dids)-koodi.

Todistus. Tulokoodin maéritelmésta seuraa, ettd koodisanan pituus on ninsy ja koo-
din dimensio k1ky. Olkoon ¢ koodin €] ® C5 nollasta eroava sana. Ainakin yhdelld
matriisin ¢ pystyrivilla on nollasta eroava alkio. Koska pystyrivi on koodin ' sana,
sen paino on vahintdan d, eli silla on vahintdan d; nollasta eroavaa alkiota. Nyt
vahintaan d; vaakarivilla on nollasta eroava alkio. Kukin niistd on koodin C5 sana,
joten niilld on vahintd4n paino dy. sanan ¢ paino on siis vihintddn dydy [13]. O
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3.3 Tulokoodin generaattorimatriisi

Tutkitaan seuraavaksi tulokoodin generaattorimatriisia. Generaattorimatriisin muo-
dostamisessa kiytetadn luvussa 2.2 madriteltyd Kroneckerin tuloa ja ldhtokoodien
generaattorimatriiseja. Tarkastellaan tata esimerkin kautta.

Esimerkki 3.3.1. Palataan esimerkin 3.1.2 koodeihin. Vaakarivikoodi C; on
(4, 3, 2)-pariteetintarkistuskoodi ja pystyrivikoodi Cy on Hammingin (7,4)-koodi.
Néiden tulokoodin C' = C; ® Cy parametrit ovat (ning, kiks,didy) = (28,12,6).
Koodeilla 'y ja Cy on generaattorimatriisit G; ja G, joille

1 00 01 10
1 0 011
G120101jaG2:0100101
00 11 001 00 11
000 11 11
Naiden kroneckerin tulo on 12 x 28-matriisi

Gy 0 0 Gy

GGy = 0 Gy 0 Gy

0 0 Gy G

Esitetdén matriisin G ® G5 ensimméinen rivi 4 X 7-matriisimuodossa, jolloin saadaan
koodin C ® (5 sana

1000110
0000[000
0000[000
1000110

Vastaavasti esimerkiksi toisella rivilla on koodin C; ® C5 sana, jossa koordinaatissa
(0,1) on ykkdnen ja muut informaatiobitit ovat nollia, eli tulokoodin sana

oo O O
OO O O
_— o O
OO O O
o O =

1
0
0
1

OO O O

Rivilld 5 taas on sana, jossa koordinaatissa (1,0) on ykkénen ja muut informaatiobitit
ovat nollia, eli tulokoodin sana

0000[000
1000110
0000[000
1000110

Matriisin G; ® G5 riveilla ovat kaikki 12 koodin C] ® Cs sanaa, joissa informaa-
tiobiteissé on tasan yksi ykkonen, eli kaikki tulokoodin sanat, joiden paino on kuusi.
Matriisin G; ® G5 vaakarivien lineaarikombinaatioina saadaan siis kaikki koodin
C ® C5 sanat, joten se on koodin generaattorimatriisi.
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Vastaavasti yleisessa tapauksessa lahtokoodien generaattorimatriisien Kronecke-
rin tulona saadaan tulokoodin generaattorimatriisi. Esimerkissé lahtokoodeille kay-
tettiin redusoidussa diagonaalimuodossa olevia generaattorimatriiseja, mutta Kro-
neckerin tulon ominaisuuksista johtuen ldhtokoodien generaattorimatriisien valin-
nalla ei ole valia [22].

Tulokoodin C' = ('} ® C5 koodisanan voi generoida joko kertomalla ki ko-pituisen
informaatiovektorin koodin C' generaattorimatriisilla tai kdyttamalla lahtokoodien
generaattorimatriiseja seuraavan lauseen mukaisesti.

Lause 3.3.2. Olkoon informaatiosana u ki X ko-matriisi ja Gy ja Go koodien Cy ja
Cy generaattorimatriisit. Tulokoodin C' sana x saadaan kaavalla

r = G| uGs.

Todistus. Kertomalla informaatiomatriisi v vasemmalta koodin C generaattori-
matriisin transpoosilla saadaan n; X kg-matriisi, jossa pystyriveind on koodin C}
sanoja. Kun tamé kerrotaan oikealta koodin C5 generaattorimatriisilla, saadaan

ny X ng-matriisi, jossa dskeisen matriisin vaakarivit on taydennetty koodin Cs sa-
noiksi [1]. O

Lauseen 3.3.2 avulla voidaan operoida tulokoodin suuren kiky X nqno-
generaattorimatriisin sijaan ldhtokoodien huomattavasti pienemmilla k; X ni- ja
ko X nag-generaattorimatriiseilla. Annetaan téstd esimerkki.

Esimerkki 3.3.3. Olkoon C' = (] ® C5 kuten esimerkissé 3.3.1. Olkoon informaa-
tiosana u 3 X 4-matriisi

1 0 00
u=11 0 0 0 O
0000
Lauseen 3.3.2 mukaisesti saadaan
1 00 1 00 01 1 0
1 0 00
010 01 00|11 01
_ T _
r=GuG=| o 8888 0010[/011
1 11 000 111 11
1 0 00 1 00 01 1 0
10000 01 001 01
1 00 0O 0010011
1 000 000111 1 1
1 00 01 1 0
1 00O0O0|0O0O
1 00 0 0|0 0O
1 00 01 1 0
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Sama tulokoodin sana saadaan kiyttdmalld informaatiosanasta vektorimuotoa
v=(1,0,0,...,0) ja kertomalla tdmé generaattorimatriisilla G; ® G, joka on 12 x 28-
matriisi. Tulokoodin sana saadaan 28-pituisena vektorina

Go 0 0 Gy
$/:U<G1®G2) = (1,0,0,...70) 0 G2 0 GQ
0 0 Gy Gy
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4 Dekoodauksesta yleisesti

4.1 Dekoodaus BEC-kanavassa

Esitelldan seuraavaksi menetelma, jolla saadaan korjattua bindérisen koodin virheet
ja pyyhkiymét, kun kiytetylle koodille on tiedossa kovapaéatosdekooderi, joka korjaa
virheet rajaan e < (d — 1)/2 asti [20].

Algoritmissa tehdéén vastaanotetulle sanalle kaksi komplementtista estimaattia,
toisessa pyyhkiymét korvataan kaikki nollilla ja toisessa ykkosilla. Naistd muodos-
tetuista sanoista toisessa on oltava korvatuista biteistd yli puolet oikein. Tamé& on
riittava madra, jotta dekoodausalgoritmi korjaa virheet oikein, jos kanavassa on ta-
pahtunut enintdén e virhettad ja ¢ pyyhkiyméaé ja 2e + ¢ < d. Estimaatit yritetaan
kumpikin dekoodata ja jos kummankin dekoodaus tuottaa tulosteena koodisanan,
valitaan niistd se jonka dekoodaamisessa tarvittiin vihemmén korjauksia [20].

Algoritmi 4.1.1. Olkoon C binddrinen (n, k, d)-koodi, jolle on tiedossa dekoodausal-
goritmi, joka korjaa kaikki virheet, kun niiden lukumddrd on < (d+1)/2. Kanavasta
on vastaanotettu sana y, jossa osa koordinaateista on pyyhkiymid.

1. Korvataan vastaanotetussa sanassa olevat pyyhkiymdt nollilla, jolloin saadaan
binddrinen sana ro. Dekoodataan ro koodin C' dekoodausalgoritmilla ja saadaan
koodin C' sana cg.

2. Korvataan vastaanotetussa sanassa olevat pyyhkiymdt ykkosilla, jolloin saa-
daan binddrinen sana r1. Dekoodataan i koodin C' dekoodausalgoritmilla ja
saadaan koodin C sana c;.

3. Valitaan dekoodaustulosten valiltd seuraavasti:

(i) Toinen sanoista o ja r1 palauttaa dekoodauksessa koodin C' koodisanan,
mutta toisen kohdalla dekoodaus epdonnistuu. Palautetaan onnistuneen
dekoodauksen tulos c;.

(i1) Kummankin sanan o ja r1 dekoodaus onnistuu ja ne palauttavat saman
koodin C sanan cy = c¢;. Palautetaan sana co = c;.

(i1i) Kummankin sanan 1o ja m dekoodaus onnistuu, mutta ne palauttavat
koodin C' eri sanat ¢y ja ¢y, ¢g # c1. Palautetaan se koodisana, jonka
dekoodauksessa korjattiin vihemmdn virheitd.

(iv) Dekoodaus epdonnistuu, jos kummankin sanan o ja r1 dekoodaus onnis-
tuu yhtd monella korjauksella, mutta ne palauttavat koodin C' eri sanat
Co ja c1, co # c1, tai kummankin sanan dekoodaus epidonnistuu.

Olkoon x ldahetetty sana ja vastaanotetussa sanassa r on ¢ pyyhkiyméa ja e
virhettd. Algoritmissa luodut sanat rq ja r; ovat etdisyyksilla e +¢( ja e+ ¢, sanasta
T, Missa g + €1 = €.

Jos nyt oletetaan, ettd 2e + ¢ + 1 < d, saadaan

d—1

< —.

e—l—E
2= 2
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Koska koodi C' korjaa virheet mééraan (d — 1)/2 asti ja € = g9 + €1, on ainakin
toisen sanoista ry ja r etéisyys ldhetetysté sanasta x riittdvéin pieni, jotta koodin C
algoritmi dekoodaa sen oikein. Ainakin toinen sanoista cq ja ¢; on siis oikea lahetetty
sana. [20]

Tarkastellaan tilannetta, jossa molempien sanojen ry ja r; dekoodauksessa on
korjattu yhtd monta virhetté ja saatu koodisanat ¢ ja c;. Téssé tilanteessa algoritmi
hyviksyy dekoodaustuloksen, jos ¢y = ¢1, mutta dekoodaus epaonnistuu, jos ¢y # ¢;.

Oletetaan, etté virheille ja pyyhkiymille péatee 2e + ¢ + 1 < d. Nyt siis toinen
¢; = x. Oletetaan, ettd ¢y = z. Nyt d(ro, co) = d(ro, z) = e + €9. Koska kummankin
sanan dekoodauksessa korjattiin yhtd monta virhettd on my6s d(ry,c;) = e + .
Saadaan

d(z,c1) <d(z,rm) +d(ri,c1) =e+e1+e+eg=2e+e <d.

Siis ¢; = x.

Tilanteessa, jossa 7y ja r; saadaan dekoodattua koodisanoiksi cy ja c¢; yhta
monella korjauksella ja ¢y # c¢q, on virheitd ja pyyhkiymiéd tapahtunut yli rajan
2¢ +¢e+1 < d eikd dekoodaus onnistu luotettavasti. Tédssa tilanteessa el siis kannata
hyvaksya kumpaakaan dekoodaustulosta ¢ tai c;.

Esimerkki 4.1.2. Olkoon C' Hammingin (7, 4)-koodi. Koodin C' minimietéisyys on
3, eli se pystyy korjaamaan yhden virheen tai kaksi pyyhkiymaé.

Oletetaan, ettd kanavasta on vastaanotettu sana 1170071. Korvataan pyyhkiy-
mét ja saadaan sanat o = 1100001 ja r; = 1110011. Dekoodataan ndmé koodin de-
koodausalgoritmilla ja saadaan ¢y = 1100011 ja c¢; = 1100011. Molemmat antoivat
saman koodisanan, joten tdma hyviksytadn dekoodaustulokseksi.

Kanavasta on vastaanotettu sana 1011717. Nyt rqg = 1011010 ja r; = 1011111.
Saadaan ¢y = ro = 1011010 ja ¢; = 1111111. Kumpikin ¢ ja ¢; ovat koodisanoja,
mutta ¢y vaati vihemmaén korjauksia, joten saadaan, ettd dekoodattu sana on ¢y =
1011010.

Kolmantena kanavasta on vastaanotettu sana 0110701. Nyt rq = 0110001 ja
r1 = 0110101. Dekoodauksesta saadaan ¢y = 0111001 ja ¢; = 0100101. Kumpikin on
koodin C' sana ja yhtd kaukana vastaanotetusta sanasta. Kanavassa on tapahtunut
sekd, virhe ettd pyyhkiyma, eikd koodin minimietéisyys riitd korjaamaan tata.

Esimerkki 4.1.3. Olkoon C' laajennettu Hammingin (8,4)-koodi, jonka minimie-
taisyys on 4. Kanavasta on vastaanotettu sana 00111107. Nyt ro = 00111100 ja
ry = 00111101. Sanan ry dekoodaus ei onnistu. Dekoodaamalla r saadaan 00111001.
Laajennetulla Hammingin koodilla saatiin siis korjattua yksi virhe ja yksi pyyhkiy-
ma.

Symmetrisessé, binddrisessd kanavassa laajennettu Hammingin koodi korjaa ta-
vallisen Hammingin koodin tavoin vain yhden virheen. Sen sijaan pyyhkiymaékana-
vassa saadaan virheen liséksi korjattua pyyhkiymaé. Ilman virheitd saadaan pyyh-
kiymié korjattua kolme (d =4 > 0+ 3 = 3).

4.2 Majoriteettilogiikka

Luvussa 5 késitellaan tulokoodien dekoodausta. Tata varten esitellaan seuraavaksi
kaksi dekoodausalgoritmia lahtokoodien dekoodaukseen. Téssé luvussa késitelladn
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majoriteettilogiikkaa, jota hyodynnetddn luvussa 5.4 kasiteltdvassa tulokoodin de-
koodausalgoritmissa, jossa toinen koodeista on majoriteettilogiikalla dekoodattava.

Majoriteettilogiikkaa kéiytti ensimméisend Reed vuonna 1954 Reedin—Mullerin
koodeille [19]. Massey yleisti menetelméan vuonna 1963 [14]. Majoriteettilogiikalla
dekoodatessa hyodynnetdan pariteetintarkistusmatriisista saatavia pariteetintarkis-
tusyhtéaloita. Tarkoituksena on 16ytédé jokaiselle bitille riittdvin monta ortogonaalis-
ta yhtaloa. Tutkittava bitti ratkaistaan yhtéaloista ja niistd enemmisto antaa bitille
oikean arvon. Majoriteettilogiikka korjaa kaikki virheet rajaan e < (d—1)/2 asti, jos
koodi on ortogonalisoituva, eli ortogonaalisia pariteetintarkistusyhtéloita voi loytas
rittévin mééran [15].

Majoriteettilogiikan etuja ovat yksinkertainen implementointi ja algoritmin ky-
ky korjata my0Os useita sellaisia virhevektoreita, joiden paino ylittda luvatun arvon

17/2] [15].

Maaritelma 4.2.1. Pariteetintarkistusyhtaldiden 57, Ss, ..., S joukkoa kutsutaan
ortogonaalisekst koordinaatin ¢ suhteen, jos x; esiintyy néaisté jokaisessa, mutta mi-
kédn muu z; el esiinny useammassa kuin yhdessi joukon yhtélossa [15].

Lause 4.2.2. Jos kaikille koodin C' koordinaateille loydetidan J ortogonaalista pari-
teetintarkistusyhtdalod, koodi C' korjaa | J/2] virhettd.

Todistus. Oletetaan, ettd kanavassa on syntynyt enintédén |.J/2] virhetté. olkoon x
lahetetty sana, vastaanotettu y = x + e, jossa e on virhevektori.

Jos e; = 0, virheet vaikuttavat enintdén |.J/2]:een koordinaatin i suhteen ortogo-
naalisista pariteetintarkistusyhtaloistd. Yhtéloista ainakin [J/2] antaa arvon nolla.
Jos tilanne on tasan, otetaan x; = y; yhtené arviona, eli arvioidaan e; = 0.

Jos e; = 1, loput virheet vaikuttavat alle | J/2| yhtalo6on. Enemmisto yhtaloista
antaa arvon yksi.

Enemmist6 pariteetintarkistusyhtéloistéd antaa siis aina oikean e;m arvon [15].

O

Selvasti majoriteettilogiikasta on todellista hyotyd vain koodeilla, joilla J on
riittavan suuri. Jotta saataisiin dekoodattua kaikki virheet, joiden lukumaé&ra
e < (d—1)/2, taytyy J:m arvon olla d — 1. Tésté tulee seuraava maaritelma.

Maaritelma 4.2.3. Olkoon koodin C' minimietéisyys d. Koodi C' on (yhdessd vai-
heessa) ortogonalisoituva (engl. completely orthogonalizable in one step), joss on
mahdollista muodostaa jokaiselle bitille J = d — 1 pariteetintarkastusyhtéloa, jotka
ovat ortogonaaliset kyseisen bitin suhteen [12].

Suurin osa majoriteettilogiikalla dekoodattavista koodeista on syklisié, silla sykli-
sille koodeille riittéaa loytaa pariteetintarkistusyhtéalot yhdelle bitille. Jos koodi C' on
syklinen ja yhdelle koordinaatille on tiedossa .J ortogonaalista pariteetintarkistusyh-
talod, saadaan muille koordinaateille J ortogonaalista pariteetintarkistusyhtaloa al-
kuperéisen yhtélojoukon syklisilla siirroilla [15]. Pariteetintarkistusyhtaloihin osal-
listuu kuitenkin niin suuri joukko bitteja, etté voi olla vaikeaa 16ytaa riittdvan monta
ortogonaalista pariteetintarkistusyhtaloa ensimmaisellekdan bitille.

Annetaan seuraavaksi algoritmi yksivaiheiselle majoriteettilogiikalle ja havain-
nollistetaan sitd esimerkin kautta.
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Algoritmi 4.2.4. Olkoon C (yhdessi vaiheessa) ortogonalisoituva (n, k,d)-kood:.
Etsitadn jokaiselle koodisanan c bitille ¢; d — 1 bitin c; suhteen ortogonaalista pari-
teetintarkastusyhtiloi Si, S, ..., S5 ;.

Kanavasta on vastaanotettu sana y. Kukin bitti y; dekoodataan siksi arvok-
si, jonka enemmisto pariteetintarkistusyhtaloistd bitille antaa, tai jos wvaihtoeh-
dot menevdt tasan, nollaksi. Bitin vy; arvo wvalitaan siis enemmistostd joukossa

{0,51(y), . S ()} [15].

Esimerkki 4.2.5. Tarkastellaan (7, 3, 4)-Simplex-koodia, jolla on pariteetintarkas-
tusmatriisi

1101000
01 10100
H= 0011010
0001101

Jotta koodi olisi yhdessa vaiheessa ortogonalisoituva, taytyisi 16ytda d—1 = 3 or-
togonaalista pariteetintarkistusyhtaloa kullekin bitille. Bitille xy saadaan matriisin
ensimmaiselta riviltd, ensimmaéiselté, toiselta ja kolmannelta rivilté, sekd ensimmaéi-
selta, toiselta ja neljannelta rivilta yhtalot

Ty = I + 3,
To = Ty + s ja
Tg = X9 + 6.

Koska Simplex-koodi on syklinen, saadaan tarkistusyhtélot muille biteille ndiden
syklisilla siirroilla. Esimerkiksi bitille xy saadaan pariteetintarkistusyhtalot

Ty = T + 24,
T
T = Iy + x3.

Ts + g ja

Néista ensimmaista yhtalod vastaa tarkistusmatriisin rivi 2, toista yhtéloa vas-
taavat rivit 2, 3 seké 4, ja kolmatta yhtéaloa vastaa rivi 1.

Oletetaan, ettd kanavaan on ldhetetty nollasana ja kanavasta on vastaanotettu
sana y = 0100000. Ensimmaéiselle bitille saadaan tarkastusyhtaloistéa

Yo=1+0=1,
Y =0+0=0, ja
9=0+0=0.

Néistd enemmistd antaa arvon nolla, joten dekoodataan yy = 0. Koordinaatille
Y1 saadaan

y1=0+0=0,
yn=0+0=0, ja
y1=0-+0=0,
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joten dekoodataan y; = 0. Virhe vaikuttaa kunkin koordinaatin ys, ..., ys paritee-
tintarkastusyhtéloista vain yhteen aivan kuten koordinaatin g, kohdalla. Koko sana
dekoodattuna on 0000000.

Joillekin koodeille, jotka eivéit ole yksivaiheisesti ortogonalisoituvia, majoriteet-
tilogiikkaa voi kdyttda monivaiheisesti. Idea on sama, mutta arvio annetaan ensin
koordinaattien summille yksittédisten koordinaattien sijaan.

Maaritelma 4.2.6. Pariteetintarkistusyhtéldiden Si, S, ..., .S, joukko on ortogo-
naalinen koordinaattien a,b, ..., c suhteen, jos summa x, + xp + ... + x. esiintyy jo-
kaisessa yhtdlossa .S;, mutta mikdan muu z; ei esiinny useammassa kuin yhdesséa
yhtélossé [15].

Ortogonaalista joukkoa kiytetddn nyt madrittdméasan arvo ensin summille x, +
Ty + ... + x.. Nadiden tietojen avulla saadaan seuraavalla kierroksella arvioitua arvo-
ja summille, joissa on pienempi médra koordinaatteja. Néain edeten saadaan lopulta
arvot yksittaisille koordinaateille. Dekooderia, jossa kiydéaan L kierrosta majoriteet-
tilogiikkaa, sanotaan L-vaiheiseksi dekoodausalgoritmiksi. L-vaiheista majoriteetti-
logiikkaa kdytetddn esimerkiksi Reedin-Mullerin koodien dekoodauksessa [15].

4.3 Forneyn yleistetyn minimietaisyyden algoritmi

Esitelldén seuraavaksi luvussa 5.5 kasiteltavaé yleisempéa tulokoodien dekoodausal-
goritmia varten tarvittava Forneyn yleistetyn minimietdisyyden algoritmi ( Forney’s
generalised minimum distance (GMD) decoding algorithm) |7].

Forneyn algoritmi on pehmeén péaatoksen dekoodausalgoritmi, jossa sana dekoo-
dataan yksinkertaisella virheet ja pyyhkiymaét korjaavalla dekooderilla hyodyntaen
kanavasta biteille saatuja luotettavuustietoja. Algoritmissa edetddn kierroksittain
merkitsemalld pyyhkiymiksi epaluotettavimmiksi merkittyja koordinaatteja, ja yri-
tetddn dekoodata néin saatu pyyhkiymia sisdltava sana. Dekoodaustulos hyviksy-
tdan menetelméssa méaaritellyn yleistetyn etédisyyden perusteella. Yhdistamalla ka-
navan luotettavuusarviot ja algebrallinen dekooderi saadaan Forneyn algoritmissa
kiyttoon seké propabilistisen etté algebrallisen dekoodauksen hyvid puolia [25].

Olkoon C' g-arinen koodi, jonka minimietdisyys on d. Léhetetdéin koodin C' sana
xr = (xg, 1, ..., T,_1) kanavaan. Kanavasta luetaan g-arinen sana r = (ro, 71, ..., 7 _1)
ja luotettavuusvektori o = (ag, aq, ..., 1), jossa «; € [0,1] ja «; kertoo bitin r;
luotettavuuden. Mité suurempi luotettavuusvektorin koordinaatin «; arvo on, sita
todennikdisemmin kanavasta luetun sanan koordinaatti r; vastaa ldhetetyn sanan
koordinaattia c;.

Dekoodauksen tulosta mitataan yleistetylld etdisyydelld, joka méadritelladn seu-
raavaksi. Vektorin ¢ = (cg, ¢y, ..., ¢,—1) ja vektorin r, jolla on luotettavuusvektori «,
yleistetty etdisyys (generalized distance) dg(c,r, «) on

de(e,ra)= Y (1—a)/2+ > (1+a)/2

ilCiZTi i|6i7£7“i

Algoritmin tulosteeksi valitaan ensimméinen saatava dekoodaustulos ¢, jolla
dekoodatun sanan cV) ja vastaanotetun sanan r yleistetty etiisyys noudattaa kaavaa
da(c9),r, a) < d/2. Dekoodaus tapahtuu seuraavan algoritmin mukaan [25].
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Algoritmi 4.3.1. Olkoon C (n,k,d)-koodi, jolla on tiedossa dekooderi, joka korjaa
kaikki virheet ja pyyhkiymdt, kun d > 2e + € + 1. Kanavasta on vastaanotettu sana
r ja sille luotettavuusvektori o.

1. Aloitetaan arvolla j = 1. Kierroksella j muodostetaan sana r'%) merkitsemlld
sanan r biteistd pyyhkiymikst 25 — 1 epdluotettavinta koordinaattia, jos d on
parillinen, tai 25 — 2 epdluotettavinta koordinaattia, jos d on pariton. Tdssd
epdluotettavin tarkoittaa sitd koordinaattia, jota vastaava vektorin o koordi-
naatti on arvoltaan pienin.

2. Dekoodataan sana r9) koodin C dekooderilla ja saadaan sana c9).

3. (i) Jos kohdassa 2 dekoodaus onnistui ja
de (9, rD o) < d/2,
palautetaan dekoodaustuloksena sana c9).
(ii) Jos dg(cW,r9) o) > d/2 tai sanan v dekoodaus epdonnistuu, tehdddin
uusi dekoodausyritys j:n arvolla j + 1.
(i11) Jos j ylittia arvon [d/2], lopetetaan ja todetaan dekoodaus epdonnistu-
neeksi.

Esimerkki 4.3.2. Olkoon C' Hammingin (7,4)-koodi. Olkoon kanavasta luettu sana
_ : (19 9 2 9 8 3
r = 0001001 ja sanan luotettavuusvektori o = (1, 35, 15> 16+ 15 167 39)-
j = 1: Koodin C' minimietaisyys d = 3 on pariton, joten korvataan 25 —2 = 0
bittid pyyhkiymilld, eli dekoodataan sana r™") = r = 0001001.

0001001 dekoodataan sanaksi ¢ = 1001001. Lasketaan tille yleistetty
etiisyys dg(cV),r, o). Saadaan

1 1 8 1 2 7
d~(cD _ 1—9
cleima) =gt ot tagtagtagt

4
5

Yleistetty etdisyys on liian suuri, joten tehddén toinen kierros.

j =2: Korvataan 27 — 2 = 2 bittid pyyhkiymilld, eli dekoodataan sana
(2 = 000700?. Kéytetdin pyyhkiymien dekoodaamiseen algoritmia 4.1.1.

Dekoodataan sanat r((f) = 0000000 ja r?) = (0001001, jolloin saadaan koo-

disanat c(()Q) = 0000000 ja 052) = 1001001. Naista dekoodaustulokseksi va-

(2) (2)
0

litaan 082), koska ¢y’ = 1y eli sen dekoodamisessa korjattiin vihemmén

virheita.

) )

Lasketaan sanalle c((f yleistetty etéisyys dG(c(()2 ,T,a). Saadaan

do(e® )0+1+1+1+2+12+13 3
eyl ryo) = —F =t =4+ =4+ =4+ ===
ENCIRA 20 20 "20 20 20 20 2
d
27

joten dekoodaustulos 062) = 0000000 hyvaksyta&n.
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Esimerkissa néhtiin tyypillinen tilanne, jossa luotettavuustietojen kiaytto muutti
dekooderin toimintaa. Vastaavassa tilanteessa kovapaatosdekoodauksessa kaksi epé-
luotettavaa paiatostéa johtaisi siithen, etta yksi hyvin luotettava bitti dekoodattaisiin
vaarin. Todennakoisempi selitys vastaanotetulle viestille on kuitenkin, etta virheel-
lisesti on tulkittu epéluotettavat kaksi bittia.

Forneyn algoritmia kiytetaan myos muodossa, jossa valitaan aina paras tehdyista
dekoodausyrityksisté silloinkin, kun algoritmissa 4.3.1 dekoodaus todettaisiin epé-
onnistuneeksi. Tallsin tilanteessa, jossa ehto dg(cV),r0) o) < d/2 ei tiyty milldsin
kierroksella j, kun j < d/2, kiytetdédn yleistettyd etdisyyttd parhaimman dekoo-
daustuloksen valitsemiseen.

Dekoodaus tapahtuu kuten algoritmissa 4.3.1. Dekoodaustulos ¢¥) hyviksytédn,
jos yleistetylle etiisyydelle on voimassa dg(c?), 77 ) < d/2, silli tdmé on paras
saatava tulos. Dekoodaus eroaa algoritmista 4.3.1 kohdassa 3.(7i7). Sen sijaan etté
dekoodaus todettaisiin epdonnistuneeksi, valitaan nyt dekoodaustuloksista ¢\¥) se,
jolla yleistetty etiisyys de(c?),rU), o) on pienin.

Simulaatioiden avulla voi tutkia, onko tésté versiosta sovelluksen kannalta hyo-
tya, vai johtaako se héiritsevan usein virhetulkintaan.
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5 Tulokoodien dekoodaus

5.1 Johdanto dekoodaukseen

Tulokoodien dekoodauksessa hycdynnetdén lahtokoodien dekoodausalgoritmeja.
Yksinkertaisimmillaan voidaan kiyttda seuraavanlaista algoritmia.

Algoritmi 5.1.1. Olkoon C' = C; ® Cs. Dekoodataan kanavasta luettu sana y seu-
raavasti

1. Dekoodataan pystyrivit koodin C dekoodausalgoritmilla. Saadaan alustavasti
dekoodattu sana 1.

2. Dekoodataan sanan y' vaakarivit koodin Cy dekoodausalgoritmilla ja saadaan
sana y". Jos y" on koodisana, hyvdksytdin se dekoodaustulokseksi. Muussa
tapauksessa todetaan dekoodauksen epdonnistuneen.

Algoritmilla 5.1.1 ei kuitenkaan saada korjattua kaikkia painoltaan alle (d — 1)/2
olevia virheitd. Luvuissa 5.2 ja 5.3 tarkastellaan, millaisia virheita téllaisella dekoo-
derilla saadaan korjattua ja millaisten virhekuvioiden kohdalla ajaudutaan ongel-
miin.

Luvuissa 5.4 ja 5.5 esitellddn kehittyneemmét algoritmit, joissa vaakarivien de-
koodauksessa hyodynnetadn pystyrividekooderilta saatavaa luotettavuusdataa. Téal-
16in selvitdan myos virhekuvioista, jotka yksinkertaisella dekooderilla tuottivat de-
koodausvirheitd tai aiheuttivat dekoodauksen epdonnistumisen. T&lloin saadaan
korjattua kaikki virheet ja pyyhkiyméat rajaan 2e 4+ ¢ < d asti.

5.2 Ryoppyvirheet

Tulokoodien rakenteesta johtuen perdkkéisia virheitd saadaan korjattua suurempi
méaérd kuin koodin minimietdisyydestd saatava (d — 1)/2 satunnaisvirhettd. Kana-
vassa virheita esiintyykin usein useampia perédkkéin esimerkiksi kanavan pulssimai-
sen héirion tai tallennusvélineessé olevan virheen, kuten DVD-levyn naarmun, takia.
Tallaisia perakkaisia virheitd kutsutaan ryopyiksi.

Ry6ppyja korjataan lisaamélla koodiin lomittelua (interleaving), jossa jarjeste-
lemélla perdkkiisten sanojen koordinaatteja uudelleen saadaan perdkkéiset virheet
jakautumaan useampaan sanaan. Tulokoodien rakenteeseen siséltyy kuitenkin impli-
siittista lomittelua: vaakariveille syntyvé ryoppy tekee vaakarivit lukukelvottomiksi,
mutta jakautuu useampaan pystyriviin, ja sana saadaan korjattua. Kasitelladn seu-
raavaksi tata tulokoodien rakenteeseen sisaltyvaa ryoppyvirheiden korjausta.

Maaritelmé 5.2.1. Vektoria e € V,,(q) sanotaan rydpyksi, jos se on muotoa
(0, 0, PN 0, €iyCitly -y Eitb—1, 0, 0, cees 0),
jossa e; # 0 ja e;np—1 # 0. Ryopyn e pituus on b. Koodia, joka pystyy korjaamaan

mielivaltaisen enintdan b:n pituisen ryopyn, sanotaan b-ryoppyvirheet korjaavaksi
koodiksi.
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Lause 5.2.2. Olkoon Cy (ny,ki,dy)-koodi ja Cy (ng, ka,ds)-koodi. Jos Cy on ;-
ryoppyvirheet korjaava ja Cs on la-rydppyvirheet korjaava, tulokoodi C; & Cy on
max{nily, noly }-rydppyvirheet korjaava.

Todistus. Oletetaan, ettd koodin C7 ® (5 sana ldhetetddn kanavaan vaakariveittéin.
Kun kanavasta vastaanotettu sana kootaan taas matriisimuotoon, kanavassa syn-
tynyt enintddn nilo:n pituinen rySppy osuu enintddn [y perdkkiiseen vaakariviin.
Ryoppy siis vaikuttaa kussakin pystyrivissd enintéddn ly:n pituisena ryoppyvirhee-
na. Koska C'y on ly-ry6ppyvirheet korjaava, sen korjausalgoritmi pystyy korjaamaan

pystyrivit. Koodi € ® Cy on siis nylo-rydppyvirheet korjaava.
Vastaavasti lahettamalld sana kanavaan pystyriveittdin saadaan korjattua nsli:n
pituiset ryopyt. Koodi C7 ® Cy on siis max{nily, noll}-ryoppyvirheet korjaava [12].
O

Koodin C ryoppyvirheiden korjauskyky /; on vahintdan yhtd suuri kuin satun-
naisvirheiden korjauskyky (d; — 1)/2, ja samoin koodilla Cy pétee Iy > (dy — 1)/2.
Tulokoodin ryéppyvirheiden korjauskyky max{nils,noly} on siis selviisti suurempi
kuin satunnaisvirheita korjattava maéra (dyds — 1)/2. Tarkastellaan tata esimerkin
kautta.

Esimerkki 5.2.3. Olkoon C' kahden Hammingin (7, 4)-koodin tulokoodi. Hammin-
gin (7, 4)-koodin minimietéisyys on 3, joten tulokoodin minimietéisyys on 9. Koodi
pystyy siis korjaamaan neljd satunnaisvirhettd. Hammingin koodi korjaa rySppy-
virheitd vastaavan méaaran kuin satunnaisvirheita, eli yhden virheen. Tulokoodilla
saadaan kuitenkin lauseen 5.2.2 mukaan korjattua perdkkiisid virheitda 7 x 1 =7
pituisiin ry6ppyihin asti.

Kaytetdaan dekoodaukseen algoritmia 5.1.1. Koska algoritmissa dekoodaus aloi-
tetaan pystyriveistd, kannattaa koodisana ldhettdd kanavaan vaakariveittain. Nain
kanavassa mahdollisesti syntyva ryoppyvirhe jakautuu mahdollisimman moneen pys-
tyriviin ja sen dekoodaus helpottuu.

Oletetaan, ettd kanavaan ldhetetddn nollasana ja siihen syntyy seitsemén bitin
mittainen rydppyvirhe alkaen koordinaatista (2,6):

0

O Ol= OO O
O Ol= O OO
OOl OO O
OOl OO D
O Ol= O O

O OO = OO

OO OO OO

00010 0O

Ryoppy vaikuttaa jokaiseen pystyriviin enintddn yhdessd koordinaatissa, joten
Hammingin koodin dekoodausalgoritmi korjaa pystyrivit oikein ja ryoppy saadaan
korjattua.

Esimerkki 5.2.4. Lause 5.2.2 lupaa kahden Hammingin (7,4)-koodin tulokoodin
korjaavan seitseméan mittaiset ryopyt. Koodi korjaa kuitenkin myos kaikki kahdek-
san mittaiset ryoppyvirheet. Tarkastellaan kahdeksan mittaista ryoppyé, joka alkaa
samasta koordinaatista kuin edellisessd esimerkissa. Ryoppyvirhe on muotoa
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00 0O0j0O0O0
00 0O0j0O00O0
00 0O0j0 01
11111111
00 0O0j0O00O0
00 0O0j0O00O0
00 0O0j0 00

Pystyrivien dekoodaus korjaa naisté kaikki paitsi viimeisen pystyrivin, jossa ta-
pahtuu dekoodausvirhe. Saadaan alustavasti korjattu sana

00 0O0j0 00O
00 0O0j0 00O
00 0O0]0O01
00 0O0j0O01
00 0O0]0O01
00 0O0j0 00
00 0O0j0 00

Koska virheitd on vain yhdella pystyrivilla, vaakarividekooderi korjaa tdmén oi-
kein ja saadaan nollasana.

Esimerkki 5.2.5. Toisen iteraation lisddminen algoritmiin 5.1.1 auttaa erityista-
pauksissa korjaamaan enemmén virheitd. Tarkastellaan yhdekséan pituista ryoppya
alkaen koordinaatista (1,6):

0 00O0j0 00O
00 0O0j]0O01
11111111
10001000
00 0O0j0O00O0
00 0O0j0O00O0
0 00O0j0 00O

Pystyrivien dekoodaus tuottaa matriisin

0 000|001
0000|001
1 0001001
100 0(0 00
100 0(0 00
0000|000
0000|000




ja vaakarivien dekoodaus matriisin

S O OO O OO
S O OO O OO
S OO = OO
SOOI O OO
SOOI O OO
OO OO = OO

SO OoOIOoO = O

Jos nyt dekoodataan pystyrivit viela kerran, saadaan matriisi dekoodattua nol-
lamatriisiksi.

5.3 Pyyhkiymien hyodyntaminen tulokoodin dekoodauksessa

Algoritmi 5.1.1 toimii vain sellaisilla virhekuvioilla, joilla pystyrivien dekoodaus
tuottaa matriisin, johon jaavien virheiden kuvio on vaakarivikoodin dekoodatta-
vissa [12]. Jos pystyrivikoodilla C on dekooderi, joka korjaa < (dy — 1)/2 virhetta
ja vaakarivikoodilla Cy on dekooderi, joka korjaa < (dy — 1)/2 virhettd, téllainen
dekoodaus korjaa vain noin d;ds/4 virhettd. On helppo 16ytaa virhe, joka ei ole de-
koodattavissa, ja jonka paino on ([(d; —1)/2| 4+ 1)(|(d2 —1)/2] +1) [6]. Seuraavana
on esimerkki virhekuviosta, jota ei algoritmilla 5.1.1 saada korjattua.

Esimerkki 5.3.1. Tarkastellaan taas esimerkin 5.2.3 koodia. Koodi C' on kahden
Hammingin (7,4)-koodin tulokoodi ja sen minimietiisyys d on 9. Oletetaan, etté
kanavaan l&dhetetddn nollasana ja kanavassa tapahtuu virheet koordinaateissa (3, 3),
(3,5), (7,3) ja (7,5) eli kanavasta luetaan matriisi

S OO O OO
S O OOoO O OO
O OO O o O
_ O Ok O O O
[eviien) Nev i en Bl e @]
_ O Ok O OO
OO O oo

0 0 0

Nyt virheitd on nelja ja d > 2 x 441 eli koodin C' pitéisi pystyé korjaamaan ne.
Algoritmi 5.1.1 ei kuitenkaan dekoodaa sanaa oikein, koska virhekuvio muodostaa
kaksi virhettd sekd pysty- ettéa vaakariveille, eikd Hammingin (7, 4)-koodin algoritmi
kykene korjaamaan niitd oikein. Neljannelld ja kuudennella pystyrivilla dekooderi
olettaa virheen tapahtuneen ensimmaisessé bitissd. Saadaan matriisi

0001j010
00 0O0j0O00O0
00 0O0j0O00O0
000 1j0 10
00 0O0j0O00O0
00 0O0j0 00
000 1j0 10




Vaakarivien dekoodauksessa on sama kahden virheen ongelma, ja matriisi dekoo-
dataan virheellisesti sanaksi

01 01j010
00 0O0j0 00O
00 0O0j0O0O0
01 01j010
00 0O0j0O0O0
00 0O0j0O00O0
01 01j010

Esimerkki 5.3.2. Jos edellisen esimerkin tilanteessa kéytossd olisi ollut BEC-
kanava, ja virheelliset bitit cs3, ¢35, ¢53 ja cs5 olisi ykkosten sijaan tulkittu pyyh-
kiymiksi, olisi pystyrividekooderi saanut ne korjattua.

Hyodynnetadan tulokoodien hyvééd rydppyvirheiden sietokykya ja tietoa, etta
Hammingin koodi pystyy korjaamaan pyyhkiymié kaksi. Merkitaén virheelliset rivit
kokonaan pyyhkiymiksi, jolloin saadaan matriisi

000 72[070
00072070
00072070
7777|777
0007070
00072070
777 7|77 °

Dekoodataan tdma pystyriveittdin. Esimerkissé 4.1.2 nahtiin, ettd Hammingin
(7,4)-koodi korjaa kaksi pyyhkiymé&a, joten dekooderi selvida kaikista pystyriveistéa
lukuunottamatta niita, joilla kaikki bitit ovat pyyhkiymia. Saadaan

S OO O OO

O OO O OO
OO OO O OO
O O OO O oo O
~N N )| N N D )
O O OO O OO

0

Vaakariveilld on nyt kullakin kaksi pyyhkiymaé, joten vaakarividekooderi selvida
niistd ja koko sana saadaan dekoodattua:

00 0O0j0O0O0
00 0O0j0O00O0
00 0O0j0O00O0
00 0O0j0O00O0
00 0O0j0O00O0
00 0O0j0 00
00 0O0j0 00O




Téssa lahestymisessé ongelmana on tietad, milloin yrittda suoraan dekoodata ja
milloin merkité virheelliset rivit pyyhkiymiksi. Hamming (7,4) on téydellinen koodi,
joten kaikki ei-koodisanat ovat yhden bitin pédssd jostain koodisanasta. Koodi ei
siis tunnista, onko tapahtunut yhden vai kahden bitin virhe ja kahden bitin virhe
dekoodataan virheellisesti yhden bitin virheené.

Jos taas ensimmaiselld kierroksella merkittaan kaikki virheelliset rivit pyyhkiy-
miksi, syntyy tilanteita, joissa pyyhkiymié on liikaa korjattavaksi, mutta itse virheet
olisivat olleet korjattavissa. Téllainen tilanne on, jos virheet ovat kolmella tai neljalla
eri vaaka- ja pystyrivilla, kuten esimerkiksi virhekuviolla

00 0O0j0O00O0
00 0O0j0 00
000 1j0 01
0 00O0]1 00
00 0O0j0 00O
0 00O0j0O01
00 0O0j0O0O0

Jos nyt yritetddn muuttaa virheelliset rivit pyyhkiymiksi, paadytadn tilantee-
seen, jossa on kolme pyyhkiymaa seké pysty- etta vaakariveilld, miké on liikaa Ham-
mingin (7,4)-koodille. Tdmé virhekuvio olisi sen sijaan algoritmilla 5.1.1 suoraan
korjattavissa: kaikki pystyrivit viimeistd lukuunottamatta menevét nolliksi. Viimei-
sella pystyrivilla tehdddn dekoodausvirhe, mutta se korjaantuu vaakarivien dekoo-
dauksessa.

Esimerkki 5.3.3. Toisin kuin Hammingin (7,4)-koodi, laajennettu Hammingin
(8,4)-koodi tunnistaa, onko kanavassa tapahtunut virheitd pariton vai parillinen
méérd. Jos siis valitaan 1&htokoodeiksi C) ja Cy Hammingin (8,4)-koodit, voidaan
tatd ominaisuutta hyodyntad dekoodauksessa. Tulokoodin C' = C; ® (', minimietéi-
syys on 16, joten sen tulisi korjata 7 virhetta.

Dekoodataan tulokoodin sana seuraavasti: jos pystyrivi ei ole koodisana ja pys-
tyrivikoodin dekooderi huomaa virheitd parittoman méardn, pystyrivi merkitdan
pyyhkiymiksi. Jos virheitd on pariton maéra, yritetddn pystyrivi korjata.

Nyt dekoodaus onnistuu esimerkiksi virhekuviolla

0 00O0j0O0O0O
0 00O0j0O0O0®O
01011100
0 00O0j0O0O0O
0101j1 00O
00 0O0j0O0O0O
00 0O0j0O0O0O
0 00O0j0O0O0®O0

Pystyrivien dekoodauksen jélkeen saadaan
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Hammingin (8,4)-koodi korjaa kolme pyyhkiyméad, saadaan kaikki pyyhkiymét
vaakarivien dekoodauksessa korjattua.

Kaikkien seitseméanpainoisten virhekuvioiden dekoodaus ei kuitenkaan onnistu
talld menetelmalla. Tarkastellaan virhekuviota

S O OO O oo
O OO O
O OO O
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Vektori 11010000 on yhden péaasséd koodisanasta 11011000, joten pystyrivien de-
koodauksen jélkeen saadaan

S OO oo o oo
O OO OO O oo
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S OO oo o oo
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S OO OO O oo
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Vektoria 01100000 ei saada vaakarividekooderilla dekoodattua. Jos taas vaaka-
rivit nyt merkittéisiin pyyhkiymiksi, olisi pystyriveilla kullakin nelja pyyhkiymaé,
miké on pystyrividekooderille liian paljon.

5.4 Wainbergin majoriteettilogiikka-algoritmi

Esitelldédn Wainbergin tulokoodien dekoodausalgoritmi [24], joka korjaa kaikki vir-
heet ja pyyhkiymét rajaan d > 2e + ¢ + 1 asti [23]. Ainakin toisen ldhtokoodeista
on oltava majoriteettilogiikalla dekoodattava.

Algoritmissa oletetaan, ettd vaakarivikoodi Cy on yhdessd vaiheessa ortogona-
lisoituva, jolloin jokaiselle koodin C5 informaatiobitille on olemassa ds — 1 ortogo-
naalista pariteetintarkistusyhtélod. Bitin vastaanotettu arvo mukaan luettuna bitin
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arvolle saadaan siis dy lineaarisesti riippumatonta estimaattia. Menetelma mukautuu
my06s L-vaiheisesti ortogonalisoituvalle koodille.

Pystyrivikoodin (' ei tarvitse olla majoriteettilogiikalla dekoodattava, vaan riit-
taa, ettd silld on dekoodausalgoritmi, joka korjaa e virhettéd ja ¢ pyyhkiyméa, kun
dy > 2e+e+1[24].

Algoritmi 5.4.1. Olkoon C = C; ® Cy tulokoodi, jossa Cy on (ny, ki, dy)-koodi
ja Cy on (ng, ko, ds)-koodi. Olkoon Cy yhdessi vaiheessa ortogonalisoituva koodi.
Kanavasta on vastaanotettu sana y.

1. Dekoodataan matriisin y pystyrivit kayttien koodin Cy dekoodausalgoritmia.
Jokaiselle pystyriville lasketaan paino (—2e;—¢;), jossa e; on arvioitu virheiden
mddrd ja €; pyyhkiymien mdadrd pystyrivilld v, 0 < i < ns.

Saadaan  alustavasti  dekoodattu sana r sekd painovektori « =
(g, 01y ooy QUpy—1), JOSSA v = —2€; — €;.

2. Dekoodataan alustavasti dekoodatun sanan r vaakarivit kayttamalld majori-
teettilogitkan antamia estimaatteja. Estimaateista valitaan luotettavin pystyri-
widekoodauksessa lasketun luotettavuusvektorin avulla.

Jokaisella vaakarivin bitilla on do riippumatonta estimaattia. Naille mdadrdtdadn
painot seuraavasti: asetetaan paino dy, johon lisdtddin estimaatissa esiintyvien
bittien vektorissa o esuintyvat painot. Jos summasta tulee negatiivinen, mdad-
ratddan paino nollaksi. Nyt informaatiobitille valitaan sen estimaatin antama
arvo, jonka paino on Suurin.

Esimerkki 5.4.2. Olkoon C' = C} ® (s, jossa C7 on Hammingin (7, 4)-koodi ja Cy
on esimerkissd 4.2.5 kiytetty Simplex (7,3,4)-koodi. Koodin C' minimietéisyys on
12.

Oletetaan, ettd kanavaan on ldhetetty nollasana ja kanavasta on vastaanotettu
sana

O VYO OO
OO =IO OO
OO OO O OO
OO OO O OO
OO OO O OO
O O OO O OO

<
I
cor~loor~o

1. Dekoodataan sanan y pystyrivit koodin C; dekooderilla. Saadaan alustavasti
dekoodattu sana

_ o RO O -k O
O VYO OO
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Dekoodauksessa ensimmaéisessé pystyrivissd arvoitiin olleen yksi virhe, joten
saadaan oy = —2. Toisella pystyrivilla on kolme pyyhkiyméé, joten saadaan
a1 = —3. Kolmannella pystyrivilla saadaan ensimméisen tavoin ap = —2, ja
lopuilla pystyriveilla ei dekoodauksessa tarvittu korjauksia, joten az = a4 =
a5 = ag = 0. Painovektori « on siis

a=(—2,-3,-2,0,0,0,0).

. Dekoodataan vaakarivit.

Rive 1: Ensimmaiselld rivilla kaikkien koordinaattien arvo on 0, joten se
selvasti dekoodataan nollasanaksi.

Rivi 2: r = (101000), o = (—2,—3,—-2,0,0,0,0) Kéytetddn esimerkissé 4.2.5
saatuja pariteetintarkistusyhtaloita ja bitille ry saadaan

ro =1, paino 4 — 2 =2

ro=1r1+r3=0+0=0, paino4—34+0=1
ro=1r4+15=0+0=0, paino4+0+0=4
ro=r2+16=1+0=1, paino4 —2+0=2

Néistd suurin paino on kolmannella estimaatilla, josta saadaan ry = 0. Bitille
r1 saadaan estimaatit

ry =0, paino 4 —3 =1

ri=re+rs=1+0=1, paino4 —2+0=2
ri=rs+re=0+0=0, paino4+0+0=4
ri=ro+rs=14+0=1, paino4 —2+0=2

Néistd suurin paino on taas kolmannella estimaatilla, josta saadaan r; = 0.
Jatketaan rivin dekoodausta vastaavasti, ja saadaan 0000000.

Riwi 8: Kuten rivi 1.

Rive 4: Pyyhkiytyneen bitin r; korkeapainoisin estimaatti on r; = r5 + 1 = 0,
joten se dekoodataan nollaksi. Saadaan rivi 0000000.

Rivi 5: Bitin ry laadukkain estimaatti on edelleen r4 + x5, josta saadaan
ro = 0. Samoin bitin r; laadukkain estimaatti on r5 + r¢ = 0. Bitille ry
valitaan estimaatti r3 + r5 = 0.

Rivi 6: Kuten rivi 4.
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Riwvi 7: Kuten rivi 2.

Lopullinen dekoodattu sana on

S O OO O OO
SOOI O OO
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5.5 Wainbergin yleinen dekoodausalgoritmi

Seuraavaksi késitelladan algoritmia, jolla voi dekoodata minkd tahansa tulokoodin
C = (7 ® Cs. Ainoat kriteerit koodeille C ja Cy ovat, ettd niille on kiytettavissa
dekooderit jotka korjaavat kaikki virheet ja pyyhkiymét rajaan 2e +¢ 4+ 1 < d;
asti [24]. Algoritmilla saadaan korjattua kaikki tulokoodin virheet ja pyyhkiymit,
kunhan niiden lukumééré noudattaa rajaa 2e + ¢+ 1 < d [23].

Algoritmi 5.5.1. Olkoon C' = C; ® Cy tulokoodi, jossa Cy on (ny, kq,dr)-koodi ja
Cy on (ng, ks, ds)-koodi. Kanavasta on vastaanotettu sana y.

1. Dekoodataan sanan y pystyrivit kiyttien koodin Cy dekooderia, jolloin saadaan
alustavasti dekoodattu sana r. Kullekin pystyriville ¢« mddritetddin luotettavuus-
paino (engl. reliability weight) «;, jolle

dl — 2€i —&;

o = d 7
g 0, kun dy —2e; —g; <0

tai pystyrivin dekoodaus epdonnistuu,

kun d; — 2e; —eg; > 0

missa e; on arvio i:mnessa pystyrivissd olleiden virheiden mddardsta ja €; on
pystyrivissa olleiden pyyhkiymien madrd.

2. Dekoodataan sanan r vaakarivit kiyttien Forneyn dekoodausalgoritmia (algo-
ritmi 4.3.1) kdyttden i:nnen bitin luotettavuuspainona painoa oy, 0 < i < ng.

Havainnollistetaan algoritmia esimerkilla.

Esimerkki 5.5.2. Olkoon C' kahden Hammingin (7, 4)-koodin tulokoodi. Hammin-
gin koodin minimietdisyys on 3, joten koodin C' minimietisyys on 9. Oletetaan, etté
kanavaan on ldhetetty nollasana ja kanavasta on vastaanotettu sana

007 0[0O00

<

I
OO OO OO
O OO O v
O O o= OO
S OO OO
O O OO OO
o O Ol O O
OO OO OO
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1. Dekoodataan pystyrivit. Ensimméinen pystyrivi on koodisana. Toisella ja kol-
mannella pystyrivilla on tapahtunut seka virhe ettd pyyhkiyma, joten kay ku-
ten esimerkissa 4.1.2, eiké niitd saa korjattua. Neljds, viides ja seitsemés rivi
ovat koodisanoja. Kuudes rivi dekoodataan nollasanaksi.

Lasketaan néille luotettavuuspainot. Pystyriveillda 1, 4, 5 ja 7 ei tarvinnut
korjata yhtdan virhettd, joten ap = az = ay = ag = 1. Toisella ja kolmannella
rivilld dekoodaus epéonnistui, joten oy = as = 0. Kuudes rivi dekoodattiin
koodisanaksi korjaamalla yksi koordinaatti, joten a5 = %
Saadaan alustavasti dekoodattu sana r ja painovektori a

00°?0/000
0?2 00/000
0000000
r=| 0110000 ja a=1(1,0,0,1,1,11).
0000/00O0
0000000
0000000

2. Dekoodataan vaakarivit r;, 0 < ¢ < 6, Forneyn algoritmilla kiyttden luotetta-
vuusvektorina painovektoria a. Koodin C3 minimietaisyys d = 3 on pariton,
joten korvataan 25 — 2 bittid pyyhkiymilla.

g=1L
Korvataan 2j — 2 = 0 bittid pyyhkiymilla.
Rivi 1: r{Y = 0070000, " = 0000000:

dg(c(()l),r(()l),a) = Z (1—a;)/2+ Z (1+a;)/2

i|ei=r; i|ci#r;
=Y (1—a)/2+ ) (1+a;)/2
i#2 i=2
=0+34+0+0+5+0+3
__ 4 d__ 3
=3<27 %

joten hyvéiksytaan c((]l) .

Rivi 2: Kuten rivi 1.

Rivi 3: i = 0000000, ¢ = 0000000:

dg(cgl), rél), a) = Z(l —;)/2

joten hyvéiksytaan cél) :
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Rivi 4: r§” = 0110000, c§” = 1110000:

de(cs s ) =Y (1 a)/2 4+ (1 +@)/2
i£0 i=0
=1+3+04+0+3+0+1
= %
T&mé on suurempi kuin d/2, joten neljannelle riville tarvitaan uusi iteraatio.
Rivi 5: Kuten rivi 3.
Rivi 6: Kuten rivi 3.

Riwvi 7: Kuten rivi 3.

j =2
Korvataan 2j — 2 = 2 bittid pyyhkiymilla. Vektorin a koordinaateista pienim-
mét arvot ovat a; ja asg, joten pyyhkiymiksi merkitdan toinen ja kolmas bitti.

Toinen iteraatio tehdéaén riville nelja, jolla yleistetty etéisyys oli ensimmaisell&
iteraatiolla liian suuri.

Rivi 4: r$ = 0220000, ¢{” = 0000000

de(c 1P, 0) = Y (1—a)/2+ Y (1+a)/2

tlei=r; tlei#r;

=) (1-aw)/2+ > (1+a)/2
i¢{1,2} ie{1,2}
4 d

=3 <

joten cgf) hyvaksytadn.

Saadaan dekoodattu sana

O O OO O oo
O O OO O oo
O O OO O oo
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Neljannella rivilld ndhtiin tilanne, jossa vaakarivikoodin eli Hammingin (7,4)-
koodin oma dekooderi ei saanut dekoodattua sanaa oikein, koska virheita oli
liikaa. Forneyn algoritmin ja biteille annettujen luotettavuuspainojen avulla
saatiin kuitenkin virheiden paikat selville ja rivi dekoodattua oikein.
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6 Lopuksi

6.1 Peittosateesta

Tulokoodin C' = 4 ® C5 minimietéisyys on d = dyd,, joten se korjaa kaikki sa-
tunnaisvirheet, joiden paino on < (d — 1)/2. Vaikka tulokoodin minimietaisyys on
lahtokoodien minimietaisyyksiin verrattuna suuri, ei se kuitenkaan ole erityisen suu-
ri suhteessa tulokoodin pituuteen. Tulokoodien minimietéisyys onkin pieni verrat-
tuna sellaisiin optimaalisiin koodeihin, joilla on sama pituus ja informaatiosuhde.
Jos siis korjataan virheitéd vain painoon (d — 1)/2 asti, ei tulokoodi ole vaihtoehtoi-
siin koodeihin verrattuna erityisen kiinnostava [1]. Tulokoodien rakenne kuitenkin
mahdollistaa sen, ettéd tiettyjen virhekuvioiden tapauksessa on mahdollista korjata
selvésti enemmaéankin virheité.

Esimerkki 6.1.1. Kisitelldan tulokoodia C7 ® Cy, jossa sekd C ettd Cy ovat Ham-
mingin (7,4, 3)-koodeja. Tulokoodin minimietéisyys d = 3 x 3 = 9, eli koodi korjaa
kaikki virhevektorit painoon 4 asti. Kanavasta on vastaanotettu vektori y, jonka pai-
no on 5 ja kaikki viisi ykkosta ovat samalla vaakarivilla. Osoitetaan, ettd nollasana
on vektoria y ldhin koodisana.

Todistus: Jos jokin toinen koodisana = on etdisyydella d(z,y) < 5 vektoria y,
niin sanan r Hammingin paino on enintédin 5+ d(z,y) < 10. Koska x on nollasana,
niin sen on oltava painoa 9. Jokaisessa nollasta eroavassa koodisanassa ykkdsid on
ainakin kolmella pystyrivilld, ja nailla jokaisella vahintdan kolme ykkosta. Voidaan
paatelld, ettd sanassa x on sanasta y eroavilla kahdella rivilla vahintdan 3 ykkosta.
Néin ollen sen Hammingin etéisyys vektorista y on vahintdan 3 + 3 4+ 2 = 8. Tama
on ristiriita.

Esimerkissa 6.1.1 tarkasteltiin tilannetta, jossa virhekuvion paino ylittaa rajan
(d — 1)/2, mutta on silti olemassa yksiselitteinen koodisana, joka on lihimpéana
vastaanotettua sanaa y. Tulokoodien dekoodaamiseen kannattaakin kiyttaa dekoo-
deria, jolla pyritdan 16ytdmaéaédn vastaanotettua vektoria ldhin koodisana silloinkin,
kun virheiden mééra ylittdd minimietdisyyden antaman rajan (d — 1)/2. Tulokoo-
dien koko virheenkorjauspotentiaalin selvittdmiseksi niitd kannattaakin tarkastella
minimietaisyyden lisdksi muillakin mittareilla. Maaritellddn seuraavaksi peittoséde,
jonka avulla voidaan maéarittaé vili, jolle osuvista virheisté osa on korjattavissa.

Maéritelmé 6.1.2. Koodin C C Fy peittosdde on pienin sellainen kokonaisluku p,
ettéd kaikki joukon [y vektorit ovat enintéén etéisyyden p péadssa jostakin koodin C'
sanasta, eli

p = p(C) = maz{d(z, )| € F1}.,
jossa d(z,C) = min{d(z,c)|c € C}.
Peittosdde mittaa siis etdisyyden koodisanojen ja kauimpien ei-koodisanojen vé-

lilla. Virheitad korjaavalla koodilla peittosidde on suurin mahdollinen korjattavissa
olevan virheen paino [4].
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Pitkille koodeille peittositeen arviointi on vaikeaa [1]. Tulokoodien peittosateelle
on kuitenkin 16ydetty seuraava alaraja [4]. Olkoon C' = C; ® C5 tulokoodi ja 1&h-
tokoodeilla C) ja Cy peittositeet p(Ch) ja p(Cy). Tulokoodin peittositeelle p(C') on
volmassa

p(C) = max{nsp(C1),ni1p(Ch)}.

Tulokoodin peittosédde p on selvdsti suurempi kuin sen minimietéaisyys, joten ra-
jan (d — 1)/2 ja peittositeen p véliin jaa suuri joukko mahdollisesti korjattavissa
olevia virheitd. Tulokoodien koko virheenkorjauspotentiaalin saa siis kiayttoon ai-
noastaan dekooderilla, joka korjaa virheitd my6s yli painon (d—1)/2 [1]. Télléin osa
painoltaan arvon (d — 1)/2 ylittévista virheistd saadaan korjattua, mutta kommuni-
kaatiosysteemin taytyy sallia bittivirheita, koska kaikkia téllaisia virheita ei pystyté
korjaamaan.

6.2 Tulokoodien laajennuksia

Téassé tyossé kasitellddn tavallisia kaksiulotteisia tulokoodeja. Tulokoodin késitteen
voi laajentaa myos useampaan kuin kahteen ulottuvuuteen kiyttamaélla useampaa
ldhtokoodia. Téll6in koodien C; tulona saadaan (][, n;, [ [, ki, [ [; di)-koodi. Kéytta-
malld l&htokoodeina lyhytsanaisia koodeja, joilla on korkea informaatiosuhde, saa-
daan koodi, jolla on pitkit koodisanat ja jonka dekoodaus on suhteellisen yksinker-
taista [16].

Moniulotteisten tulokoodien kohdalla paddytadan tekeméadn suurempi maéra de-
koodausoperaatioita, mutta ne tehdaan lyhyemmille 1dhtékoodeille. Esimerkiksi kak-
siulotteisella tulokoodilla tehdéan joka iteraatiolla 2n lahtokoodin dekoodausoperaa-
tiota ja kolmeulotteisella tulokoodilla vastaavasti 3n?. Vertailtaessa kaksi- ja moniu-
lotteista tulokoodia, joilla on sama sanan pituus ja sama informaatiosuhde, kaksiu-
lotteinen koodi yleensé voittaa moniulotteisen koodin virheenkorjauskapasiteetissa.
Erot eivét kuitenkaan ole suuria [16].

Tulokoodin voi muodostaa myos ei-binaarisista lahtokoodeista. Binaaristen tu-
lokoodien ongelmana on, ettd korkean koodisuhteen saavuttamiseksi taytyy kayttaa
huomattavan pitkid koodeja. Esimerkiksi bindéarisilla BCH-tulokoodeilla, joita on
kdytetty muun muassa satelliittikommunikaatiosysteemeissd, sanan pituuden tay-
tyy olla yli 60 000 bittia, jotta saavutetaan koodisuhde 0.9. Talloin jarjestelmén
kiytdnnon rajoitukset voivat tulla vastaan. Pitkd lohkon pituus lisdd dekoodauksen
viivettd ja dekooderin tarvitseman muistin kokoa [26].

Ei-bindérisen tulokoodin ldhtokoodeina voi kéyttdd esimerkiksi Reedin-
Solomonin koodeja. Namé suoriutuvat hyvin vertailussa BCH-tulokoodeja vastaan.
Esimerkiksi kahden RS(15,13)-koodin tulokoodilla on sama koodisuhde ja virheen-
korjauskyky kuin kahden BCH(64,57)-koodin tulokoodilla. RS(13,15)-tulokoodin sa-
nan pituus on 900 bittid, kun taas BCH(64,57)-tulokoodin sanan pituus on 4096
bittid, joten RS-tulokoodi on kevyempi dekoodata [26].

Esimerkki 6.2.1. DVD:issa kéytetty virheenkorjauskoodi RSPC (Reed Solomon
Product Code) on kahden Reedin-Solomonin koodin tulokoodi. Koodin aakkos-
tona on 256 alkion kunta. Yksi kunnan alkio sisdltdd 8 bittid eli yhden tavun

36



verran informaatiota, ja informaatiosanassa on 32 KB dataa. Informaatiosana on
192 x 172-matriisi, jonka vaakarivit koodataan (182,172, 11)-Reedin-Solomonin koo-
dilla. Pystyrivit koodataan (208,192, 17)-Reedin-Solomonin koodilla, jolloin saadaan
208 x 182-koodisana [3]. RSPC korjaa enintéaén 2200 tavun ryopyn, miké vastaa 4.6
millimetrid levyn pinnalla [10].

6.3 SISO-dekoodaus

Pehmeén padtoksen SISO-dekoodaus (soft-input soft-output decoding) vaatii kova-
paatosdekoodaukseen verrattuna huomattavasti enemmaén laskentatehoa ja on siksi
yleensd hyvin raskas menetelma. Joillakin koodeilla vaadittu lisdlaskentateho kuiten-
kin kannattaa, silla SISO-dekoodauksella saadaan dekoodaustuloksiin huomattava
parannus. Tulokoodin rakenne on sellainen, ettd SISO-dekoodausta on mahdollis-
ta kiayttaa ilman, ettd dekooderista tulee liian monimutkainen. Tulokoodeille onkin
kehitetty hyvid pehmeéan paitoksen dekoodausalgoritmeja, joiden myota tulokoodit
ovat nousseet kilpailukykyisiksi sovelluksissa [16].

Tulokoodien iteratiivisessa SISO-dekoodauksessa dekoodataan vuorotellen
pysty- ja vaakariveja kdyttden naille SISO-dekoodereita. Kun tété jatketaan useiden
iteraatioiden ajan, saadaan jéljelle jaavien virheiden maaré hyvin matalaksi. Kul-
lakin kierroksella dekoodauksessa hyodynnetdén sekéd kanavasta saatua ettd toisen
suunnan dekoodauksessa laskettua pehmeéé informaatiota [11].

Tulokoodin rakenne mahdollistaa hyvin my6s dekoodauksen parallelisoimisen,
jolloin koodisanan dekoodaus nopeutuu. Tulokoodin koodisanassa jokainen pystyri-
vi on riippumaton muista pystyriveistd ja samoin jokainen vaakarivi on riippuma-
ton muista vaakariveistd. Tatd ominaisuutta voidaan hyédyntda dekoodauksessa ja
dekoodata kukin pystyrivi itsendisesti, jolloin vastaanotetusta matriisista voidaan
késitelld useita rivejd samanaikaisesti dekooderia monistamalla [11]. Tulokoodien
dekoodauksen parallelisoiminen siis suurentaa virtapiirin kokoa ja vaatii lisdtehoa,
mutta ei ole monimutkaista. Dekoodauksen parallelisoiminen on erityisesti kiinnos-
tava jarjestelmissé, joissa kulkee suuria datavirtoja [2].

Erdissd tutkimuksissa dekoodausviive (decoding latency) on saatu pienenemééin
jopa puoleen kayttamalla parallelisoitua dekooderia, jonka pysty- ja vaakarivide-
kooderit péivittévit toisiaan heti rivin dekoodauksen valmistuttua [2]. Sovelluksis-
sa dekoodausviiveeseen vaikuttaa kuitenkin dekoodauksen kompleksisuuden liséksi
erityisesti koodin lomittelusyvyys.

6.4 Yhteenveto

Tulokoodien rakenne on erittdin yksinkertainen, miké tekee niiden analysoinnista ja
implementoinnista helppoa [1|. Tulokoodin téarkeimpié etuja onkin yksinkertainen
koodaus ja dekoodaus [16]. Tulokoodien dekoodaus my6s parallelisoituu hyvin, miké
tekee niista sopivia suurnopeuksisiin sovelluksiin [2, 16|. Liséksi tulokoodi muistut-
taa rakenteeltaan koodien ketjuttamista (concatenated codes) sekd monikerroksista
koodausta (multilevel coding), joten tulokoodeille kehitetyt ratkaisut ja sovellukset
ovat laajennettavissa naille koodausmenetelmille [1].

Tulokoodien minimietéisyys on pieni verrattuna saman pituisiin optimaalisiin
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koodeihin, mutta niiden virheenkorjauspotentiaali on verrattain suuri [1]. Tulokoo-
deilla virheenkorjauskyky riippuukin erityisesti virhevektorin kuviosta eiké virheiden
méaérasta [16]. Niinpd kdytdnnon sovellusten kannalta ei liene mielekdsté keskittyé
koodaamaan tulokoodeja vain puoleen minimietaisyydestd, vaan kannattaa kayttaa
dekooderia, jolla l0ydetdén vastaanotettua sanaa mahdollisimman hyvin vastaava
sana silloinkin, kun virhevektorin paino ylittdé rajan (d — 1)/2 [1]. Télloin systee-
min téytyy kuitenkin sallia bittivirheitd, koska kaikkia rajan (d — 1)/2 ylittévia
virhevektoreita ei voida korjata.

Tulokoodien rakenne sopii iteratiiviseen dekoodaukseen, jossa pysty- ja vaakari-
vit dekoodataan vuorotellen lahtokoodien dekoodausalgoritmeja kiyttaen. Iteratiivi-
nen SISO-dekoodaus ei muodostu tulokoodeilla liian raskaaksi sovellusten kannalta,
ja tulokoodeista tulikin suositumpia, kun niille kehitettiin kéyttokelpoinen SISO-
dekoodausalgoritmi [18]. Iteratiivisella SISO-dekoodauksella padstadn tulokoodeilla
ldhelle optimaalista dekoodausta [16].

Kvalitatiivisessa testauksessa tulokoodit ovat SISO-dekoodauksella tuottaneet
positiivisia tuloksia erdisiin toisiin koodeihin nédhden. Esimerkiksi erittdin suuril-
la koodisuhteilla tulokoodien dekoodaus on kevyempéa ja virheenkorjaus parempaa
kuin PCCC-koodeilla (parallel concatenation convolutional codes). Suurilla koodi-
suhteilla tulokoodeilla on pienempi dekoodausviive ja parempi virheenkorjaus kuin
LDPC-koodeilla (low density parity check codes) [16]. Kilpailevia koodeja on kuiten-
kin laaja kirjo, joten tarvitaan lisdtesteja ja enemmaén analyysié, jotta tulokoodien
suorituskyvystd suhteessa muihin koodeihin saadaan selvyys [16].
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