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Tassé pro gradu -tutkielmassa perehdytetdén lukija vektoreiden peruslaskutoimituk-
siin, vektorilaskentaan liittyviin differentiaalioperaattoreihin, vektoriarvoisten funk-
tioiden integroimiseen sekd vektorianalyysin keskeisiin teoreemoihin. Jokaisen ai-
hepiirin osalta kiydain ldpi matemaattisen tarkastelun lisdksi fysiikan sovelluksia
teorian, esimerkkien ja tehtdvien avulla. Tutkielma sopii ensisijaisesti oppimateri-
aaliksi ensimméisen vuoden fysiikan yliopisto-opiskelijoille. Pohjatiedoiksi lukijalta
odotetaan lukion pitkin matematiikan oppimé&ara.

Vektorit ja vektorianalyysi ovat vanhoja oppialoja matematiikassa ja fysiikassa, jo-
ten oma panostukseni on ollut jasennelld keskeista sisaltod suomenkieliseksi oppi-
materiaaliksi sekd laatia osa esimerkeistd ja tehtivistd. Pddasiallisina lahteiné olen
kiyttinyt Kalle Viisalan kirjaa Vektorianalyysi |3|, yliopisto-oppikirjaa University
Physics [2] ja omia muistiinpanoja laajojen fysiikan sivuaineopintojeni ajalta.
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1 Johdanto

Taman pro gradu -tutkielman tarkoitus on perehdyttda lukija vektorianalyysiin ja
erityisesti sen sovelluksiin fysiikassa. Tutkielman kohderyhma on yliopisto-opintojen
alkupuolella olevat fysiikan opiskelijat, sekd matematiikan opiskelijat, jotka halua-
vat tutustua vektorianalyysin soveltamiseen fysiikassa. Lukion pitkin matematiikan
oppiméairi on pohjatieto-oletuksena, mutta kahden ensimmaéisen luvun aikana kerra-
taan pitkalti ne lukiomatematiikan aiheet, jotka vektoreiden osalta ovat tutkielman
kannalta oleelliset. Derivointia, integrointia ja geometriaa ei juuri kerrata lukioma-
tematiikan osalta ja ndiden aihepiirien hallinnan onkin hyvi olla varmalla pohjalla
ennen tutkielman lukemista.

Mielenkiintoni vektorianalyysia kohtaan on ollut suuri aina opintojeni alusta asti,
fysiikan laajaa sivuainekokonaisuutta suorittaessani. Piddn vektorianalyysid hyvin
keskeisend fysiikan opinnoille, ja olen itse valinnut sen tutkielmani aiheeksi. Tutkiel-
massa kisitellddn kustakin aiheesta ensin matemaattista taustaa ja puhtaasti mate-
maattisia esimerkkeji. Niiden jidlkeen kdydadn lapi kyseistd teemaa tai teoreemaa
ilmentavia fysiikan lakeja ja sovelluksia esimerkkien kanssa. Kunkin aiheen lopus-
sa on tehtdvid matematiikan ja fysiikan aloilta. Vastaukset nédihin 16ytyvit teoksen
lopusta.

Vektorianalyysi on vektoriarvoisten muuttujien ja funktioiden teoriaa. Esimerk-
ki vektoriarvoisesta funktiosta on varatun hiukkasen muodostama sihkokentté, joka
on kussakin pisteessd vektorimuotoinen, eli silld on suuruuden lisiksi paikkakoor-
dinaattien ja ldhtovakioiden funktiona médrdytyva suunta eli se on ilmaistavissa
komponenttimuodossa. Koko tutkielmassa on huomioitu se, ettd ilmiditd on usein
kannattavaa mallintaa muuhunkin kuin karteesiseen koordinaatistoon. Tarvittavissa
kohdissa on nédytetty, miten kaavat ja laskut toimivat napa-, pallo- ja sylinterikoor-
dinaatistoissa.

Vektorit ovat olleet matematiikassa ja fysiikassa kdytossd jo 1700-luvulta alkaen,
ja vektorianalyysin keskeiset teoreemat on kehitetty1800-luvulla. Ndiden teoreemo-
jen sovellukset fysiikassa ovat myds tunnettuja yhta pitkilta ajalta, silld teoreemat
16ydettiin usein fysikaalisia ilmi6ita tutkittaessa. Nain ollen téssa tutkielmassa ei ole
uutta teoriaa. Oma panokseni on ollut jasennelld teoria sovelluksineen suomenkie-
liseksi helposti 1dhestyttaviksi kokonaisuudeksi, johon liitetyt esimerkit ja tehtéavit
ovat pitkdlti itseni laatimia. Vektorianalyysin teoriaa olen opiskellut ensisijaisesti
Kalle Viisilan kirjasta Vektorianalyysi |3]. Fysiikan sovelluksia olen koonnut pai-
osin fysiikan opinnoissa kiytettavista, laajalti fysiikan eri osa-alueita késittelevis-
té, oppikirjasta University Physics |2| ja kurssikohtaisista oppimateriaaleista, ku-
ten Analytical Mechanics [1]. Ensimmaéisten lukujen tehtdvid ja esimerkkeja olen
poiminut mahdollisuuksien mukaan suomenkielisistd vanhoista ylioppilastehtévista
1990-luvulta ja 2000-luvun alkuvuosilta [4], tdydentden muilla tehtévilld. Hahmo-
tellessani, minkélaisia tehtdvid eri aiheista olisi syytd sisallyttad tutkielmaan, olen
tutustunut edellamainittujen oppikirjojen lisdksi fysiikan aineopintojen kurssimonis-
teisiin ja harjoitustehtéiviin. Seuraavaksi esittelen lyhyesti tutkielman rakenteen.

Luvussa 2 kisitelldadn lyhesti jo entuudestaan lukion matematiikan pitkasta oppi-
madrastd tuttuja perusasioita vektoreista ja niiden laskutoimituksista. Naiden osaa-
minen on edellytys tarvittavien kisitteiden ja teoreemojen ymmartamiselle. Luvussa



on esitelty vektoreiden yhteydessi kiytettavat merkinnat, vektorin pituus, yhteen-
laskut sekd komponenttiesitys kolmiulotteisessa koordinaatistossa. Fysiikassa naita
tarvitaan vektorisuureita, eli suureita joilla on suuruuden lisdksi suunta, késiteltdes-
sa.

Luvussa 3 kiydaan lapi erilaiset vektoreihin liittyvit tulot. Vektorille voidaan
skalaarilla kertomisen lisdksi maaritelld monenlaisia tuloja ja niiden yhdistelmii. Lu-
vussa késitelladn erikseen pistetulo eli sisdtulo, ristitulo, skalaarikolmitulo ja vektori-
kolmitulo. Maéritelmissi tarvitaan 3x3 -matriisin determinantin laskutaito. Nédiden
tulojen lausekkeet voivat olla skalaarilukuja tai vektoreita. Pistetuloa kiytetain tiet-
tya polkua pitkin tehtyé tyota mallinnettaessa. Ristituloa sovelletaan muun muassa
ratanopeutta, pyorimisméarad, varattuun hiukkaseen sahkokentan kohdistamaa voi-
maa ja voiman vaintomomenttia madritettiessi. Skalaarikolmitulo on ristitulon ja
skalaaritulon yhdistelm4, ja sitd sovelletaan esimerkiksi, kun vaéntdvin voiman vai-
kutusakselin ja itse voiman méirittdméa taso ei ole kohdisuorassa pyorimisakseliin
niahden. Vektorikolmitulo sisdltda kaksi ristituloa, ja sitd tarvitaan tietyissd tilan-
teissa py6rivian kappaleen normaalikiihtyvyyttad ja py6rimismadraé laskettaessa.

Luvun 4 aihe on vektoreihin kohdistuvat differentiaalioperaatiot. Ensin esitellain
kolmiulotteisiin tilanteisiin tarkoitettu nabla- eli del-operaattori. Nablaa kiyttien
madritellddn myos gradientti, divergenssi ja roottori. Gradientti on derivaatan yleis-
tys useamman muuttujan skalaariarvoisille funktiolle. Gradientti on vektori, jonka
komponentit ovat funktion osittaisderivaatat kunkin muuttujan suhteen. Gradientti
kuvaa pinnan z = f(x,y) jokaisessa pisteessd pinnan “jyrkkyyden” paiakselien suh-
teen. Se on itse siis vektorimuotoinen. Gradientin ja pistetulon avulla voidaan tut-
kia jyrkkyyttd minkd tahansa suunnan sunteen. Divergenssi on nabla-operaattorin
ja vektoriarvoisen funktion pistetulo. Divergenssi itse on skalaarisuure, joka kuvaa
pisteestd ldhtevin tai sithen paéttyvin vektorivuon tiheyttd. Suora kiddnnos englan-
ninkieliselle sanalle divergence onkin ldhteisyys. Divergenssi on huomattavan keskei-
nen suure fysiikassa erityisesti Gaussin divergenssilauseen kautta. Roottori on nabla-
operaattorin ja vektoriarvoisen funktion ristitulo. Sen englanninkielinen termi curl
tarkoittaa pydrrettd tai pyorteisyyttd. Se on merkittdva operaattori fysiikassa eris-
tyisesti Stokesin lauseen vuoksi. Roottori on vektoriarvoinen, ja se kuvaa kussakin
pisteessid pyorteisen kentdn aiheuttajien tiheytta.

Luvussa 5 tutustutaan erilaisiin integraaleihin. Lukion matematiikan pitki op-
pimaard sisaltdd Riemannin integraalin, jota soveltamalla lasketaan melko yksin-
kertaisesti rajoitettujen alueiden pinta-aloja ja tilavuuksia. Téssd luvussa erilaisten
funktioden integraaleja lasketaan pintojen ja tilavuuksien yli, jolloin puhutaan vas-
taavasti pinta- ja tilavuusintegraaleista. Naméi ovat keskeisié integraaleja fysiikassa,
silld usein suureet, vaikkapa tiheys, méiraytyvit paikkakoordinaattien funktiona ja
kertym4, tdssd esimerkissd massa, voidaan médrittda tilavuusintegraalina kyseisen
kappaleen tilavuuden yli. Viivaintegraalissa funktiota integroidaan tietyn polun yli.
Viivaintegraali on erityisen keskeinen fysiikassa. Se esiintyy muun muassa useas-
sa sihko- ja magnetismiopin laissa: Maxwellin yhtéloissé, Faradayn induktiolaissa,
Amperen laissa sekid Biot-Savartin laissa.

Luku 6 sisdltds vektorianalyysin keskeiset teoreemat: Greenin teoreema, rootto-
rilause eli Stokesin lause ja divergenssilause eli Gaussin lause. Nimé kolme liittyvit
tiiviisti toisiinsa. Edellisten kappaleiden aiheet toimivat pohjana néiden teoreemo-



jen ymmartamiselle. Greenin teoreema yhdistaé tasossa toisiinsa viivaintegraalin yli
yksinkertaisen suljetun polun ja kaksinkertaisen integraalin yli kyseisen polun sulke-
man alueen. Se on kaksiulotteinen versio yleisemmaistd Stokesin lauseesta. Stokesin
lause yhdistéd toisiinsa suljetun polkuintegraalin ja pintaintegraalin yli kyseisen po-
lun rajaaman avoimen pinnan. Greenin teoreeman ja Stokesin lauseen sovelluksia
16ytyy erityisen paljon klassisen mekaniikan sekd sdhko- ja magnetismiopin puole-
lelta. Téllaisia aihepiireja ovat hitausmomentit ja konservatiiviset voimat, Keplerin
laki planeettojen radoista, Maxwellin yhtélot ja Faradayn laki. Stokesin lausetta kut-
sutaan myos roottorilauseeksi. Divergenssilause eli Gaussin lause yhdistda toisiinsa
pintaintegraalin suljetun pinnan yli ja tilavuusintegraalin yli kyseisen pinnan rajaa-
man tilavuuden - lauseen mukaan vektorikentdn vuo suljetun pinnan ldpi on yhta
kuin kentédn ldhteisyys pinnan sisdlld. Fysiikalinen merkitys télle on muun muassa
se, ettd sahkokentian vuo suljetun pinnan lapi on yhtd kuin pinnan sisdinsé sulkema
varaus.

Loppusanoissa pohdin vektorianalyysin osuutta siind matemaattisten tydkalujen
paketissa, joita fysiikassa hyodynnetdin. Luettelen myos seuraavia aiheita, joihin
tutkielman lukenut voi halutessaan seuraavaksi edetd saavuttamiensa tietojen ja
taitojen turvin. Tutkielman esimerkit ja tehtédvit ovat laskettavissa tavallisen funk-
tiolaskimen avulla, ja rajatakseni tutkielman laajuttaa olen jattdnyt matemaatti-
sia ohjelmistoja vaativat tehtivityypit pois. Loppusanoissa kerron myos lyhyesti,
mitd mahdollisuuksia matemaattiset ohjelmistot tarjoavat vektorianalyysin sovelta-
miseen. Niin tastd aiheesta kiinnostunut lukija saa kisityksen, mistd voi aloittaa
aiheen opiskelun.

2 Vektorit ja niiden peruslaskutoimitukset

2.1 Merkinnat

Tasséd tutkielmassa vektoreita merkitdin pdasidintoisesti yleisesti kiiytossé olevaan
tapaan lihavoiduin kirjaimin, esimerkiksi A tai a. Vektorin komponentteihin vii-
tataan alaindeksein, esimerkiksi A, tarkoittaa vektorin A z-komponenttia. Késin
kirjoittaen lihavointi ei ole kdytdnndllistd, joten silloin lihavointi korvataan piirta-
malld kirjaimen ylédpuolelle viiva tai eteenpéin osoittava nuoli. On tarkedd jollain
tavalla osoittaa, symboloiko kirjain vektoria vai ei. Kursivoidulla kirjaimella viita-
taan usein vektorin pituuteen, kuten seuraavassa alaluvussa huomaamme. Mikéli
vektorin alkupiste ja paidtepiste tunnetaan, voidaan vektori nimetd niiden mukaan.
Esimerkiksi pisteestd O pisteeseen P kulkevaa vektoria kutsutaan usein vektoriksi
OP tai OP. Toinen tapa kyseisen vektorin merkitsemiseksi on OP.

2.2 Pituus

Vektoria A kuvaavan nuolen pituutta kutsutaan vektorin A pituudeksi tai suuruu-
deksi. Tamé kirjoitetaan |A| tai A. Jos ulottuvuuksia on enemmén kuin kolme,
puhutaan pituuden sijaan vektorin A normista, jota merkitddn || A||. Pythagoraan
lauseen nojalla todetaan seuraavat asiat vektorin pituudesta:



A =|A| = /AZ + A2 kahdessa ulottuvuudessa tai

A= |A| = /A2 + A2 + AZ kolmessa ulottuvuudessa.

Vektorin suuntakulma saadaan méadritettya trigonometrisesti tangentin avulla,
kun vektorin z- ja y-komponentit tunnetaan.

(1)

Esimerkki 1. Voiman F' z-komponentti on 4N ja y-komponentti on 3N.

)
Merkitdén (katso kuva 1)

F, = 4N ja F, = 3N,
jolloin kaavan (1) mukaan F

|F| = /(4N)? + (3N)2 = 5N ja

3
0 = arctan —.
arctan - 0

8

Kuva 1:

2.3 Laskutoimituksia

Kahden vektorin summavektorin méérittamiseksi on kaksi tapaa (kuva 2). Graafises-
ti summa A+ B saadaan piirtdmalla vektori B alkamaan vektorin A loppupisteesta
ja piirtamalld summavektori vektorin A alkupisteestd vektorin B loppupisteeseen.
Toinen tapa on laskea vektorit komponenteittain yhteen. Summavektorin A + B
z-komponentti on A, + B, ja y-komponentti on A, + B,. Vastaavat tavat summan
madrittamiselle yleistyvit useammallekin kuin kahdelle vektorille. Vektorien yhteen-
lasku on kommutatiivinen ja assosiatiivinen. Vektoreiden yhteenlasku noudattaa siis
tavanomaisia algebrallisia laskusdantojé.

Vektori voidaan kertoa reaalisella tai kompleksisella vakiolla. Vektorin cA pituus
on c-kertainen vektorin A pituuteen ndhden (kuva 3). Jos kerroin ¢ on positiivinen,
cA:n suunta on sama kuin vektorin A, ja vastakkainen, jos ¢ on negatiivinen. Jo-
kaiselle komponentille pidtee my6s erikseen vastaavat tulokset; kukin komponentti
muuttuu c-kertaiseksi, kun vektori kerrotaan kyseiselld vakiolla (kuva 3). Mikéli ker-
roin ¢ = 0, saadaan nollavektori, jonka kaikki komponentit ovat nollia ja jolla ei ole
suuntaa.

Vektorin vastavektorilla tarkoitetaan vektoria, jonka pituus on sama kuin alkupe-
rdisen vektorin, mutta suunta vastakkainen. Vastavektori saadaan kertomalla vektori
luvulla —1. Vektorit B ja —B ovat toistensa vastavektoreita. Nyt kahden vektorin
vélinen erotus A — B saadaan méériteltyd vektorin A ja vektorin —B summaksi.
Néin saadun vektorin jokainen komponentti voidaan laskea vihentamélla vastaavat
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Kuva 3:

komponentit toisistaan, esimerkiksi z-komponentin osalta (A — B), = A, — B,. Yh-
teenlaskun tavoin myos vahennyslasku voidaan toimittaa graafisesti. Mikéli vektori
vahennetian itsestdin, saadaan nollavektori.

Yksikkovektori tarkoittaa vektoria, jonka pituus (tai yli kolmen ulottuvuuden
tapauksessa magnitudi) on 1. Jos vektorin jakaa pituudellaan, saadaan tulokseksi
aina vektorin itsensi suuntainen yksikkovektori. Erittdin monet geometrian tulokset
on johdettavissa vektoreiden peruslaskutoimituksia kiyttden.

Esimerkki 2. Todistetaan, ettd suunnikkaan lavistdjat puolittavat toisensa.

Olkoon piste P suunnikkaan ABC' D lavistdjien leikkauspiste. Merkitdin lyhyem-
min sivuja AD ja BC vektorilla a ja sivuja AB ja DC vektorilla b (katso kuva 4).

Kuva 4:

Koska DB + a = b, niin DB = b — a. Titen DP = x(b — a). Vastaavasti
AC = a+bja AP = y(a+b) (katso kuva 5). Voidaan kirjoittaa AD = AP+PD =

3



AP — DP, toisin sanoen
a=yla+b)—a(b—a) = (x+ya+(y—a)b.

Koska vektorit a ja b eivit ole yhdensuuntaisia, on oltava z +y =1jay —x =0 eli
r=y= % Piste P sijaitsee néin ollen kummankin ldvistdjin puolivélissé.

2.4 Komponenttiesitys

Karteesisen z,y, z-koordinaatiston akselien suuntaisia yksikkdvektoreita merkitdén
yleensé vastaavassa jirjestyksessi ¢, j ja k (kuva 6). Niiden avulla vektori A =
(As, A,) voidaan kirjoittaa muodossa A = 4A, + jA, (kuva 7). Vastaavasti kolmiu-
lotteinen vektori voidaan kirjoittaa A =44, +jA, + EkA..

z
k| 5 A .
fffffffff J > Y JAy
x ! 1A, '
Kuva 6: Kuva 7:

Téassd muodossa esitettyja vektoreita on yksinkertaista summata tai vihentdd
toisistaan. Télloin A+ B = (¢4, +jA,)+ (¢B, +3B,) = i(A, + B,)+3(A, + B,).
Tama tulos on aivan vastaava kuin tavanomaisesti komponentteja yhteenslaskemalla
saatu. Yksikkovektorit ¢ ja 3 toimivat kiitevini apuna ryhmittelyssi. Pisteen paik-
kavektorilla tarkoitetaan vektoria, joka kulkee origosta kyseiseen pisteeseen. Pisteen
koordinaatit ovat samat kuin vastaavien yksikkovektoreiden kertoimet paikkavekto-
rissa. Seuraava esimerkki valaisee paikkavektorien kayttoa.

Esimerkki 3. Vektorin u = /@ alkupiste A = (2,3), vektorin w suunta sama
kuin vektorin v = 47 — 33, ja vektorin w pituus on 3. M&&ritd piste B. (yo pitka
matematiikka K92:4b)



Ratkaisu. Origosta ldhtevi pisteen A paikkavektori on 22+ 33. Vektorin v pituus on
5, joten vektorin v suuntainen yksikkovektori

1
0:_4._3.

joten vektori

’U,—_/ﬁ (43 — 373).

Siten on R ] - ;
@:0A+@:2i+3j+5(4i—3j) = Zit 2y

Koska O? on pisteen B paikkavektori, voidaan paitellé, ettd kysytty piste

5o (29)
55

Esimerkki 4. Todista, ettd kolmion kahden eri sivun keskipisteet yhdistévé jana
on yhdensuuntainen kolmannen sivun kanssa ja pituudeltaan puolet kolmannesta
sivusta.

Ratkaisu. Merkitdadn sivun BC keskipistettd kirjaimella E ja sivun AC keskipistetté
kirjaimella D (kuva 8).

C

Kuva 8:

Oheisesta kuvasta ndhdian, ettd AC + CB = AB. Vektori DFE yhdistaid nyt
sivujen AC ja BC keskipisteet. Nyt

DE = DC +CE — %AC’ + %CB _ %(AC +CB) = %AB.

Téaten DE on samansuuntainen kuin AB ja pituudeltaan puolet siita.

Esimerkki 5. Lentokoneen nopeus téysin tyynelld sdalla on 300 km/h. Mihin suun-
taan koneen on lennettivi, jos idéstd tuulee nopeudella 100 km/h ja tarkoitus on
lentdd kone suorinta reittid kaupungista A kaupunkiin B, joka sijaitsee 400 km pads-
s kaupungista A suunnassa pohjoiskoillinen (pohjoisen ja koillisen vélissa)? Kuin-
ka nopeasti kone etenee maanpinnan suhteen néissa olosuhteissa ja kauanko matka
talloin kestaa?

Ratkaisu. Kaytetddn ratkaisussa ry-tason vektoreita 2 ja 7, silld ongelma on kaksiu-
lotteinen. Valitaan positiivisen x-akselin suunnaksi ité ja positiivisen y-akselin suun-
naksi pohjoinen. Kuvassa 9 on esitetty tarvittavat nopeusvektorit koordinaatistossa.
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Vilma/maa

Kuva 9:

Kaytetadn yksikkoind koko ajan kilometrejd ja tunteja, ja lisdtddn ne vastaukseen
lopussa yhtaoiden yksinkertaistamiseksi.

Ilman nopeus maanpinnan suhteen on Vjma/maa = —1002. Mikéli lentokoneen
kérki osoittaa suuntaan, joka muodostaa kulman 6 positiivisen z-akselin kanssa, on
koneen nopeus ilmaan ndhden

Vkone/itma = (300 cos 0)7 + (300sin ).

Koneen etenemisnopeus maanpinnan suhteen saadaan nopeuksien summana:

Vkone/maa = Vkone ilma + Vkone jitma = (300 cos @ — 100)¢ + (300sin §)j. (2)

Koneen reitti halutaan suunnata pohjoiskoilliseen, joten reitin suunnan ja posi-
tiivisen x-akselin vilisen kulman on oltava

3
0 =—--90°=67,5".
4 )

Kun merkitiddn kirjaimella v koneen todellista etenemisnopeutta maanpinnan suh-
teen, voidaan kirjoittaa:

Vkone/maa = V((cos 67,5°)% + (sin 67,5°)7). (3)

Olemme nyt méaéaritelleet koneen etenemisnopeuden maanpintaan nihden kah-
della eri tavalla. Vertaamalla yht&loissi (2) ja (3) yksikkovektoreiden ¢ ja j kertoimia
saadaan yhtélopari

300 cos# — 100 = v cos 67,5°,
300sin# = vsin 67,5°.



Jakamalla ylempi yhtdlé alemmalla saadaan muuttuja v eliminoitua, ja ristiinkerto-
misen jalkeen jiljelle jaa yhtilo

300 cos @ sin 67,5° — 300 sin # cos 67,5° = 100sin 67,5°.
Jakamalla yht&lo puolittain luvulla 100 saadaan
3cosfsin67,5° — 3sin# cos 67,5° = sin 67,5°.
Koska cos(a—b) = sin a cos b— cos a sin b, voidaan yhtilo sieventdé edelleen muotoon
3sin(67,5° — 6) = sin 67,5°.

Lentokoneen on siis suuntauduttava niin, etti
1
0 =675 — arcsin(g sin 67,50) ~ 49,56°.

e Kone on suunnattava 49,56° idédsta pohjoiseen péin.

e Koneen nopeus maanpinnan suhteen on

sin 49.56° km
= 300————— ~ 247.15—.
v sin 67,5° 0T
e Lento kestdd noin
400km

PN 1618 K eli 137 min.
247 15km/h o man

2.5 Tehtavia: Peruslaskutoimitukset

1. Todista, ettd kolmiossa sivujen mediaanit leikkaavat pisteessd, joka jakaa jo-
kaisen mediaanin suhteessa 2 : 1 kirjestd piin tarkasteltuna.

2. Pisteestd P, = (10,0,0) ldhetetddn valonsdde suuntaan vy, = 2¢ + 45 + 3k
ja pisteestd P, = (310,480,400) suuntaan vo = —41 — 65 — 5k. Kohtaavatko
valonsiteet toisensa? (yo pitkd matematiikka K93:7a)

3. Olkoon a = 4i—23, b = —3i+j ja c = di+(d+1)j. Onko sellaisia reaalilukuja
d, joilla vektorit @ + b ja b+ ¢ ovat samansuuntaiset? (yo pitkd matematiikka
K96:5Db)

4. Kulman kirki on pisteessi (1,2), ja pisteet (4,6), (13, —3) sijaitsevat sen kyl-
jilld. Laske kulmanpuolittajan suuntainen yksikkovektori. (yo pitkd matema-
titkka K00:6)

5. Auto ajaa pohjoiseen nopeudella 50 km/h. Pieni viiri auton katolla osoittaa
ajosuuntaan nihden oikealle eli vaikuttaa tuulevan lannesté. Kun kuski kaksin-
kertaistaa autonsa nopeuden, osoittaa viiri tuulen puhaltavan luoteesta. Misti
suunnasta todellisuudessa tuulee, ja mikéd on tuulen nopeus?

6. Itddnpain nopeudella 4 km/h virtaavan suoran joen leveys on 400 m. Soutaja
pystyy soutamaan tyynessa vedessa nopeudella 5 km /h. Mihin suuntaan hénen
on soudettava paatyikseen vastarannalle, joka on suoraan pohjoisessa hidnen
lahtopisteeseensa eteldrannalla ndhden? Kauanko soutumatka kestaa?
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3 Tulot

Vektorien kertolaskulla voidaan viitata useaan eri tapaan laskea kahden tai useam-
man vektorin vélinen tulo. Kahden vektorin vélisid tuloja ovat pistetulo ja ristitulo.
Kolmituloissa lasketaan kolmen vektorin tulo, ja néistd kdytetyimpid ovat skalaari-
kolmitulo ja vektorikolmitulo.

3.1 Pistetulo
3.1.1 Pistetulo matematiikassa

Kahden vektorin A ja B vilinen pistetulo merkitdin A - B. Tulos on yhtd kuin
vektorien pituuksien vélinen tulo kerrottuna niiden vélisen kulman 6 kosinilla:

A - B = ABcos#. (4)

Tulos on aina skalaari, joten pistetuloa kutsutaan myds skalaarituloksi. Skalaaritulo
on kommutatiivinen, eli

A-B=B-A. (5)
Kaavan (1) perusteella havaitaan, etté
A-A= A% (6)

Pistetulolle pateviat myos seuraavat kaavat:

(pA)- B =p(A- B), (7)
A (B+C)=A-B+A-Cja (8)
(B+C)-A=B-A+C-A. (9)

Komponenttimuodossa pistetulo méaéritelldin kolmiulotteisessa avaruudessa seuraa-
vasti:

A-B=(iA, +jA, + kA.)- (iB, + jB, + kB.). (10)

Distributiivilakien nojalla kaavasta voidaan kertoa sulkeet auki, jolloin saadaan yh-
deksén termin summa: A, B, -1+ A, Byt - j ja niin edelleen. Skalaaritulon mééri-
telmén perusteella saadaan: 4-¢ = || - || cos0° = 1-1-1 =1 ja vastaavasti j-j = 1
jak-k=1.4-j3 =13 |j]cos90° =1-1-0=0 ja vastaavasti ¢-k = j -k = 0. Ndin
ollen pistetulolle voidaan johtaa seuraava hyodyllinen méaéritelma:

A-B=A,B,+A,B,+ A.B.. (11)

Kaksiulotteisessa tapauksessa viimeinen termi eli z-komponentit jadvat yksinkertai-
sesti pois. Télla kaavalla ja pistetulolla on muutamia vilittémié sovelluksia.

Kahden vektorin vilinen kulma
Eras tarked pistetulon sovellus on vektoreiden vélisen kulman selvittdminen. Seuraa-

vassa esimerkissi lasketaan kahden tunnetun vektorin vélinen kulma selvittamalla
ensin pistetuloa kiyttden kyseisen kulman kosini.
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Esimerkki 6. Lasketaan vektoreiden A = 31467 +9k ja B = —2¢+ 33 + k vilinen
kulma.

Ratkaisu. Pistetulon maaritelman mukaan
A-B=|A|B|-cosf§=3-(-2)+6-3+9-1=21.

Koska |A| = 3v/14 ja |B| = /14, niin 3v/14v/14cos = 21, cosf = 3 ja kysytty
kulma 6 = 60°.

Vektoreiden kohtisuoruus ja yhdensuuntaisuus

Erikoistapauksia vektoreiden vélisestd kulmasta ovat kohtisuorat ja yhdensuuntai-
set vektorit. Vektoreiden pistetulo saa arvon nolla, jos vektorit ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan, silld cos(90°) = 0. Jos kaksi vektoria ovat yhdensuuntaiset, pétee

vektoreiden komponenteille
A, A, AL

B, B, B.
Yhdensuuntaiset vektorit voidaan jakaa samansuuntaisiin ja vastakkaissuuntaisiin
vektoreihin. Vektorit A ja b ovat samansuuntaiset, jos 16ytyy jokin sellainen positii-
vinen vakio r siten, ettdi A = rB. Jos vastaavasti voidaan 16ytda negatiivinen luku
r, jolle A = rB, ovat vektorit A ja B vastakkaissuuntaiset.

Esimerkki 7. Vektorit a ja b ovat vastakkaissuuntaiset. Olkoon a = gz — 27 ja
olkoon vektorin b pituus 5. Maarita b. Mika on loppupiste, kun b asetetaan alkamaan
pisteestd (4,3)7 (yo pitkd matematiikka K01:3)

Ratkaisu. Vektorit a ja b ovat vastakkaissuuntaiset, joten b = ta, missi ¢t < 0. Koska
|b| = 5, saadaan t:lle yhtilo |[ta| = 5. Edelleen

3\ 25 5
i (2) r2=y /2222
lal (2) i 12

Koska t < 0, on yhtélon ratkaisu ¢t = —2. Siten

b= —2(27;—21') = —3i+4j.

Jos b asetetaan alkamaan pisteestd (4,3), on b:n loppupisteen paikkavektori

44+35+b=1+7j.
Loppupiste on siis (1,7).

Vastaus: b = —3¢ + 43 ja loppupiste on (1,7).

Esimerkki 8. Tlmaise vektori 32 + 7 vektoreiden u ja v summana u + v, kun u on
samansuuntainen vektorin ¢ + 7 kanssa ja v on kohtisuorassa vektoriin w ndhden.
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Ratkaisu. Koska vektorit w ja ¢ + 7 ovat samansuuntaisia ja v on kohtisuorassa w:n
kanssa, saadaan yhtalot

u=t(i+j)jav-(i+j)=0,

jollakin vakion ¢ positiivisella arvolla. Lisiksi on oltava
u+v=3+7.
Kun tama yhtélo kerrotaan (pistetulo) puolittain lausekkeella (2 + j), saadaan

u-(t+j)+v-(i+7)=0CBi+7) (i+7)
te+7)-(i+4)+0=4
2t = 4
t=2.

Niain ollen
u=2+2jjav=3t+j3—u=1—J.

3.1.2 Pistetulo fysiikassa

Kahden vektorin vilisen kulman selvittdminen on fysiikassa usein tarpeen. Tamé
tilanne tulee esiin etenkin mekaniikassa, mutta myos esimerkiksi sihkomagnetismis-
sa ja optiikassa. Luvussa 6 kisiteltdvissd teoreemoissa tarvitaan pistetuloa, ja nailla
teoreemoilla on lukuisia sovelluksia muun muassa nestedynamiikassa ja sdhkémag-
netismissa. Yleisimmin tunnettu sovellus pistetulolle itselleen fysiikassa on kuitenkin
tehdyn tyon laskeminen, jota tarkastellaan seuraavaksi yksityiskohtaisemmin.

Tyo

Jo lukion fysiikan kursseilla opetetaan, ettd tehty tyo saadaan selville kertomal-
la tyotd tekevd voima siirtymaélld, jonka ajan voima kappaleeseen on vaikuttanut.
Mikéli voima ei ole siirtymén suuntainen, ei voiman siirtyméaan ndhden kohtisuora
komponentti tee tyota (kuva 10).

~

d

Kuva 10:

Tassé tapauksessa tyd saadaan kertomalla voiman siirtymén suuntainen kom-
ponentti itse siirtymaélld eli kuljetulla matkalla; W = (F cos#) - d. Témé voidaan
pistetulon maaritelmain nojautuen kirjoittaa mielekkddsti muotoon

W = Fdcosf = F -d. (12)
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Mikéli voima muuttuu etdisyyden funktiona, ja mahdollisesti my6s suunta d
muuttuu ajan funktiona, voimme kirjoittaa differentiaalisen pienté kuljettua matkaa
kohden vastaavan kaavan:

dW = F - dr. (13)

Luvussa 5 on selvitetddn, miten integroimme dW:n saadaksemme selville, kuinka
suuren kokonaistyon muuttuva voima F' on tehnyt liikuttaessaan kappaletta jotakin
reittid pitkin.

3.2 Ristitulo
3.2.1 Ristitulo matematiikassa

Ristituloa ja pistetuloa ei tule sekoittaa keskendén. Ristitulo on mééritelty vain
kolmiulotteisessa avaruudessa. Kahden vektorin A ja B vilisté ristituloa eli vektori
tuloa merkitddn A x B. Talld ristitulolla tarkoitetaan vektoria, jonka suuruus ja
suunta ovat seuraavan madritelman mukaiset:

|A x B| = |A||B|sin0,

missé 0 on vektoreiden A ja B vilinen positiivinen kulma (< 180°). Vektorin A x B
suunta on kohtisuorassa siti tasoa vastaan, jossa A ja B sijaitsevat. Suuntana on oi-
kean kiiden sddnnon mukaan peukalon suunta, jos A on etusormen ja B keskisormen
suuntainen (katso kuva 11).

Ax B

A

A

Kuva 11:

Huomion arvoista on, etti ristitulo ei ole kommutatiivinen eli A x B ei ole sama
asia kuin B X A vaan A x B = —B x A. Ristitulon méaritelmésti voidaan suoraan
paitelld, ettd kahden samansuuntaisen tai vastakkaissuuntaisen vektorin ristitulo on
nollavektori, samoin luonnollisesti kaikkien vektoreien ristitulo itsensi kanssa, silla
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sin 0° = 0. Jos kahdesta vektorista ainakin toinen on nollavektori, on myos ristitulo
nollavektori. Geometrian kannalta tirked ominaisuus on, ettd vektorien ristitulo on
itseisarvoltaan yhtd suuri kuin sen suunnikkaan pinta-ala, jonka sivuina kyseiset
vektorit ovat. Erityisesti toisiinsa ndhden kohtisuorien vektorien ristitulo on niiden
pituuksien tulo. Myo6s jokaisen yksikkovektorin ¢, 7 ja k ristitulo itsensd kanssa
on nolla. Paatelladn seuraavaksi kyseisten yksikkovektoreiden keskindiset ristitulot
oikean kidden sddnndn avulla:

jxi:—k; ka:—i iXk:—j

Helppo muistisdantd néille ristituloille saadaan, kun kirjoitetaan kuvan 12 mu-
kaisesti ympyrén sisille kirjaimet i, j ja k. Kun ympyra kierretdin vastapéivaan (eli
kasvavan kiertokulman suuntaan), saadaan positiivinen lopputulos (esim. i x j = k)
ja myotépdivadan kiertdessd negatiivinen tulos (esim. j x ¢ = —k). Ristitulon it-
seisarvo on verrannollinen vektorien vilisen kulman siniin, joten ristituloa voidaan
ikddnkuin kiyttad kohtisuoruuden mittana samaan tapaan kuin pistetuloa yhden-
suuntaisuuden mittana. Kahden yksikkévektorin ristitulon itseisarvo on 1, jos ja
vain jos ne ovat kohtisuorassa, ja 0, jos ja vain jos ne ovat saman- tai vastakkais-
suuntaisia. Samojen yksikkovektorien pistetulon laita on téssd suhteessa tarkalleen
painvastoin.

Kuva 12:

Naméi tulokset ovat luonnollisesti voimassa vain niin kutsutussa oikeakitises-
sd koordinaatistossa; vasenkétisessa koordinaatistossa kunkin ristitulon lopputulos
muuttuu vastakkaismerkkiseksi. Nykyisin kiytetadn lahestulkoon yksinomaan oikea-
kitistd koordinaatistoa. Ristitulo on distributiivinen, eli

Ax(B+C)=AxB+AxC. (14)

Distributiivisuuden seké yksikkovektoreiden kertolaskukaavion perusteella risti-
tulo voidaan kirjoittaa auki seuraavaan muotoon komponenttien avulla:

Ax B = (iA, + jA, + kA.) x (iB, + jB, + kB.)
= i(A,B, — A.B,) + i(A.B, — A,B.) + i(A,B, — A,B,)
i j k (15)
= |A, A,
B, B

xT

Al
B.

Y

14



Determinanttimuoto onkin kenties kitevin tapa muistaa, milta ristitulo komponent-
timuodossa nayttdd. Ristitulon komponenttiesityksen avulla voidaan selvittda kah-
den vektorin vilinen kulma. Niiden pistetulo taas antaa tdméan kulman kosinin, joka
voi olla positiivinen tai negatiivinen. Ristitulon itseisarvo taas antaa saman kulman
sinin, joka on aina positiivinen.

Esimerkki 9. Etsi jokin vektori, joka on kohtisuorassa seké vektoria A = 21+j5 —k
ettd vektoria B = ¢ + 37 — 2k vastaan.

Ratkaisu. Koska kahden vektorin ristitulona laskettu vektori on kohtisuorassa kum-
paakin vektoriin ndhden, lasketaan kaavalla (15) A x B, joka kelpaa siis tehtéavin-
annon mukaiseksi vastaukseksi.

i j ok
AxB=2 1 —1|=i(-2+3)—j(—4+1) + k(6 1) =i+ 35 + 5k.
13 -2

Esimerkki 10 (Kolmion pinta-alan laskeminen). Kolmion kiirjet ovat pisteisssé
O =(0,0,0), A=(3,1,0) jaB=(0,1, 1). Kuinka suuri on kolmion pinta-ala? (yo pitka
matematiikka K95:6)

Ratkaisu. Kolmion OAB ala, voidaan laskea vektoritulon avulla. Kolmion kahtena
sivuna ovat vektorit a = OA = %z + 7 jab = 0B = j + k ja nididen vektoritulo
(ristitulo)

1
axb:(?+j)x0+k)

1 1

1 1
I R
5 2]+ + 1

1.1
i+ -k
v ity

Kolmion OAB ala on silloin

1 1 1 1 1/3 6
Slaxbl= oy /1ot =122V L6l
laxbl=o\1+3+=5\5="7~0

3.2.2 Ristitulo fysiikassa

Pistetuloon ndhden on ristitulolla vield enemmén valittémié sovelluksia fysiikassa,
sen lisdksi, ettd sitd kiytetddn luvussa 6 esiteltdvissi roottorilauseessa. Seuraavaksi
kisitellaan nelja ristitulon fysikaalista sovellusta.

Voiman momentti

Mekaniikassa ja erityisesti sen osa-alueessa statiikassa voiman momentti on keskei-
nen kasite. Yksinkertainen ja paljon kaytetty esimerkki voiman momentin merki-
tyksestd on keinulauta (kuva 13). Jos keinujat ovat eripainoisia, lauta voidaan ta-
sapainottaa siten, ettd painavampi henkilo siirtyy lahemmaéksi tukipistettd. Tama
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muuttaa vipuvarren pituutta, jolloin keinujien aiheuttamat momentit eli viantovai-
kutukset muuttuvat niin, ettid ne tasapainoittavat toisensa.

d d

FI

Kuva 13:

Suuretta F'd kutsutaan voiman F momentiksi pisteen O suhteen, kun d on voi-
man F' vaikutussuoran kohtisuora etéisyys pisteestd O. Keinulaudan tapauksessa
voimat johtuvat henkiléiden massoista, jolloin F' = mg. Kuvasta 14 tulee ilmi, etta
voiman momentti pisteen O (tarkemmin paperin tasoon nédhden kohtisuoran pisteen
O kautta kulkevan akselin suhteen) on F'rsin 6.

?zp\\\ //
2o N ,
é& N Vi
\/\/,
Kuva 14:

Ristitulon 7 x F' suuruus on F'rsin 6, joten momentin suuruus on |r x F'|. Vektori
r on voiman vaikutuspisteen paikkavektori. Havainnollistetaan seuraavaksi vield mo-
mentin suuntaa mielikuvan avulla. Kuvitellaan oikean kidden sormet koukistetuksi
voiman momentin aiheuttaman pyorimisliikkeen suuntaan. Téll6in peukalo osoittaa
pyorimisakselin suunnan ja kyseistd suuntaa kutsutaankin usein voiman momentin
suunnaksi. Téméa suunta on sama kuin ristitulovektorin » x F' suunta.

Kulmanopeus

Pyorivan kappaleen kulmanopeutta kuvataan yleisesti vektorilla, jonka suunta on
pyorimisakselin suuntainen. Vastaavasti kuin voiman momenttia tarkasteltaessa voi-
daan nytkin oikean kiden sormet koukistaa pyorimisliikkeen suuntaisesti, jolloin
peukalo osoittaa pyorimisakselin suuntaisen kulmanopeusvektorin suuntaan. Kuva
15 mallintaa jaykdn kappaleen py6rimistd, missd piste P on jokin kappaleen piste
ja w on kappaleen kulmanopeus. Téssd vektori r on pisteen P paikkavektori pyo-
rimisakselilla sijaitsevaan tarkastelupisteeseen ndhden. Kulmanopeuden suunta on
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kohtisuorassa sitd tasoa vastaan, jossa piste pyorii. Py6rimistd voikin mallintaa sa-
malla tavalla oikean kidden sd&nnon avulla kuin voiman momenttiakin. Tangenti-
aalinen nopeus v on myo0s vektori, ja sen suuruus saadaan nyt laskemalla ristitulo
v = w X r. Laskukaava perustuu siihen, etti vektori v on kohtisuorassa r:n ja kul-
manopeusvektorin madrittamadn tasoon nahden, jolloin nopeuden suunta on juuri
se, minka ristitulokin antaa. Lisdksi pisteen P kiertorata muodostaa ympyran, jonka
sdteen pituus on rsinf, joten nopeuden v suuruus on (rsinf)w, kuten ristitulokin
méidrittelee.

\
4

Kuva 15:

Muita fysiikan sovelluksia

Varattujen hiukkasten, useimmiten elektronien, litke on yksi keskeisimmistd sahko-
ja magnetismiopin sisélloistd. Jos varattu hiukkanen, jonka sdhkdinen varaus on ¢
liikkkuu nopeudella v magneettikentiissi, jonka suuruuden ja suunnan méérittelee
vektori B, kohdistaa magneettikenttd hiukkaseen voiman F' = qv x B. Esimerkiksi
kuvaputkitelevisioissa elektronisuihkua on ohjattu tdhin ilmiéén perustuen.

Radallaan etenevien taivaankappaleiden liikkeet kuuluvat téhtitieteen keskeisiin
tutkimusaiheisiin. Aurinkoa nopeudella v kiertdvin planeetan pyorimisméara h voi-
daan myo0s laskea ristitulona. Olkoon planeetan massa m ja sen paikkavektori au-
rinkoon ndhden r. Talléin h = r X mw.

3.3 Kolmitulot

Vektorianalyysissid kolmitulo tarkoittaa kolmen kolmiulotteisen vektorin tuloa. Useim-
miten kyseessd on skalaarikolmitulo ja joskus harvoin vektorikolmitulo. Skalaarikol-
mitulolla tarkoitetaan tuloa a - (b x ¢). Geometrisesti tulkittuna tulon arvoksi saa-
daan kyseisten vektoreiden virittdméan suuntaissirmion tilavuus, tai sen vastaluku,
jos tulo saa negatiivisen arvon (kuva 16). Tulos on aina skalaari, mink&d vuoksi téata
tuloa nimitetdan juuri skalaarikolmituloksi. Periaatteessa sulkeita ei tarvita, silla
pistetuloa ei voi laskea ensin; télloin tulisi laskettavaksi skalaarin ja vektorin vélinen
ristitulo, jollaista ei ole méiritelty.
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Kuva 16:

Skalaarikolmitulon arvo ei muutu, jos kolmen vektorin paikat vaihtuvat seuraa-
van kierron mukaisesti: @ - (b x ¢) =b-(c x a) = ¢- (a x b). Toisaalta ristitulon
antikommutatiivisuuden vuoksi minkd tahansa kahden vektorin keskindinen paikan-
vaihto aiheuttaa kolmitulon etumerkin muutoksen:

a-(bxe)=—-a-(cxb),
a-(bxe)=-b-(axc)ja
a-(bxe)=—-c-(bxa).

Fysiikassa skalaarikolmituloa tarvitaan, jos halutaan tietds yksittdiseen pistee-
seen vaikuttavan voiman momentti jonkun suoran suhteen. Kun voiman F' momentti
pisteen O suhteen on r x F', saadaan voiman momentti suoran L suhteen skalaari-
kolmitulona mn - (r X F'), missd n on suoran L suuntainen yksikkovektori.

Esimerkki 11 (Skalaaritulo determinanttina). Todistetaan seuraavaksi, ettd
skalaarikolmitulolle péatee

A, Ay A,
A-(BxC)=|B, B, B.|.
¢, ¢, C,
Ratkaisu.
i J k
A- (BxC)=A-|B, B, B,
g, C, C,

= (Aet + Ayj + Ask) - [(B,C: — B.Cy)i + (B.C, — B,C.)j
+ (ony - Bny)k]
= A,(B,C. — B.C,) + Ay(B.Cy — B,C.) + A.(B,C, — B,C.)
A A, A,
—|B, B, B.|
c, ¢, C.

Esimerkki 12 (Suunnikassiirmi6n tilavuus). Laske sen suunnikassirmion tila-
vuus, jonka sivuina ovat vektorit A =3¢ — 35, B =3 + 2k ja C =1+ 5j + 4k.

Ratkaisu. Kappaleen tilavuus saadaan laskemalla sen virittdvien vektoreiden skalaa-
rikolmitulon itseisarvo:
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3 -1 0
V=|A-(BxC)| =0 1 2||=]|-20]=20.
1 5 4

Esimerkki 13 (Pisteeseen kohdistuvan voiman vidintémomentti akselin
suhteen). Kuinka suuri on voiman F = i 4+ 37 — k vddntomomentti suoran r =
3t + 25 — k + (2 — 2j + k)t suhteen, kun voima F' kohdistuu pisteeseen (1,1,1)7

Ratkaisu. Ensin on laskettava voiman vadntomomentti jonkun suoralla sijaitsevan
pisteen, esimerkiksi pisteen (3,0, 2) suhteen. Tdmé& saadaan laskemalla ristitulo = x
F, kun 7 on vektori valitusta suoran pisteestd voiman vaikutuspisteeseen (1,1, 1).
Siispd r = (=2, 1, —1). Vadntomomentti on

i j k
rxF=|-2 1 —1| =2 —3j—7k.
1 3 -1

Annetun suoran suuntainen yksikkovektori on n = %(22 —2j +k) ja kysytty voiman
vaantémomentti suoran suhteen

1
n-(’er):§(2i—2j+k)~(2i—3j—7k:):1.

Vektorikolmitulon A x (B x C) arvo on vektori, kuten nimi antaa ymmartaa.
Kolmen vektorin vektorikolmitulolle voidaan johtaa seuraava kaava:

Ax (BxC)=(A-C)B—(A-B)C. (16)

Vektorikolmitulolla ei ole yhté selkedd geometristd tulkintaa kuin skalaarikolmitu-
lolla. Esimerkking fysiikan puolelta tarkastellaan kuvasta 15 tuttua hiukkasta P,
joka on kiinni jaykéssa pyorivissa kappaleessa, ja oletetaan pisteen massaksi nyt
m. Kyseisen hiukkasen pyorimisméaidra L pyorimisakselilla sijaitsevan kiintopisteen
O suhteen on L = r X (mwv) = mr x v. Téssd r on hiukkasen paikkavektori kiin-
topisteeseen nihden ja v hiukkasen tangentiaalinen nopeus. Koska tangentiaalinen
nopeus voidaan ilmaista kulmanopeuden ja paikkavektorin ristitulona, voidaan pyc6-
rimismédrian yhtalo muuntaan muotoon L = mr X (w X 7).

3.4 Tehtavia: Tulot
1. Olkoon A =21 —j5 —k, B=2t—3j+k jaC = j+ k. Laske seuraavat tulot:

) (A-B)C

) A(B )
¢) (Ax B)-C,
d) A-(BxC(C),

)

) A

a
b

e) (Ax B)xC,

f x (B x C).
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. Kuinka suuren tyon voimat A = 147 —2k ja B = 21— j + 3k tekevit yhteensé
liikuttaessaan kappaletta vektorin C' = 3 — bk mukaisen etdisyyden verran?
Vihje: Kannattaa ensin laskea voimavektorit yhteen.

. Voima F = 2¢ — 37 + k vaikuttaa pisteeseen (1,5,2). Kuinka suuri on voi-
man viadntomomentti a) origon suhteen, b) y-akselin suhteen, c¢) suoran z/2 =
y/1 = z/(—2) suhteen?

. Voima F = 21— j — 5k vaikuttaa pisteeseen (—5,2,1). Kuinka suuri on voiman
vaantomomentti suoran 2x = —4y = —z suhteen?

. Kuvassa 17 yksikkdvektori v, on satunnaisen pintaan osuvan valonsiteen suun-
tainen. Yksikkovektori vs on taittuneen sidteen suuntainen ja yksikkévektori vs
heijastuneen sdteen suuntainen. Olkoon w rajapinnan normaalin suuntainen
yksikkévektori. Aineiden taitekertoimet ovat ny ja ny. Optiikan lakien mukaan
0, = 03 ja nysinf; = nysinfy. Kirjoita ndmé lait vektorimuotoon kiyttien
piste- ja ristituloa.

Kuva 17:

. Laske auki vektorikolmituloa késitteleviissd kappaleessa esiintynyt tulo a =
w X (wr). Osoita, ettd jos r ja w ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, niin
a = —w?r. Johda timin avulla perustavan laatuinen mekaniikan tulos, jonka
mukaan kiihtyvyysvektori osoittaa ympyraradan keskipisteeseen ja on suuruu-
deltaan v?/r.

. Mé&arita ne tason vektorit, joiden pituus on 1 ja jotka ovat kohtisuorassa vek-
toria —% + 37 vastaan. (yo pitkd matematiikka S92:2a)

. Laske sen kolmion pinta-ala, jonka kérjet sijaitsevat pisteissa (1,2,0), (1,0, 3)
ja (0,3,1).

. Maaritd yksikkovektori, joka on kohtisuorassa vektoreihin 4 4+ j ja (5 + 2k)
nahden.
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4 Differentiaalioperaatiot

Olet todennédkdisesti ndhnyt Newtonin toisen lain F' = ma kirjoitettuna muodossa
F = md?r /dt*. Saatat myds tuntea Gaussin lain sihkokentille, jossa esiintyy pintain-
tegraali vektorin normaalikomponentista. Vektorifunktioiden erilaiset derivaatat ja
integraalit ovat tdrkeitd ldhes jokaisella matematiikkaa soveltavalla alalla. Lukuisat
laajat fysiikan aihepiirit, kuten mekaniikka, kvanttimakeniikka, optiikka, hydrody-
namiikka, lampooppi ja sdhkoéoppi hyddyntivit vektorianalyysin keskeisid yhtaloita
ja teoreemoja. Ndma teoreemat kiydaan ldpi luvussa 6. Luvuissa 4 ja 5 kartutetaan
luvussa 6 tarvittavaa ymmaérrystd vektoreiden differentiaali- ja integraalioperaatios-
ta.

4.1 Vektoreiden derivointi

Tassé alaluvussa késitellddn lyhyesti kolmikomponenttisen vektorin derivointia, joka
on tarvittava taito kaikkien seuraavien aiheiden kannalta. Alaluvun lopussa luodaan
katsaus derivointiin napakooridinaatistossa, silld napakoorinaatisto on kaytannolli-
nen tyockalu useissa fysiikan tehtédvissd. On hyvd muistaa, ettd derivaatta yleisesti
kuvastaa muutosnopeutta. Paikan muutos johtuu nopeudesta, joten nopeus saa-
daan derivoimalla kappaleen paikan méarittiva funktio ajan suhteen ja vastaavasti
nopeuden muutos johtuu kiihtyvyydesté, eli kiihtyvyys saadaan derivoimalla nopeu-
den maarittavad funktio ajan suhteen. Kun funktiolla on monta komponenttia, eli se
on vektoriarvoinen, voidaan derivointikin toteuttaa komponenttikohtaisesti.

Vektorin A = ©A, + jA, + kA, derivaatta ¢:n suhteen, kun A,, A, ja A, ovat
t:n funktioita, médritellddn seuraavasti:

% _ idAI +jdAy —l—dez.

dt dt dt dt
Vektorin A derivaatta tarkoittaa siis vektoria, jonka komponentit ovat A:n kom-
ponenttien derivaattoja. Vakiolla kerrotun vektorin seké kahden vektorin piste- tai
ristitulon derivoinnissa péatee pitkilti normaalit tulon derivoimissddnnot. Ristitulos-
sa kuitenkaan ei voi vektoreiden jirjestystd vaihtaa mielivaltaisesti. Kaavamuodossa
kyseiset saannot ovat

(17)

d da dA

d dB dA

g4 B) a TP (19)
d dB dA

Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta, jossa kolmiulotteisessa avaruudessa liikku-
van kappaleen koordinaatit riippuvat ajasta.

Esimerkki 14 (Paikka, nopeus ja kiihtyvyys). Merkitdin ajanhetkelld liitkkuvan
kappaleen koordinaatteja (x,y, z); =, y ja z ovat t:n funktioita. Kappaleen sijaintia
vastaava paikkavektori hetkelld ¢ on

r=1iv+Jy+ k=z. (21)
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Kappaleen nopeusvektorin komponentit ajanhetkellad t ovat dz/dt, dy/dt ja dz/dt,
joten nopeusvektori on

dr dr .dy dz
- — ;= - . 22
o ta ity (22)

Vastaavasti kiihtyvyysvektori saadaan toisten derivaattojen avulla:

v

v . Pr Py &
LR Lk A M (23)

=0 " tar TIae TR

Napakoordinaateista

Toistaiseksi tissa tutkielmassa on kirjoitettu vektorit karteesisen koordinaatiston
mukaisesti kiiyttden koordinaatiston akseleiden suuntaisia yksikkévektoreita z, 3 ja
k. Usein kuitenkin on kitevad kiyttda jotakin muuta koordinaatistoa, kuten kaksiu-
lotteista napakoordinaatistoa tai kolmiulotteista pallo- tai sylinterikoordinaatistoa.
Kasitelladn seuraavaksi napakoordinaatistoa, joka on edellimainistuista useimmi-
ten kdytetty. Muut tarvittavat koordinaatistomuutokset esitelliin esimerkkilasku-
jen yhteydessi. Kuvassa 18 esitetdéin, miten pisteen (x,y) napakoordinaatit (r,0)
muodostetaan. Ensimmaéinen napakoordinaatti, side r, kertoo pisteen etiisyyden
keskipisteestd, eli karteesisen koordinaatiston origoa vastaavasta navasta. Toinen
koordinaatti, kiertokulma €, on se kulma, jonka pisteen paikkavektori muodostaa
napa-akselin eli positiivisen x-akselin kanssa. Napakoordinaatisto onkin kidytannol-
lisin sellaisissa laskuissa, joissa kahden pisteen sijainti toisiinsa ndhden on helpoiten
médritettivissi etdisyyden ja kulman avulla.

Y

(x,y) tai (r,0)

Kuva 18:

Napakoordinaatistossa yksikkovektorit ovat e, ja ey, mutta kiytdnnon laskuis-
sa naitd nikee harvoin. Karteesisessa koordinaatistossa yksikkovektoreiden suuruus
ja suunta ovat vakioita, ja napakoordinaatistossa suuruus on vakio, mutta suunta
vaihtelee vektorikohtaisesti. Téssé kohtaa tutkielmaa esitellian karteesisten koordi-
naattien muokkaaminen napakoordinaateiksi ja pédinvastoin, sekd napakoordinaat-
tien derivointi. Seuraavien lukujen aikana kiydasn lapi tilanteita, joissa napakoordi-
naatiston kiytto on perusteltua ja samalla harjoitellaan muita sen kiyttoon liittyvia
taitoja.
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Kuvasta 18 ndhdédn trigonometrian perusteella, ettd napakoordinaatit voidaan
muuttaa karteesisiksi koordinaateiksi seuraavasti:

x =rcosf jay =rsin. (24)

Vastaavasti karteesiset koordinaatit voidaan muokata Pythagoraan lauseen ja trigo-
nometrian perusteella napakoordinaateiksi seuraavasti:

=2 +y’jal = arctan(y) (25)
T

Yksikkovektoreille piatee vastaavasti
e, =1tcosf+ gsinf ja eg = —isinf + j cosb. (26)
Napakoordinaatiston yksikkovektorit voidaan derivoida ¢:n suhteen seuraavasti:

de, do do do

= —i(sin Q)E + j(cos 6)% =eo (27)
ja
deg . g . . db dé
p7 —i(cos 9)% — J(sin 9>E = e (28)

Kaavojen 27 ja 28 avulla voidaan nyt derivoida vektoriarvoisia funktioita, jotka on
kirjoitettu napakoordinaatteina.

Esimerkki 15. Olkoon A = A,e, + Ayey, missd A, ja Ay ovat t:n funktioita. Laske
nyt dA/dt.

Ratkaisu. Funktion A lauseke sisiltdd kahden tulon summan, joten

dA_ dA,,+Ader+ dAr+Ader
S a0 O

Kaavojen (27) ja (28) perusteella timé voidaan kirjoittaa muotoon

dA  dA, LA de n dAy do
T T e T TR T
Korkeamman kertaluvun derivaatat saadaan laskemalla derivoimalla ylld olevaa

lauseketta uudelleen kaavojen (27) ja (28) mukaan.

4.2 Vektorikentista

Useat fysikaaliset suureet saavat eri arvoja avaruuden eri pisteissi. Esimerkiksi huo-
neessa lampotila saattaa olla korkea patterin ldheisyydessd ja matala avonaisen ik-
kunan darelld. Pistemaiistd varausta ympéaroiva sihkokenttd on voimakkaimmillaan
varauksen ldhelld ja heikkenee, kun etiisyys varaukseen kasvaa. Vastaavasti gravi-
taatiovoima, jolla maapallo vetdd satelliitteja puoleensa, riippuu satelliitin ja maa-
pallon vilisesta etdisyydestd. Joen virtausnopeus on suuri kapeissa kanavissa seki
putouksissa ja pieni leveissd matalikoissa. Kaikissa néissa esimerkeissd voidaan maa-
rittdd avaruuden osa, jossa tutkimamme suure saa arvoja. Termié kentta kiytetaan
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kuvaamaan seki kyseistd avaruuden aluetta ettd fysikaalisen suureen arvoja kysei-
sessé alueessa (esim. gravitaatiokentté, sihkokenttd). Jos kyseessd on skalaarisuure,
esimerkiksi lampdétila, puhutaan skalaarikentdastd. Jos kyseessd on voiman, nopeu-
den tai sihkdkentén kaltainen vektorisuure, puhutaan vektorikentdista. Fysiikan alan
pulmat rajoittuvat varsin usein tiettyyn avaruuden alueeseen, ja tdmé tulee osata
huomioida laskuissa.

Yksinkertainen esimerkki skalaarikentdstd on potentiaalienergia maanpinnan 13-
helld: sen arvo on V' = mgz, kun ollaan korkeudella z sovitun nollatason ylapuolella.
Tamaé taso voidaan ajatella xy-tasoksi. Jos maastossa olevaan kukkulaan merkittii-
siin tiettyji korkeuksia z vastaavat ns. korkeuskiyrit, saataisiin esiin potentiaalie-
nergiakentén tasa-arvokayria. Horisontaaliset tasot, jotka leikkaisivat kukkulan naita
kdyrid pitkin, ovat nimeltddn potentiaalienergiakentin tasa-arvopintoja. Tutkitaan
toisena esimerkkind pistevarauksen ¢ aiheuttaman sdhkékentdn tasa-arvopintoja.
Etdisyydelld r varauksesta sihkdinen potentiaali V' =9 - 10%/r. Potentiaali saa sa-
man arvon kaikkialla, missi r saa saman arvon; tdmén sihkokentéin tasa-arvopinnat
ovat sellaisten pallojen pintoja, joiden keskipisteessa varaus sijaitsee. Vastaavasti
luentosaliin voitaisiin kuvitella piirrettavin pintoja, todennékoisesti hyvin epasiin-
nollisid, joilla lampotila olisi vakio. Néitd pintoja kutsutaan isotermeiksi, kun vakio-
suureena on lampotila.

4.3 Suunnattu derivaatta ja gradientti

Lahestytddn seuraavaksi suunnattua derivaattaa ja gradienttia ajatusharjoituksen
avulla. Oletetaan lampétila T'(x, y, z) tunnetuksi jokaisessa huoneen pisteessd. Tar-
kastellaan nyt, kuinka nopeasti lampotila muuttuu, kun etddnnymme eri suuntiin
alkupisteestd. Luultavasti lampotilan muutosnopeus (°C//em) on erisuuruinen ja -
suuntainen eri suuntiin litkuttaessa. Lampotilan muutos edetyn matkan suhteen riip-
puu siis tarkastelusuunnasta; sitd kutsutaankin suunnatuksi derivaataksi. Esimerkin
tilanteessa tatd merkitdén dT'/ds, joka symboloi osamédrin AT /As raja-arvoa, kun
kuljettua matkaa symboloiva As ldhestyy arvoa nolla. Suunta, jossa d1'/ds saa suu-
rimman arvonsa on suunta, josta limpo fysikaalisesti virtaa. LAmpd siis virtaa lam-
pimésté viileddn péin, pdinvastaiseen suuntaan lammon kasvun maksimiin nihden.

Tehd&dén vield toinen ajatusharjoitus ennen konkreettista suunnatun derivaatan
laskemista. Oletetaan, ettd henkilo seisoo kukkulan huipulla ja haluaa tietds, mihin
suuntaan alamaki on jyrkin hanen lahtopisteestiadn katsottuna. TAmé& on suunta, jo-
hon henkil6 liukastuttuaan lahtisi liukumaan ja jota usein kutsutaan "suorimmaksi
reitiksi"alas. Tarkennetaan tdtd hieman epaméaaraista médritelméd seuraavaksi. Ku-
vitellaan, ettd siirrymme lyhyen matkan As kukkulaa pitkin; pystysuunnassa siir-
tyma Az saa positiivisen arvon yldméessé, negatiivisen arvon alaméessi ja arvon
nolla, mikéli kiersimme kukkulaa vakiokorkeudella. Nyt osaméérin Az/As ja sen
raja-arvon dz/ds suuruudet riippuvat suunnasta eli dz/ds on suunnattu derivaatta.
Rinne on jyrkin sielld, missd dz/ds on itseisarvoltaan suurin. Huomaa, ettd koska
massalla m on potentiaalienergia V' = mgz, saavutetaan osaméirin dz/ds maksimi
samassa pisteessd kuin osaméirin dV/ds maksimi, kun kukkulan tasa-arvokiyrilla
V(z,y)=mgz(x,y)=vakio.

Perehdytaén seuraavaksi suunnatun derivaatan maéaérittdmiseen. Tarkastellaan
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(x,y, 2)

Ug

(xo,yo, Zo)

Kuva 19:

skalaarikenttdd ®(x,y, 2) ja sen muutosnopeutta tiettyyn suuntaan tehdyn siirtymén
suhteen d®/ds pisteessi (xo, Yo, 20). Osoittakoon nyt yksikkévektori uw = ta+jb+ kc
siirtymén suunnan. Kun kuvan 19 mukaisesti siirrytdén pisteesti (xg, yo, 20) matkan
s verran vektorin w4 suuntaan pisteeseen (z,y, z), saadaan yhtilo

(xvya Z) - <x07y0720) =us = ('LG +.7b+ kC)S,

jonka perusteella voidaan kirjoittaa

T = xg + as,
Yy = yo + bs, (29)
2 = 29+ CS.

Tama yhtéloryhma esittaé parametrimuodossa suoran, joka kulkee pisteen (g, yo, 20)
lapi vektorin w suuntaisesti. Nyt muuttujana on s, kun tyypillisesti parametriesi-
tyksessid se on t. Kyseisen suoran pisteiden koordinaatit z, y ja z riippuvat nyt
kaikki vain yhdestd muuttujasta s, jolloin myo6s funktio ® on yhden muuttujan s
funktio. Yhtaloryhmén (29) maarittimalld suoralla funktion ¢ arvot riipuvat vain
etdisyydestd pisteeseen (zo, Yo, z0) nahden, jolloin my6s d®/ds voidaan maarittia
seuraavasti:

@_8_@d_x+8_®d_y+0_®%_8_®a+8_®b+a_®c (30)
ds Oxds Oyds 0zds Ox oy 0z
Tamé on yksikkovektorin u pistetulo vektorin 2(0®)/(9x)+7(0P)/(0y)+k(0P)/(0z)

kanssa, jota kutsutaan funktion ® gradientiksi:

00 0P 0P
Vo = grad @—z% +‘78_y+k5' (31)

Funktion gradientin ja yksikkdvektorin w pistetuloa kutsutaan funktion suunna-
tuksi derivaataksi vektorin osoittamaan w suuntaan:

dd

i Vo - u. (32)
Suunnatun derivaatan arvo tietyssé pisteessi ilmoittaa funktion hetkellisen muutos-
nopeuden tietyn vektorin miarittAméan suuntaan liikuttaessa. On tarkeds huomata,
ettd suunnatun derivaatan laskennassa kiytettdvad suuntaa ei yleensd anneta suo-
raan ns yksikkosuuntana, vaan yksikkévektori w saadaan jakamalla annettu suun-

tavektori pituudellaan. Napakoordinaatistossa gradientille on johdettavissa kaava
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Vb =e,—+ey———. (33)
r

Esimerkki 16. Laske funktion ®(z,y, z) = 23 — xy? — 2 hetkellinen muutosnopeus,
kun pisteestd P = (1,1,0) ldhdetddn kulkemaan vektorin A = 2¢—37+6k suuntaan.

Ratkaisu. Kysytty muutosnopeus saadaan laskemalla suunnattu derivaatta annetus-
sa pisteessd. Funktion gradientti on

VCD(x, Y, Z) = (31:2 - y27 —QZEy, _1)

Pisteessd P gradientti saa arvon (2,—2,—1). Suunnattu derivaatta on laskettava
yvksikkdvektorin

A 2-3+6k 2. 3. 6
Al 22 (3t T 7T

suuntaan. Suunnattu derivaatta saadaan pistetulona

2 4
VO(P) u=(2,-21) <?7; - %j + gk) ==

Lahdettiessd vektorin A suuntaisesti pisteestd P kasvaa funktio hetkellisesti % ver-
ran pituusyksikkod kohden.

Esimerkki 17. Olkoon limpdtila T pisteessd (x,y,2) T = 2% — y* + xyz + 273.
Mihin suuntaan l&mpétila nousee nopeiten pisteessd P = (—1,2,3)7

Ratkaisu.
VT(z,y,z2) = 2z +yz)i+ (—2y + zz)j + zyk.

Pisteessa P
VT(-1,2,3) =41 — 75 — 2k.

Tamé&n vektorin suuntaan lampdtilan nousu on suurin. LAmpoétilan nousu saa pis-
teessd, P arvon

ar
e IVT| = /42 + (=7)2 + (—2)2 = V69.
s
Jos oltaisiin kysytty, mihin suuntaan lAmp6 virtaa, eli mihin suuntaan limpotila
laskee nopeiten, olisi laskettu gradientin vastaluku —V7T ja téssd suunnassa olisi

nyt —dT/ds = —/69.

4.4 Roottori ja divergenssi

Téassa alaluvussa kisitellian melko lyhyesti kaksi muuta nabla-operaattorin sisilté-

viaa médritelméia: roottori ja divergenssi. Niilld on lukuisia tarkeitd sovelluksia fy-

siikassa. Sovelluksiin palataan yksityiskohtaisemmin tutkielman viimeisessd luvus-

sa. Roottori ja divergenssi muodostavat suuren osan keskeisestd sisdllostd viimeisen

luvun teoreemoissa. Téssé luvussa keskitytddn matemaattiseen siséltoon.
Nabla-operaattori
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d
V=i gtk (34)

voidaan ajatella derivaatan yleistyksend; nabla-operaattori vaatii samaan tapaan
kuin d/dz perdénsi derivoitavan funktion. Nablaa kiytetdankin saman tyyppisesti
kuin termif d/dz indikoimaan tiettyd operaatiota. Nablasta voimme puhua myos
vektorioperaattorina.

Gradientin yhteydessid laskimme, mitd tuottaa tulokseksi V¢, kun ¢ on skalaa-
rifunktio. Tassd luvussa padstdmme nablan operoimaan vektoriarvoisia funktioita.
Téasséd luvussa V' on kolmesta komponentista koostuva vektorifunktio, eli sen kom-
ponentit V,, V, ja V. ovat x:n, y:n ja zmn funktiota:

V(z,y,z) =iVy(z,y,2) + jVy(z,y, 2) + EV.(2,9, 2).

Kaksi lauseketta, joissa V matematiikassa esiintyy, ovat divergenssi ja roottori.
Esitellddn ne seuraavaksi, ja niihin palataan uudelleen luvussa 6, joiden teoreemoissa
niilld on keskeinen asema. Seuraavissa kaavoissa vektoriarvoisen funktion V(z,y, 2)
komponentteja merkitddn ala-indeksein V,, Vj, ja V., jolloin

Viz,y,2) = iVo(x,y, 2) + V(2 y,2) + kV.(2, 9y, 2).

Huomaa, ettd tassd ala-indeksit eivit viittaa funktion osittaisderivaattoihin, kuten
joskus on tapana kirjoittaa. Fysikaalisessa mielessid V' edustaa vektorikenttid, joka
voisi kuvastaa vaikkapa sihkokenttad pistevarauksen ymparilld. Téllainen vektori-
kenttd on olemassa jokaisessa pisteessii, mutta sen suuruus ja suunta vaihtelevat.
Tillaiselle vektorikentélle voidaan mééritelld divergenssi (englanniksi divergence)
pistetulon avulla seuraavasti:

oV, OV, V.
or Oy 0z

Vektorikentén roottori (englanniksi curl) médritelldén puolestaan ristitulon avul-
la seuraavasti:

V-V =divV = (35)

VXV =rotV

(O OV (Ve OV (0, oV,

T\ oy 0z J 0z ox ox dy
. (36)
t 7 k

_ |2 98 9

|0z Oy 0z|°
Ve Vy Vi

Divergenssi kuvaa vektorikentén ldhteisyyttd ja roottori kuvaa vektorikentan
pyorteisyytta. Tulee muistaa, ettd kussakin vektorikentdn pisteessd divergenssi saa
skalaariarvoja ja roottori vektoriarvoja. Lahteisyyden voidaan tulkita kuvaavan pis-
teestd lahtevin tai pisteeseen padttyvin vektorivuon tiheytté, ja pisteiden voidaan-
kin sanoa toimivan vektorikentdn lihteend tai nieluna. Vektorikentdn roottori puo-
lestaan voidaan tulkita kuvaavan vektorikentédn pyorteisyyden aiheuttajien tiheytta.
Fysiikassa kutsutaankin tistd syystd vektorikentdn roottoria pyorrekentaksi. Lisda
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fysikaalisia tulkintoja ja sovelluksia naille kahdelle vektorikenttiin kohdistettavalle
differentiaalioperaattorille esitellddn luvussa 6.

Esimerkki 18. Laske vektorikentille V (x,y, 2) = zyi+ (y* — 2?)j +yzk divergenssi
ja roottori.

Ratkaisu.
divV =V.V = iﬁ—i- g—i-kﬁ (zyi+ (v —28)j+yzk) =y+2y+y =4
1 7 k

rotV=vxV=|& & Z=(z+22)i—(0-0)j+(0—2)k =3z — k.
xy yr— 2% yz

4.5 Tehtavia: Differentiaalioperaatiot

1. Mihin suuntaan funktion ¢ = 22 —y?+ 2xy arvot pieneneviit nopeiten pisteesti
(1,1) tarkasteltuna?

2. Miké on funktion z = e” cos y suunnattu derivaatta vektorin ¢ + 27 suunnassa
pisteessa (1,1,2)7

3. Olkoon ¢ = x? —y? pinnan yhtils. Jos ¢ on sihkdinen potentiaali, niin kiyrét,
joilla ¢p—=vakio, ovat ns ekvipotentiaaleja. Sahkokenttd E = —V¢. Jos taas
¢ on ldmpotila, niin vastaavat kiyrdt ovat isotermeji ja V¢ on lampotilan
gradientti; lAmpo virtaa suuntaan —Vo.

a) Piirrd pinnan muodon hahmottamiseksi tasoon kéyrét, joissa ¢ =4, ¢ =
1L, $=0,¢=—1jag=—4
b) Miké on sdhkokentén suuruus ja suunta pisteessi (2,1)7?

¢) Mihin suuntaan siirryttéessi lampétila laskee nopeiten pisteestd (—3,2)
tarkasteltuna?

d) Kuinka nopeasti pisteesti (1,2) tarkasteltuna lampétila muuttuu etéi-
syyden muuttuessa, kun lihdetdan kulkemaan suuntaan 3z — 37

4. Laske roottori ja divergenssi seuraaville vektorikentille

a) r=uxt+yj + zk,

b) r = xi +yj,

¢) V=yi+zj+zk,

d) V = 2%yi + y*xj + xyzk,

e) V =ux(siny)i + (cosy)j + zyk.
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5 Integraalit

Tasséd luvussa tarkasteltavat integraalit ovat viimeinen aihe, joka tulee opetella en-
nen viimeiseen lukuun siirtymista. Lahtooletus on, ettd integrointi on lukijalla hal-
lussa lukion matematiikan pitkdn oppimadrdn mukaisesti. Viivaintegraali on erityi-
sen tarked, joten se kisitellddn ensimmaéisend. Tamaén jalkeen kisitelldédn pinta- ja
tilavuusintegraaleja. Kaikki ndmaé integraalit esiintyvét luvussa 6 kisiteltivissa teo-
reemoissa.

Kun seuraavissa luvuissa késitellddn pintoja, edellytetiin, ettd ne ovat sileité tai
ettd niilld on darellinen méaard kirkia tai sarmid. Téllaisia pintoja ovat esimerkiksi
monitahokkaan pinta, pallopinta ja valtaosa kidytdnnon sovelluksissa esille tulevista
pinnoista. Kayristd puolestaan edellytetddn, ettd ne ovat sileitd tai ettd niilla on
adrellinen méara kirkid. Tallaisia kiyrid ovat esimerkiksi murtoviiva, ympyréin kehé
ja valtaosa sovelluksissa esiintyvisti kiyristd. Esityksen mutkistamisen vilttadmiseksi
el naitd edellytyksid enad erikseen mainita tutkielmassa.

5.1 Viivaintegraali

Kappaleessa 3.1.2 totesimme, ettd voima F' tekee tyon dW = F' - dr, siirtdessdén
kappaletta differentiaalisen pienen matkan dr. Oletetaan seuraavaksi, ettéd tiettya
polkua pitkin etenevddn kappaleeseen vaikuttava voima F' ei ole vakio, vaan muut-
tuu polun varrella. Téllainen tilanne voi tulla vastaan vaikkapa, kun liikkuvaan va-
rattuun hiukkaseen kohdistuu sdhkokentdn aiheuttama voima. Nyt F' siis riippuu
paikkakoordinaateista x, y ja z. Koska hiukkanen liikkuu méarattya polkua pitkin,
eivit paikkakoordinaatit voi saada mitd tahansa arvoa. Jos polku sijaitsee kolmiulot-
teisessa avaruudessa, tarvitaan sen madrittdmiseksi kaksi yhtéloa, silla tallaiset polut
ovat kahden pinnan leikkauksia. Jéljelle ja& vain yksi aidosti riippumaton muuttuja.
Sekd voima F' ettd dr = tx+jy-+kz voidaan kirjoittaa yhden muuttujan funktioina.
Voiman tekemé kokonaistyé saadaan laskettua integroimalla dW = F - dr yli
kyseessd olevan polun, ja tdma integraali voidaan nyt kirjoittaa yhden muuttujan
integraalina. Téllaista integraalia kutsutaan polkuintegraaliksi tai vitvaintegraaliksa.
Viivaintegraali on siis integraali pitkin suoraa tai kiyrdd, eli kyseessd on yhden
muuttujan integraali, toisin kuin esimerkiksi integroitaessa yli pinnan tai tilavuu-
den. Tasossa kiyrien yhtélot annetaan yleensid muodossa y = f(x) ja kolmessa ulot-
tuvuudessa polun yhtilo voidaan antaa joko niin, ettd y ja z ovat x:n funktioita, tai
kaikki kolme koordinaattia jonkun muun muuttujan, vaikkapa ¢:n funktiota. Mikéli
polku, jonka yli viivaintegraali lasketaan, on suljettu, eli sen alku- ja loppupiste ovat
keskenéifin samat, voidaan tavallisen integraalimerkin sijaan kiyttdd merkkid §.

Esimerkki 19. Selviti voiman F = zyi — y?j tekemi tyo, kun kuljetaan matka
pisteesta (0,0) pisteeseen (2, 1)

a) suorinta reittid pitkin,
b) paraabelid y = 1/42? pitkin,
c) pisteen (0,1) kautta,
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d)

kiyrad o = 2t3, y = t? pitkin.

Ratkaisu. Paikkavektori r» = x1 + yj sijaitsee (z,y)-tasossa, joten

dr =ide+jdyja F -dr = zydr — y* dy.

Haluamme nyt laskea integraalin

a)

W = /(:pyda: — % dy).

Integroitava funktio eli integrandi on ensin ilmaistava vain yhden muuttujan
avulla. Suorin reitti on pitkin suoraa y = %w, jolloin dy = %dm. Muuttuja x saa
talla polulla arvoja vililld [0, 2]. Sijoittamalla ndmé termit ja rajat laskettavaan
integraaliin, saamme

2 2 2 2 3
1 1 1 3 T
W, = c—xdr — | = c—dr | = “tder =/ = =1.
1 /0 (m 5% dz (23:) 5 a:) /0 g% oz /g
Olisi ollut mahdollista kdyttdd my6s muuttujaa y ainoana muuttujana laskus-
sa. Talloin polku olisi annettu muodossa x = 2y, jolloin dz = 2 dy ja integrointi

olisi tapahtunut rajojen 0 ja 1 vililla. Laskutavan vaihtaminen ei muuta vas-
tauksen arvoa.

Talla polulla y = %xz jady = %x dx. Taten saamme integraalin

2 1 1 1 21 1
Wo = ox?de — —2t. Zaxd _ 23 54
2 /U(ZE 4ZE i 161] 2.17 l’) /0(4113 32117 X
_ 2t g8 2
~ \16 192) 3

Murtoviivan tapauksessa on edettava polkua pétkd kerrallaan. Integraali las-
ketaan ensin pisteestd (0,0) pisteeseen (0,1) ja tdmén jialkeen pisteestd (0,1)
pisteeseen (2, 1). Kysytty integraali on ndiden kahden osan summa. Ensimmai-
selld polun osalla z = 0 ja dx = 0, joten on valittava integrointi y:n suhteen.
Taman patkdn osalta integraali on

/Ol(O-y-O—dey)=[<—y§3) :_%.

Jalkimmadiselld polun osalla taas y = 1 ja dy = 0, ja kiiytetdén integroinnissa

muuttujaa x:

2
.732

2
/(:L‘~1dl'—1~0)— —=2.
0 2

0
Kysytty kokonaistyo on edellisten pitkien aikana tehtyjen téiden summa eli



d) Taméa polku on annettu parametrimuodossa, jota on mahdollista hyodyntia
integroitaessa. Midritelmin mukaan v = 23 ja y = 2, joten dz = 6t dt
ja dy = 2tdt. Origossa t = 0 ja pisteessi (2,1) ¢t = 1. Seuraavaksi tehddin
sijoitukset integrandiin ja asetetaan alarajaksi arvo 0 ja yldrajaksi arvo 1. Néin
saamme integraaliksi

! ! 2 2 7
W4:/ (2t3-t2-6t2dt—t4-2tdt):/ (12t = 28%)dt = = — = = —.
0 0 8 6 6

Esimerkki 20. Mé&arita integraalin

/xdy—ydx
[: _—
x? + y?

arvo, kun alkupisteend on (—1,0) ja loppupisteend (1,0)
a) kulkien origokeskeisen puoliympyréin kaarta pitkin vastapdiviin,
b) kulkien ensin suoraan pisteeseen (0,1) ja sieltd suoraan loppupisteeseen.

Ratkaisu. Hahmotellaan polut koordinaatistoon (kuva 20).

Kuva 20:

a) On helpointa siirtyd napakoordinaatteihin, kun liitkutaan ympyrin kaarta pit-
kin; side » = 1 koko ympyran kaarella ja kulma 6 on ainoa muuttuja. Lahto-
pisteessda kulman arvo on 7 ja loppupisteessd 0. Muunnos karteesisesta koor-
dinaatistosta napakoordinaatteihin tapahtuu seuraavien yhtéiléiden mukaan:

x = cosf ja dr = —sinf db,
y =sin# ja dy = cosf db.
Lisaksi ympyrin yhtilon mukaan 22 + y? = 1, joten

rdy —ydr  cos®6df — sinf(—sin6)d

— =db.
x? + 12 1

Néin kysytyn integraalin arvo on

0
11:/ df = —m.
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b) Nyt integraali suoritetaan kahdessa palassa, jotka summataan lopuksi yhteen.
Alkupuoli kuljetaan pitkin suoraa y = x + 1. Télléin dxr = dy ja ingrointi
kyseisen polun osalta tapahtuu seuraavasti:

Cwdr— (z+1)de  [° —dz

/_1 22+ (z+1)2 _/_12x2+2:1:+1
B 0 —2dx
_/_1(2x—|—1)2+1

0
= / — arctan(2z + 1)

1

T T s
= —arctan 1 4 arctan(—1) = 7 + <_Z) =3

Loppupuoli matkasta kuljetaan pitkin suoraa y = 1 — z. Télloin dy = — dx ja
integraalin jalkipuoli lasketaan seuraavasti:

Ywdr+ (1 —x)dr b 2dx ! T
[ 2 ) arctan(2e —1) = — L.
/0 22+ (1— 1) /0(2x—1)2+1 [ arctan(2r — 1) = =3

Laskemalla yhteen polun alku- ja loppupuolen yli lasketut integraalit saadaan
kysytty integraalin arvo Io = —7.

Konservatiiviset kentat

Y14 kasitellyissd kahdessa esimerkissa huomasimme, ettd joskus integraali saa eri
arvoja eri integrointipolkuja pitkin, joskus taas saman arvon. Namé kaksi tilannetta
ovat keskenéddn oleellisesti erilaisia, jos tulkitsemme integraalin fysikaalisena tyoné,
jonka voima tekee siirtdessiddn kappaletta pitkin integrointipolkua. Kun kitkaa on
mukana, riippuu tehdyn tyon maara yleenséd polusta. Edelld olevista esimerkeista en-
simmaisessd integraalin suuruus riippui polusta. Voimakenttida, jolle W = f F -dr
riippuu padtepisteiden lisdksi polusta nédiden vililla, kutsutaan epdkonservatiivisek-
st. Fysikaalisessa mielessd tdmé tarkoittaa sité, ettd polun varrella energiaa kuluu
vaikkapa kitkavoimaa vastaan tyoskentelyyn. Jotkut kentdt taas ovat konservatiivi-
sta; niissé integraali [ F - r saa valitusta polusta riippumatta aina saman arvon,
kun kuljetaan tietystd aloituspisteestd tiettyyn loppupisteeseen. Gravitaatiokentta
on hyva esimerkki konservatiivisesta kentésti: kappaleen nostaminen suoraan halu-
tulle korkeudelle A vaatii tyomaardn W = mgh riippumatta reitin suoruudesta tai
pituudesta, kunhan reitit ovat kitkattomia.

Jos kenttd on konservatiivinen, voidaan integrointipolku valita mielen mukaan
mahdollisimman helposti, ja jo tdstd syystd on hyodyllistd tunnistaa, onko kentta
konservatiivinen. Eras helppo tapa tdméan méaarittdmiseksi on tutkia kyseisen vek-
torikentén roottoria. On todistettu, ettd rot F' = 0 on vilttdmaton ja riittdva ehto
kentdn konservatiivisuudelle. Jos siis kentén roottori saa nollasta poikkeavan arvon,
on kenttd epdkonservatiivinen ja péinvastoin. Niistd vektorikentistd puhutaan pyor-
teettomind kenttind. Kun pyorteeton vektorikenttd kuvaa jotakin voimaa, kutsutaan
kyseistd voimaa myos konservatiiviseksi. Kitkavoimat ja ilmanvastus ovat esimerk-
kejd ei-konservatiivisista voimista, ja niiden tehdessé tyoté ei systeemin mekaaninen
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energia sdily vaan kuluu. Konservatiivisia kenttid ovat esimerkiksi painovoimakentta,
sihkokentdt ja tietyt magneettiset kentéat.

Klassisessa mekaniikassa W symboloi tyota, jonka voimakenttd F' on tehnyt, jos
kenttd on konservatiivinen eli jos F' = VIV, Esimerkkiné toimii vaikkapa massa m,
joka voi pudota tai jota voidaan nostaa gravitaatiokentéssi etiisyyden z verran. Kun
kappale tippuu, tekee gravitaatiovoima tyon, jonka suuruus on mgh. Jos taas nos-
tamme kappaletta ylospédin, merkitddn gravitaatiovoiman tekeméksi tyoksi —mgh,
koska liike on ollut pidinvastaiseen suuntaan kuin kappaleen pudotessa. Noustuaan
korkeudelle z kappale on saanut potentiaalienergiaa méirin ® = +mgh. Toisin sa-
noen W = —® ja F = —V®. Funktiota & kutsutaan myos voiman F' skalaaripo-
tentiaaliksi. Potentiaalienergian nollataso voidaan kuitenkin valita mielivaltaisesti,
joten funktioon voi lisdté vakion ilman, ettd voimakenttd F muuttuu. Yleisell tasol-
la kaikilla vektorikentilli V' on skalaariponteiaali ®, jolle V. = —V®, jos rot V = 0.
Tama on skalaaripotentiaalin méaritelmé mekaniikassa ja sdhkdopissa.

Esimerkki 21. Osoita, ettd voima F = (2zy — 2%)i + 2% — (3z2% + 1)k on konser-
vatilvinen.

Ratkaisu. Lasketaan annetun voimavektorikentin roottori.

) 7 k
ot F=VxF=| & & 2
2oy — 23 12 3122 -1 (37)

joten voima F' on konservatiivinen.

5.2 Pintaintegraali eli vuointegraali

Sanalla pintaintegraali voidaan tarkoittaa kahta eri asiaa: kaksinkertaista integraalia
eli kaksoisintegraalia tai vuointegraalia eli vuopintaintegraalia. Kaksinkertainen in-
tegraali on jo lukiosta tutun yksinkertaisen integraalin laajennus, jossa integroidaan
yli jonkin xy-tason osan yli. Kaksinkertaista integraalia kiytetiin ennenkaikkea sen
tilavuuden méérittdmiseen, joka jaid pinnan f(x,y) ja xy-tasoon sijoittuvan pohjan
valiin. Kyseistd zy-tason aluetta, jonka yli funktio f(x,y) integroidaan merkitain
usein kirjaimella D tai R. Kaksinkertainen integraali merkitddn kahtena perdkkai-
send integraalimerkkind [[ ja kirjoitetaan yleisesti muodossa

[[ t@waa= [[ eizay (38)

missd funktio f on integroitava funktio ja dA on differentiaalisen pieni pinta-alayksikkd.
Kaytanndssa integrointi voidaan suorittaa integroimalla ensin toisen ja sitten toi-
sen muuttujan suhteen. Integraalien rajat madraytyvit integroitavan tasoalueen mu-
kaan. Kaksinkertainen integraali esiintyy muun muassa luvussa 6 esiteltavissia Gree-
nin teoreemassa.

Esimerkki 22. Laske tilavuus, joka jii pinnan z = 2%y? ja xy-tasossa sijaitsevan
suorakaiteen D (kuva 21) viliin. Suorakaiteen D rajaavat z- ja y-akselit sekd suorat
y=1jax =2 eli lyhyemmin D = [0,2] x [0, 1].
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D

! T

1 2
Kuva 21:

Ratkaisu. Kysytty tilavuus saadaan nyt integroimalla pinnan funktio yli tasoalueen

D:
12 1/ 2
V:/z(x,y)dA:/ / x2y2dxdy:/ (/ x2y2dx)dy
D 0o Jo 0o \Jo
1 2 1 24 1g
:/ (yQ/ xde)dy:/ yg/ —a3 dy:/ —y2dy
0 0 0 0 3 0 3
yLTE.
b 9 3

Huomaa, ettd kaksinkertainen integrointi suoritetaan aina sisemméstd muuttu-
jasta aloittaen, eiké asiaa tarvitse sulkeilla korostaa. Tdmén luvun esimerkeissa jér-
jestysta on paikoin korostettu sulkein, jotta vilivaiheet varmasti hahmottuvat luki-
jalle.

Esimerkki 23. Esittdkoon edellisen tehtiavin tasoalue D = [0, 2] x [0, 1] metallile-
vyé, jonka massatiheyttd (massa per pinta-ala) kuvaa funktio p = xy. Laske kyseisen
levyn massa.

Ratkaisu. Levyn massa m saadaan integroimalla tiheysfunktio yli tasoalueen D:

1 2 1/ 2
m = p(a:,y)dA:/ / :Bydxdy:/ (/ asydx)dy
D 0o Jo 0 \Jo
1 2 1 24 1
:/ (y/ xdx)dyZ/ y/ 5362 dy:/ 2y dy
0 0 0 0 0
1
:/y2:1.
0

Vuointegraali, lyhyemmin vuo, on vihintdan yhta térkea fysiikan sovellusten kan-
nalta kuin kaksinkertainen integraali. Vuointegraalissakin integroidaan yli pinnan,
mutta pinnan ei tarvitse olla taso, vaan se voi olla mikd tahansa kolmiulotteises-
sa avaruudessa oleva pinta, jolla ei siis ole paksuutta. Pintaintegraalissa lasketaan
vektorikentin kulkeutumista lapi kyseisen pinnan, ja sitd voidaankin pitdé viivainte-
graalin kaksiulotteisena laajennuksena. Pintaintegraaleilla on sovelluksia fysiikassa
ja varsinkin sdhkomagnetismiopissa, jonka lakeja tarkastellaan luvussa 6. Vektori-
kentdn vuota pinnan ldpi voidaan hahmotella pinnan ldpaisevien kenttaviivojen lu-
kuméairana. Vuo riippuu paitsi vektorikentdn voimakkuudesta my6s pinnan koosta,
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muodosta ja suunnasta. Yleensd vektorikentan vuo merkitddn symbolilla ®. Vuon
yvksikko riippuu tarkasteltavan vektorikentin yksikosta.

Yleinen ajatusharjoitus vuon hahmottamiseksi on mielikuva tuulettimen puhal-
tamasta ilmasta ja suorakulmion mallisesta silmukasta, joka asetetaan tuulettimen
eteen. Silmukkaa pienentdmallé tai ilmavirtaa heikentdmalld pienenee myos ilmavir-
ran vuo silmukan 1dpi. Jos silmukka asetetaan ilmavirran suuntaisesti, ei sen lapi
virtaa lainkaan ilmaa, ja jos se taas on kohtisuorassa ilmavirtaa vastaan, saa vuo
eli virtaama suurimman mahdollisen arvonsa. Silmukan lidpi kulkevan ilmavirran
suuruus saadaankin silmukkaa vastaan kohtisuoran nopeuskomponentin ja silmukan
alan tulo. Jos silmukka asetetaan niin, ettd ilmavirta kulkee sen lapi kulmassa 6, on
kyseinen nopeuskomponentti suuruudeltaan v cos 8 ja silmukan l&pi sekunnissa vir-
taavan ilmaméadran tilavuus vA cos 6. Yleisesti vakiovektorikentdn F' vuo tason lapi
on

&p=FAcos=F - A, (39)

missd 6 on tason yksikkonormaalin eli tasosta ulospéin osoittavan yksikkovektorin
(n) ja F'n valinen kulma.
Muuttuvan vektorikentdn vuo minkd tahansa muotoisen pinnan ldpi saadaan

integroimalla:
@F://F-dA. (40)
S

Kaksinkertaisella integraalilla korostetaan sité, ettd integrointi tapahtuu yli kak-
siulotteisen pinnan. Joissakin lahteissa kiaytetdan tdssakin tilanteessa yksinkertaista
integraalimerkkia. Yleisen pinnan symbolina kiytetddn usein kirjainta S. Jos pinta
on suljettu, kuten esimerkiksi pallo tai laatikko, saatetaan kaksinkertaisen integraa-
limerkin péille lisdtd pieni ovaali vastaavaan tapaan kuin suljetun polkuintegraalin
merkintdin lisdtddn pieni ympyré. Suljetun pinnan tapauksessa on kiinnitettéiva eri-
tyistd huomiota yksikkonormaalin n suuntaan, silla suljetulle pinnalle voidaan mé&a-
rittad sisa- ja ulkopuoli. Tapana on kdyttda pinnalta ulospédin osoittavaa yksikkoénor-
maalia eli ns. ulkoyksikkénormaalia, silld sen avulla voidaan saada tietoa suljetun
pinnan sisélld olevasta vektorikentéstd ulkoakésin. Vaihtamalla ulkoyksikkénormaa-
li sisdiyksikkonormaaliksi tai avoimen pinnan tapauksessa vaihtamalla pinnan toisen
puolen yksikkénormaaliin muuttuu vuo vastaluvukseen:

F.(—n)dA = —(F -ndA). (41)
Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkid vuointegraalin laskemisesta. Esimerkkeja
on runsaasti lisdé luvussa 6, silld vuointegraali esiintyy Gaussin ja Stokesin lauseissa.

Esimerkki 24. Laske vektorikentéin F(z,y,2) = (v +y)i+ (y +2)7 + (z + 2)k vuo
lipi kiekonmallisen pinnan S = {(z,y,2)[0 < 2? + 4> <9,z =5}.

Ratkaisu. Pinta S on xy-tason suuntainen, joten sen yksikkonormaalina toimii vek-
tori k. Pinta-alayksikkoné kiekossa on dA = dx dy. Vektorikentén vuo pinnan lapi

//F-de://(w+z)dxdy://(x+5)dxdy.

S
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Symmentrian nojalla [[ @ dz dy = 0, joten
s

//F-de://5d:vdy:57r-32:457r.

S S

5.3 Tilavuusintegraali

Tilavuusintegraali tai avaruusintegraali médritelladn kolmessa ulottuvuudessa hy-
vin vastaavasti kuin kaksinkertainen integraali tasossa. Kolminkertaista integraalia
voidaan kiyttdd, kun selvitetdin jonkin asian kertymé jonkin avaruuden alueen si-
sélld. se esiintyy myos luvussa 6 kasiteltavissd Gaussin lauseessa, jolla voidaan ku-
vata pinnan sisdansa sulkeman varauksen méarai. Késitelladn tastikin aiheesta yksi
esimerkki, silld niitd on lisda seuraavassa luvussa.

Esimerkki 25. Mikd on yksikkokuution massa, kun sen yksi kérki on origossa,
vastakkainen pisteessd (1,1, 1) ja sen tiheyden méérittaa funktio p(x,y, z) = x+y+
2?7

Ratkaisu. Kuution massa saadaan integroimalla tiheysfunktio yli koko kuution tila-
vuuden seuraavasti:

1 1 gl 1ol 1 3
V:/ / /(x—l—y—l—z)dxdydz:/ / sty+z dydz:/ (1+2)dz = .
o Jo Jo 0 Jo \2 0 2

5.4 Tehtavia: Integraalit
1. Laske viivaintegraalin [(2?—2) dz —2zy dy arvo, kun siirrytidn pisteesté (0, 0)
pisteeseen (1,2) seuraavaa polkua pitkin:
a) y = 21°,
b) = =1%y =2t
¢) suorimpia reittejd pisteen (2,0) kautta.

2. Integroi [(x + 2y)dx — 2z dy yli seuraavan suljetun polun:

a) origokeskeinen yksikkGympyré,
b) nelio, jonka kiirjet ovat pisteissa (1,1), (—1,1), (—=1,—1) ja (1,—1).

3. Madritd integraalin [, y*dz+2z dy+dz arvo, kun C on polku pisteesté (0, 0,0)
pisteeseen (1,1, 1), siten, etté

a) se kulkee suoraan pisteesti (0,0, 0) pisteeseen (1,0,0), sieltd suoraan pis-
teeseen (1,0, 1), josta mennddn suoraan padtepisteeseen (1,1,1),

b) lihtopisteesti edetidin ympyrin z%+1y?—2y = 0 kaarta pisteeseen (1, 1,0),
josta siirrytan suorinta tieta pisteeseen.
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4. Laske kuinka suuren tyén kenttd F' = (y + 2)i — (z + 2)J + (x + y)k tekee
siirtaessddn kappaletta yhden kierroksen pitkin seuraavia suljettuja polkuja:
a) vastapiividn (r,z)-tason origokeskeistd yksikkoympyrid o2 + 2% = 1,
b) origosta pisteeseen (0,0, 27) kiyrdd x = 1 —cost, y = sint pitkin ja tdméan

jalkeen takaisin origoon z-akselia pitkin.

5. Todista, ettd seuraavat voimakentdt ovat konservatiivisia. Maérita sitten jo-
kaiselle kentélle skalaaripotentiaali @ siten, ettd F' = —V .

a) F=14—zj— yk,
b) F = (32%yz — 3y)i + (232 — 32)j + (23y + 22))k,
¢) F = y(sin2x)i + (sin®2)3,
— Y ) x y
d) F = \/1_m2y27, + \/1—;1;2;,2‘7'
6. Kuinka suuren tyon voima F' = —yt + x7 + zk tekee, kun se siirtda kappaleen

pisteesta (1,0, 0) pisteeseen (—1,0, )

a) pitkin parametrisoitua kiyrad x = cost,y = sint, z = ¢ (spiraali, helix),
b) pitkin pisteitd yhdistavii janaa?

¢) Onko syyté olettaa tyon olevan yhtd suuri kumpaakin reittid pitkin? Pe-
rustele arvauksesi.

6 Keskeisia teoreemoja

Téassé luvussa esitellddn kolme vektorianalyysin keskeistid teoreemaa. Ne ovat kaksi-
ja kolmiulotteisia yleistyksid analyysin peruslauseesta, jonka mukaan derivaatta G'(t)
integroituna vélin [a, b] yli on yhtd suuri kuin funktion G arvojen erotus vilin pai-
tepisteissa:

/ Gyt = G(b) — Cla). (42)

Seuraavissa alaluvuissa esiintyy vektorikenttid, seké tason ettd avaruuden aluei-
ta, joissa kenttié tarkastellaan. Vektorikenttid kuvaavilta funktioilta oletetaan, etta
ne ovat jatkuvasti derivoituvia, eli ettd funktion komponenttien osittaisderivaatat
ovat jatkuvia, avoimessa yhdesti yhtenaisid alueessa. Geometrisessa mielessé yhdesti
yvhtenaiiselld alueella tarkoitetaan tason tai avaruuden aluetta, jossa ei ole "reikia".
Tarkemmin mééariteltynd minka tahansa alueeseen sisaltyvan suljetun polun on ol-
tava kutistettavissa pistemaiseksi pysyen alueen sisélld eli ilman, ettd polku tormaa
alueeseen kuulumattomiin pisteisiin.

Kayriltd puolestaan oletetaan, ettd ne ovat yksinkertaisia ja suljettuja. Yksin-
kertaisella suljetulla kayrélla ei ole tiettyd alku- tai loppupistettd eikd se leikkaa
itseddin. Téllaisia kiyrid kutsutaan myos Jordanin kdyriksi. Geometrisessia mielessé
yksinkertainen suljettu kidyrd reunustaa yhtendistd tasoaluetta tai yhtendista ava-
ruuden pintaa. Esityksen selkeyttdmiseksi ei nditd edellytyksid erikseen mainita pu-
huttaessa vektorikentistd tai kiyrista.
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6.1 Greenin teoreema tasossa

Olkoot nyt P(z,y) ja Q(z,y) funktiota, joiden ensimmaéisen kertaluvun osittaisde-
rivaatat ovat jatkuvia. Johdetaan seuraavaksi tulos, jonka mukaan kaksinkertainen
integraali funktiosta -2 Q(z, y) yli suorakaiteen muotoisen tasoalueen A (kuva 22) on
yhtasuuri kuin polkuintegraali yli tasoalueen A reunojen. Merkitdan reunaa yleiseen
tapaan kirjaimella C. Integroidaan ensin muuttujan = suhteen, jolloin

//dedyz/j/;%dwdy:/j[@(@y)—Q(aay)]dy' (43)
A

Yy
C
d—-------- ¢
g A A
Cfmmmmoe- >
i —
a b
Kuva 22:

Tarkastellaan seuraavaksi integraalia § Q(z,y) dy, integrointipolkuna tasoalueen
reuna C' vastapiivadn kuljettuna, jolloin alue A jad koko ajan polun vasemmalle
puolelle. Symboli § korostaa sité, ettd integrointipolku on suljettu. Polun vaakasuo-
rilla osuuksilla y-koordinaatti on vakio, eli dy = 0 ja integraali saa niiltd osin arvon
nolla. Oikeanpuoleisella sivulla x = b ja y-koordinaatin arvot kasvavat arvosta c ar-
voon d. Vasemanpuoleisella sivulla z = a ja y-koordinaatin arvot laskevat arvosta d
arvoon c. Néin polkuintegraali saa muodon

74 Qle.y) dy = / Qb.y) dy + /d " Qlay)dy = / Q.y) — Qla ) dy.  (44)

Yhdistamalld yhtélot (43) ja (44) voidaan kirjoittaa

// dzdy = § Qi (45)

Vastaavasti voidaan johtaa tulos

// dxdy—jipdx. (46)
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Yhdistdmalld integraalit (45) ja (46) saadaan kaava

%Pdm+@dy //(@—Q—P) dax dy, (47)

Yhtalon (47) mukainen tulos pétee suorakaiteelle. Tarkastellaan seuraavaksi ylei-
sempdd tapausta, jossa kiyrd C sulkee sisddnsd minkéi tahansa mallisen yhtendisen
tasoalueen.

Kuva 23:

Jaetaan nyt tasoalue A erittdin pieniin nelidihin, joista jokaiselle pétee yht&lo (47).
On selvéd, ettd kaksinkertainen integraali yli koko tasoalueen A on yhtéd suuri kuin
summa kaksinkertaisista integraaleista jokaisen pienen nelion osalta. Polkuintegraa-
lien osalta tilannetta voidaan hahmotella kuvan 23 avulla. Kuva (23) esittda neljia
tasoalueen A siséltdmistd pienistd nelivistd. Kuvasta (23) ndhdaén, kuinka neli6i-
den yhteisten sivujen osalta integrointipolut kulkevat painvastaisiin suuntiin kumo-
ten viivaintegraalit téltd janalta. Vastaavasti kaikkien tasoalueen A sisilla olevien
pienten nelididen rajoilla viivaintegraalit kumoutuvat, ja kumoutumatta jadvat vain
viivaintegraalit koko tasoalueen A reunojen osalta. Niin ollen yhtilo (47) pétee myos
sellaisille tasoalueille, jotka eivit ole suorakaiteita. Tama tulos on Greenin teoreema

tasossa:
//(@_8_]3) dxdy:]{ Pdxr + Qdy.
dy A

Greenin teoreeman polkuintegraali lasketaan vastapdividn. Greenin teoreema yh-
distdd toisiinsa kaksinkertaisen integraalin yli tietyn tasoalueen ja polkuintegraalin
kyseisen tasoalueen reunan yli. Ndin ollen voidaan voidaan valita néistd integraaleis-
ta helpompi, laskea sen arvo, ja saada samalla selville toinenkin Greenin teoreemassa
esiintyvi integraali. Hyodynnetdin tatd mahdollisuutta seuraavassa esimerkissa.

Lause 1.

Esimerkki 26. Laske integraali fo y>dx + 3zy dy, kun C rajaa origokeskeisen yk-
sikkdympyran ylemmén puoliskon vastapiiviadn kulkien (kuva 24).

Ratkaisu. Vektorikentté kyseisessé integraalissa on nyt F'(z,y) = (y?, 3zy). Greenin
teoreeman avulla voimme nyt muuntaa kysytyn polkuintegraalin tavalliseksi kaksin-
kertaiseksi integraaliksi. Integrandin on nyt oltava

oF, 0F

—S - —— =3y — 2y =u.
ox dy 4 y=y
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Kuva 24:

Integrointi tapahtuu yli yksikk6ympyran ylemmaén puoliskon, eli kiyrdn C' rajaa-
man tasoalueen yli. Merkitidén tata tasoaluetta yleiseen tapaan kirjaimella D. Koska
kiiyrdn C suunta oli vastapiivain, tasoalue jaa sen vasemmalle puolelle. Jos kiyrian
suunta olisi ollut myotapaivaan, olisi lopputuloksesta pitdnyt lopuksi ottaa vastalu-
ku. Tasoalueen D maarittavat seuraavat epayhtalot:

—1<z<lja0<y<VI1-—a2

Greenin teoreeman mukaan nyt

9 oFy, O0F
ji(y dx + 3y dy) //(01’ 8y>dA
D
1 V12?2

://ydA:/ / ydy dx

s -1Jo

1 Vi—az? 1 2
:/ / 1y2 da::/ -z dx

-1 0 2 1 2

Huom: Alkuperiinen integraali voidaan laskea my0s perinteisesti polkuintegraalina,
mutta tdma olisi ollut tyolddmpéai kuin Greenin teoreeman hyddyntdminen.

Esimerkki 27 (Konservatiivinen voima). Edellisessd kappaleessa késiteltiin kon-
servatiivisia kenttié, joiden tekemé tyo on riippumaton valitusta polusta kahden pis-
teen vililld. Greenin teoreeman mukaan voiman tekemé tyo suljettua polkua pitkin
voidaan kirjoittaa seuraavaan muotoon:

) dx dy.

OF, OF
— b (Fode+F,dy) = [[(Zy -2
W= § (Pt Fydy //(8:1: .

Mikéli nyt 0F,/0x — 0F, /0y = 0 (eli roottorin rot F' z-komponentti = 0), on tehty
tyo mité tahansa suljettua polkua pitkin W = 0. Tama tarkoittaa sita, ettd kahden
pisteen valilla tehty tyo on riippumaton valitusta polusta.

Johdetaan seuraavaksi lyhyesti Greenin teoreemasta divergenssilause eli Gaus-
sin lause ja roottorilause eli Stokesin lause, joita kisitellddn tarkemmin seuraavissa

alaluvuissa. Merkitddn nyt vektoriarvoiselle funktiolle V' = 4V, + jV,, lyhyemmin
Q =V, ja P= -V, jolloin
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oQ opP o0V, JV, .
or 9y on + dy =divV. (48)

Téassd kaksiulotteisessa tilanteessa V, = 0, joten tasoaluetta A kiertdvin reunan
tangenttivektori on

dr =idx + j dy.

Normaalivektori, joka on kohtisuorassa tangenttivektoriin ndhden ja joka osoittaa
tasoalueesta A ulospéin on puolestaan

nds =tdy — 3 dx,
missd n on yksikkovektori ja ds = /dx? + dy?.

Edelld méaariteltyja komponentteja P ja () kiyttden voidaan kirjoittaa

Pdr—Qdy=—-V,de+ V,dy = (iV, +3jV,) - (idy —jdx) =V -nds.  (49)

Sijoittamalla yht&lot (48) ja (49) Lauseen 1 mukaiseen Greenin teoreeman yht&loon
saadaan tulos

Lause 2.
//dide:L‘dy— V -nds.
; 9A

Tama tulos tunnetaan divergenssilauseena tasossa. Se voidaan yleistdi kolmeen ulot-
tuvuuteen, jolloin se saa seuraavan muodon:

/T//dideT:ZT/VWLdT.

Tama on divergenssilause, joka tunnetaan myos Gaussin lauseena. Gaussin lauseessa
7 symboloi tilavuutta ja 07 suljettua pintaa, joka toimii kyseisen tilavuuden reunana.
Differentiaalisen pientéd tilavuusyksikk6d symboloi d7 ja vastaavasti hyvin pienté
pinnan palasta do. Normaalivektori n osoittaa kohtisuorasti ulospiin pinnasta.

Toinen sovellus Greenin teoreemasta saadaan, kun merkitdan jalleen vektoriar-
voiselle funktiolle V' = ¢V, + 3V, Iyhyesti Q =V, ja P =V,

Lause 3.

Koska nyt V, = 0 voidaan kirjoittaa
oQ oV, 9V, 9V,

— =(rotV - k). 50
Jdr Oy ox dy (ro ) (50)

Ottamalla mukaan tangenttivektori r» saadaan
Pdz + Qdy = (¢V, +3V,) - (dde + g dy) =V - dr. (51)

Sijoittamalla yhtdlot (50) ja (51) Lauseen 1 mukaiseen Greenin teoreeman yht&loon
saadaan tulos, joka tunnetaan Stokesin lauseena tasossa:
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Lause 4.
//(rotV)-k:dxdy: V - dr.
9A
A

Tamékin lause voidaan yleistda kolmeen ulottuvuuteen:

Lause 5.

//(rotV—nda): V - dr.
do

o

Tama tulos tunnetaan nimelld Stokesin lause. Stokesin lauseessa o on avoin pinta,
esimerkiksi puolet pallon pinnasta. Télldin do on kyseisen pinnan reuna ja m pinnan
normaalin suuntainen yksikkévektori.

6.2 Tehtavia: Greenin teoreema

1. Mé&aritd Greenin teoreemaa hyodyntéden integraalin

/2xdy—3ydm

arvo, kun integroimispolku on neli, jonka kirjet sijaitsevat pisteissi (0, 2),
(2,0), (=2,0) ja (0, —2).

2. Greenin teoreemaa hyodyntden on mahdollista todistaa, ettd yksinkertaisen
kiyrdn C rajaaman tasoalueen pinta-ala A on

1
A:—/(:de—yd:v).
2 Jc

Laske tdméan perusteella, kuinka suuren pinta-alan kayri

wlo
wN

r3 +ys =4

rajaa sisélleen.

3. Laske polkuintegraali [(2ydx — 3z dy) pitkin sellaisen nelién reunoja, jonka
suorat x = 3, x = 5, y = 1 ja y = 3 rajaavat. Hyodynna tarvittaessa Greenin
teoreemaa.

4. Laske polkuintegraali [,,((xsinx —y) dz 4 (z —y*)) dy, kun C on (z, y)-tason
kolmio, jonka kérjet sijaitsevat pisteissé (0,0), (1,1) ja (2,0).

6.3 Divergenssilause ja divergenssi

Tamén luvun alussa tarkastellaan divergenssin merkitysté ja sen fysikaalisia sovel-
luksia. Luvun loppupuolella kiydadn yksityiskohtaisemmin lépi jo Greenin teoree-
man yhteydessd mainittua divergenssilausetta sekd sen sovelluksia fysiikan alalla.
Lopussa on tehtédvid divergenssiin ja divergenssilauseeseen liittyen.
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6.3.1 Divergenssisti

Differentiaalioperaattoreita kisittelevista luvusta 4 tuttu divergenssin méairitelmé
on:
ov, 9V, n oV,

dlvV:V-V:ax—i—ay 5

Luvussa 4 kuvailtiin divergenssin ilmentévin vektorikentidn lahteisyytta. Siirry-
tdan nyt tarkastelemaan divergenssid fysikaalisesta ndkokulmasta. Ajatellaan seu-
raavaksi virtaavaa nestettd. Jos jokaiseen nesteen pisteeseen piiretdan vektori v, jo-
ka kuvastaa nesteen virtauksen nopeutta eli suuntaa ja vauhtia kyseisessé pisteessi,
syntyy vektorikenttd. Kéayrid, jotka ovat vektoreiden v suuntaisia, kutsutaan wvir-
tausvitvoiksi. Vastaava mallinnus voidaan tehdd mille tahansa virtaavalle elementil-
le, kuten kaasulle, sihkovirralle, hiukkasille tai lammdélle. Divergenssi tulee nyt ku-
vaamaan mairid, jonka verran virtaavaa ainetta virtaa ulos tai sisdan tutkittavasta
tilavuudesta. Télldinen ulos- tai sisddnpéin virtaaminen voi johtua muun muassa ti-
heyden muutoksesta, esimerkiksi kun, asunnosta virtaa ilmaa lammityksen ansiosta
harventunutta ja laajentunutta ilmaa. Virtaus voi myos johtua siitd, ettd tila si-
saltaa ldhteen, kuten radioaktiivisen sédteilyn ldhteen, tai nielun. Divergenssi liittyy
konkreettisen materiaalin virtauksen lisdksi esimerkiksi sahko- ja magneettikenttiin;
voimme korvata nopeuden v sdhkokentilla E tai magneettikentélld B, jolloin puhu-
taan virtauksen sijaan vuosta.

(52)

)

Kuva 25:

Tutkitaan seuraavaksi tarkemmin virtaavaa vettd. Merkitddn V' = vp, missi p on
virtaavan veden tiheys. Ajassa ¢ pinnan A’ (kohtisuorassa virtausnopeuteen nihden )
lapi virtaavan veden tilavuus on vt - A’ - p. Sama maara vetta virtaa myos kulmaan
0 kallistetun pinnan A lapi (kuva 25). Trigonometrian mukaan A’ = A cos 6, joten

vtA'p = vtpAcosé. (53)

Jos veden virtausnopeus v muodostaa kulman 6 jonkin pinnan yksikkénormaalin n
kanssa, niin ajan yksikossd pinta-alkion ldpi virtaa vesimaéra

vpcos =Vecos =V -n. (54)

Tarkastellaan seuraavaksi virtauksen alueella sijaitsevaa tilavuusalkiota dx dy dz.
Tilavuusalkiolla on kuusi sivua, ja jokaisen lapi virtaa vetta joko sisddn tilavuusalkio-
ta tai ulos siitd. Lasketaan nyt kokonaisvirtaus summana kaikkien sivujen suhteen.
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Fmmmmmm- -y
0 dz
dy
X
Kuva 26:

Kuvassa (26) zz-tasossa sijaitsevan sivun lapi vetta virtaa nopeudella V' - j pinta-
alkiota kohden. Toisin sanoen koko kyseisen sivun dx dz lapi virtaa vettd tahtiin
(V- j)dxzdz. Toisaalta V' - j =V, joten tdmé virtaama voidaan kirjoittaa muotoon
V, dx dz. Vastakkaisen, eli kuvassa (26) oikean puoleisen, seindmén lipi taas virtaa
ulos vastaavasti V,, dz dz, silla erotuksella, ettd nyt V,:114 saattaa olla eri arvo - si-
jainti ei enéé ole sama. Eroa néilld kahdella nopeudella on 9V, jota voidaan approk-
simoida suureella dV},. Kun z ja z ovat vakioita, voidaan tdmé kirjoittaa muodoon
dv, = (0V,)/(0y) dy. Kokonaisvirtaama ulospiin néiden kahden xz-tason suuntais-
ten pinnan ldpi saadaan oikeanpuolimmaisen seindmén ulosvirtauksen ja vasemman
puolen sisdinvirtauksen erotuksena eli

, aV,
vasen oikea
[V {vaser) — Vi {oikeal] g = (a—;dy) dx dz.

Vastaavasti kokonaisulosvirtaus pohjan ja kannen lipi on (0V,)/(0z)dxdydz ja
kahden muun sivutahkon lipi (0V;)/(0z) dx dy dz. Kokonaisulosvirtaus sirmiosté
dxdydz on edelldlaskettujen summa:

(avx ov, ov.
+ 2+

dedydz =divVdrdydz =V -Vdrdydz.
ox Jy 0z

Jos kokonaisulosvirtaus jaetaan apuna kidytetyn sdrmion tilavuudella dx dydz,
saadaan tulokseksi veden hévikki tilavuusalkiota kohden. Tama juuri on divergens-
sin fysikaalinen merkitys: ulosvirtaaman nettoméira tilavuusalkiota kohden kussa-
kin pisteessd. Talla tarkoitetaan esimerkiksi hiukkasten, kaasujen tai nesteiden ulos-
virtausta. Sahko- ja magneettikenttien tapauksessa puhutaan vuosta. Tami muis-
tuttaa jossain médrin tiheyttd - tiheys mééritellidn kussakin pisteessd massaksi
tilavuusyksikkoa kohden, ja se saattaa saada eri arvoja eri pisteissi. Vastaavasti di-
vergenssikdan ei yleensé ole vakio koko kentédssd, vaan sen arvo vaihtelee pisteesta
toiseen.
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Merkitddn seuraavaksi divergenssiin liittyviad suureita:

VU = muodostuvan nesteen nettoméara aikayksikossa tilavuusalkiota kohden,

p = nesteen tiheys eli massa tilavuusalkiota kohden ja

0

a—f = tilavuusalkion massan muutos ajan suhteen.
Muuttujaa ¥ kutsutaan ldhteisyydeksi. Suorakaiteen drdydz massan muutos saa-
daan vahentdmalld muodostuvan nesteen mairisti ulos virtaavan nesteen méara,

toisin sanoen

% =Vdrdydz —V -Vdrdydz,
josta saadaan
dp
V=v-—
V.-V T

Jos U = 0, eli lahteitd/nieluja ei ole, saa edellinen yht&lo muodon, joka tunnetaan
jatkuvuusyhtdlond:

Lause 6. V-V—F%:O.
Jos tiheys on muuttumaton eli

@:O, niin V-V = U,

ot
Fysiikassa téisti seuraa virtausmekaniikassa tunnettu tulos, jonka mukaan putkessa
virtaavan vakiotiheyksisen nesteen nopeus on kidantden verrannollinen putken pak-
suuteen kullakin ajanhetkelld. Magneettikentdn divergenssi taas on aina nolla, silla
yksittdisid magneettisia napoja ei ole olemassa.

Tehd&dén seuraavaksi varsinaista divergenssilausetta varten tarvittavia paatelmia.
Aiemmin johdimme tuloksen, jonka mukaan tasoaluuen A lapi virtaa aikayksikossé
nestemadrd AV - m, kun n on tason A (yksikkd)normaalivektori ja V' = vp, kun
v on nesteen nopeus ja p nesteen tiheys. Kuvitellaan nyt mitd tahansa suljettua
pintaa, ja merkitdin sen pinta-alkiota symbolilla do. Riippuen pinnan muodosta
tdma voidaan kirjoittaa tarvittaessa auki eri tavoin: tason tapauksessa do = dx dy ja
pallopinnalle piitee do = (r?sin ) df d®. Merkitiin jilleen tuttuun tapaan pinnasta
ulospéain kohtisuoraan ulospéin osoittavaa yksikkévektoria kirjaimella n. Huomaa,
ettd normaalivektorin suunta muuttuu riippuen pinnan pisteen sijainnista. Néiden
merkintéjen avulla pinta-alkion lépi ulos virtaavan nesteen méara voidan kirjoittaa
muotoon dr = V' -n ja integroimalla néita koko suljetun pinnan yli saadaan kokonais-
ulosvirtaukseksi pinnan sulkeman avaruuden alueen sisalta

/ V - ndo. (55)

Toisaalta aiemmin paédttelimme, ettéd tilavuusalkiosta dr = dx dy dz virtaa ulos
nestemadrda V-V dr. Tamén avulla voidaan maéritelld divergenssi toisella tapaa tun-
netun mééritelmén (33) lisiksi. Tilavuusalkiosta ulos virtaava nestemééri voidaan
kirjoittaa kahdella tavalla, joten
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V-Vdr = // V - ndo. (56)

dr:n pinta

Kun tdmé yhtilo jaetaan puolittain tilavuusalkiolla ja annetaan sen ldhestyé nollaa,
saadaan divergenssille maaritelméksi:

dr—0 dT
dr:m pinta

V-V:limi / V - ndo. (57)

6.3.2 Divergenssilause

Kuvitellaan seuraavaksi, etti suuri yhtenfinen avaruuden R? alue 7 jaetaan tila-
vuusalkioiksi, d7;. Jokaisesta tilavuusalkiosta ulospédin suuntautuvan nettovirtauk-
sen maarda on V - V dr; ja ndiden summa koko tarkasteltavan avaruuden alueen yli
on

Y V-Vdn (58)

Osoitetaan seuraavaksi, ettd ylldoleva on yhtd kuin koko alueesta 7 ulospiin
suuntautuvan nettovirtauksen méaira. Tarkastellaan nyt kahden vierekkiisen tila-
vuuselementin vilistd virtausta (kuva 27). Palasta 1 palaan 2 suuntautuva ulosvir-
taus on palan 2 kannalta sisddnvirtausta eli negatiivista ulosvirtausta. Néin ollen
palojen 1 ja 2 vilisen yhteisen seindmén osalta ulosvirtausten summa on nolla. Niin
summalausekkeen (58) arvo on yhté suuri kuin koko alueesta ulospéin suuntautuva
virtaus. Kun pienten tilavuuselementtien koon annetaan ldhestyd nollaa, ldhestyy
kyseinen summa kolminkertaista integraalia yli koko alueen, eli

[[[vva o

1—12

Kuva 27:

Nyt olemme saaneet kaksi eri lauseketta, (55) ja (59), tilavuudesta ulospéin suun-
tautuvan virtauksen maaralle. Merkitsemalld ndmé& yhta suureksi saamme tuloksen,
jota kutsutaan divergenssilauseeksi:

// V-Vdrzé/v-nda. (60)

Divergenssilauseen avulla on siis mahdollista muuntaa tilavuusintegraali integraa-
liksi yli suljetun pinnan, ja pdinvastoin.

Integraalimerkinndisti
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Niita kolmin- ja kaksinkertaisia integraaleja merkitddn usein kolmen ja kahden inte-
graalimerkin sijaan yksinkertaisemmin yhdelld integraalimerkilld, esimerkiksi: f dr.
Samaa tarkoittavat [[[dr ja [[[ dxdydz. On siis huolellisesti tarkasteltava, min-
ki muuttujan tai muuttujien suhteen integrointi tapahtuu ja minkéilaisen tason tai
avaruuden alueen yli. Mikéli halutaan korostaa, ettd pinta-alaintegraali lasketaan
yli suljetun pinnan tai viivaintegraali yli suljetun polun yli, korvataan tavallinen
integraalimerkki | symbolilla ¢. Pinta-integraalia yli suljetun pinnan voidaan vas-
taavasti merkitd [[dr tai ¢ dr. Myds integrandi V' - ndr esiintyy usein hieman
toisin kirjoitettuna. Normaalin suuntainen yksikkovektori n ja skalaari d7 yhdiste-
tdan usein vektoriksi 7, joka tarkoittaa m:n suuntaista vektoria, jonka suuruus on
dr. My0s tulos V' - ndr voidaan kirjoittaa muotoon V - dr.

Esimerkki 28. Lasketaan sama integraali kahdella eri tavalla, ensin divergenssi-
lausetta (60) hyodyntéden ja sitten perinteiseen tyyliin. Olkoon vektorikenttda V' =
ix + jy + kz. Lasketaan integraali § V' - ndo yli kuvan 28 suljetun sylinteripinnan.
Sylinteri on suora, sen pohjan ja kannen sidde a, korkeus h, pohja on xy-tasossa ja
pohjan keskipiste (0,0,0) (kuva 28).

Kuva 28:

Divergenssilauseen (60) mukaan kyseinen integraali on yhté suuri kuin tilavuusin-
tegraali [ V-Vdr yli sylinterin pinnan rajaaman kolmiulotteisen alueen. T#ssé esi-
merkissa kiytetddn lyhyesti yksinkertaista integraalimerkkié, silld on selvid, milloin
kyse on tilavuusintegraalista ja milloin pintaintegraalista. Divergenssin méaritelmén
(33) mukaan on

or Oy 0z
V-V—a—x—f—a—y—f—&—a

Téaten yhtélon (60) nojalla on voimassa

y{ V -ndo = / V-VdT:/3dT:3/dT:3VSyL:37m2h. (61)

syl. pinta syl. tilavuus

Integraalin § V - ndo laskeminen suoraan, divergenssilausetta hyodyntamatta,
hieman haastavampaa. Laskemalla se seuraavaksi voidaan todeta divergenssilauseen
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paikkansapitavyys taméan esimerkin yksittdistapauksessa. Ensimmaéiseksi on selvi-
tettdvd, mikd on pinnan normaalivekori n kullakin pinnalla. Sylinterin yldpinnalla
eli kannella n = k, joten sen osalta

V- n=V.-k=z=h.

Tastd seuraa, etti

% V-ndazh/dazh-Akansi:h-ﬂa2:7Ta2h. (62)
yldpinta
Sylinterin alapinnalla eli pohjalla n = —k, joten sen osalta

V.n=V .k=—-2=0.

Téastd seuraa, etta

]{ V -ndo =0. (63)

alapinta

Sylinterin kaarevalla vaipalla vektori ¢z + jy on aina kohtisuorassa pintaan nih-
den. Tama vektori pitdd jakaa pituudellaan, jotta saadaan selville pinnan yksik-
konormaalivektorin n lauseke. Sylinterin vaippa voidaan ajatella eri korkeuksilla
sijaitseviksi ympyroiksi, joiden yhtdld on 22 + y? = a?, joten

w+Jy  ir+ gy

Vaipan osalta on siis

2, .2 2
V- n= Tty _ L a
a a
Tastd seuraa, etté
j{ V -ndo = a/da = a - Awippa = @ - 2mah = 2ma’h. (64)

vaippa

Yhdistamalld integraalit (62), (63) ja (64) yli sylinteripinnan eri osien saadaan
integraaliksi

j{ V - ndo = 1ma’h + 0+ 2ra*h = 37a’h. (65)
syl. pinta

Huomion arvioista on, ettd yhtélot (61) ja (65) tuottavat saman arvon kysytylle
pintaintegraalille.
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6.3.3 Gaussin laki fysiikassa

Téasséd luvussa on kisitelty divergenssilausetta, jonka mukaan vektorikentén vuo 14-
pi suljetun pinnan on yhtd suuri kuin vektorikentdan divergenssi eli lahteisyys pin-
nan sisadnsd sulkeman avaruuden alueen yli. Divergenssilausetta kutsutaan joskus
myos Gaussin divergenssilauseeksi tai lyhyemmin Gaussin lauseeksi. Silld on paljon
sovellluksia fysiikassa. Keskeisin ndistd on Gaussin laki sdhkokentille, lyhyemmin
Gaussin laki, jonka mukaan sdhkokentdn vuo lapi suljetun pinnan on saman suu-
ruinen kuin kyseisen pinnan sisddnsd sulkema varaus. Tama laki on yksi neljasta
Maxwellin yhtélostd, jotka kuvaavat sihkémagneettisten kenttien vuorovaikutuksia
ja Kkdyttaytymistd. Muut kolme Maxwellin yhtdlod ovat Faradayn laki, Ampéren
laki ja Gaussin laki magneettikentille. Téssé alaluvussa tarkastellaan Gaussin la-
kia sdhkokentille ja magneettikentille. Ampéren lakiin palataan viimeisessi luvussa
roottorilauseen sovellusten yhteydessa. Gaussin laki siéhkokentille voidaan kirjoittaa
integraalimuotoon

_ a9
c1>_7£E 1=, (66)

missa

® = suljetun pinnan A lipi virtaava sdhkovuo,

j[ = pintaintegraali pinnan A yli,
A

N
E = sihkokentan voimakkuus, yksikkéné rol tai —,
m

dA = pinta-alkio, suuntana normaali pinnasta ulospéin ja

Q4 = pinnan A sisdinsa sulkema kokonaisvaraus.

Pinta-alkiosta kiytetddn usein myos symbolia do. Pieni rengas integraalimerkin kes-
kikohdassa korostaa sité, ettd kyseessd on vektorin vuo umpinaisen pinnan ldpi. Sih-
kévuon tiheyden D ja sidhkokentidn voimakkuuden E vililla on yhteys D = ¢ E| mis-
sé € on viliaineen permittiivisyys, ja tdmén johdosta tdmén luvun kaavoista on usein
tarjolla kaksi vaihtoehtoista muotoa. Témén luvun esimerkeissa kiytetadn viliaineen
permittiivisyyden arvona tyhjion permittiivisyytti eo ~ 8,85 - 10712C?/Nm?.

Mikali yksittdisten varausten sijaan pinta sulkee sisdfinsi varausjakauman, jonka
tiheysfunktio on p(z,y, z), saadaan kokonaisvaraus tilavuusintegraalina integroimal-
la tiheysfunktio yli avaruuden alueen, jonka pinta sulkee sisdénsa. Télloin Gaussin
laki voidaan kirjoittaa muotoon

%EdA:ﬂyﬁ@@m:/ﬁwz (67)
A J €0 v €0

missa
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/ = tilavuusitegraali pinnan A sisddnsd sulkeman alueen yli ja
1%

dV = tilavuusalkio, josta usein kdytetddn my0s symbolia dr.

Divergenssilauseen mukaan polkuintegraali § . E-dA voidaan kirjoittaa muotoon

V- EadV. (68)
/

Yhdistamaélla yhtdlot (67) ja (68) voidaankin merkité yhtédsuuruus

/V-Edvz/ﬁdv. (69)
1% v €o

Koska yht&lo (70) pétee kaikille avaruuden alueille V', on oltava

v-E=L. (70)
€0
Tama yhtédlo on differentiaalimuoto Gaussin lauseesta sihkokentille, ja juuri tés-
s muodossa se yleensé ilmaistaan Maxwellin lakeja listattaessa. Se voidaan myos
kirjoittaa muodossa

V-D =np. (71)

Gaussin lain ja Coulombin lain vilinen yhteys

Gaussin laki sihkokentille on yhteydessd Coulombin lakiin. Naytetdan nyt, mi-
ten Gaussin laista voidaan johtaa Coulombin laki. Todistus toiseen suuntaan on
jatetty harjoitustehtéviiksi. Coulombin lain mukaan varatun hiukkasen (varaus ¢)
toiseen hiukkaseen (varaus ¢o) kohdistama séhkostaattinen voima on verrannolli-
nen kummankin hiukkasen varaukseen ja kidintien verrannollinen hiukkasten vélisen
etdisyyden nelioon. Sahkévuon méadritelméan mukaan pisteméinen varaus aiheuttaa
r-sdteisen pallopinnan yli séhkévuon

® = 47r?|D).

Oletetaan nyt, ettd hiukkanen sijaitsee pallon keskipisteessd, jolloin symmetrian no-
jalla voidaan olettaa sihkovuon tiheys D, yksikkoénd C'/m?, yhté suureksi pallopin-
nan jokaisessa pisteessid. Sahkdvuon oletetaan symmetrian perusteella my06s osoit-
tavan ulospédin pinnasta pinnan normaalivektorin suuntaisesti kussakin pinnan pis-
teessd. Toisaalta Gaussin lain (66) mukaan sdhkévuo @ pinnan ldpi on yhtdsuuri
kuin pinnan sisdansi sulkema varaus, eli tissa tapauksessa ® = q;. Koska D = ¢g
synnyttdd varaus q; sihkoékentidn

q1

E=—"r
dmegr?

(72)
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missd r on varauksesta ¢; tarkastelupisteen suuntaan osoittava yksikkovektori. Sih-
kékenttd E kohdistaa varaukseen ¢, voiman F' = ¢oFE. Niin ollen on varausten ¢,
ja qo toisiinsa kohdistama voima

_ 1 Cthr
dreg 12

(73)

Yhtialo (73) tunnetaan Coulombin lakina. Toisin kuin Gaussin laki sdhkokentille, on
Coulombin laki voimassa vain staattisille varausjakaumille.

Gaussin laki magneettikentille

Toistaiseksi téssd alaluvussa on kisitelty Gaussin lakia sdhkokentille. Gaussin
laki magneettikentille on magneettinen analogia Gaussin laille sihkokentille, ja mo-
lemmat kuuluvat Maxwellin yhtdloihin. Luodaan nyt lyhyt katsaus Gaussin lakiin
magneettikentille, jonka mukaan magneettivuo suljetun pinnan S lipi saadaan laske-
malla pinnan sisddnsé sulkemien magneettisten napojen voimakkuuksien p; summa:

74 B.dA = Sp, (74)
S

misséd B on magnettivuon tiheys, yksikkona 7' (Tesla). Yksittdisid magneettisia mo-
nopoleja ei ole havaittu luonnossa, joten magneettisten napojen voimakkuudet ku-
moavat pareittain toisensa. Divergenssilauseen avulla voidaan niin ollen Gaussin
laki magneettikentille kirjoittaa integraalimuotoon

// V-BdV =0, (75)

missd V' on pinnan S sisddnsd sulkema avaruuden alue. Koska yhtilo (75) pétee
kaikille suljetuille pinnoille, voidaan Gaussin laki magneettikentille kirjoittaa diffe-
rentiaalimuodossa

V.-B=0. (76)

Magneettikentan divergenssi on nolla, joten on magneettikenttd ldhteeton. Tama on
seuraus yksittdisten magneettisten monopolien 16ytamisen vaikeudesta. Magneetti-
set kenttédviivat muodostavatkin aina suljettuja silmukoita.

Esimerkki 29. Laatikon sisilld (ei valttdmattd keskelld) on varaus ¢ = 3,0uC.
Kuinka suuri on varauksen aiheuttaman sidhkdkentén vuo yli laatikon pinnan? Onko
Gaussin lain avulla mahdollista selvittdd sihkokentdn suuruus laatikon pinnoilla?

Ratkaisu. Gaussin lain (66) mukaan saadaan sihkokentén vuo pinnan liapi jakamalla
pinnan sisdinsa sulkema varaus tyhjion permittiivisyydella:

3.10-%C Nm?
o,= 2L ~ 339 gb

— ~ 02
g 885-10-12.C,

Gaussin lakia voidaan soveltaa sdhkOkentédn selvittdmiseen vain erittdin symmet-
risissd, tapauksissa. Téssa esimerkissid ei varauksen etdisyys pinnalle ole vakio tai
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tiedossa, eikd néin ollen Gaussin lakia voida hyodyntéda sdhkokentén suuruuden sel-
vittdmiseen. Merkintd @y korostaa sité, ettd kyseessd on nimenomaan sahkokentin
vuo, eikd vaikkapa magneettikentédn vuo. Merkintdd ® voidaan kiyttaa sellaisenaan-
kin, kun on selvid, minkélaisen kentin vuosta on kyse.

Esimerkki 30. Sijaitkoon varaus ¢ = 3,0uC 0,20 m-séteisen pallopinnan keski-
pisteessd. Laske sdhkdkentidn suuruus pallopinnalla. Laske varauksen aiheuttaman
sdhkokentdn vuo yli kyseisen pallopinnan. Vaikuttaako sdde vuon suuruuteen?

Ratkaisu. Symmetrian perusteella seké sihkokenttd E etta pinta-alkio d A osoittavat

suoraan poispain pallopinnasta jokaisessa sen pisteessi. Ne ovat siis samansuuntaiset
eli E 11 dA, misté seuraa edelleen, ettd E - dA = E dA. Pallopinnalla sdhkokentén
suuruus on vakio, joten

q N
== -10°—.
Trays = 07510 (77)

Nyt sdhkokentdan E vuo ldpi pallopinnan saadaan sijoittamalla tulos (77) kaavaan
(66):

Nm?
C

@:/E-dA:/EA:(s,m-lo%-47r-(0,2m)2z3,4-105 :
Pallopinnan séteen suuruus ei vaikuttanut lopputulokseen, silld se esiintyi laskuissa
ensin jakajana ja sitten kertojana niin, ettd sen vaikutus kumoutui. Sijoittamalla
arvot lausekkeisiin vasta myohéisessé vaiheessa olisi séide saatu kumottua ennen sen
arvon sijoittamista. Tahan paatelmain olisi voinut paastd myos piirtamalld erisatei-
sid pallopintoja varauksen ympérille ja huomaamalla vuon tiheyttd kuvaavien kent-
taviivojen kokonaisméarian pysyvian samana pallopinnan suuruudesta riippumatta.
Lausekkeita sieventimaélld voidaankin havaita, ettd esimerkin kaltaisessa tilanteessa
pallopinnalla ® = ¢/¢,. Tama tulos voidaan laajentaa tilanteeseen, jossa varaus on
suljettu kokonaan mielivaltaisen muotoisen pinnan sisélle: vuo on edelleen ® = ¢/,
silld jokaisen pintapalan voi projisioida kuvitteelliselle varausta ympéaroiville pal-
lolle. Téllaisesta kuvitteellisesta suljetusta tarkastelupinnasta kaytetddnkin nimea
Gaussin pinta.

6.4 Tehtavia: Divergenssilause

1. Olkoon vektorikenttd V' = x24 + 3?7 + 22k. Integroi nyt V - ndo yli yksikko-
kuution pinnan. Yksikkokuution kulman sijaitsevat pisteissia (0,0,0), (0,0,1),
(0,1,0), (1,0,0), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1) ja (1,1,1). Laske integraali ensin in-
tegroimalla yli kunkin sivun erikseen ja sitten divergenssilausetta hycdynté-
malla.

2. Olkoon vektorikenttd F' = w(cos?y)i + x2j + z(sin®y)k. Laske integraali
[[ F - ndo yli sellaisen pallon pinnan, jonka side on 3 ja keskipiste origos-
sa. Puntaroi, onko integraali helpompi laskea suoraan pintaintegraalina vai
muuttaa tilavuusintegraaliksi ja hyodyntia divergenssilausetta.
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3. Olkoon vektorikenttd V' = (2 + y* + 2%)(x¢ + yj + zk) Laske integraali
[[[(V - V)dr yli avaruuden alueen, jonka yhtdls on 22 + y*2* < 25. Punta-
roi, onko integraali helpompi laskea suoraan tilavuusintegraalina vai muuttaa
pintaintegraaliksi ja hyodyntidéd divergenssilausetta.

4. Johda Coulombin laki Gaussin laista tarkastelemalla sellaisen pallon pintaa o,
jonka keskipisteessi sijaitsee varaus gq.

6.5 Stokesin lause ja roottori

T&ahan mennessd olemme maéritelleet roottorin rot V.=V X V ja kisitelleet yhta
sen sovelluksista, eli kahden pisteen vélisen kdyrdintegraalin riippuvuutta valitus-
ta integrointipolusta. Téssd kappaleessa valaistaan toisen esimerkin avulla roottorin
fysikaalista merkitystd ja pohjustetaan Stokesin lausetta, jota siirrytddn tarkastele-
maan Stokesin lausetta. Stokesin lause yhdistdi toisiinsa pintaintegraalin yli avoi-
men pinnan kyseisen pinnan reunan yli laskettuun polkuintegraaliin.

6.5.1 Roottorista

Tarkastellaan tasaisella kulmanopeudella w pyorivia jaykkas kappaletta. Nyt siis |w)|
on kulmanopeuden suuruus ja w on pyorimisakselin suuntainen vektori (katso kuva
15). Luvussa 3.2.2 néytettiin, etti jaykissi kappaleessa sijaitsevan pisteen nopeus
v = w X r, missd r on hiukkasen paikkavektori pyorimisakseliin ndhden. Lasketaan
seuraavaksi V x v eli V x (w x 7). Kaavan (16) perusteella

Vx(wxr)=(V-rw—(V-wr=wV-r)— (w-V)r. (78)
Koska w on vakio, voidaan ensimméinen termi yht&lossd (78) kirjoittaa muotoon
Jdr 0Oy 0z
) =w| — + 21+ 2 ) = 3w. 79
w(V-r) w(8x+8y+8z) w (79)

Toinen termi yhtélossi (78) kirjoittaa muotoon

(w-V)r = (wm% - wy(% + w2%> (2t +yg + zk) = wut +wyj +w.k =w. (80)

Koska osittaisderivaatat dy/0x = 0z/0x = 0 ja niin edelleen, niin

VXU—VX(wxr)—Qweliw—%(va).

Tassé esimerkissé jaykdn kappaleen kyydissd pyorivan pisteen kulmanopeus on
siis suoraan verrannollinen pisteen tangentiaalisen nopeusvektorin roottoriin. T&-
maé tulos antaa osviittaa siitd, ettd termi roottor: viittaa nimenomaan rotaatioon eli
pyorimiseen. Vektorikentén roottorin arvo kuvastaakin esimerkiksi virtaavan nesteen
tapauksessa nesteen kulmanopeutta tarkastelupisteen viilttomassé laheisyydessa.
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6.5.2 Stokesin lause

Kuten luvussa 6.1 pohjustettiin, yhdistdd Stokesin lause toisiinsa avoimen pinnan yli
lasketun pintaintegraalin ja pinnan reunan yli lasketun polkuintegraalin. Kyseisten
pintojen on oltava kaksipuolisia, eli esimerkiksi Moebiuksen renkaaseen Stokesin
lausetta ei voida soveltaa. Esimerkiksi kuvan 29 mukainen "perhoshaavi"puolestaan
esittdd kaksipuolista pintaa, johon reunoineen voisi soveltaa Stokesin lausetta.

Kuva 29:

\\‘:

Kuva 30:

Pilkotaan seuraavaksi mielikuvissa edellda kuvailtu pinta pieniksi pinta-alayksikoiksi
do (kuva 30). Piirretdéin kuhunkin pinta-alayksikkéon oma normaalivektori n, kui-
tenkin niin, ettd kaikki normaalivektorit ovat kaksipuolisen pinnan samalla puolella.
Kukin pinta-alayksikko on kooltaan hyvin ldhelld vastaavaan pinnan kohtaan muo-
dostettua tangenttitasoa, joten kullekin pinta-alayksikolle erikseen on voimassa:

j{ V.dr,«://(VxV)-nda. (81)

do:n reuna
Kun ndmé yhtilot lasketaan yhteen jokaisen pinta-alayksikon osalta, saadaan koko
pintaa o koskeva yhtalo:

3 V.dr://(VxV)-nda. (82)

pinta-alayksikot pinta o

Kuvasta (30) voidaan ndhda, ettéd kaikki viivaintegraalit kumoavat toisensa pareit-
tain aina kahden pinta-alayksikon rajalla. Tdmén ilmion ansiosta edellisen yhtalon
vasen puoli pelkistyy tavanomaiseksi viivaintegraaliksi yli pinnan reunan. Kyseisessa
muodossa yhtélo tunnetaan tiarkednd Stokesin lauseena:

Lause 7. $ Vedr= [[(VxV) ndo.

pinnan o reuna pinta o
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Huomion arvoista on, ettd Stokesin lauseen mukaan reunan yli laskettu polkuin-
tegraali on yhtéd suuri kuin V X V' - n integroituna yli minkd tahansa kaksipuolisen
pinnan, jota kyseinen reuna rajaa. Integraalin arvo ei siis riipu siitd, mihin muotoon
pinta on tarkasteluhetkelld asettunut. Oikea integrointisuunta voidaan tarkistaa ai-
emmin mainitun oikeankiddensdinnnon mukaan, kun kuvitellaan, ettd pinta ja pin-
nan reuna litistetdan samaan tasoon, jolloin pinta on enéda reunan sisilld oleva tason
osa. Késitellaan yksi esimerkki Stokesin lauseesta ennen sen fysikaalisia sovelluksia.

Esimerkki 31. Olkoon vektorikenttd V' = 4yz + zj3 + 2zk. Laske nyt integraali
f(V x V') -n do yli pallopinnan puolikkaan, jonka yhtild on 22 +14*+ 22 = a?, 2 > 0.

Ratkaisu. Vektorikentén V' roottori on kaavan (36) nojalla V x V' = —3k. Integraa-
lin laskeminen voidaan nyt toteuttaa useammalla tavalla: suoraan integroimalla pal-
lokoordinaatistossa, Stokesin lauseen (7) avulla laskemalla polkuintegraali § V' - dr
ry-tasossa sijaitsevaa pinnan reunaa eli ympyrid 22 + y? = o? pitkin tai hyodynté-
malld Stokesin lausetta huomioiden sen, ettd integraali saa saman arvon yli mink&
tahansa pinnan, jolla on sama reuna kuin pallonpuolikkaalla.

Néistd tavoista on juuri tédssa erimerkissd viimeinen selvisti helpoin. Myos xy-
tasossa sijaitsevalla kiekolla 22 + y? < a® on sama reuna kuin tehtidvinannon pal-
lopinnan puolikkalla. Normaalivektori n = k kyseisélla kiekolla, ja kiekon pinta-ala
on ma?. Nyt

/(VxV)-ndazf(—?)k).kdg:/—?)dg:—3/da:—3m2.

Lasketaan integraali myos suoraan integroimalla. Origokeskeisen pallon pinnal-
la pinnasta ulospéin osoittava vektori on r, josta saadaan yksikkdnormaalivektori
jakamalla se pituudellaan:

r r T+ jytjz
7| a a '

Téastd seuraa, etta

VxVen=—3k - =_32
a a

Seuraavaksi on laskettava integraali [ —3Zdo yli puolipallon pinnan. Pallokoordi-
naatistoon paastaidn tekemailld koordinaattimuunnokset

2z =rcosf ja do = r*sinf df de.

Puolipallon pinnalla r = a, joten kysytty integraali on

27 z 0 27 z
/ /2 _gdtBY 2 sinf df dop = —3a2/ do ’ sin @ cos 6 d¢
¢=0 J6=0

1
= —3a®- 27 - 5= —3ma®.
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6.5.3 Stokesin lause fysiikassa

Divergenssilauseen eli Gaussin lauseen padsovellukset fysiikassa olivat kenttien 1dh-
teisyyden tutkiminen sekd Gaussin lait sihko- ja magneettikentille. Neljastd Maxwel-
lin yhtdlosta oli siis kaksi johdettavissa Gaussin lauseesta. Kaksi muuta Maxwellin
vhtélod, eli Ampéren ja Faradayn lait, ovat puolestaan roottorilauseen eli Stokesin
lauseen sovelluksia. Téassd alaluvussa tarkastellaan kyseisid lauseita ja sitd, miten
roottorilauseella tutkitaan kenttien pyorteisyytta.

Amperen laki

Amperen laista on hyotyd magneettikenttié laskettaessa. Amperen lakina tunne-
tun yhtalon mukaan suljetun polun C reunustaman pinnan lapéaisevélle sdhkovirralle
I ja magneettikentdn intensiteetille H pétee

ﬁH-dr:I. (83)

Reuna C' on nyt verrattavissa edellisessé luvussa esimerkkind kiytettyyn perhos-
haavin reunaan. Kuvitellaan seuraavaksi, ettd reuna ympéardi nippua siahkojohtimia,
joissa kulkee virtaa. Pinnan ldpi kulkenut virtam#ird on nyt sama mille tahansa
kuvitellulle pinnalle, jota C' reunustaa, ja jonka johtimet siis lapaisevit. Tutkaillaan
seuraavaksi mahdollisimman yksinkertaisen esimerkin avulla, miten Amperen lakia
kiytetddn magneettikentdn intensiteetin maarittdmiseen. Kuvitellaan suora ja pit-
ki johdin, jossa kulkee sdhkovirta I. Magneettikentéin intensiteetti H etdisyydelld r
johtimesta on r-siteisen, kohtisuoraan johtimeen ndhden sijoittuvan, kiekon reunan
tangentin suuntainen kussakin tarkastelupisteessd (kuva 31). Magneettikentén in-
tensiteetti on suuruudeltaan jokaisessa tarkastelupisteessi etaisyydelld r johtimesta
symmetrian nojalla sama, |H|. Selvitetdin nyt magneettisen intensiteetin suuruus
Amperen lailla. Méaaritellddn poluksi C' r-siteisen kiekon reuna, jolloin saadaan yh-
talo:

27
}{H-dr:/ |H|rdfo = |H|r-2m =1, (84)
c 0
joten

H| = - (35)
2
I/\

H

-

Kuva 31:

Johdetaan seuraavaksi Amperen laista yksi Maxwellin tunnetuista yhtaloitéa, Sto-
kesin lausetta apuna kiyttden. Palataan tarkastelemaan tilannetta, jossa kiyrd C
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ymparoi kuvitteellista johdinnippua. Kuvataan symbolilla J virran tiheytté, eli vir-
taa, joka lapiisee J:n suhteen kohtisuorassa olevan pinta-alayksikon. Tarkastellaan
mitd tahansa kaksipuolista pintaa o, jonka kidyrd C rajaa. Nyt pintaelementin do
lapi kulkee virta, jonka suuruuden méaraa tulo J -n do. Koko pinnan o 1dpi kulkeva
virtaméérd saadaan pintaintegraalina [[ J-ndo. Amperen lain mukaan tdmé virta

g
voidaan merkitd yhtasuureksi seuraavan polkuintegraalin kanssa:

]iH-dr—//J-nda. (86)

Toisaalta Stokesin lauseen mukaan on

]{CH-dr://J-nda. (87)

Nyt yhdistamélla Amperen lain (86) ja Stokesin lauseen (87) mukaiset tulokset
saadaan seuraavien pinta-integraalien vilille yhtdsuuruus:

[[3:nio=[[1-ni (38)

o oz

Koska yhtasuuruus on voimassa riippumatta siitd, mikid pinta o on kyseessi, voi-
daan seuraavat komponentit integrandeista kirjoittaa Maxwellin yhtdlond tunnet-
tuun muotoon yhtasuuriksi:

VxH=J. (89)

Konservatiiviset kentit

Tarkastellaan tdmén luvun viimeisend aiheena yksityiskohtaisesti vektorikenttien
konservatiivisuuteen liittyvid ehtoja. Kun tason tai avaruuden yhdesti yhten&isessa
aluessa vektorifunktion F' kaikkien komponenttien ensimmaéisen kertaluvun osittais-
derivaatat ovat jatkuvia, ovat seuraavat viisi seikkaa joko kaikki tai ei yksikdan yhta
aikaa voimassa:

1. rot F' = 0 jokaisessa alueen pisteessa.

2. Jokaiselle alueen sisdltdmaélle yksinkertaiselle suljetulle kiyrille pétee
$F-dr =0.

3. F on konservatiivinen, eli integraalin ff F - dr arvo ei riipu valitusta polusta,
kunhan se sisdltyy kokonaan alueeseen.

4. F - dr on eksakti differentiaali.

5. F = grad W, jollekin funktiolle .
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Selvennetdén ensin muutamaa lauseissa esiintyvaa maaritelmad, ja perustellaan
sitten, miksi ensimmadisestd kohdasta seuraa toinen, toisesta kolmas ja niin edel-
leen. Eksakti differentiaalt tarkoittaa kahdessa ulottuvuudessa yleistd differentiaa-
limuotoa A(z,y)dxr + B(z,y)dy, jolle 16ytyy jokin skalaarifunktio F, jolle dF =
A(z,y)dxr + B(z,y)dy. Kolmiulotteisessa tapauksessa yleinen differentiaalimuoto on
A(z,y, z)dx + B(z,y, 2)dy + C(x,y, z)dz. Differentiaalimuotoa kutsutaan eksaktisi
jos on olemassa sellainen skaalaarifunktio G, jolle dG = A(x,y, z)dz+ B(z,y, z)dy +
C(x,y, z)dz.

Todistetetaan ensin, ettd kohdasta 1) seuraa kohta 2). Valitaan tason tai
avaruuden alueen sisiltd jokin yksinkertainen ja suljettu polku, ja hyddynnetidén
Stokesin lausetta. Annetaan valitun polun toimia Stokesin lauseessa esiintyvén pin-
nan reunana. Kutistetaan polku kasaan pisteeksi. Koska vektorikentdn roottori on
koko yhtenéisessd alueessa kohdan 1) mukaan nolla, on se my6s nolla silla pinnalla,
jonka pisteeksi kutistuva polku ikiddnkuin piirtdd. Nain my6s pintaintegraali Stoke-
sin lauseessa on nolla ja edelleen viivaintegraali yli suljetun polun on nolla, kuten
kohdassa 2) viitetadn.

Siirrytaan perustelemaan, ettd kohdasta 2) seuraa kohta 3). Valitaan tason
tai avaruuden alueen sisilté pisteen A ja B. Valitaan mielivaltaisesti tason tai ava-
ruuden alueen puitteissa polku a, pisteestd A pisteeseen B ja polku b pisteestd B
pisteeseen A. Nyt polkujen a ja b summa on suljettu polku, silld se johtaa takai-
sin lahtopisteeseen A. Koska kohdan 2) perusteella polkuintegraali ¢ F - dr = 0, on
myos valitsemiemme polkujen osalta

B A
/ F-d’l“—l—/ F-dr=0.
A B

Integraalin arvo muuttuu aina vastaluvukseen, jos integroimisvéilin alku- ja loppu-
piste vaihdetaan kesken&din. Voidaan siis perustellusti todeta, ettd myos

B B
/ F~dr—/ F -dr =0,
A A

eli integraalin arvo riippuu vain paétepisteiden, ei polun, valinnasta. N&in on kohta
3) tullut todistetuksi.

Jatketaan todistamalla, etté edelleen kohdasta 3) seuraavat kohdat 4) ja 5).
Valitaan tason tai avaruuden alueen sisiltd kiintopisteeksi jokin piste O. Lasketaan
tdstd pisteestd integraali [ F' - dr kuhunkin kyseisen alueen pisteeseen P. Kunkin
téllaisen integraalin arvo on kohdan 3) perusteella riippumaton valitusta polusta.
Nimetddn nyt tidmé yksikésitteinen arvo funktioksi W pisteessid P. Voidaan siis
kirjoittaa:

/OPF-dr:W(P).

Funktio F' on jatkuva, joten

dW = F -dr.
Koska
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dW:a—de+a—Wdy+a—Wdz:VW-dr:F-dr
ox dy 0z

mielivaltaiselle dr:lle, ja

F =VW,

mikd vastaa todistettavaa viidettd lausetta. Kohdasta 5) seuraa kohta 1), sil-
12 F:n komponenttien ensimmaéisen kertaluvun osittaisderivaattojen jatkuvuudes-
ta seuraa W:n toisen kertaluvun "sekoitettujen'osittaisderivaattojen yhtdsuuruus.
Johtopadtos on, ettd kohdat 1-5 seuraavat toisistaan. Erityisen térkedd on muistaa
ehdot, eli kyseessd olevan tason tai avaruuden alueen on oltava yhdesti yhtendinen
ja funktiolla F' on oltava jatkuvat ensimméisen kertaluvun osittaisderivaatat.

Vektorikenttdd V kutsutaan pydrteettomaksi, konservatiiviseksi ja lamellaarisek-
st, kun rot V' = 0. Téssa tapauksessa V' = grad W, missd W on skalaaripotentiaal,
joista on puhuttu luvussa 4 gradientin yhteydssd. Téllaisen vektorikentin kentté-
viivat voi olla suljettuja silmukoita, ja gravitaatiokenttd ja sdhkostaattinen kentta
ovat esimerkkejd téallaisesta kentéstd. Jos taas divV = 0, kutsutaan vektorikent-
taa ldhteettomdksi tai solenoidaaliseksi. Tallaiselle kentélle V' = rot A, missia A
on vektoriarvoinen funktio, jota kutsutaan vektoripotentiaaliksi. Téllaisen ldhteet-
tomén kentin kenttéviivoilla ei ole alkua eiké loppua, vaan ne ulottuvat darettoméan
kauas tai ovat suljettuja silmukoita. Jos tiedetdan, ettd V - V = 0, on mahdollista
muodostaa funktio A, jolle V =rot A.

Esimerkki 32. Olkoon vektorikentti V' = ¢(2% — y2) + 72yz + k(2% — 22x). Etsi
vektorikenttd A, niin ettd V =V x A.

Ratkaisu. Vektorikenttd V' on ldhteeton, silla

0
(22 — 222) =22 — 22+ 22 — 20 = 0.

divV = g(ac2 —yx) + 2(—2yz) + EP

ox oy

Etsimallemme vektorikentalle A on oltava

i ok
V=10t A=|2 a% 21 =2 — y2) + §2yz + k(2% — 222). (90)
A, A, A

Useampikin vektorikenttd A toteuttaa tdmén yhtalon. Etsitdan yksittdinen ratkaisu,
ja sen jilkeen yleinen lauseke ehdot toteuttaville vektorikentille A. On mahdollista
valita A siten, ettd yksi sen komponenteista on 0, ja valitaan nyt A, = 0. Talléin
determinantti yksinkertaistuu, ja rot A:n komponenteiksi jid endd y-komponentti
—2yz = —0A,/0x ja z-komponentiksi 2? — 2z = —0A,/Ox. Integroimalla ndméa
puolittain muuttujan = suhteen saadaan yhtalot

Ay = 22— 2 + fuly, ) ja A = 2uys + oy, ) (91)
Sijoittamalla tulos (91) yhtaloon (90) saadaan
0A, 0A Jfa df1
2 = T g, 92 2 YN 2
x —yz o o rz + 2y 2+ x P (92)
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Valitaan nyt f; ja fo niin, ettd yhtilo (92) toteutuu. Havaitaan talld tehtévalld olevan
useita ratkaisuja, kuten fo = 0 ja f; = %yz2 tai f1 =0ja fo = —%sz’. Valitsemalla
néistd vaihtoehdoista jalkimméinen saadaan tehtéaville yksittiisratkaisu

1
A =i(%2 — 20%) + k(2vyz — §y22)

Voidaan todistaa, ettd jos loydetddn yksi vektorikenttd A, jolle V' = rot A, niin
muut ratkaisut ovat muotoa

A + Vu,

missd u on mikd tahansa skalaarifunktio. Muun muotoisia ratkaisuja tehtavalla ei
ole.

6.6 Tehtavia: Stokesin lause

1. Olkoon vektorikenttd F = (22 — y?)i + 2zyj. Laske integraali [[(V x F)dr
yli zy-tason suorakaiteen, jota rajoittavat x- ja y-akselit sekid suorat xr = a ja
y = b. Laske tdmén jilkeen polkuintegraali § A - dr yli saman suorakaiteen
reunan. Néiden tulisi nyt Stokesin lauseen mukaan saada samat arvot.

2. Laske [[rot(z%t + 2%j — y*’k) - ndo, kun o on zy-tason ylipuolelle jaéavi osa

pinnasta z = 4 — 2% — y%.

3. Olkoon vektorikenttd V = 2zyi — y*j + (2 + xy)k. Laske integraali [[V -
n do yli sellaisen kappaleen pinnan, jota rajaavat tasot z = 0 ja z = 5 sekd
putkimainen pinta x? +y* = 9.

4. Olkoon V = (22 + yz + y)i + (x — 2y2)J + (2* — 222 + x + y)k. Miiriti nyt
vektorikenttd F' siten, ettd V = rot F'.

7 Loppusanat lukijalle

Haluan néissid loppusanoissa onnitella tutkielman lukijaa, joka on nyt tutustunut
vektorianalyysiin ja sen sovelluksiin fysiikassa. Tutkielma on toivottavasti auttanut
lukijaa saavuttamaan vankat perustaidot vektorianalyysin soveltamisesta ja kerryt-
tdnyt hyodyllisen tyokalupaketin, jonka avulla voi pdastd késiksi lukuisiin fysiikan
ilmiGihin ja periaatteisiin. Vektoreiden ymmartdminen mahdollistaa muun muassa
nestevirtausten ja sihkomagneettisten kenttien kuvailun, ja tdmén myotid aukeaa
my6s uusia nakokulmia koko maailmankaikkeuden toimintaan.

On syytd muistaa, etta fysiikan ilmi6t ovat syvésti kietoutuneet useaan matema-
titkan osa-alueeseen. Suosittelen lukijaa syventymédén myods sellaisiin matematiikan
osa-alueisiin kuin differentiaaliyhtélot, lineaarialgebra ja kompleksianalyysi. Ndiden
avulla voi saavuttaa lisdd ymmaérrystd luonnonilmiéista. Taustatyo, jonka lukija on
nyt tehnyt vektorianalyysin parissa, on hyvd pohja tuleville tutkimusretkille mate-
matiikan eri osa-alueisiin.
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Téassa tutkielmassa on kisitelty hyvin rajattua maarda vektorianalyysin lukui-
sista sovelluksista. Saavutetut tiedot ja taidot helpottavat lukijaa, joka haluaa tu-
tustua syvillisemmin mekaanisiin ja sahkdmagneettisiin systeemeihin tai tutustua
muihin fysiikan osa-alueisiin, kuten kvanttimekaniikkaan. Toivonkin, ettd vektorei-
den kiyttomahdollisuuksien loistokas kirjo inspiroi ja motivoi lukijaa fysiikan alan
yliopisto-opinnoissa.

Téassa tutkielmassa on kisitelty laskuja, joissa parjaa kynélld ja paperilla tai tas-
kulaskimella. Osa pulmista, joihin fysiikan alalla voi kohdata, ei ole kuitenkaan rat-
kaistavissa néilld tyovilineilld. Talloin tarjoavat erilaiset tietokoneohjelmat ja verk-
kosovellukset korvaamatonta apua. Tietokoneohjelmistot kuten MATLAB ja Mat-
hematica tarjoavat laskutehoa, joka kantaa huomattavasti manuaalista laskentaa
pidemmalle. Naméa alustat mahdollistavat muun muassa monimutkaisten vektori-
laskujen kisittelyn ja lopputulosten visuaalisen kuvailun. Muun muassa haku- ja
vastauskone Wolfram Alpha (www.wolframalpha.com) tarjoaa verkossa vastauksia
matemaattisin kysymyksiin numeroina, kuvina ja taulukkoina. Wolfram Alpha osaa
my0s laskea symbolein ja numeroin seké piirtdd funktioiden kuvaajia. Vaikka fysii-
kan opinnoissa parjadkin pitkille kynén, paperin ja taskulaskimen voimin, suositte-
len lukijaa rohkeasti tutustumaan matemaattisiin ohjelmistoihin ja verkkoalustoihin,
jotka avartavat mahdollisuuksia monimutkaisempien ilmididen ymmaértimiseen.

8 Tehtavien vastaukset
Luku 2: Peruslaskutoimitukset

1. Vihje: Piirrd kuva ja kiytd vektoreiden yhteen- ja vihennyslaskua.
2. Eivat. Vihje: madritd valonsateitd esittavat vektorit ja muodosta yhtaloryhma.

3. Samansuuntaisuus ei toteudu millddn d:n arvolla. (Vektorit ovat tosin yhden-
suuntaiset, kun d = 1/2.)

4. \/1#370(111' +37)
5. Tuulee lounaasta nopeudella 50 2’%” R 71%”.

6. Soutaminen tulee suunnata 53° itddnpdin suoraan vastarannalle johtavaan
suuntaan nahden. Aikaa kuluu 8 minuuttia.

Luku 3: Tulot

1. a) 6C = 64 + 6k
b) —24 = —44 — 2j — 2k
c) —8
d) -8
e) 45 — 4k
£) —44 — 8k
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2. =5

3. a) 11i+3§ — 13k
b) 3
c) 17

. . 1
D, U - U= —U3 U, UL X U = NoUs X U

6. a = (w-r) w—w?r. Kun 7 ja w ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, on
a=—uwrjalal =%.

7. £ =3+ )

5

9. £/13(2i — 25 + k)

Luku 4: Differentiaalioperaatiot

1. —2
2. %
3. a) Vihje: Ratkaise kiiyrien yhtilostd muuttuja y, kun ® = 4, y = /22 — 4
jne.
b) suuruus 2v/5, suunta —2i + j
c) 3t+2j
d) V10
4. a) V-r=3Vxr=0
b) V.r=2Vxr=0
¢) V.-V=0VxV=—-i—3—k
d) V-V =52y, VxV =wz2i —yzj + (v — 2°)k
e) V-V =0,VxV =uxi—yj—x(cosy)k

Luku 5: Integraalit

L

2. a) —4rm
b) —16

3. a)3
b) 3
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b) 2w
5. a) yz—x
b) 3zy — x3yz — 2*
¢) —ysin®z
d) — arcsin(zy)
6. a) ™+ %2
b) %

c¢) Ei, silla vektorikentédn roottori ei ole nolla, joten kentté ei ole konserva-
tilvinen, ja viivaintegraalin arvo riippuu integrointipolusta.

Luku 6.2: Greenin teoreema

Luku 6.4: Divergenssilause

1. 3
2. 367
3. 1007

4. Vertaa siithen, miten s.50-51 Gaussin laista on johdettu Coulombin laki
Luku 6.6: Stokesin lause

1. 2ab
2.0
3. 457

4. F = (z2—y22 —L)i+ (& — a2z + % —y2)J + Vu, missi v on miki tahansa
skalaarifunktio.
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