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Tässä työssä käsittelen sekoitettuja Poisson-prosesseja ja niiden karakteri-
sointia. Käyn läpi aiheen historiaa ja kehitystä ajan myötä. Tarkastelen ai-
empien tutkijoiden työtä ja niiden vaikutusta nykyiseen ymmärrykseemme
sekoitetuista Poisson-prosesseista. Esittelen luvussa 2 keskeiset käsitteet ja
teoreettisen taustan liittyen todennäköisyysteoriaan ja stokastisiin proses-
seihin. Seuraavassa luvussa tarkastelen laskuriprosesseja ja niiden ominai-
suuksia. Käyn läpi laskuriprosessien määritelmät, ominaisuudet ja erilaiset
esimerkit. Palautan tutkielmassa mieleen myös Markov-ketjujen peruskäsit-
teitä. Samassa luvussa keskityn Poisson-prosessiin, joka on yksi keskeinen
laskuriprosessien muoto. Esittelen sen ominaisuudet, sovellukset ja mate-
maattisen teorian taustalla. Poisson-prosesseista jatkan tarkastelua sekoitet-
tuun Poisson-prosessiin. Tämäkin tapaus käydään läpi määritelmä kerral-
laan, aloittaen havainnollistavasta esimerkkitilanteesta. Työn keskeisin osa
on sekoitettujen Poisson-prosessien karakterisointi. Tarkastelen kahta eri ta-
paa, joilla näitä prosesseja voidaan luonnehtia tietyillä ominaisuuksilla ja ja-
kaumilla. Tekstin kulku tulee olemaan erittäin pohjustavaa, ja jokainen uusi
käsite selitetään omana määritelmänä. Tämä lähestymistapa mahdollistaa
sen, että lukijat voivat silmäillä alkuosan läpi saaden yleiskuvan aiheesta, ja
vasta työn loppuvaihessa he voivat paneutua yksityiskohtiin ja lukea asiat
ajatuksen kanssa.

Poisson-prosessi, laskuriprosessi, sekoitettu Poisson-jakauma, karakterisaa-
tiolauseet
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1 Johdanto

Työn pohjustana käytetään Jan Grandellin teosta Mixed Poisson Processes
(1997). Jan Grandell työskenteli teosta tehdessään Tukholman kuninkaalli-
sessa teknillisessä korkeakoulussa tilastotieteen professorina. Teos käsittelee
Ove Lundbergin tutkielmaa On random processes and their application to
sickness and accident statistics (1964). Lundberg käsitteli tutkielmassaan
Markov-prosesseja, ja vielä tarkemin, sekoitettua Poisson-prosessia. Sekoi-
tetun Poisson-prosessin idea esitettiin vuonna 1938 Dubourdieun toimesta.
Lundbergin perusajatuksena oli esittää matemaattinen malli sairaus- ja tapa-
turmavakuutuksiin liittyviin korvausvaatimuksiin. Ongelman lähestymistapa
oli siis hyvin käytännönläheinen. 1920-1930-luvulla oli jo tutkittu, että nega-
tiivibinomijakauma sopi korvausvaatimusten mallintamiseen paremmin kuin
Poisson jakauma. Lundberg halusi ymmärtää edellä mainitut tutkimuskysy-
mykset teoreettisella näkökannalla, mikä johti hänen tutkielmansa syntyyn.

Grandell pohjustaa omaa teostaan vain yksityiskohtaisena Lundbergin
tutkielman tarkasteluna, eikä juurikaan tuo esille uusia näkökulmia. Hän esit-
telee yhdistettyä Poisson-prosessia sekä laskuriprosessien, että vakuutusma-
tematiikan näkökulmasta.

2 Yleisiä määritelmiä

Määritellään aluksi todennäköisyyslaskentaan liittyviä peruskäsitteitä ja ylei-
simpiä lauseita, joita tässä työssä käytetään. Käsitteet löytyvät kirjasta To-
dennäköisyyslaskennan ja tilastomatematiikan perusteet, (1998) [2].

Määritelmä 2.1. Yleistä joukkoa Ω = ω1, ..., ωn kutsutaan otos- tai ta-
pausavaruudeksi. Alkioita ω1, ..., ωn kutsutaan alkeistapauksiksi.

Käytetään tapahtuman A komplementtitapahtumasta merkintää A.

Määritelmä 2.2. Otosavaruuden Ω osajoukkojen kokoelma F on sigma−
algebra, jos

(i) Ω ∈ F
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(ii) A ∈ F ⇒ A ∈ F

(iii) Ai ∈ F , i = 1, 2, 3, ... ⇒
⋃︁∞

i=1 Ai ∈ F .

Sigma-algebraa B(R) kutsutaan Borelin sigma-algebraksi ja sen alkioita
Borelin joukoiksi.

Määritelmä 2.3. Kuvausta P : F −→ R kutsutaan todennäköisyysmitaksi
tai todennäköisyydeksi, jos

(i) P (A) ≥ 0, kaikille A ∈ F

(ii) P (Ω) = 1

(iii) Jos Ai ∈ F , i = 1, 2, 3, . . . ja Ai ∩ Aj = ∅, kun i ̸= j

⇒ P (
⋃︁∞

i=1 Ai) =
∑︁∞

i=1 P (Ai).

Kolmikolle (Ω,F , P ) käytetään tällöin nimitystä todennäköisyysava-
ruus. Seuraavaan lauseseen on koottu todennäköisyysmitan perusominai-
suuksia.

Lause 2.4. Olkoon kolmikko (Ω,F , P ) todennäköisyysavaruus. Tällöin

(i) 0 ≤ P (A) ≤ 1

(ii) P (Ω) = 1

(iii) P (∅) = 0

(iv) P (A) = 1− P (A)

(v) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

(vi) Jos A ∩ B = ∅, niin P (A ∪ B) = P (A) + P (B)

(vii) P (A\B) = P (A)− P (A ∩B)

(viii) Jos A ⊂ B, niin P (A) ≤ P (B)
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Todistus. Todistetaan kohta (v). Jaetaan joukot A ja B aksioomien pohjalta
eri osiin:

B = (B ∩ A) ∪ (B ∩ A), A ∪B = (A ∩ B) ∪ (A ∩B ∪ (A ∩ B).

Nyt saadaan yhtälön (vii) nojalla

P (A) = (A ∩B) + P (A ∩B) ja P (B) = P (B ∩ A) + P (B ∩ A).

josta edelleen

P (A ∪ B) = P (A ∩ B) + P (A ∩B) + P (A ∩B)

= P (B)− P (B ∩ A) + P (A)− P (A ∩B) + P (A ∩ B)

= P (A) + P (B)− P (A ∩ B).

Määritelmä 2.5. Olkoon (D, ζ) ja (F, η) mitta-avaruuksia. Funktiota X :

D −→ F kutsutaan mitalliseksi sigma-algebroiden ζ ja η suhteen, jos
X−1(Γ) ∈ ζ jokaisella Γ ∈ η.

Jos (D, ζ) = (Ω,F), niin mitallista kuvausta X kutsutaan satunnais-
muuttujaksi.

Määritelmä 2.6. Satunnaismuuttujan X kertymä- tai jakaumafunktio on
muotoa:

FX(x) = P (X ≤ x), x ∈ R.

Määritelmä 2.7. Olkoon X : Ω −→ N diskreetti satunnaismuuttuja. Kaikille
mahdollisille arvoille x ∈ N tapaukset {X = x} kuuluvat sigma-algebraan
F . Pistetodennäköisyysfunktio px määritellään seuraavasti:

pX = P (X = x).

Pistetodennäköisyysfunktio antaa todennäköisyyden sille, että satunnais-
muuttuja X saa tietyn arvon x. On selvää, että pistetodennäköisyyksien
summa on yksi: ∑︂

x

P (X = x) = 1.
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Lause 2.8. Pistetodennäköisyys- ja kertymäfunktiolla on seuraavat ominai-
suudet:

1)pX(x) ∈ [0, 1], x ∈ ΩX ,

2)
∑︂
x∈ΩX

pX(x) = 1,

3)FX(x) =
∑︂
y≤x

pX(y),

4) lim
x→−∞

FX(x) = 0

5) lim
x→∞

FX(x) = 1

6)FX on kasvava funktio.

Määritelmä 2.9. Olkoon X : Ω −→ N diskreetti satunnaismuuttuja. Tällöin
X:n odotusarvo on muotoa

µ = E[X] =
∑︂
x

x pX(x),

jossa ylläoleva sarja suppenee itseisesti. [ks. [7], s.302].
Varianssi on muotoa

σ2 = V ar(X) = E[(X − µ)2] =
∑︂
x

(x− µ)2pX(x),

jossa ylläoleva sarja suppenee itseisesti. [ks. [7], s.302].

Määritelmä 2.10. Tapahtumat A,B ∈ Ω ovat toisistaan riippumattomia,
jos

P (A ∩ B) = P (A)P (B).

Yleisesti tapahtumat A1, A2, ..., An ⊂ Ω ovat toisistaan riippumattomia, jos
jokaiselle I ⊂ 1, ..., n

P

(︄⋂︂
i∈I

Ai

)︄
=
∏︂
i∈I

P (Ai).

Lause 2.11. Satunnaismuuttujat X ja Y ovat toisistaan riippumattomia,
jos

FX,Y (x, y) = FX(x)FY (y) kaikilla x, y.
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Määritelmä 2.12. Ehdollinen odotusarvo: Olkoon X ja Y satunnais-
muuttujia. Tällöin Y :n odotusarvo ehdolla X on muotoa

E(Y |X = x) =
∑︂
y

y P (Y = y|X = x).

Määritelmä 2.13. Stokastinen prosessi: Jos joukolla pisteitä on satun-
nainen rakenne ajan suhteen, niin tällöin voidaan puhua stokastisesta pro-
sessista. Tällöin pisteet muodostavat polun ja koko joukosta puhutaan pol-
kureaalisaationa. Olkoon X(t) satunnaismuuttuja, missä t ∈ T, (T ∈ Z).
Tällöin joukko {X(t), t ∈ T} on stokastinen prosessi ja muodostaa ajan mit-
taan polkureaalisaation.

Määritelmä 2.14. Stationaarinen prosessi: Jos stokastisen prosessin ja-
kauma ei muutu ajan mittaan ennalta määrätyn ajanjakson aikana, tällöin
tätä ominaisuutta kutsutaan stationaariseksi. Tällöin myös prosessin odo-
tusarvo ja varianssi pysyvät samana yli ajan. Matemaattisin merkinnöin:

Fx(xt1+τ , ..., xtn+τ = Fx(xt1 , ..., xtn) kaikille τ, t1, ..., tn ∈ R ja kaikille n ∈ N>0.

Poisson-jakauma on diskreetti todennäköisyysjakauma, joka kuvaa yk-
sittäisten tapahtumien esiintymistiheyttä tai lukumäärää. Jakaumalla on
monia käytännönläheisiä käyttötapoja esimerkiksi taloustieteessä, vakuu-
tusmaailmassa, teleoperaattoreilla ja eri luonnontieteiden aloilla. Poisson-
jakaumaa voidaan esimerkiksi käyttää tilanteessa, jossa ollaan kiinnostuneita
myymälään saapuvista asiakkaista tietyn tunnin aikana.

Määritelmä 2.15. Satunnaismuuttuja X on Poisson-jakautunut para-
metrilla λ (λ > 0), jos X:n arvojoukko on 0, 1, 2, ... ja

P (X = k) = e−λλ
k

k!
, missä k = 0, 1, 2, 3, ...

Merkitään X ∼ Poisson(λ).

Poisson-jakauman parametri λ kuvaa intensiteettiä eli tapahtumisno-
peutta.
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Määritelmä 2.16. Poisson-jakauman kertymäfunktio on muotoa:

F (x) = P (X ≤ x) = e−λ

[x]∑︂
k=0

λk

k!

Esimerkki 2.17. Erääseen myymälään saapuu keskimäärin 3 asiakasta mi-
nuutissa.

a)Millä todennäköisyydellä tasan 77 asiakasta saapuu seuraavan tunnin
aikana myymälään? b)Mikä on todennäköisyys, että yhtään asiakasta ei saa-
vu myymälään seuraavan minuutin aikana? c) Millä todennäköisyydellä ai-
nakin 10 asiakasta saapuu myymälään seuraavan 5 minuutin aikana?

Oletetaan, että asiakkaat saapuvat myymälään toisistaan riippumatto-
masti.

a) Voimme mallintaa asiakkaiden saapumista myymälään Poisson-
jakauman avulla, jossa parametri λ saa arvon 3 × 60 = 180 asiakasta tun-
nissa. Olkoon X satunnaismuuttuja, joka kuvastaa seuraavan tunnin aikana
myymälään saapuvien asiakkaiden lukumäärää. Tällöin X ∼ Po(180), joten
todennäköisyys 77 asiakkaan saapumiseen tunnin aikana saadaan Poisson ja-
kauman pistetodennäköisyysfunktiosta:

P{X = 77} =
e−λλ77

77!
=

e−180(180)77

77!
≈ 0.013

Siis seuraavan tunnin aikana myymälään saapuu tasan 77 asiakasta noin 1,3%
todennäköisyydellä.

b) Olkoon satunnaismuuttuja X seuraavan minuutin aikana myymälään
saapuvien asiakkaiden määrä. Tällöin λ = 3 , jolloin

P{X = 0} =
e−λλ0

0!
= e−3 ≈ 0.05

Siis noin 5 prosentin mahdollisuudella myymälään ei saavu yhtään asiakasta
seuraavan minuutin aikana.
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c) Jälleen X ∼ Po(15), joten

P{X ≥ 10} = 1− P{X ≤ 9}

= 1− P{X = 0}+ P{X = 1}+ . . .+ P{X = 9}

= 1− e−15 · 150

0!
+

e−15 · 151

1!
+ . . .+

e−15 · 159

9!

≈ 0.97

Siis seuraavan 5 minuutin aikana myymälään saapuu 10 asiakasta 97 prosen-
tin todennäköisyydellä.

Lause 2.18. Olkoon X ∼ Po(λ). Tällöin odotusarvo ja varianssi ovat muo-
toa

µ = E(X) = λ ja V ar(X) = λ

ja momentit generoiva funktio on muotoa

M(t) = E(etX) = exp(λet − λ).

Todistus.

M(t) = E(etX)

=
∞∑︂
x=0

etX
λx

x!
e−λ

= e−λ

∞∑︂
x=0

(λet)x

x!

= e−λ · exp(λet)

= exp(λet − λ).

Ensimmäinen momentti saadaan derivoimalla momentit generoiva funktio ja
tutkimalla sen arvoa nollassa. Tällöin

M ′(t) = exp(λet − λ)λet,

josta saadaan

E(X) = M ′(0) = exp(λ · 1− λ) · λ · 1 = e0 · λ = λ.
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Toinen momentti saadaan tällöin derivoimalla M(t) kahdesti ja tutkimalla
sen arvoa nollassa:

M ′′(t) = exp(λet − λ) · λet · λet + exp(λet − λ) · λet,

josta saadaan

M ′′(0) = exp(λe0 − λ) · λe0 · λe0 + exp(λe0 − λ) · λe0

= exp(λ− λ) · λ · λ+ exp(λ− λ) · λ

= λ2 + λ.

Tällöin saadaan varianssiksi

V ar(X) = M ′′(0)− [M ′(0)]2 = λ2 + λ− (λ)2 = λ.

3 Laskuriprosessit

Jos sama tapahtuma toistuu useasti, niin sitä voidaan kuvata laskuripro-
sessin avulla. Laskuriprosessi on stokastinen prosessi, joka seuraa kyseisen
tapahtuman esiintymiskertojen määrää ajan kuluessa.

Määritelmä 3.1. Olkoon N(t) hetkeen t mennessä tapahtuneiden tapausten
lukumäärä. Tällöin muotoa {N(t)|t ≥ 0} olevaa prosessia kutsutaan laskuri-
prosessiksi.

Laskuriprosessilla on seuraavat ominaisuudet:

(i) Tila-avaruus on diskreetti,

(ii) Parametrijoukko R+ on jatkuva,

(iii) N(0) = 0 eli hetkeen 0 mennessä on tapahtunut 0 tapausta,

(iv) Yhdellä ajanhetkellä ei voi sattua useampaa tapausta kuin yksi.

Määritelmä 3.2. Okoon N joukko funktioita ν = {ν(t); t ≥ 0}, jolle on
ominaista:
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(i) ν(0) = 0;

(ii) v(t) on kokonaisluku kaikilla t < ∞;

(iii) ν(·) on kasvava ja oikealta jatkuva.

Funktiota ν ∈ N kutsutaan laskurifunktioksi.

Nyt saadaan laskurifunktion generoimaksi sigma-algebraksi:

B(N) = σ{v(t) ≤ y; ν ∈ N, t ≥ 0, y < ∞}.

Määritelmä 3.3. Olkoon Xi joukko pisteitä, jotka kuvaavat tapahtumien
määrää tiettyinä diskreetteinä ajanhetkinä tila-avaruudessa R+. Laskuri-
prosessi N on kokoelma satunnaismuuttujia {N(B) : B ∈ B(S)}, jossa B(S)
on Borelin sigma-algebra tila-avaruudessa R+. Toisin sanoen N(B) satun-
naismuuttuja, joka antaa laskuriprosessin luvun Borelin joukossa B, ja lasku-
riprosesi voidaan määritellä mitallisena kuvauksena (Ω,F , P ) −→ (N,B(N)).

Laskuriprosessi on siis stokastinen prosessi, joka mallintaa pisteiden esiin-
tymisiä ajassa tai tilassa (esimerkiksi Eukleedisessa tilassa). Määritellään las-
kuriprosessin osat sanallisesti:

Määritelmä 3.4. Piste - Joukon osa, missä prosessi tapahtuu. Esimerkik-
si jos laskuriprosessia mallinnetaan ajassa, niin ’pisteellä’ tarkoitetaan sitä
ajanhetkeä, kun tapahtuma ilmenee.
Alkeistapaus - Voidaan määritellä mielivaltaisesti, esimerkiksi ’minuutin ai-
kana sattuu kolme tapahtumaa’.
Satunnaismuuttuja - Laskuriprosessien kontekstissa tarkoitetaan tällöin
funktiota, joka kuvantaa alkeistapahtumaa reaaliluvuksi. Esimerkiksi tapah-
tumien määrä voi olla satunnaismuuttuja.
Intesiteettifunktio - Funktio joka kertoo tapahtumien keskimääräisen nopeu-
den eli intensiteetin. Intensiteettifunktion avulla voidaan laskea todennäköi-
syyksiä liittyen laskuriprosessin tapahtumiin.

Laskuriprosessin sanotaan olevan yksinkertainen(simple), jos prosessin
lisäykset ovat aina vakiosuuruisia. Laskuriprosessi on stationaarinen, jos ter-
min N(t) = N(s+t)−N(s) jakauma ei muutu kaikilla s ≥ 0. Stationaariselle
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laskuriprosessille on ominaista, että P{N(∞) = 0 tai ∞} = 1 eli prosessilla
on pisteitä joko 0 tai ääretön määrä todennäköisyydellä 1.

Syntymä-kuolema prosessi on yksinkertainen laskuriprosessi, jossa on
sekä lisäyksiä, että poistumisia. Kyseessä on jatkuva-aikainen prosessi. Tilo-
jen muuttumiset tapahtuu vain viereisestä tilasta seuraavaan tai edelliseen.
Syntymät tapahtuvat intensiteetillä λ ja kuolemat tapahtuvat intensiteetillä
µ. Jos laskuriprosessi koostuu vain lisäyksistä, niin tällöin puhutaan syn-
tymäprosessista. Poisson-prosessi on syntymäprosessi vakiointensiteetillä λ,
(λ > 0) .

Jos jatkuvassa laskuriprosessissa on vain lisäyksiä, ja lisäyksiä uuteen
tilaan tapahtuu intensiteetillä λn = n · λ, (n ∈ N) niin on kyse Yule-
prosessista. Tällöin voidaan puhua myös yksinkertaisesta syntymäproses-
sista, koska mallissa jokainen yksilö synnyttää uusia jälkeläisiä tasaisella tah-
dilla.

Laskuriprosessin ominaisuuksia:
Siirtymä-operaattori Ts : N −→ N , joka on määritelty laskuriprosessien

tila-avaruudessa N muodostetaan seuraavasti:

(Ts ν)(t) = ν(s+ t)− ν(s), s ≥ 0.

Siirtymäoperaattori Ts siis siirtää laskuriprosessia s ajanhetken verran eteen-
päin. Olkoon T−1

s B = {ν ∈ N ;Tsν ∈ B}, mille tahansa B ∈ B(N ). Joukkoa
B ∈ B(N ) kutsutaan invariantiksi(invariant), jos B = T−1

s B kaikille s ≥ 0.

Stationaarista laskuriprosessia N jollakin mielekkäällä jakaumalla Π kut-
sutaan ergodiseksi(ergodic), jos Π{B} = 0 tai 1 kaikilla invariantteilla jou-
koilla B ∈ B(N ).

Olkoon laskuriprosessi N stationaarinen. Tällöin E[N(t)] = α · t, missä
parametria α kutsutaan laskuriprosessin intensiteetiksi.

On aina olemassa satunnaismuuttuja N , jolle E[N ] = α ja jota kutsutaan
yksilölliseksi intensiteetiksi(individual intensity), jolle N(t)

t
−→ N P-m. v.,

kun t −→ ∞. Jos α < ∞, niin siitä seuraa että N on äärellinen P-m. v.. Koska
{ν ∈ N ; ν ≤ x} on invariantti jokaiselle x, niin N on deterministinen(eli
sen arvo ei riipu satunnaisista tekijöistä), jos N on ergodinen.

Laskuriprosessin harventamisella tarkoitetaan alkuperäisen prosessin
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muuttamista siten, että siitä poistetaan osa pisteistä jollakin todennäköisyy-
dellä p. Sekä jäljelle jäävät pisteet, että poistetut pisteet muodostavat uuden
laskuriprosessin. Samalla periaatteella voidaan myös yhdistää laskuriproses-
seja yhdeksi. Tästä käytetään nimitystä superpositio. Olkoon N1, N2, N3

laskuriprosesseja. Niiden superpositio voidaan ilmaista seuraavasti:

N = N1 +N2 +N3,

missä N edustaa superpositiota ja se koostuu kaikkien kolmen laskuriproses-
sin pisteistä yhdistettynä yhdeksi laskuriprosessiksi.

Markov-ketju ja Markov-prosessi ovat käsitteitä, joita käytetään ku-
vaamaan stokastisia prosesseja, joissa tilan kehittyminen riippuu vain edelli-
sestä tilasta, eivätkä kaikista menneistä tiloista. Tästä käytetään nimitystä
Markov-ominaisuus. Toinen kuvaava termi, joka tarkoittaa samaa asiaa on
Markov-prosessin muistittomuus. Markov-ketju viittaa diskreettiin aikaan
ja diskreetteihin tiloihin, kun taas Markov-prosessi voi olla joko diskreetti-
tai jatkuva-aikaista ja voi sisältää myös jatkuvia tiloja. Näitä käsitteitä käy-
tetään laajalti monilla tieteenaloilla, kuten tilastotieteessä, kemiassa, talous-
tieteessä ja fysiikassa analysoimaan ja mallintamaan tapahtumien ja tilojen
dynamiikkaa.

Määritelmä 3.5. Olkoon (Ω,F , P ) todennäköisyysavaruus ja S,B(S)) mi-
tallinen tila, jossa S on tila-avaruus ja B(S) on borelin sigma-algebra S:ssä.
Stokastista prosessia X = {Xt : t ∈ T} kutsutaan Markov-prosessiksi, jos
kaikilla t ∈ T ja kaikilla A ∈ B(S) pätee:

P (Xt+s ∈ A|Ft) = P (Xt+s ∈ A|Xt),

missä Ft on aikaisempia tiloja kuvaavien satunnaismuuttujien generoima
sigma-algebra σ(Xs), s ≤ t.

Tietyssä Markov-ketjun tilassa i kulunutta aikaa t merkitään viipymi-
sajalla: diskreeteissä tapauksissa Ti(holding time), ja jatkuva-aikaisessa ta-
pauksessa Ri(residence time). Diskreetissä tapauksessa jokaisella ajanhetkel-
lä tila muuttuu (myös nykyisestä tilasta siirtyminen samaan tilaan tulkitaan
muutokseksi). Jatkuva-aikaisessa tapauksessa tila ei muutu ennen kuin siir-
rytään nykyisestä tilasta johonkin muuhun tilaan.
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Määritelmä 3.6. Siirtymätodennäköisyys Diskreettiaikaisessa Markovin
ketjussa tilan siirtymät kuvataan todennäköisyyksillä, joita kutsutaan siir-
tymätodennäköisyyksiksi. Siirtymätodennäköisyys P

(n)
ij ilmaisee todennäköi-

syyden siirtyä tilasta i tilaan j käyttäen n askelta. Se voidaan määritellä
seuraavasti:

P
(n)
ij = P{Xn = j|X0 = i}.

Bernoulli-prosessi on diskreettiaikainen stokastinen prosessi, jossa seu-
rataan satunnaismuttujia X1, X2, . . ., joille Xi ∈ {0, 1} eli joiden arvot voivat
olla joko 0 tai 1. Näissä prosesseissa todennäköisyydet pysyvät vakioina eli
P (Xi = 1) = p ja P (Xi = 0) = 1 − p. Tästä saamme laskuriprosessin N(t),
joka laskee kuinka monta tapahtumaa on tapahtunut hetkeen t mennessä.
Tällöin saadaan laskuriksi

∑︁t
i=1 Xi. Bernoulli-prosessi on yksi esimerkki dis-

kreettiaikaisesta prosessista. Poisson-prosessi perustuu samoihin periaattei-
siin kuin Bernoulli-prosessi, mutta se on sovellettu jatkuva-aikaiseen ympä-
ristöön.

3.1 Poisson-prosessi

Jos laskuriprosessin tilat ovat Poisson-jakautuneita, niin tällöin puhutaan
Poisson-prosessista. Poisson-prosessi on yksinkertainen laskuriprosessi, joka
laskee vakiointensiteetillä tapahtuvien riippmattomien tapausten sattumus-
ten lukumäärää jatkuvassa ajassa. Tällöin siis tapahtumien lukumäärä on
Poisson-jakautunut, tapahtumien välinen aika on eksponentiaalisesti jakau-
tunut ja n:nnen tapahtuman sattumishetki on gamma-jakautunut.

Määritelmä 3.7. Olkoon λ > 0. Laskuriprosessia {N(t), t ∈ [0,∞)} kutsu-
taan Poisson-prosessiksi intensiteetillä λ, jos seuraavat ehdot täyttyvät:

(i) N(0) = 0;

(ii) Prosessin N(t) lisäykset ovat riippumattomia;

(iii) Lisäysten määrä aikavälillä, jonka pituus on τ, (τ > 0) on Poisson ja-
kautunut parametrilla λτ .
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4 Sekoitettu Poisson -prosessi

4.1 Sekoitettu todennäköisyysjakauma

Sekoitetussa todennäköisyysjakaumassa satunnaismuuttujan X todennäköi-
syysjakaumassa jokin parametri on satunnaismuuttuja. Satunnaismuuttuja
X on siis jakautunut jakauman F mukaan, jossa F :n parametri θ on ja-
kautunut jakauman G mukaan. Saadaan tällöin jakauma H, joka koostuu
jakaumista F ja G. Jakaumaa G kutsutaan tällöin sekoitusjakaumaksi ja pa-
rametria θ kutsutaan sekoitusmuuttujaksi. Tällöin sekoitetun jakauman H:n
tiheysfunktio on muotoa:

pH(x) =

∫︂
pF (x|θ) · pG(θ) dθ

4.2 Sekoitettu Poisson -jakauma

Esitellään sekoitettu Poisson-jakauma avaavan esimerkkitilanteen kautta.
Grandell käytti kirjassaan kyseistä esimerkkiä kuvaamaan ihmisten yksilöl-
listen erojen satunnaisuuden mallintamista.

Olkoon N ∼ Po(·) tietylle yksilölle sattuvat liikenneonnettomuudet vuo-
den aikana. Tällöin

P{N = k} =
αk

k!
e−α, k = 0, 1, . . .

Tässä parametrin α arvo riippuu:

• Ajetusta matkasta

• Liikenneympäristöstä

• Yksilön ajotaidoista

Voidaan siis kutsua parametria α yksilön tapaturma-alttiudeksi(accident
proneness).

On luontevaa olettaa, että tarkasteltaessa yksilöä eri vuosina myös
tapaturma-alttius α muuttuu. Toisaalta jos oletetaan α:n pysyvän samana,
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eli riippumattomana sekä α ∼ Po(·), niin tällöin yksilön tapaturmia voitai-
siin mallintaa Poisson-prosessilla. Laajennetaan tarkastelua useammalle
henkilölle vuoden aikana, ja oletetaan näiden henkilöiden ajavan yhtä paljon
samassa ympäristössä. Heidän tapaturmiensa määrät eroavat silti toisistaan
ajotaitojen erojen takia. On helppo olettaa siis, että eri yksilöillä on siis eri
α:n arvo. Kuitenkaan tätä arvoa ei voida numeerisesti määrittää. Oletetaan
siis jokaisella yksilöllä olevan vastaava Poisson-prosessi, joka mallintaa hei-
dän onnettomuuksiaan tulevaisuudessa. Parametrin α arvosta voidaan tietää
edes vähän, varsinkin jos yksilöt muodostavat homogeenisen joukon.

Nyt tarkastellaan tapaturma-alttiutta α tietyn satunnaismuuttujan Λ tu-
loksena, jonka jakauma U tunnetaan. Jakaumaa U kutsutaan rakenneja-
kaumaksi(structure distribution). Nyt saadaan tulkittua ylläolevaa yhtälöä
N :n ehdollisena jakaumana ehdolla Λ = α. Tällöin saadaan N :n jakaumaksi:

P{N = k} =

∫︂ ∞

−∞

lk

k!
e−ldU(l), k = 0, 1, . . .

Tästä jakaumasta käytetään nimeä sekoitettu Poisson jakauma. Sekoite-
tulle Poisson jakaumalle on ominaista:

E(N) = E(Λ) ja V ar(N) = E(Λ) + V ar(Λ) ≥ E(Λ)

Vertaamalla näitä Poisson jakauman tunnuslukuihin huomataan, että
V ar(Λ) = 0, kun E(N) = V ar(N). Sekoitettu Poisson jakauma on siis
ylihajottunut(over-dispersed) verrattuna Poisson jakaumaan. Intuitiivisesti
tämä on helppo ymmärtää, sillä V ar(Λ) voidaan tulkita intesiteetin variaa-
tion mittana ja E(Λ) tulkitaan samoin kuin Poisson jakauman tapauksessa.
Siis V ar[N − Λ] = E[Λ].

Greenwood ja Yule (1920) ja Newbold (1926) olivat tutkineet edellä mai-
nittua aihetta läpi alan pioneereina. He tutkivat α parametria Γ-jakauman
tuloksena tiheydellä u, jossa u saadaan kaavasta:

u(l) =
βγ

Γ(γ)
lγ−1e−βl, l ≥ 0, β > 0, γ > 0. (1)

N on tällöin negBin-jakaunut.

P{N = k} =

(︃
γ + k − 1

k

)︃(︃
β

β + 1

)︃γ (︃
1

β + 1

)︃k

, k = 0, 1, . . . .
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Sekoitettu Poisson-jakauma on siis selvästi monimutkaisempi Poisson-
jakaumaan verrattuna, mutta huomataan Λ olevan eksponentiaalisesti ja-
kautunut tilanteessa γ = 1:

P{N = k} =

(︃
β

β + 1

)︃(︃
1

β + 1

)︃k

, k = 0, 1, . . . .

Tässä tapauksessa huomataan N olevan geometrisesti jakautunut, joka on
jopa yksinkertaisempi jakauma kuin Poisson jakauma.

Jatkamalla aikaisemmin läpikäytyä tarkastelua yksilöllisillä Poisson-
prosesseilla, huomataan hieman erilainen määritelmä, josta voidaan käyttää
nimitystä sekoitettu Poisson-prosessi. Jos sekoitettu Poisson jakauma saa
rakennejakaumakseen ylläolevan yhtälön (1), niin tällöin puhutaan Pólya-
prosessista.

Tutkitaan nyt yksilöä, jolla on liikennevakuutus ajasta t = 0 eteenpäin.
Aikaan t asti henkilö on tehnyt N(t) korvausvaatimusta. Vakuutusyhtiö ha-
luaa ennustaa kuinka monta korvausvaatimusta seuraavalla laskutuskaudella
(t, t + h] tulee olemaan. Siis vakuutusyhtiö haluaa tietää N(t + h) − N(t)

käyttäen yksilöön liittyvää historiaa tai dataa. Tästä saadaan:

E[N(t+ h)−N(t)|N(t) = n]

=E[E[N(t+ h)−N(t)|Λ, N(t) = n]|N(t) = n]

=hE[Λ|N(t) = n].

Sekoitetun Poisson-prosessin tutkimisen motivaationa voidaan tiivistää
Newboldin kolmeen periaatteeseen:

N1 Yksilöiden tapaturma-alttiudet α eroavat toisistaan.

N2 Menneisyyden tapaturmat eivät vaikuta tulevaisuuden tapaturmiin.

N3 Yksilön tapaturma-alttius pysyy vakiona yli ajan.

On helppo nähdä, että N1 ja N2 viittaavat riippumattomuuteen ja N3
stationaarisuuteen, mitkä ovat tärkeitä käsitteitä todennäköisyysteoriassa
stokastisilla prosesseilla.
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Monia jakaumia voidaan käyttää sekoitusmuuttujan θ jakaumana, mut-
ta todellisuudessa mielekästä on käyttää vain kolmea jakaumaa: Gamma-
jakaumaa, logNorm-jakaumaa ja käänteistä gaussista jakaumaa. Näiden se-
koitus antaa täten (samassa järjestyksessä): negBin-jakauman, Poisson-log-
normal -jakauman ja Sichel-jakauman.

Määritelmä 4.1. Olkoon X Gamma-jakautunut. Tällöin merkitään X ∼
Γ(α, β), jossa Γ on Eulerin gammafunktio. Gammajakautuneen satunnais-
muuttujan tiheysfunktio on muotoa:

f(x) =
1

βαΓ(α)
xα−1e−

x
β ,

kun x > 0 α, β > 0.

Määritelmä 4.2. Olkoon logaritmisen normaalijakauman parametri
X = lnY logNorm-jakautunut. Parametri Y on tällöin normaalijakautunut.
Log-normaalijakautuneen satunnaismuuttujan tiheysfunktio on muotoa:

f(x) =
1√
2πσY

1

x
exp

(︃
−(ln x− µY )

2

2σ2
Y

)︃
Esimerkki 4.3. Tutkitaan sekoitettua Poisson-jakaumaa, missä sekoitusja-
kaumana on logNormaalijakauma.

Olkoon Λ logNorm-jakautunut. Tällöin

u(l) =
1√

2πσG l
e

−(log l−µG)2

2σ2
G

ja

µΛ = eµG+
σ2
G
2 , σ2

Λ = e2µG+σ2
G(eσ

2
G − 1).

Käänteinen normaalijakauma, tai toiselta nimeltään Waldin jakauma,
on kahden parametrin jakauma, jonka tiheysfunktio on muotoa:

f(x;µ, λ) =

√︃
λ

2πx3
exp

(︃
−λ(x− µ)2

2µ2x

)︃
,
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kaikille x > 0, jossa µ > 0 on keskiarvo- ja λ > 0 muotoparametri.
Martingaalit ovat jono satunnaismuuttujia, joille missä tahansa ajan-

jaksossa seuraavan jonon jäsenen ehdollinen odotusarvo on sama kuin nykyi-
nen arvo.

Määritelmä 4.4. F-martingaali M = {M(t); t ≥ 0} on reaaliarvoinen
prosessi jolle,

1. M(t) on Ft-mitallinen kun t ≥ 0,

2. E[|M(t)|] < ∞ kun t ≥ 0,

3. [M(t)|Fs] = M(s) P-m.v. kun t ≥ s.

Määritelmä 4.5. F-martingaali M on oikealta jatkuva jos:

1. Kaikki polut M(t) ovat oikealta jatkuvia

2. Filtraatio F on oikealta jatkuva, eli

Ft =
⋂︂
s>t

Fs jos t ≥ 0.

5 Sekoitetun Poisson-prosessin karakterisaatio

Karakterisointilauseet ovat teoreemoja, jotka osoittavat yhteyden satun-
naismuuttujien jakauman ja tietyissä yleisissä funktioissa ilmenevien ominai-
suuksien välillä. Karakterisointia voidaan ajatella siten, että tarkasteltaessa
eri ryhmiä A, B, C, jotka sisältävät yleisiä funktioita ja määritelmiä, voim-
me yrittää karakterisoida sekoitetun Poisson-prosessin tietyn ryhmän sisään.
Jos karakterisaatio esimerkiksi ryhmään C on mahdollista, voimme suoraan
käyttää näitä ryhmän C ominaisuuksia sekoitettuun Poisson-prosessiin sen
sijaan, että täytyisi todistaa kaikki sen ominaisuuksiin liittyvät teoreemat
erikseen.
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5.1 Karakterisaatio syntymäprossessina

Koska syntymäprosessi on hyvin yksinkertainen laskuriprosessi, niin tällä
karakterisaatiolla saadaan paljon määritelmiä avattua sekoitetulle Poisson-
prosessille. Seuraavan lauseen todisti Lundberg tutkielmassaan On random
processes and their application to sickness and accident statistics (1964).

Lause 5.1. Olkoon N syntymäprosessi intensiteetillä κn(t) ja reunajakau-
malla pn(t). Seuraavat toteamukset ovat ekvivalentteja:

(i) N on sekoitettu Poisson-prosessi

(ii) κn(t) täyttää ehdon κn+1(t) = κn(t)− κ
′
n(t)

κn(t)
, n = 0, 1, . . .

(iii) κn(t) ja pn(t) täyttävät ehdon pn(t) =
t
n
κn−1(t)pn−1(t), n = 1, 2, . . .

(iv) E[κN(t)(t)|N(s) = m] = κm(s), kun 0 < s ≤ t ja m = 0, 1, . . .

(v) E[N(t)−N(s)|N(s) = m] = κm(s)(t− s), kun s ≤ t ja m = 0, 1, . . .

(vi) P{N(s) = m|N(t) = n} =
(︁
n
m

)︁
( s
t
)m(1− s

t
)n−m, kun s ≤ t ja m ≤ n.

Todistus. Seurataan Lundbergin alkuperäistä todistusta vuodelta 1964. To-
distuksen kulku näkyy kuvasta.

Kuva 1: Todistuksen kulun havainnollistaminen. Kuvan lähde: Grandell,
(1997) [1].

Lähdetään liikkeelle kohdasta (ii).
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(ii) −→ (i)

Olkoon û(t) = p0(t), jossa û ≥ 0 kun t ≥ 0. yhtälöstä (6.1) seuraa:

κ0(t) = − û(1)(t)

û(t)
,

ja tällöin −û(1)(t) ≥ 0, kun t ≥ 0, sillä κ0(t) ≥ 0. Oletetaan nyt, että

κk(t) = − û(k+1)(t)

û(k)(t)
(2)

ja, että

(−1)k+1û(k+1)(t) ≥ 0, kun t ≥ 0, k = 0, . . . , n. (3)

Ottamalla logaritminen derivaatta kohdasta (ii), saadaan:

κn+1(t) = − û(n+1)(t)

û(n)(t)
− û(n+2)(t)

û(n+1)(t)
+

û(n+1)(t)

û(n)(t)
= − û(n+2)(t)

û(n+1)(t)
.

Käyttämällä yhtälöä (3) ja κn+1(t) ≥ 0, saadaan seurauksena, että yhtä-
löt (2) ja (3) pitävät paikkansa kaikille k ≥ 0. Siis û on täysin monotoninen.
Koska û(0) = p0(0) = 1 niin tästä seuraa, että û(t) on Laplace muunnos ja
tällöin intensiteetit määrittelevät sekoitetun Poisson-prosessin.

(iii) ⇒ (ii).

Ottamalla logaritminen derivaatta kohdasta (iii), saadaan:

p′n(t)

pn(t)
=

1

t
+

κ′
n−1(t)

κn−1(t)
+

p′n−1(t)

pn−1(t)
. (4)

yhtälöstä (6.1) ja (iii) saadaan:

p′k(t)

pk(t)
= −κk(t) + κk−1(t)

pk−1(t)

pk(t)
= −κk(t) +

k

t
.
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Edellinen yhtälö on myös tosi tilanteessa, kun k = 0. Asettamalla yhtälöön
k = n ja asettamalla n− 1 yhtälöön (4) saadaan (ii).

(iv) ⇒ (ii)

(iv) kohdasta saadaan:

κm(s) =
∞∑︂

n=m

κn(t)pm,n(s, t).

Josta yhtälöiden (6.3) ja (iv) kanssa saadaan:

κ′
m(s) =

∞∑︂
n=m

κn(t)
∂pm,n(s, t)

∂s

= κm(s) ·

(︄
κm(t)pm,n(s, t) +

∞∑︂
n=m+1

κn(t)[pm,n(s, t)− pm+1,n(s, t)]

)︄
= κm(s)[κm(s)− κm+1(s)],

joka on sama kuin (ii).

(v) −→ (iv).

Olkoon m ja s vakioita ja e(t) muotoa:

e(t) =
∞∑︂

n=m

(n−m)pm,n(s, t).

Käyttämällä etenevää yhtälöä (6.2) saadaan:

e′(t) =
∞∑︂

n=m

(n−m)(−κn(t)pm,n(s, t) + κn−1(t)pm,n−1(s, t))

=
∞∑︂

n=m

κn(t)pm,n(s, t)
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Tällöin e′(t) = κm(s), jolloin (iv) pitää paikkansa.

(vi) ⇒ (iii).

Koska

P{N(s) = m,N(t) = n} = P{N(s) = m|N(t) = n}pn(t) = pm,n(s, t)pm(s),

niin kohdasta (vi) seuraa, että yhtälö (6.4) pätee. Otetaan logaritminen de-
rivaatta yhtälöstä (6.4) t:n suhteen ja päästään muotoon:

∂pm,n(s, t)

∂t
=

(︃
−n

t
+

n−m

t− s
+

p′n(t)

pn(t)

)︃
pm,n(s, t). (5)

Yhtälöistä (6.1) ja (6.2) kun m < n, saadaan yhtälö (5) sievennettyä muo-
toon:

κn−1(t)
pm,n−1(s, t)

pm,n(s, t)
= −n

t
+

n−m

t− s
+ κn−1(t)

pn−1(t)

pn(t)
. (6)

Käyttämällä edelleen (6.4) saadaan:

pm,n−1(s, t)

pm,n(s, t)
=

n−m

n

t

t− s

pn−1(t)

pn(t)

Tällöin yhtälö (6) sievenee muotoon:

κn−1(t)

(︃
n−m

n

t

t− s
− 1

)︃
pn−1(t)

pn(t)
= −n

t
+

n−m

t− s

tai eri tavalla merkittynä

κn−1(t)
pn−1(t)

pn(t)
=

n

t
,

joka on kohta (iii).

(i) ⇒ (v).

21



Olkoon U∗(x) =

∫︁ x
0−

lme−sldU(l)∫︁∞
0−

lme−sldU(l)
. Nyt

E[N(t)−N(s)|N(s) = m] =

∫︂ ∞

0

(t− s)ldU∗(l) = (t− s)κm(s).

(i) ⇒ (vi).

Tämä seuraa suoraan siitä, että (vi) pitää paikkansa Poisson-prosessille
riippumatta intensiteetistä α. Tällöin se pitää myös paikkansa, kun intensi-
teetti on satunnaisesti generoitu. Täten olemme todistaneet lauseen 5.1.

Edellisen jokseenkin pitkän todistuksen huomattavin kohta on (iv). Ole-
tetaan, että κ0(0) < ∞. Koska N on markovilainen, saadaan:

E[κN(t)(t)|N(s)] = E[κN(t)(t)|FN
s ].

Ylläoleva yhtälö voitaisiin siis kirjoittaa seuraavaan tapaan.

Lause 5.2. Syntymäprosessi N , jolle κ0(0) < ∞, on sekoitettu Poisson-
prosessi, jos ja vain jos κN(t)(t) on FN -martingaali.

Tämä määrittely on ensimmäinen martingaali-karakterisaatio laskuripro-
sessiteoriassa.

5.2 Karakterisaatio laskuriprosessina

Palautetaan mieleen laskuriprosessin stationaarisuuden määritelmä. laskuri-
prosessia N kutsutaan stationaariseksi, jos N(t) = N(s+ t)−N(s) jakauma
ei muutu kaikilla s ≥ 0.

Olkoon N sekoitettu Poisson-prosessi jakaumalla U , missä U on ei-
negatiivisen satunnaismuuttujan Λ jakauma ja olkoon Uc satunnaismuut-
tujan cΛ jakauma. Nyt ohennusoperaattori(thinning operator) DpN on
sekoitettu Poisson-prosessi jakaumalla Up. Voimme nyt kompensoida ohen-
tamista tiivistämällä aikaikkunaa.

Määritellään kompressio-operaattori Kp, KpN(t) = N(t/p). Tästä
seuraa aikakompressoitu prosessi KpN , joka on sekoitettu Poisson-prosessi
jakaumalla U1/p. Täten KpDpΠU = ΠU mille tahansa sekoitetulle Poisson
-prosessille. Operaattori KpDp on kuvattu seuraavassa kuvassa.
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Kuva 2: Alkuperäisestä prosessista N ohennetaan operaattorilla DpN ja
kompressoidaan operaattorilla KpDpN . Kuvan lähde: Grandell, (1997) [1].

Lause 5.3. Olkoon N stationaarinen laskuriprosessi jollain sopivalla jakau-
malla Π. Seuraavat väitteet ovat ekvivalentit:

(i) N on sekoitettu Poisson-prosessi.

(ii) KpDpΠ = Π jollekin p ∈ (0, 1).

(iii) Hyppyjen määrä välillä [0, t] annettuna N(t) = n on tasajakautunut,
kun n ≥ 1 ja t > 0.

Todistus. (ii) −→ (i).

Koska Kpn+1Dpn+1Π = KpnDpnKpDpΠ = KpDpΠ, niin tästä seuraa, että
(ii) pitää paikkansa kun p, p2, p3, ... Asetetaan

pn = pn ja Nn = KpnN.

Koska DpnNn = N , saadaan triviaalisti DpnNn
d−→ N( d−→ tarkoittaa konver-

genssia jakautumisessa eli niiden jakautumat lähenevät toisiaan, kun otosko-
ko kasvaa). Nyt yhtälöstä (6.5) seuraa, että on olemassa satunnaismitta Λ,
jolle pnNn

d−→ Λ. Tällöin N on Cox prosessi satunnaismitalla Λ. Tästä seuraa

pnNn(1) = pnN(1/pn)
d−→ Λ(1), kun n −→ ∞. (7)
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Koska N on stationaarinen, niin on olemassa satunnaismuuttuja N , jota
kutsutaan yksilölliseksi intensiteetiksi jolle

N(s)/s −→ N P-m. v. kun s −→ ∞. (8)

Yhtälöstä (7) seuraa, että N
d
= Λ(1)( d

= tarkoittaa yhtäläisesti jakautunutta)
ja tällöin P{N < ∞} = 1. Jatkaen yhtälöstä (8)

pnNn(t) = pnN(t/pn) = t · pn
t
N(t/pn) −→ t ·N P-m. v., kun n −→ ∞.

Täten (Λ(t1), . . . ,Λ(tn))
d
= (t1 ·N, . . . , tn ·N) ja kohta (i) seuraa tästä.

(iii) −→ (i)

Koska tasajakauma on jatkuva jakauma, niin ainoastaan yksi hyppy voi
tapahtua tiettynä ajanhetkenä. Toisin sanoen N on yksinkertainen laskuri-
prosessi. Koska (6.6), niin on riittävä osoittaa, että:

P{N{A} = 0} =

∫︂ ∞

0−

el|A|dU(l), A ∈ IU , (9)

missä |A| on A:n välien pituuksien summa. Tässä IU kuvastaa välin [0,∞)

äärellisten unionien joukkoa.
Valitaan A ∈ IU ja t > sup{x|x ∈ A} ja asetetaan s = |A|. Nyt

P{N{A} = 0} =
∞∑︂
n=0

P{N{A} = 0|N(t) = n}P{N(t) = n}

=
∞∑︂
n=0

(︃
t− s

t

)︃n

P{N(t) = n},

ja nähdään, että P{N{A} = 0} = P{N(s) = 0}.
Satunnaismuuttuja N(s) syntyy satunnaismuuttujasta N(t) ohentamalla.
Koska diskreettiä satunnaismuuttujaa voidaan pitää laskuriprosessina yk-

sidimensioisella tila-avaruudella, niin käytetään edelleen lausetta (6.5). Vali-
taan t1, t2, . . . siten, että limk→∞ tk = ∞.

Käyttämällä ohentamisoperaattoria Dp satunnaismuuttujaan N(tk), saa-
daan N(s)

d
= Ds/tkN(tk) ja lauseesta (6.5) seuraa

s

tk
N(tk)

d−→ jokin satunnaismuuttuja Λs (10)
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ja N(s) on SP (Us), missä Us on satunnaismuuttujan Λs jakauma ja SP (·)
tarkoittaa sekoitettua Poisson-prosessia.

Mikä tahansa A valitaan niin tks termi tulee olemaan tarpeeksi suuri, eikä
t1, t2, . . . valintaa tarvitse verrata A:n valintaan. Siis yllä olevat perustelut
pätevät kaikille A.

Asettamalla yhtälöön (10) s = 1, seuraa että Λs
d
= s · Λ1. Tällöin N(|A|)

kaikilla A ∈ IU on SP (|A|, U1) ja yhtälö 9 seuraa. Täten olemme todistaneet
lauseen (5.3).
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6 Liitteet

Lemma 6.1.

p0(t) = −κ0(t)p0(t),

pn(t) = −κn(t)pn(t) + κn−1(t)pn−1(t), n > 0.

Lemma 6.2.

∂pn,n(s, t)

∂t
= −κn(t)pn,n(s, t),

∂pm,n(s, t)

∂t
= −κn(t)pm,n(s, t) + κn−1(t)pm,n−1(s, t), kaikilla m < n.

Lemma 6.3.

∂pm,m(s, t)

∂s
= κm(s)pm,m(s, t),

∂pm,n(s, t)

∂s
= κm(s)[pm,n(s, t)− pm+1,n(s, t)], kaikilla m < n.

Lemma 6.4.

pm,n(s, t) = p∗n−m(t− s)

=

∫︂ ∞

0−

(l · (t− s))n−m

(n−m)!
e−l·(t−s)dU∗(l)

=

∫︁∞
0−

ln·(t−s)n−m

(n−m)!
e−ltdU(l)∫︁∞

0− lme−lsdU(l)

=

(︃
n

m

)︃(︂s
t

)︂m (︂
1− s

t

)︂n−m pn(t)

pm(s)
.

Lemma 6.5.

pk(t) =

∫︂ ∞

0−

(lt)k

k!
e−ltdUt(l), kaikilla k = 0, 1, . . .

Lemma 6.6. Yksinkertaisen laskuriprosessin jakauma Π määräytyy kaikkien
B:n muotojen Π{B} perusteella, missä

B = {ν ∈ N ; ν{A} = 0}, A ∈ IU .

26


	Johdanto
	Yleisiä määritelmiä
	Laskuriprosessit
	Poisson-prosessi

	Sekoitettu Poisson -prosessi
	Sekoitettu todennäköisyysjakauma
	Sekoitettu Poisson -jakauma

	Sekoitetun Poisson-prosessin karakterisaatio
	Karakterisaatio syntymäprossessina
	Karakterisaatio laskuriprosessina

	Kirjallisuutta
	Liitteet

