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Téasséa tyossa késittelen sekoitettuja Poisson-prosesseja ja niiden karakteri-
sointia. Kayn lapi aiheen historiaa ja kehitystd ajan myota. Tarkastelen ai-
empien tutkijoiden tyotd ja niiden vaikutusta nykyiseen ymmérrykseemme
sekoitetuista Poisson-prosesseista. Esittelen luvussa 2 keskeiset késitteet ja
teoreettisen taustan liittyen todennékoisyysteoriaan ja stokastisiin proses-
seihin. Seuraavassa luvussa tarkastelen laskuriprosesseja ja niiden ominai-
suuksia. Kayn lapi laskuriprosessien méaritelmét, ominaisuudet ja erilaiset
esimerkit. Palautan tutkielmassa mieleen myos Markov-ketjujen peruskéasit-
teitd. Samassa luvussa keskityn Poisson-prosessiin, joka on yksi keskeinen
laskuriprosessien muoto. Esittelen sen ominaisuudet, sovellukset ja mate-
maattisen teorian taustalla. Poisson-prosesseista jatkan tarkastelua sekoitet-
tuun Poisson-prosessiin. Tamakin tapaus kidydaan lapi maaritelmé kerral-
laan, aloittaen havainnollistavasta esimerkkitilanteesta. Tyon keskeisin osa
on sekoitettujen Poisson-prosessien karakterisointi. Tarkastelen kahta eri ta-
paa, joilla naitd prosesseja voidaan luonnehtia tietyilld ominaisuuksilla ja ja-
kaumilla. Tekstin kulku tulee olemaan erittdin pohjustavaa, ja jokainen uusi
késite selitetddn omana méadritelmana. Taméa lahestymistapa mahdollistaa
sen, ettd lukijat voivat silmailld alkuosan lapi saaden yleiskuvan aiheesta, ja
vasta tyon loppuvaihessa he voivat paneutua yksityiskohtiin ja lukea asiat

ajatuksen kanssa.

Poisson-prosessi, laskuriprosessi, sekoitettu Poisson-jakauma, karakterisaa-

tiolauseet
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1 Johdanto

Tyon pohjustana kiytetdén Jan Grandellin teosta Mized Poisson Processes
(1997). Jan Grandell tyoskenteli teosta tehdessdédn Tukholman kuninkaalli-
sessa teknillisessd korkeakoulussa tilastotieteen professorina. Teos Késittelee
Ove Lundbergin tutkielmaa On random processes and their application to
sickness and accident statistics (1964). Lundberg késitteli tutkielmassaan
Markov-prosesseja, ja vield tarkemin, sekoitettua Poisson-prosessia. Sekoi-
tetun Poisson-prosessin idea esitettiin vuonna 1938 Dubourdieun toimesta.
Lundbergin perusajatuksena oli esittdd matemaattinen malli sairaus- ja tapa-
turmavakuutuksiin liittyviin korvausvaatimuksiin. Ongelman lahestymistapa
oli siis hyvin kiytannonlaheinen. 1920-1930-luvulla oli jo tutkittu, ettd nega-
tiivibinomijakauma sopi korvausvaatimusten mallintamiseen paremmin kuin
Poisson jakauma. Lundberg halusi ymmartaa edelld mainitut tutkimuskysy-
mykset teoreettisella ndkdkannalla, miké johti hdnen tutkielmansa syntyyn.

Grandell pohjustaa omaa teostaan vain yksityiskohtaisena Lundbergin
tutkielman tarkasteluna, eiké juurikaan tuo esille uusia nakékulmia. Han esit-
telee yhdistettya Poisson-prosessia seké laskuriprosessien, ettd vakuutusma-

tematiikan ndkokulmasta.

2  Yleisia maaritelmia

Maaritelladn aluksi todennékoisyyslaskentaan liittyvia peruskasitteita ja ylei-
simpia lauseita, joita téssa tyossa kiaytetadn. Kasitteet 10ytyvéit kirjasta To-

denndkdisyyslaskennan ja tilastomatematiikan perusteet, (1998) [2].

Maaritelma 2.1. Yleistd joukkoa 2 = wiq,...,w, kutsutaan otos- tai ta-

pausavaruudeksi. Alkioita wq, ..., w, kutsutaan alkeistapauksiksi.
Kiytetadn tapahtuman A komplementtitapahtumasta merkintés A.

Maaritelma 2.2. Otosavaruuden () osajoukkojen kokoelma F on sigma —

algebra, jos

i) Qe F



(i) Ae F=AeF
(111) AiEF,i:1,2,3,...:>U§ilAi6./—".

Sigma-algebraa B(R) kutsutaan Borelin sigma-algebraksi ja sen alkioita

Borelin joukoiksi.

Maaritelma 2.3. Kuvausta P : F — R kutsutaan todenndkoisyysmitaksi

tai todennéakoisyydeksi, jos
(i) P(A) > 0, kaikille A € F
(ii) P(2) =1

(ili) Jos A; € F,i=1,2,3,...jaA4;NA =0 kuni#j
= P(UiZ, Ai) = 2202, P(Ai).

Kolmikolle (2, F, P) kiytetdén télloin nimitystd todennikoisyysava-
ruus. Seuraavaan lauseseen on koottu todenn#kéisyysmitan perusominai-

suuksia.
Lause 2.4. Olkoon kolmikko (2, F, P) todenniksisyysavaruus. Téllsin
(i) 0< P(A) <1
(i) P(Q) =1
(iii) P(@) =0
(iv) P(A) =1— P(A)
(v) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
(vi) Jos AN B =@, niin P(AU B) = P(A) + P(B)
(vii) P(A\B) = P(A) — P(AN B)

(viii) Jos A C B, niin P(A) < P(B)



Todistus. Todistetaan kohta (v). Jaetaan joukot A ja B aksioomien pohjalta

eri osiin:
B=(BNnA)U(BNA), AUB=(ANB)U(ANBU(ANB).
Nyt saadaan yhtélon (vii) nojalla
P(A) = (AN B)+ P(ANB) ja P(B) = P(BN A) + P(BnN A).
josta edelleen

P(AUB) = P(ANB)+ P(ANB) + P(ANB)
(B) — P(BNA)+ P(A) — P(ANB) + P(AN B)
(A)+ P(B) — P(ANB).

P
P

]

Maaritelma 2.5. Olkoon (D, () ja (F,n) mitta-avaruuksia. Funktiota X :
D — F kutsutaan mitalliseksi sigma-algebroiden ( ja n suhteen, jos
X~T) € ¢ jokaisella T € n.

Jos (D, () = (2, F), niin mitallista kuvausta X kutsutaan satunnais-

muuttujaksi.

Maaritelma 2.6. Satunnaismuuttujan X kertymaé- tai jakaumafunktio on

muotoa:
Fx(x)=P(X <z),xz €R.

Maaritelma 2.7. Olkoon X :  — N diskreetti satunnaismuuttuja. Kaikille
mahdollisille arvoille z € N tapaukset {X = z} kuuluvat sigma-algebraan

F. Pistetodennikoisyysfunktio p, méiritelliin seuraavasti:
px = P(X =2).

Pistetodennékoisyysfunktio antaa todennékoisyyden sille, ettd satunnais-
muuttuja X saa tietyn arvon x. On selvdd, ettd pistetodennékoisyyksien

summa on yksi:

Y P(X=1)=1
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Lause 2.8. Pistetodennékoéisyys- ja kertyméafunktiolla on seuraavat ominai-

suudet:
1)px($) S [0, 1], HAS Qx,

2) > pxlx) =1,

z€Qx
DEx(r) = 3 px(y).
y<z
4) wEIElOO Fx(z)=0
5) a:h—{goFX(x) =1

6)Fx on kasvava funktio.

Maaritelma 2.9. Olkoon X : Q — N diskreetti satunnaismuuttuja. Télloin

X:n odotusarvo on muotoa
p=E[X]=> zpx(z),

jossa ylldoleva sarja suppenee itseisesti. |ks. |7, .302].

Varianssi on muotoa

o = Var(X) = BI(X — p)] = 3 (o — n)px(2),

T

jossa ylldoleva sarja suppenee itseisesti. |ks. |7, s.302].
Maaritelma 2.10. Tapahtumat A, B € ) ovat toisistaan riippumattomia,
jos

P(ANB) = P(A) P(B).

Yleisesti tapahtumat Aq, As, ..., A, C € ovat toisistaan riippumattomia, jos

jokaiselle I C 1,...,n
P (ﬂ AZ-> =[P4
iel iel
Lause 2.11. Satunnaismuuttujat X ja Y ovat toisistaan riippumattomia,
jos
Fxy(z,y) = Fx(z) Fy(y) kaikilla z,y.
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Maaritelma 2.12. Ehdollinen odotusarvo: Olkoon X ja Y satunnais-

muuttujia. Téalloin Y:n odotusarvo ehdolla X on muotoa

EY|X=12)=) yPY =y|X =x).

Maaritelma 2.13. Stokastinen prosessi: Jos joukolla pisteitd on satun-
nainen rakenne ajan suhteen, niin t&ll6in voidaan puhua stokastisesta pro-
sessista. Télloin pisteet muodostavat polun ja koko joukosta puhutaan pol-
kureaalisaationa. Olkoon X () satunnaismuuttuja, missé t € T, (T € Z).
Télloin joukko {X(t),t € T'} on stokastinen prosessi ja muodostaa ajan mit-

taan polkureaalisaation.

Maaritelma 2.14. Stationaarinen prosessi: Jos stokastisen prosessin ja-
kauma ei muutu ajan mittaan ennalta méaratyn ajanjakson aikana, talloin
tatd ominaisuutta kutsutaan stationaariseksi. Téalléin my6s prosessin odo-

tusarvo ja varianssi pysyvit samana yli ajan. Matemaattisin merkinnéin:
Fo(zygry ey @ty 1r = Fu(myy, ..., 2y, kaikille 7,1, ..., t, € R ja kaikille n € Ny,.

Poisson-jakauma on diskreetti todennékoisyysjakauma, joka kuvaa yk-
sittaisten tapahtumien esiintymistiheytta tai lukumaérda. Jakaumalla on
monia kiytdnnonldheisia kayttotapoja esimerkiksi taloustieteessa, vakuu-
tusmaailmassa, teleoperaattoreilla ja eri luonnontieteiden aloilla. Poisson-
jakaumaa voidaan esimerkiksi kiyttaa tilanteessa, jossa ollaan kiinnostuneita

myymaldan saapuvista asiakkaista tietyn tunnin aikana.

Maaritelma 2.15. Satunnaismuuttuja X on Poisson-jakautunut para-

metrilla A (A > 0), jos X:n arvojoukko on 0,1,2, ... ja
)\k
P(X =k)= e_’\y, missé k= 0,1,2,3, ...

Merkitadn X ~ Poisson(\).

Poisson-jakauman parametri A kuvaa intensiteettia eli tapahtumisno-

peutta.



Maaritelma 2.16. Poisson-jakauman kertyméfunktio on muotoa:

(2] )\k
Fir)=P(X<z)=e¢?) =

k!
k=0
Esimerkki 2.17. Erddseen myymaéldan saapuu keskiméédrin 3 asiakasta mi-
nuutissa.

a)Milld todenndkoisyydella tasan 77 asiakasta saapuu seuraavan tunnin
aikana myymélddn? b)Mikd on todennékoisyys, ettd yhtddn asiakasta ei saa-
vu myymalddn seuraavan minuutin aikana? c¢) Milla todennékoisyydelld ai-
nakin 10 asiakasta saapuu myymélaan seuraavan 5 minuutin aikana?

Oletetaan, ettd asiakkaat saapuvat myymaélaén toisistaan riippumatto-
masti.

a) Voimme mallintaa asiakkaiden saapumista myyméldén Poisson-
jakauman avulla, jossa parametri A saa arvon 3 x 60 = 180 asiakasta tun-
nissa. Olkoon X satunnaismuuttuja, joka kuvastaa seuraavan tunnin aikana
myyméladn saapuvien asiakkaiden lukuméérdéd. Talloin X ~ Po(180), joten
todennakdisyys 77 asiakkaan saapumiseen tunnin aikana saadaan Poisson ja-

kauman pistetodennékoisyysfunktiosta:

6_>\)\77 6_180(180)77

PIX =T == ==

~ 0.013

Siis seuraavan tunnin aikana myymaldan saapuu tasan 77 asiakasta noin 1,3%
todennékoisyydellé.
b) Olkoon satunnaismuuttuja X seuraavan minuutin aikana myymaéalaan
saapuvien asiakkaiden méaara. Talléin A = 3, jolloin
e A0
0!

P{X =0} = =e? =~ 0.05

Siis noin 5 prosentin mahdollisuudella myymélaédn ei saavu yhtédén asiakasta

seuraavan minuutin aikana.



c) Jélleen X ~ Po(15), joten

P{X >10} =1— P{X <9}
—1-P{X=0}+P{X=1}+...+ P{X =9}
6715 . 150 6715 . 151 6715 . 159

=1- 0l + 1 + ...+ 9l

~ 0.97

Siis seuraavan 5 minuutin aikana myymaéldén saapuu 10 asiakasta 97 prosen-

tin todennéakoisyydella.

Lause 2.18. Olkoon X ~ Po(\). Télloin odotusarvo ja varianssi ovat muo-

toa
p=EX)=X ja Var(X)=A
ja momentit generoiva funktio on muotoa
M(t) = E(e™) = exp(Xe’ — N).

Todistus.

oo
)\27
_ Z XA A
x!

=0

- C ()‘et)x
—¢ Z z!

=0
=e - exp(ieh)
= exp(le’ — ).

Ensimmaé&inen momentti saadaan derivoimalla momentit generoiva funktio ja

tutkimalla sen arvoa nollassa. Talloin
M'(t) = exp(Xe’ — M) Ae,
josta saadaan

E(X)=M0)=expA-1—N)-A-1=¢€"- A=\



Toinen momentti saadaan talloin derivoimalla M (t) kahdesti ja tutkimalla

sen arvoa nollassa:
M"(t) = exp(Ae’ — X) - Ae' - Ae! + exp(Aet — N) - Ae',
josta saadaan

M"(0) = exp(Ae® — \) - Ae? - Ae® + exp(Ae® — ) - Ae®
=expA—=A) - A-A+exp(A—A)- A
= A+ A

TAalloin saadaan varianssiksi

Var(X) = M"0) — [M'O)> =N+ X1— (N2> = A\

3 Laskuriprosessit

Jos sama tapahtuma toistuu useasti, niin sitd voidaan kuvata laskuripro-
sessin avulla. Laskuriprosessi on stokastinen prosessi, joka seuraa kyseisen

tapahtuman esiintymiskertojen méaraa ajan kuluessa.

Maéritelma 3.1. Olkoon N (t) hetkeen ¢ mennessé tapahtuneiden tapausten
lukumaara. Talloin muotoa {N(t)|t > 0} olevaa prosessia kutsutaan laskuri-

prosessiksi.
Laskuriprosessilla on seuraavat ominaisuudet:
(i) Tila-avaruus on diskreetti,
(ii) Parametrijoukko R* on jatkuva,
(iii) N(0) = 0 eli hetkeen 0 mennessé on tapahtunut 0 tapausta,
(iv) Yhdelld ajanhetkelld ei voi sattua useampaa tapausta kuin yksi.

Masritelma 3.2. Okoon N joukko funktioita v = {v(t);t > 0}, jolle on

ominaista:



(ii) v(t) on kokonaisluku kaikilla ¢ < oo;

(i) »(-) on kasvava ja oikealta jatkuva.
Funktiota v € N kutsutaan laskurifunktioksi.

Nyt saadaan laskurifunktion generoimaksi sigma-algebraksi:
B(N)=oc{v(t) <y; v € N, t>0, y <oo}.

Maaritelma 3.3. Olkoon X; joukko pisteitd, jotka kuvaavat tapahtumien
maarid tiettyina diskreetteind ajanhetkini tila-avaruudessa RT. Laskuri-
prosessi N on kokoelma satunnaismuuttujia {N(B) : B € B(S)}, jossa B(S)
on Borelin sigma-algebra tila-avaruudessa RT. Toisin sanoen N(B) satun-
naismuuttuja, joka antaa laskuriprosessin luvun Borelin joukossa B, ja lasku-

riprosesi voidaan mééritelld mitallisena kuvauksena (2, F, P) — (N, B(N)).

Laskuriprosessi on siis stokastinen prosessi, joka mallintaa pisteiden esiin-
tymisid ajassa tai tilassa (esimerkiksi Eukleedisessa tilassa). Mééritellaén las-

kuriprosessin osat sanallisesti:

Maaritelma 3.4. Piste - Joukon osa, missé prosessi tapahtuu. Esimerkik-
si jos laskuriprosessia mallinnetaan ajassa, niin 'pisteelld’ tarkoitetaan sita
ajanhetked, kun tapahtuma ilmenee.

Alkeistapaus - Voidaan méaritella mielivaltaisesti, esimerkiksi ‘'minuutin ai-
kana sattuu kolme tapahtumaa’.

Satunnaismuuttuja - Laskuriprosessien kontekstissa tarkoitetaan télloin
funktiota, joka kuvantaa alkeistapahtumaa reaaliluvuksi. Esimerkiksi tapah-
tumien maéra voi olla satunnaismuuttuja.

Intesiteettifunktio - Funktio joka kertoo tapahtumien keskimééraisen nopeu-
den eli intensiteetin. Intensiteettifunktion avulla voidaan laskea todennakoi-

syyksié liittyen laskuriprosessin tapahtumiin.

Laskuriprosessin sanotaan olevan yksinkertainen(simple), jos prosessin
lisdykset ovat aina vakiosuuruisia. Laskuriprosessi on stationaarinen, jos ter-
min N(t) = N(s+t)— N(s) jakauma ei muutu kaikilla s > 0. Stationaariselle
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laskuriprosessille on ominaista, ettd P{N(co) = 0 tai co} = 1 eli prosessilla
on pisteitd joko 0 tai &dreton méara todennékoisyydella 1.

Syntyma-kuolema prosessi on yksinkertainen laskuriprosessi, jossa on
seké lisdyksia, ettd poistumisia. Kyseessa on jatkuva-aikainen prosessi. Tilo-
jen muuttumiset tapahtuu vain viereisesta tilasta seuraavaan tai edelliseen.
Syntymét tapahtuvat intensiteetilld A\ ja kuolemat tapahtuvat intensiteetillé
p. Jos laskuriprosessi koostuu vain lisdyksistd, niin talloin puhutaan syn-
tyméprosessista. Poisson-prosessi on syntyméprosessi vakiointensiteetilla A,
(A>0).

Jos jatkuvassa laskuriprosessissa on vain lisdyksid, ja lisdyksia uuteen
tilaan tapahtuu intensiteetilla An = n - A, (n € N) niin on kyse Yule-
prosessista. Talloin voidaan puhua myos yksinkertaisesta syntymaproses-
sista, koska mallissa jokainen yksilo synnyttaé uusia jalkeldisia tasaisella tah-
dilla.

Laskuriprosessin ominaisuuksia:

Siirtymé-operaattori T, : N' — N, joka on méaéritelty laskuriprosessien

tila-avaruudessa N muodostetaan seuraavasti:
(Tsv)(t) =v(s+1t) —v(s), s> 0.

Siirtymaoperaattori 7T siis siirtda laskuriprosessia s ajanhetken verran eteen-
piin. Olkoon T, 'B = {v € N;T,v € B}, mille tahansa B € B(N). Joukkoa
B € B(N) kutsutaan invariantiksi(invariant), jos B = T, ! B kaikille s > 0.

Stationaarista laskuriprosessia N jollakin mielekkaalld jakaumalla IT kut-
sutaan ergodiseksi(ergodic), jos II{ B} = 0 tai 1 kaikilla invariantteilla jou-
koilla B € B(N).

Olkoon laskuriprosessi N stationaarinen. Talloin E[N(t)] = « - ¢, missa
parametria « kutsutaan laskuriprosessin intensiteetiksi.

On aina olemassa satunnaismuuttuja N, jolle E[N] = « ja jota kutsutaan
yksil6lliseksi intensiteetiksi(individual intensity), jolle @ — N P-m.v.,
kun t — o0o. Jos @ < 00, niin siitd seuraa ettd N on #érellinen P-m. v.. Koska
{v € N;7 < 2} on invariantti jokaiselle z, niin N on deterministinen(eli
sen arvo ei riipu satunnaisista tekijoistéd), jos N on ergodinen.

Laskuriprosessin harventamisella tarkoitetaan alkuperdisen prosessin
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muuttamista siten, etta siitd poistetaan osa pisteistd jollakin todennakoisyy-
delld p. Seké jaljelle jaavat pisteet, etta poistetut pisteet muodostavat uuden
laskuriprosessin. Samalla periaatteella voidaan myo6s yhdistaé laskuriproses-
seja yhdeksi. Téstd kiytetddn nimitystd superpositio. Olkoon Ny, Ny, N3

laskuriprosesseja. Niiden superpositio voidaan ilmaista seuraavasti:
N == N1 + NQ + N3,

missé N edustaa superpositiota ja se koostuu kaikkien kolmen laskuriproses-
sin pisteista yhdistettyna yhdeksi laskuriprosessiksi.

Markov-ketju ja Markov-prosessi ovat késitteitd, joita kaytetadn ku-
vaamaan stokastisia prosesseja, joissa tilan kehittyminen riippuu vain edelli-
sesta tilasta, eivatka kaikista menneisté tiloista. Téasta kaytetdan nimitysta
Markov-ominaisuus. Toinen kuvaava termi, joka tarkoittaa samaa asiaa on
Markov-prosessin muistittomuus. Markov-ketju viittaa diskreettiin aikaan
ja diskreetteihin tiloihin, kun taas Markov-prosessi voi olla joko diskreetti-
tai jatkuva-aikaista ja voi sisdltdd myos jatkuvia tiloja. Naita késitteita kiy-
tetddn laajalti monilla tieteenaloilla, kuten tilastotieteessé, kemiassa, talous-
tieteessd ja fysiikassa analysoimaan ja mallintamaan tapahtumien ja tilojen

dynamiikkaa.

Maaritelma 3.5. Olkoon (92, F, P) todennédkdisyysavaruus ja S, B(S)) mi-
tallinen tila, jossa S on tila-avaruus ja B(S) on borelin sigma-algebra S:ssé.

Stokastista prosessia X = {X; : ¢ € T} kutsutaan Markov-prosessiksi, jos
kaikilla ¢ € T ja kaikilla A € B(S) pétee:

P(Xt+s S A|-;Et) — P(Xt—I-S € AlXt)J

missa F; on aikaisempia tiloja kuvaavien satunnaismuuttujien generoima

sigma-algebra o(X;),s < t.

Tietyssd Markov-ketjun tilassa ¢ kulunutta aikaa ¢ merkitdéan viipymi-
sajalla: diskreeteissé tapauksissa T;(holding time), ja jatkuva-aikaisessa ta-
pauksessa R;(residence time). Diskreetissd tapauksessa jokaisella ajanhetkel-
14 tila muuttuu (myos nykyisesta tilasta siirtyminen samaan tilaan tulkitaan
muutokseksi). Jatkuva-aikaisessa tapauksessa tila ei muutu ennen kuin siir-

rytaan nykyisesté tilasta johonkin muuhun tilaan.
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Maaritelma 3.6. Siirtymatodennikdoisyys Diskreettiaikaisessa Markovin
ketjussa tilan siirtyméat kuvataan todennidkoisyyksilld, joita kutsutaan siir-
tymétodennakoisyyksiksi. Siirtymétodennikoisyys Pijn ilmaisee todenn&akoi-
syyden siirtyé tilasta ¢ tilaan j kiyttden n askelta. Se voidaan méaritella

seuraavasti:
P = P{X, = j|X, = i}.

Bernoulli-prosessi on diskreettiaikainen stokastinen prosessi, jossa seu-
rataan satunnaismuttujia X, Xs, .. ., joille X; € {0, 1} eli joiden arvot voivat
olla joko 0 tai 1. Naissa prosesseissa todennékoisyydet pysyvéat vakioina eli
P(X;=1)=pja P(X; =0) =1 — p. Téstd saamme laskuriprosessin N (¢),
joka laskee kuinka monta tapahtumaa on tapahtunut hetkeen ¢ mennessa.
Télloin saadaan laskuriksi Z;‘i:l X;. Bernoulli-prosessi on yksi esimerkki dis-
kreettiaikaisesta prosessista. Poisson-prosessi perustuu samoihin periaattei-
siin kuin Bernoulli-prosessi, mutta se on sovellettu jatkuva-aikaiseen ympé-

ristoon.

3.1 Poisson-prosessi

Jos laskuriprosessin tilat ovat Poisson-jakautuneita, niin talléin puhutaan
Poisson-prosessista. Poisson-prosessi on yksinkertainen laskuriprosessi, joka
laskee vakiointensiteetilld tapahtuvien riippmattomien tapausten sattumus-
ten lukumaaraa jatkuvassa ajassa. Talloin siis tapahtumien lukumaéra on
Poisson-jakautunut, tapahtumien vélinen aika on eksponentiaalisesti jakau-

tunut ja n:nnen tapahtuman sattumishetki on gamma-jakautunut.

Maaritelma 3.7. Olkoon A > 0. Laskuriprosessia {N(t),t € [0,00)} kutsu-

taan Poisson-prosessiksi intensiteetilla A, jos seuraavat ehdot tayttyvit:
(i) N(0) = 0;
(ii) Prosessin N(t) lisdykset ovat riippumattomia;

(iii) Lisdysten mééréd aikavililld, jonka pituus on 7, (7 > 0) on Poisson ja-

kautunut parametrilla \7.
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4 Sekoitettu Poisson -prosessi

4.1 Sekoitettu todennakoisyysjakauma

Sekoitetussa todennékoisyysjakaumassa satunnaismuuttujan X todennékoi-
syysjakaumassa jokin parametri on satunnaismuuttuja. Satunnaismuuttuja
X on siis jakautunut jakauman F' mukaan, jossa F:n parametri # on ja-
kautunut jakauman G mukaan. Saadaan télloin jakauma H, joka koostuu
jakaumista F' ja GG. Jakaumaa G kutsutaan télloin sekoitusjakaumaksi ja pa-
rametria 6 kutsutaan sekoitusmuuttujaksi. Télloin sekoitetun jakauman H:n

tiheysfunktio on muotoa:
pu(s) = [ pr(al6) - po(6) ds

4.2 Sekoitettu Poisson -jakauma

Esitellddn sekoitettu Poisson-jakauma avaavan esimerkkitilanteen kautta.
Grandell kiytti kirjassaan kyseistd esimerkkis kuvaamaan ihmisten yksilol-
listen erojen satunnaisuuden mallintamista.

Olkoon N ~ Po(-) tietylle yksilolle sattuvat litkenneonnettomuudet vuo-
den aikana. Talloin

Oék
PAN =k} = o™ k=0,1,...

Tassd parametrin « arvo riippuu:
e Ajetusta matkasta
e Liikenneymparistosta
e Yksilon ajotaidoista

Voidaan siis kutsua parametria a yksilon tapaturma-alttiudeksi(accident
proneness).
On luontevaa olettaa, ettd tarkasteltaessa yksilod eri vuosina myos

tapaturma-alttius a muuttuu. Toisaalta jos oletetaan a:n pysyvian samana,
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eli riippumattomana sekd o ~ Po(+), niin tall6in yksilon tapaturmia voitai-
siin mallintaa Poisson-prosessilla. Laajennetaan tarkastelua useammalle
henkilolle vuoden aikana, ja oletetaan naiden henkiléiden ajavan yhta paljon
samassa ymparistossd. Heidan tapaturmiensa maarat eroavat silti toisistaan
ajotaitojen erojen takia. On helppo olettaa siis, ettéd eri yksil6illa on siis eri
a:n arvo. Kuitenkaan tétd arvoa ei voida numeerisesti méaérittaéd. Oletetaan
siis jokaisella yksilolla olevan vastaava Poisson-prosessi, joka mallintaa hei-
dén onnettomuuksiaan tulevaisuudessa. Parametrin « arvosta voidaan tietaa
edes viahan, varsinkin jos yksilét muodostavat homogeenisen joukon.

Nyt tarkastellaan tapaturma-alttiutta « tietyn satunnaismuuttujan A tu-
loksena, jonka jakauma U tunnetaan. Jakaumaa U kutsutaan rakenneja-
kaumaksi(structure distribution). Nyt saadaan tulkittua ylldolevaa yht&loa

N:n ehdollisena jakaumana ehdolla A = «. T&ll6in saadaan N:n jakaumaksi:
o] llc
P{N =k} = / ge—ldU(l), k=0,1,...

Tésté jakaumasta kiytetddn nimeé sekoitettu Poisson jakauma. Sekoite-

tulle Poisson jakaumalle on ominaista:
E(N) = E(A) ja Var(N) = E(A) + Var(A) > E(A)

Vertaamalla n&itd Poisson jakauman tunnuslukuihin huomataan, etta
Var(A) = 0, kun E(N) = Var(N). Sekoitettu Poisson jakauma on siis
ylihajottunut(over-dispersed) verrattuna Poisson jakaumaan. Intuitiivisesti
tdmé on helppo ymmértaa, silla Var(A) voidaan tulkita intesiteetin variaa-
tion mittana ja F(A) tulkitaan samoin kuin Poisson jakauman tapauksessa.
Siis Var[N — A] = E[A].

Greenwood ja Yule (1920) ja Newbold (1926) olivat tutkineet edelld mai-
nittua aihetta lapi alan pioneereina. He tutkivat o parametria I'-jakauman

tuloksena tiheydelld u, jossa u saadaan kaavasta:

u(l) = %l”‘le_m, [>0,8>0,v>0. (1)

N on téll6in negBin-jakaunut.

L (v+Ek-1 BN 1\
pv-n= (Y (Y () ke
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Sekoitettu Poisson-jakauma on siis selvdasti monimutkaisempi Poisson-
jakaumaan verrattuna, mutta huomataan A olevan eksponentiaalisesti ja-

kautunut tilanteessa v = 1:

(. B (R
P{N_k:}_<6+1> <6+1)  k=0,1,....

Téassa tapauksessa huomataan N olevan geometrisesti jakautunut, joka on

jopa yksinkertaisempi jakauma kuin Poisson jakauma.

Jatkamalla aikaisemmin lapikdytya tarkastelua yksilollisilla Poisson-
prosesseilla, huomataan hieman erilainen méaritelmé, josta voidaan kayttaa
nimitysté sekoitettu Poisson-prosessi. Jos sekoitettu Poisson jakauma saa
rakennejakaumakseen yllaolevan yhtélon (1), niin talléin puhutaan Poélya-
prosessista.

Tutkitaan nyt yksilod, jolla on liikennevakuutus ajasta t = 0 eteenpéin.
Aikaan ¢ asti henkilé on tehnyt N(t) korvausvaatimusta. Vakuutusyhtio ha-
luaa ennustaa kuinka monta korvausvaatimusta seuraavalla laskutuskaudella
(t, t + h] tulee olemaan. Siis vakuutusyhtio haluaa tietdd N(t + h) — N(t)

kiyttaen yksiloon liittyvad historiaa tai dataa. Tésté saadaan:

E[N(t+h) — N@#)|N(t) = 1]
—E[E[N(t+ ) — N(t)|A, N(t) = n]|N(t) = n]
—hE[A|N(#) = n].

Sekoitetun Poisson-prosessin tutkimisen motivaationa voidaan tiivistda

Newboldin kolmeen periaatteeseen:

N1 Yksiloiden tapaturma-alttiudet « eroavat toisistaan.
N2 Menneisyyden tapaturmat eivit vaikuta tulevaisuuden tapaturmiin.

N3 Yksilon tapaturma-alttius pysyy vakiona yli ajan.

On helppo néhda, ettd N1 ja N2 viittaavat riippumattomuuteen ja N3
stationaarisuuteen, mitkd ovat téarkeita késitteitd todennékoisyysteoriassa

stokastisilla prosesseilla.
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Monia jakaumia voidaan kayttad sekoitusmuuttujan 6 jakaumana, mut-
ta todellisuudessa mielekdstd on kayttdda vain kolmea jakaumaa: Gamma-
jakaumaa, logNorm-jakaumaa ja ki#dnteistd gaussista jakaumaa. Naiden se-
koitus antaa téten (samassa jirjestyksessd): negBin-jakauman, Poisson-log-

normal -jakauman ja Sichel-jakauman.

Maaritelma 4.1. Olkoon X Gamma-jakautunut. Tall6in merkitdan X ~
[(«, B), jossa I on Eulerin gammafunktio. Gammajakautuneen satunnais-

muuttujan tiheysfunktio on muotoa:

1
peT(a)

a—1_—%

r e B,

flx) =
kainx >0 «,8 > 0.

Maaritelma 4.2. Olkoon logaritmisen normaalijakauman parametri
X = 1InY logNorm-jakautunut. Parametri Y on talléin normaalijakautunut.

Log-normaalijakautuneen satunnaismuuttujan tiheysfunktio on muotoa:

11 (Inx — py)?
1= e (™)

Esimerkki 4.3. Tutkitaan sekoitettua Poisson-jakaumaa, missé sekoitusja-

kaumana on logNormaalijakauma.

Olkoon A logNorm-jakautunut. Tall6in

1 —(log l—ug)?
u(l) = —¢ 290G
Vrogl
ja
"QG 2 2
pp = eletE g3 = et (%G — 1),

Kéaanteinen normaalijakauma, tai toiselta nimeltdan Waldin jakauma,

on kahden parametrin jakauma, jonka tiheysfunktio on muotoa:

fx;p, A) = A exp (—M>

23 2ulx
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kaikille z > 0, jossa > 0 on keskiarvo- ja A > 0 muotoparametri.
Martingaalit ovat jono satunnaismuuttujia, joille missa tahansa ajan-
jaksossa seuraavan jonon jasenen ehdollinen odotusarvo on sama kuin nykyi-

nen arvo.

Maaritelma 4.4. F-martingaali M = {M(¢);t > 0} on reaaliarvoinen

prosessi jolle,
1. M(t) on Fi-mitallinen kun ¢ > 0,
2. E[|M(t)|] <ookunt >0,
3. [M(t)|Fs] = M(s) P-m.v. kun t > s.
Maaritelma 4.5. F-martingaali M on oikealta jatkuva jos:
1. Kaikki polut M(t) ovat oikealta jatkuvia

2. Filtraatio F on oikealta jatkuva, eli

]:t:m}"s jost > 0.

s>t

5 Sekoitetun Poisson-prosessin karakterisaatio

Karakterisointilauseet ovat teoreemoja, jotka osoittavat yhteyden satun-
naismuuttujien jakauman ja tietyissa yleisissd funktioissa ilmenevien ominai-
suuksien vélilla. Karakterisointia voidaan ajatella siten, etté tarkasteltaessa
eri ryhmia A, B, C, jotka sisaltavat yleisid funktioita ja madritelmia, voim-
me yrittda karakterisoida sekoitetun Poisson-prosessin tietyn ryhmén sisdan.
Jos karakterisaatio esimerkiksi ryhméaén C on mahdollista, voimme suoraan
kiyttad néitd ryhmén C ominaisuuksia sekoitettuun Poisson-prosessiin sen
sijaan, ettd taytyisi todistaa kaikki sen ominaisuuksiin liittyvit teoreemat

erikseen.
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5.1 Karakterisaatio syntyméaprossessina

Koska syntyméprosessi on hyvin yksinkertainen laskuriprosessi, niin talla
karakterisaatiolla saadaan paljon méaritelmia avattua sekoitetulle Poisson-
prosessille. Seuraavan lauseen todisti Lundberg tutkielmassaan On random

processes and their application to sickness and accident statistics (1964).

Lause 5.1. Olkoon N syntyméprosessi intensiteetilld k,(t) ja reunajakau-

malla p,(t). Seuraavat toteamukset ovat ekvivalentteja:

(i) N on sekoitettu Poisson-prosessi

(i) o(t) tyttE ehdon wyps(f) = (t) — 20 =0,1,...

(i) kn(t) ja po(t) téyttavit ehdon p,(t) = Lru_1(E)pa-1(t), n=1,2,...
(iv) Elenw(t)|N(s) =m] = kp(s), kun 0 < s <tjam=0,1,...

(v) EIN(t) — N(s)[N(s) =m]| = kpn(s)(t —s), kun s <t jam=0,1,...
(vi) P{N(s) = mIN(®) =} = (2) (5)"(1 = 2" kun s <t jam < n.

Todistus. Seurataan Lundbergin alkuperaisté todistusta vuodelta 1964. To-

distuksen kulku nikyy kuvasta.

(v) E:::> (iv) (v)

Vol

iy
(vi) > (iii) %

Kuva 1: Todistuksen kulun havainnollistaminen. Kuvan ldhde: Grandell,
(1997) [1].

Lahdetéan liikkeelle kohdasta (7).
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(i) — (2)

Olkoon u(t) = po(t), jossa & > 0 kun ¢ > 0. yhtalosta (6.1) seuraa:

o (t)
a(t)

Ii()(t) = —

ja tallsin —aM () > 0, kun ¢ > 0, silléd ko(t) > 0. Oletetaan nyt, etté

A(k—i-l)(t)
Uu
Ke(t) = — 9
k(1) ﬁ(k)@) (2)
ja, etta

(—D)Ma™ @) >0, kunt >0, k=0,...,n. (3)

Ottamalla logaritminen derivaatta kohdasta (i7), saadaan:

(t) a(nJrl)(t) a(n+2)<t) . ﬁ(n+1)(t) ,&(n+2)(t)
Kn = - - = — .
+1 ﬂ(n) (t) ﬂ(n+1)(t) ﬂ(n) (t) a(n-ﬁ-l)(t)

Kayttamalla yhtdlod (3) ja kny1(t) > 0, saadaan seurauksena, etté yhté-
16t (2) ja (3) pitavat paikkansa kaikille £ > 0. Siis @ on tdysin monotoninen.
Koska @(0) = po(0) = 1 niin téstd seuraa, ettd u(t) on Laplace muunnos ja

talloin intensiteetit maarittelevat sekoitetun Poisson-prosessin.

Ottamalla logaritminen derivaatta kohdasta (7ii), saadaan:

B 1K) P
pu®) =t ) T panat) @

yhtélostéa (6.1) ja (iii) saadaan:

19



Edellinen yhtdlo on myds tosi tilanteessa, kun & = 0. Asettamalla yhtaloon

k = n ja asettamalla n — 1 yhtéloon (4) saadaan (i7).
(iv) = (i7)

(iv) kohdasta saadaan:

= fom(8) - (Km@)pm,n(svt)—i_ Y Fal)[pmn(s:t) _pm+1,n(37t>]>

n=m-+1

= Km(8)[Fm(8) = Km+1(8)],

joka on sama kuin (iz).
(v) = (iv).
Olkoon m ja s vakioita ja e(t) muotoa:

o0

e(t) = Z (n - m)pm,n(sv t)'

n=m

Kéyttamaélla etenevad yhtilod (6.2) saadaan:

o0

e(t) =Y (n—m)(—knt)Pmn(5,t) + 1 (t)Pmni(s,1))
= Kn (t)pm,n(sa t)
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Téalloin €' (t) = Ky (s), jolloin (iv) pitéé paikkansa.
(vi) = (idi).
Koska

P{N(s) =m,N(t) = n} = P{N(s) = m|N(t) = n}pu(t) = pmn (s, )pm(s),

niin kohdasta (vi) seuraa, ettd yhtalo (6.4) péatee. Otetaan logaritminen de-

rivaatta yhtélosta (6.4) ¢:n suhteen ja paédstdan muotoon:

apm,n(sa t) n n—m p% (t)
e = <—?+ — +pn(t))pm7n(s,t). (5)

Yhtéloista (6.1) ja (6.2) kun m < n, saadaan yhtélo (5) sievennettyd muo-

toon:

Pmn-1(5,t)  n  n-—m Pr1(t)
/{n_l(lf)—pmm(S7 lf) = —? + —t — + Iin_l(t) pn(t) . (6)

Kéyttamalla edelleen (6.4) saadaan:

pm,nfl(sa t) _ n—m t pn71<t>
Pmn(S,t) n  t—s pu(t)

Télloin yhtélo (6) sievenee muotoon:

n t—

w0 (5 ) B

tai eri tavalla merkittyna

joka on kohta (ii7).

(1) = (v).
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Jo tmem=tau (1)

OlkOOH U*(ZL’) = W

. Nyt

E[N(t) — N(s)|N(s) =m] = /Ooo(t — AU (1) = (t — $)km(s).

(i) = (vi).
Tamé seuraa suoraan siitd, ettd (vi) pitdd paikkansa Poisson-prosessille
riippumatta intensiteetistd «. Téalloin se pitdd myos paikkansa, kun intensi-

teetti on satunnaisesti generoitu. Téten olemme todistaneet lauseen 5.1. [

Edellisen jokseenkin pitkén todistuksen huomattavin kohta on (iv). Ole-

tetaan, ettd ko(0) < oo. Koska N on markovilainen, saadaan:

Elkn(6)IN(s)] = Elrne (6)I1F].
Ylldoleva yhtalo voitaisiin siis kirjoittaa seuraavaan tapaan.

Lause 5.2. Syntyméprosessi N, jolle k¢(0) < oo, on sekoitettu Poisson-

prosessi, jos ja vain jos Ky (t) on F"-martingaali.

Tama maarittely on ensimméinen martingaali-karakterisaatio laskuripro-

sessiteoriassa.

5.2 Karakterisaatio laskuriprosessina

Palautetaan mieleen laskuriprosessin stationaarisuuden méaritelma. laskuri-
prosessia N kutsutaan stationaariseksi, jos N(t) = N(s+1t¢) — N(s) jakauma
el muutu kaikilla s > 0.

Olkoon N sekoitettu Poisson-prosessi jakaumalla U, missdé U on ei-
negatiivisen satunnaismuuttujan A jakauma ja olkoon U, satunnaismuut-
tujan cA jakauma. Nyt ohennusoperaattori(thinning operator) D,N on
sekoitettu Poisson-prosessi jakaumalla U,. Voimme nyt kompensoida ohen-
tamista tiivistdmalld aikaikkunaa.

Madritellaan kompressio-operaattori K,, K,N(t) = N(t/p). Tésta
seuraa aikakompressoitu prosessi K,N, joka on sekoitettu Poisson-prosessi
jakaumalla U, ,,. Taten K,D,II;y = IIy mille tahansa sekoitetulle Poisson

-prosessille. Operaattori K,D, on kuvattu seuraavassa kuvassa.
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Kuva 2: Alkuperéisesté prosessista N ohennetaan operaattorilla D,N ja

kompressoidaan operaattorilla K, D,N. Kuvan ldhde: Grandell, (1997) [1].

Lause 5.3. Olkoon N stationaarinen laskuriprosessi jollain sopivalla jakau-

malla II. Seuraavat vaitteet ovat ekvivalentit:
(i) N on sekoitettu Poisson-prosessi.
(i) K,D,II =1I jollekin p € (0, 1).

(iii) Hyppyjen méaéra vililla [0, ¢] annettuna N(t) = n on tasajakautunut,

kunn >1jat > 0.

Todistus. (i1) — (7).
Koska Kyn+1Dpni1ll = Kpyn Dpn K, DpIl = K, D)I1, niin tastd seuraa, etta
(ii) pitdd paikkansa kun p, p? p3, ... Asetetaan

pn=p" ja N,=K,N.

Koska D, N,, = N, saadaan triviaalisti D, N, 4N (i> tarkoittaa konver-
genssia jakautumisessa eli niiden jakautumat lahenevét toisiaan, kun otosko-
ko kasvaa). Nyt yhtdlostd (6.5) seuraa, ettd on olemassa satunnaismitta A,

jolle p, N, 4 A. T#llgin N on Cox prosessi satunnaismitalla A. Tésté seuraa
PalNa(1) = puN(1/pn) % A(1), kun n — oo. (7)
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Koska N on stationaarinen, niin on olemassa satunnaismuuttuja N, jota

kutsutaan yksilolliseksi intensiteetiksi jolle
N(s)/s = N P-m.v. kun s — oo. (8)

Yhtilosté (7) seuraa, ettd N < /\(1)(i tarkoittaa yhtéldisesti jakautunutta)
ja téllsin P{N < oo} = 1. Jatkaen yhtilosti (8)

PaNo(t) = pN(t/pn) = t - %N(t/pn) ~t-N P-m.v., kun n — oo.

Téten (A(t1),...,A(tn)) < (t1-N,...,t, - N) ja kohta (i) seuraa tist.

Koska tasajakauma on jatkuva jakauma, niin ainoastaan yksi hyppy voi
tapahtua tiettyna ajanhetkené. Toisin sanoen N on yksinkertainen laskuri-

prosessi. Koska (6.6), niin on riittdva osoittaa, etta:

P{N{A} =0} = /OO lau(ny, Ae1y, (9)

missd |A| on A:mn vilien pituuksien summa. Téssd Zy kuvastaa vélin [0, 0o)
aarellisten unionien joukkoa.

Valitaan A € Zyy ja t > sup{x|z € A} ja asetetaan s = |A|. Nyt

P{N{A} =0} =Y P{N{A} = 0|N(t) = n} P{N(t) = n}

_ io (t = 8>nP{N(t) — ),

ja ndhdaan, ettda P{N{A} =0} = P{N(s) = 0}.

Satunnaismuuttuja N (s) syntyy satunnaismuuttujasta N(¢) ohentamalla.

Koska diskreettia satunnaismuuttujaa voidaan pitaa laskuriprosessina yk-
sidimensioisella tila-avaruudella, niin kiytetaan edelleen lausetta (6.5). Vali-
taan t1,%2, ... siten, ettd limg_ oo tp = 00.

Kéyttamaélld ohentamisoperaattoria D, satunnaismuuttujaan N (t;), saa-
daan N (s) < Dy, N (i) ja lauseesta (6.5) seuraa

;N () 9 jokin satunnaismuuttuja A, (10)
k
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ja N(s) on SP(Us), missé Us on satunnaismuuttujan A jakauma ja SP(-)
tarkoittaa sekoitettua Poisson-prosessia.

Miki tahansa A valitaan niin ;s termi tulee olemaan tarpeeksi suuri, eikéd
t1,ts,... valintaa tarvitse verrata A:n valintaan. Siis ylld olevat perustelut
patevit kaikille A.

Asettamalla yhtdloon (10) s = 1, seuraa ettd A, £ 5. Ay. Tallin N(]A])
kaikilla A € Zy; on SP(]A|, Uy) ja yhtélo 9 seuraa. Téten olemme todistaneet
lauseen (5.3).

O
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6 Liitteet

Lemma 6.1.

po(t) = —ro(t)po(t),
Pu(t) = —Fn(O)pn(t) + K1 ()pp_1(t), n > 0.

Lemma 6.2.

nnlol) i (Dpun(s. )
t
apmg-fs) ) — —Iin(t)pm,n(S, t) —+ K/n—l(t)pm,n—l(sv t), kaikilla m < n.
Lemma 6.3.
Opmm(s:1) _ Ko (8) P (5, 1),
0s ’
m,n 7t 1ki
dp 8(5 ) = Em(8)[Pmn(8,t) — Dmr1n(s,1)],  kaikilla m < n.
s

Lemma 6.4.

Pmn(8:1) = P (t = 5)

_ /OO (l ) (t — S))n—m 6—[.(t—s)dU*<l>

(n—m)!

[0 Ul ol gy (1)

0— (n—m)!

[ ime=tsdU (1)

(1)) -y

Lemma 6.5.

Ul oy
pr(t) = e dU(1), kaikilla k =0,1,...
0— .

Lemma 6.6. Yksinkertaisen laskuriprosessin jakauma IT méaaraytyy kaikkien

B:n muotojen II{ B} perusteella, missi

B={veN;v{A} =0}, AcTy.
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