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Taméan matematiikan opettajalinjan pro gradu -tutkielman aiheena ovat matriisit
ja yhtéaloryhmat.

Tutkielmassa kiydéaan ensin 1api matriisien perusteita. Erityistd huomiota kiinnite-
tddn matriisien ja yhtédloryhmien véliseen yhteyteen ja kddnteismatriiseihin. Tama
alkuosa tutkielmasta on pyritty kirjoittamaan tavalla, joka ei vaadi lukijalta esitie-
toja.

Taman jalkeen késitelladn hieman yleisemmalld ja vihemmén yksityiskohtaisella ta-
solla vektoriavaruuksia. Lopuksi esitelladn yleistetty kiddnteismatriisi ja sen yhteys
lineaarisen yhtaloryhmén pienimmén neliosumman standardoituun minimiratkai-
suun.
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1 Johdanto

Lineaarialgebrassa todella usein torméataén lineaarisiin yhtél6ihin ja yhtéloryhmiin.
Lineaarisissa yhtéaloryhmissé on vain ensimmaéisen asteen muuttujia. Muuttujien ja
yhtéloiden maara voi vaihdella yhtaloryhmissa. Osalle lineaarisista yhtaloryhmista
voidaan loytaa ratkaisu, mutta osalle ei l0ydeta.

Lineaarisia yhtaloryhmiéd voidaan ratkaista monella tapaa. Esimerkiksi kahden
yhtalon yhtaloryhma, jossa on kaksi muuttujaa, on kohtalaisen helppo ratkaista. Voi-
daan ensin eliminoida ensimmaisesté yhtalosté pois toinen muuttuja, jonka jéalkeen
ratkaistaan jdljelld oleva muuttuja yhtalosta. Tamén jalkeen saatu tulos sijoitetaan
toiseen yhtélo, jolloin saadaan jaljelld oleva muuttuja ratkaistuksi. Muuttujien ja
yhtaldiden méadrdn kasvaessa tilanne vaikeutuu. Silloin matriiseista on avuksi rat-
kaisemiseen.

Osalla matematiikan osa-alueista tormétadan kddnteisfunktioihin tai kdénteislu-
kuihin. Matriisien kohdalla vastaava késite on kdanteismatriisi. Kaikilla matriiseilla
ei ole kdanteismatriisia, mutta kaikilla on niin kutsuttu yleistetty kdanteismatriisi.

Matriisien ja yhtaloryhmien yhteys on, ettd yhtaloryhmé voidaan kirjoittaa mat-
riisien avulla eli matriisimuodossa. Matriiseilla voidaan ratkaista yhtaloryhmia ai-
nakin kolmella tavalla. Yksi tapa on tehdd matriisiin alkeisrivimuunnoksia, jonka
jalkeen matriisi on muodossa, josta yhtaloryhmé on helppo ratkaista tai ratkaisu
nakyy suoraan. Toisessa tavassa neliomatriisin kdanteismatriisin avulla voidaan rat-
kaista yhtaloryhma. Kolmas tapa on yleistetty kdanteismatriisi, jolla voidaan saa-
da likimaarédinen ratkaisu yhtéloryhmaélle, jolla ei ole ratkaisua. Tamé pro gradu
-tutkielma perehtyy matriisien perusteisiin edeten ensin kdédnteismatriisin muodos-
tamiseen neliomatriiseille ja sen jalkeen yleistettyyn kddnteismatriisiin.

Ty6 perustuu Devi Prasadin kirjaan [1], Peter J. Olverin ja Chehrzad Shakibanin
kirjaan [2], Guorong Wangin, Yimin Wein ja Sanzheng Qiaon kirjaan [3|, Thomas S.
Blythin ja Edmund F. Robertsonin kirjaan [4] ja Gilbert W. Stewartin kirjaan [5].



2 Matriisien perusteet

Téassé luvussa perehdytaan siihen, minkélaisia ovat matriisit ja miten niilla voidaan
laskea.

2.1 Matriisit

Tassé alaluvussa tutustutaan matriiseihin pitkalti maaritelmien ja esimerkkien avul-
la.

Maaritelma 1. Matriisiksi kutsutaan kaaviota

a1 Q12 ... Q15 ... Qin

921 Q2 ... Q25 ... Q2
ij)mxn ’

075} Qg ... Qi .. Qg

Am1 Am2 .. Gmj ... (mpp

jossa on vaakasuoria riveja ja pystysuoria sarakkeita. Matriisin tyyppid merkitaan
m X n, jossa m kertoo rivien méaéran ja n sarakkeiden maardn. Yksittédistd kohtaa
matriisissa kutsutaan alkioksi. Rivin ¢ ja sarakkeen j alkiota merkitadn a;;.

Maaritelma 2. Jos matriisin A rivien lukumé&éard on yhté suuri kuin sarakkeiden
eli m = n matriisia kutsutaan neliématriisiksi ja merkitdan A = (a;;)n.

Esimerkki 1. Matriisi A on tyyppid 4 x 5 ja matriisi B on neliomatriisi, joka on
tyyppia 3 X 3:

B

A= ) ja B=|2 7 -5
183 4 0 L 0 1
9 26 7 20 3

Matriisin A alkio azs on 8.

Maaritelma 3. Diagonaalimatriisiksi kutsutaan neliomatriisia, jossa alkiot ovat
nollia, paitsi ne alkiot a;; joissa ¢ = j:

a1 0 e 0
0 29 0
2o 2)
0 0 apn

Esimerkki 2. Matriisi F' on diagonaalimatriisi:

-5 0 00
0 12 0 O
b= 0 0 10
0 0 09



Maaritelma 4. Identiteettimatriisiksi kutsutaan diagonaalimatriisia, jossa a; = 1
kaikilla 2 = 1,2, 3, ...n eli kaikki lavistajalla olevat alkiot ovat ykkosié.

Esimerkki 3. Matriisi I on identiteettimatriisi:

1000
0100
= 0010
0001

Maaritelma 5. Matriisia kutsutaan nollamatriisiksi, kun kaikki alkiot ovat nollia
ja sitd merkitddn O, .

Maéritelma 6. Matriisilla A = (a;;)mxn On olemassa vastamatriisi —A = (—a;;)mxn-

Maéaritelma 7. Matriisia A = (a;;), kutsutaan yliakolmiomatriisiksi, jos a;; = 0
kun ¢ > j. Matriisia B = (b;;), kutsutaan alakolmiomatriisiksi, jos b;; = 0 kun
1< 7.

Esimerkki 4. Matriisi U on yldkolmiomatriisi ja matriisi L on alakolmiomatriisi:

o

U= jga L=\ 4 7 0
00 —12 7 3 _9 10
00 O 5

Maéritelma 8. Matriisia B = (b;;) kutsutaan matriisin A = (a;;) transpoosiksi,
jos b;; = aj; jokaisella 4, j ja merkitdin B = AT.

Kun matriisi transponoidaan, matriisin vaakarivit vaihdetaan pystysarakkeiksi
ja pystysarakkeet vaihdetaan vaakariveiksi eli A = (aij)mxn ja AT = (aji)nxm-

Esimerkki 5. Transponoidaan matriisi C' = (¢;;)axs:

2

0 —1

0
6 8
-3 -1

! L
c=1|, ja CT=1 25
2 0

—1

00 O Ut
|
w

-1
N#hdéin, ettd transponoitu matriisi C7 on tyyppid 3 x 4.

Maaritelma 9. Matriisia A kutsutaan symmetriseksi, jos se on yhtésuuri sen trans-
poosin kanssa eli A = AT, Toisin sanoen matriisi A on symmetrinen, jos ja vain jos
matriisi on nelimatriisi ja alkiot toteuttavat a;; = aj; kaikilla ¢, j.

Esimerkki 6. Matriisi S on symmetrinen:

S=| -4



2.2 Matriisien laskutoimituksia

Tassd alaluvussa kisitellaan miten matriiseilla voidaan laskea.

Madéritelmé 10. Olkoot matriisit A = (@ij)mxn ja B = (bij)mxn. Matriiseja voidaan
laskea yhteen, jos ne ovat samaa tyyppid m X n. Niiden summa on

A —+ B = (aij + bz‘j)mxn‘ (3>

Matriisien erotus voidaan myos laskea, jos ne ovat samaa tyyppia m X n. Niiden
erotus on

A — B = (ai]’ — bij)an- (4)

Esimerkki 7. Samaa tyyppid olevia matriiseja voidaan laskea yhteen ja niiden
erotus voidaan laskea:

con = (1) ()52
e-n = (13)-(s 7)-(5 %)

Maéaritelma 11. Matriisi A = (a;;)mxn voidaan kertoa luvulla, jolloin puhutaan
matriisin skalaarimonikerrasta:

CA = (caij)mxn (5)
missa ¢ € R.

Esimerkki 8. Matriiseja voidaan kertoa luvulla, jolloin kaikki alkiot kerrotaan télla
luvulla:

1 4 2 3 12 6
3B=3| 2 7 -5 =16 21 —-15
3 0 —12 9 0 -36

Madéritelmé 12. Olkoot matriisit A = (a;;)mxn ja B = (bij)nxp. Matriisitulo AB
on maaritelty, kun matriisin A sarakkeiden lukumé&érd vastaa matriisin B rivien
lukumadraé. Talloin madritellaan

AanBnXp = C’m><p (6)

missd matriisin C' alkiot muodostetaan
Cij = Z aikbkj. (7)
k=1

Huomautus 1. Matriisitulo ei ole kommutatiivinen eli AB # BA.
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Esimerkki 9. Matriisi A on tyyppié 2 x 3 ja matriisi B tyyppia 3 x 3, jolloin voidaan
laskea AB, mutta matriisituloa BA ei voida laskea:

0

1 4
1 0 2
AsysBsys = (2 7 _5) 3 7 =2
0 6 1

1*14+0%3+2%0 1%44+0%x7+2%6 1%x04+0x(=2)+2x1
2414+ T7%x34+(=5) %0 2%x4+T7Tx7T+(=5) %6 2x0+7x*(—=2)+(—5)*1

1 16 2
B (23 27 —19)20“3‘

Matriisitulossa riveilld kerrotaan sarakkeita eli ensin matriisin A ensimmaéisella ri-
villd kerrotaan matriisin B sarakkeita yksi kerrallaan. Kun kaikki kolme saraketta
on kerrottu, kerrotaan matriisin A toisella rivilla matriisin B sarakkeita taas yksi
kerrallaan. Néin ollaan saatu matriisitulo eli matriisi C.

Esimerkki 10. Téssé esimerkissa ndytetddn tilanne, jossa matriisit voidaan kertoa
sekd AB ettd BA, mutta silti AB # BA:

- (5 (53 (5 )
= (55)(50)-(3%)

2.3 Matriisien laskulakeja

Seuraavaksi perehdytéddn matriisien osalta perinteisiin laskulakeihin.
Lause 1. Matriisit A ja B ovat tyyppid m X n ja skalaarit ¢, d € R, silloin
1. ¢(A+ B) =cA+cB;
2. (c+d)A=cA+dA;
3. ¢(dA) = (ed)A;
4. (F1)A=—-A;
5. 0% A= 0O,xn.

Todistus. Olkoot matriisit A = (aij)mxn ja B = (bij)mxn ja skalaarit ¢, d € R.
Tulokset saadaan

1. C(CLij + blj) = caij + Cbij.
2. (C + d)ai]‘ = CQqj + dazj.
3. c(daij) = (cd)azj.

4. (—1)(12'3' = —Qyy.



Lause 2. Kun matriisitulo on mddritelty, matriisitulo toteuttaa assosiatitvilain

A(BC) = (AB)C (8)
Todistus. Olkoot matriisit A = (aij)mxn; B = (bjk)nxp ja C = (Cui)pxq- Laskemalla
A(BC) = (uij)mxq saadaan

n

p n p
Ui = E %‘(E bikCr) = E E a;jbjkCri.
=1

j=1 7j=1 k=1

Laskemalla (AB)C = (vij)mxq saadaan

p n p n
Vi1 = Z(Z az’jbjk)ckl = Z Z aijbjkckl-
k=1 j=1 k=1 j=1
Selvésti nahddén A(BC) = (AB)C. O

Lause 3. Kun matriisitulo ja matriisien summat ovat mdaritelty, matriisitulo to-
teuttaa distributitvilait

A(B+C)=AB+ AC 9)
(B+C)A=BA+CA (10)
Todistus. Olkoot matriisit A = (aij)mxn, B = (Djk)nxp j& C = (Cjk)nxp. Merkitdén

A(B + C) — (Uik)mX]n AB + AC = (uik)mxp> AB = (Sik)mxpu AC = (tik)mxp ja
Sik + ti = wx. Ensimmaéisessé tapauksessa A(B + C') = AB + AC saadaan

n n n
Vi = E aij(bjx + cjx) = E aizbjk + E a;ijCjk = Sik + lik
j=1 j=1

j=1

joka todistaa tuloksen, koska AB ja AC ovat tyyppid m X p eli summa voidaan
laskea. Toinen tapaus saadaan todistettua samalla tapaa, mutta silloin matriisit B
ja C ovat tyyppid m X n ja matriisi A tyyppid n X p. n

Lause 4. Kun matriisitulo AB on mdaritelty, kaikille skalaareille ¢ on voimassa
skalaarinsiirto

c(AB) = (cA)B = A(cB) (11)

Todistus. Olkoot matriisit A = (ai;)mxn, B = (bjk)nxp ja skalaari ¢ € R. Tarkastel-
laan alkioiden tasolla tilannetta, jolloin saadaan

n n

(Y aibi) =Y (cai)by = Z aij(cbjx)

J=1 J=1

mista tulos seuraa. O



Seuraavaksi perehdytdin muutamaan transpoosin laskukaavaan.

Lause 5. Kun matriisien summat ja matriisitulot ovat mdaaritelty, silloin

(AT = A, (12)
(A+ B = AT 4+ BT (13)
(cA)T = cAT (14)
(AB)' = BTAT. (15)

Todistus. Kolme ensimmaistd yhtalod seuraa suoraan transpoosin madritelmésta
(8). Olkoot matriisit A = (ai;)mxn ja B = (bij)nxp, jolloin (AB)T ja BT AT ovat
tyyppid p x m. Merkitdéin BT AT = (w;)pxm ja AB = (Vij)mxp. Sitten saadaan

n n
Wj; = E bkiajk = E ajkbki = Vij
k=1 k=1

misti voidaan péitelld (AB)T = BT AT, O

2.4 Vektorit ja yhtaloryhmat

Tassa alaluvussa hahmotetaan vektorien sekéd yhtaloryhmien yhteys matriiseihin.

Esimerkki 11. Matriisi A on tyyppia 4 x 1 ja matriisi B on tyyppia 1 x 3:
A= ja B:(lOG—%).

Esimerkin (11| matriiseja kutsutaan vektoreiksi. Yleisesti vektoria 1 x n kutsu-
taan rivivektoriksi ja vektoria m X 1 kutsutaan sarakevektoriksi. Téassd pro gradu
-tutkielmassa sarakevektoreita kutsutaan vektoreiksi, koska niitd kiytetdan paljon
enemman matriisien kanssa.

Esimerkki 12. Muodostetaan matriisin A ja vektorin x matriisitulo Ax:

2 —1 4 x 2r —y +4z
Ax = 1 3 2 y | =1 v+ 3y+22
-2 4 0 z —2z 4+ 4y

Esimerkin [12| matriisitulo nayttaa yhtaloryhmalta. Tastd havainnosta padstaan
yhteen matriisien kiyttotarkoitukseen eli matriiseilla voidaan ratkaista yhtéloryh-
mia.

Maaritelma 13. Lineaarinen yhtéloryhma, jossa yhtaloiden méaérda on m ja tunte-
mattomien muuttujien méara on n, voidaan kirjoittaa muodossa:

a1y + apry + ...+ apr, = b
anTy + axpry + ... + apT, = b
(16)
a1 + (VFOHD) 4+ ... 4+ AinLn = bz
Am1T1 + QmaZTo + ... + QGunZn = bn.



Sama lineaarinen yhtéléryhmé voidaan kirjoittaa myos matriisimuodossa:

a1 a2 ... Qi by
g1  G22 ... Q2p T by
T2
Ax = Sl = =b (17)
;1 Qi ... Gip : b;
:L‘n
Am1 Am2 ... Omn bm

missd matriisi A,,x, on kerroinmatriisi, vektori x on tuntemattomien muuttujien
vektori ja vektori b on yhtéloryhméan yhtasuuruusmerkin oikeasta puolesta muodos-
tettu vektori. Lyhyesti voidaan tdmé matriisimuoto kirjoitaa:

Ax = b. (18)

Maaritelma 14. Jos lineaarisessa yhtaloryhmaéssa yhtasuuruusmerkin oikealla puo-
lella kaikki ovat nollia eli matriisimuodossa kirjoitettuna

Ax =0 (19)
silloin sanotaan yhtéaloryhmén olevan homogeeninen ja 0 on nollavektori.

Seuraavaksi kisitellddn muutama maaritelmid, jotka auttavat matriiseilla rat-
kaisemaan yhtaloryhmia.

Maaritelma 15. Matriiseille voidaan tehdé alkeisrivimuunnoksia:

1. rivi voidaan kertoa luvulla a, missé a # 0;
2. kahden rivin paikkaa voidaan vaihtaa;

3. kertomalla rivi luvulla a # 0 ja lisddamalla saatu rivi toiseen riviin.

Maaritelma 16. Jos matriisit A ja B ovat samaa tyyppid ja toisen matriisin voi
muodostaa toisesta matriisista alkeisrivimuunnoksien avulla, sanotaan matriisien A
ja B olevan riviekvivalentit ja sitd merkitdan A ~ B.

Maaritelma 17. Laajennetussa matriisissa on yhdistetty matriisi ja vektori toisiin-
sa, jolloin laajennettu matriisi on tyyppid m x (n + 1) ja sitd merkitdén

a1 a12 e A1p b1
a921 a9292 ce Qon bg

(A|b) - : : . : : ’ (20)
Am1l Am2 - A | O

Edellisistd méaritelmistda voidaan paatella, ettd jokainen yhtéloryhméa voidaan
kirjoittaa laajennettuna matriisina sekéd jokainen laajennettu matriisi voidaan kir-
joittaa yhtaloryhmaéané. Alkeisrivimuunnokset vastaavat operaatiota, joita voidaan
tehda yhtaloryhmille ja ndmé operaatiot muuttavat yhtaloryhmaéan ekvivalentiksi
yhtéaloryhmaksi.

Laajennettua matriisia voidaan kiyttda yhtaloryhmén ratkaisemiseen tekemall&
sithen alkeisrivimuunnoksia tavoitteena saada laajennettu matriisi yksinkertaiseen
muotoon, josta nédkee helposti ratkaisut tai muotoon, mistd on helppo ratkaista
muuttujat. Seuraavaksi ratkaistaan lineaariset yhtaloryhmét talla kyseiselld tavalla.



Esimerkki 13. Ratkaistaan yhtaloryhmé

20 —y+952z = —4
r+3y+2z =1
r+y+2z = -3

matriisimuodossa kiyttaen apuna alkeisrivimuunnoksia. Aloitetaan laajennetulla mat-
riisilla, jolloin saadaan:

2 -1 5|4 1 1 2|-3 1 1 2|-3 11 2(-3
1 3 2|1 |~(1 3 2|1 |~(0 2 04 |~|0220)|4

1 1 2|-3 2 -1 5|4 0 -3 1| 2 00 1] 8
Ensimmainen matriisi on aloitustilanne. Toisessa matriisissa on vaihdettu ensimmai-
sen ja kolmannen rivin paikkaa. Kolmannessa matriisissa ensiméinen rivi on kerrottu
luvulla —1 ja lisétty toiseen riviin ja samaan aikaan ensimmaéinen rivi on kerrottu lu-
vulla —2 ja lisdtty kolmanteen riviin. Neljds matriisi on saatu kertomalla toinen rivi
luvulla % = 1,5 ja lisddmalla kolmanteen riviin. Nyt voitaisiin jatkaa ratkaisemista
tdssa matriisimuodossa, mutta voidaan myo6s ratkaista loppu yhtaloryhména

r+y+2z = =3
2y = 4
z = 8
josta saadaan z = —21, y = 2 ja z = 8. Ratkaistaan vield matriisimuodossa loppuun
asti:
11 23 11 23 1 0 2|5 1 0 0|-21
0204 |~1010]2 |]~{01O02 |]~1010] 2
00 1] 8 00 1] 8 00 1] 8 00 1| 8

Ensimmaéinen matriisi on tilanne, johon viimeksi jaatiin. Toisessa matriisissa toinen
rivi on kerrottu luvulla % Kolmannessa matriisissa toinen rivi on kerrottu luvulla
—1 ja lisdtty ensimmaéiseen riviin. Neljadnnessad matriisissa on kerrottu luvulla —2 ja
lisdtty ensimmaéiseen riviin. Neljadnnestd matriisista ndhdéan suoraan sama ratkaisu

kuin aikaisemmin jo saatiin.

Esimerkki 14. Ratkaistaan yhtaloryhma

r—2y+3z = 4
—x+>dy—4z = 6
204+ 2y+42 = —3.
Muodostetaan laajennettu matriisi:
1 -2 3| 4 1 -2 3 4 1 -2 3 4
-1 5 —-4|6 |~|0 3 =110 |~(0 3 —1|10
2 2 4 |-=3 0 6 —2|-11 0 0 0 ]-31
Paadyttiin tilanteeseen, jossa kolmas yhtélo on muotoa 0 = —31, mika ei voi olla

mahdollista, joten yhtaloryhmélla ei ole ratkaisua.
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Esimerkki 15. Ratkaistaan yhtaloryhmé

3r—9y+122 = 3
—4x +8y —8z = 12.

Muodostetaan laajennettu matriisi:

3 =9 12 ] 3 1 =3 41 1 -3 4|1
-4 8 =812 -1 2 =23 0 -1 24
1 -3 4|1 1 0 —-2]-11
0o 1 -2,-4 01 -2 -4 )°

Nyt yhtéloryhméa on muodossa

r—2z = -—11
y—2z = —4

josta saadaan ratkaistua r = 2z —11 ja y = 22 —4, jolloin yhtaloryhmén ratkaisu on
riippuvainen muuttujasta z, joka tarkoittaa, ettd ratkaisuita on dérettéméan monta,
koska muuttuja z voi saada mita tahansa arvoja ja silti yhtéloryhma ratkeaa.

Nyt ollaan kasitelty kolme erilaista esimerkkid, jolloin ollaan huomattu, etta
lineaarisella yhtaloryhmalld on vain yksi ratkaisu tai ddrettomén monta ratkaisua
tai ei ollenkaan ratkaisua.

Kuva 1: Tasojen kolme erilaista tapaa leikata toisensa.

Kuvassa [1] on esimerkki tasojen erilaisista ratkaisuista. Vasemmanpuoleinen ku-
vaa ddrettomén montaa ratkaisua, keskimmaéinen kuvaa vain yhtd ratkaisua ja oi-
keanpuoleinen kuvaa tilannetta, jossa ei ole ratkaisua.

2.5 Matriisin aste

Tassé alaluvussa késitelladn matriisin aste, joka on térked ominaisuus matriiseille.
Ensin tutustutaan porrasmatriisiin, joka auttaa kasittamadn helpommin matrii-
sin astetta.

10



Maaritelma 18. Matriisia P,,, kutsutaan porrasmatriisiksi, kun silld on porras-
rakenne

0O ... 0 ® %« ...
0O ... ... 0 ® =*= ... ...
O ... ... ... ... 0 ®» =«
P=| 0 @ = . (21)
0 0 0

missd ® kutsutaan ensialkioksi ja niiden tulee olla ® # 0. Matriisin P ensimmaiset
r rivid sisdltdavan tarkalleen yhden ensialkion, mutta kaikkilla sarakkeilla ei tarvitse
olla ensialkiota. "Portaiden"ylapuolella x voivat olla mitéa tahansa, mutta portaiden
alapuolella tulee olla pelkastédén nollia. Viimeiset m —r rivia ovat pelkkia nollariveja,
joilla ei ole ensialkiota.

Seuraavaksi késitelladn todistamatta lause, joka yhdistdéd porrasmatriisin kaik-
kiin muihin matriiseihin.

Lause 6. Jokainen matriist voidaan alkeisrivimuunnoksien avulla muokata porras-
matriisimuotoon ja ensialkioiden madrd tdllaisessa porrasmatriisissa on yksikdsit-
teinen.

Maaritelma 19. Olkoon matriisi A tyyppid m x n. Matriisin A aste on sen porras-
matriisimuodon ensialkioiden lukumééra ja sitd merkitddn rank(A). Aste toteuttaa
ehdon

0 < rank(A) < min{m,n}. (22)
Esimerkki 16. Matriisi R on porrasmatriisi:

15
-2
0
0

o O OO
o OO
O O O
S 00 W N

ja sen aste on rank(R) = 3.

Maaritelma 20. Kun lineaarisen yhtéléryhmén matriisimuoto Ux = ¢ on saatu
porrasmuotoon, muuttujia kutsutaan perusmuuttujiksi, jos niitd vastaavilla sarak-
keilla on ensialkio. Jos muuttujia vastaavilla sarakkeilla ei ole ensialkiota, muuttujia
kutsutaan vapaiksi muuttujiksi.

Esimerkki 17. Tamén esimerkin tarkoitus on ymmartaé, mitd ovat perusmuuttujat
ja vapaat muuttujat. Tutkitaan yhtaloryhméaa missd on muuttujat x, y, z, w ja u.
Yhtéloryhméassa on 4 yhtéloa, joista yksi on 22 +y — 32 + w — 2u = 1. Tamén
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tarkoitus oli vain nayttdd, missa jarjestyksessd muuttujat ovat yhtélossd. On saatu
matriisimuotoinen Ax = b lineaarinen yhtaloryhmé porrasmuotoon, missé

21 -3 1 =2

00 1 -3 5
A= 00 0 0 4
00 0 0 O

Tastd ndhdaan, ettd muuttujat x, z ja u ovat perusmuuttujia ja muuttujat y ja w
ovat vapaita muuttujia.

3 Neliomatriisin kaanteismatriisi

Tasséd luvussa kasitelldadn neliomatriisien kddnteismatriisi ja miten kadnteismatriisi
voidaan loytaa.

Luvuilla on kd#dnteisluku, jonka kanssa kerrottaessa saadaan luku 1. Esimerkiksi
luvun 3 kidanteisluku on %, koska 3 % = 1. Samoin osalla matriiseilla on kd#nteis-
matriisi. Jos matriisi kerrotaan sen kaddnteismatriisin kanssa, saadaan identiteetti-
matriisi. Nyt perehdytadn 16ytamadn neliomatriisille kddnteismatriisi.

3.1 Neliomatriisin kianteismatriisin maaritelma ja
2 x 2 kaanteismatriisi

Maaritelma 21. Olkoon neliomatriisi A tyyppid n x n. Tyyppid n x n olevaa
matriisia X kutsutaan matriisin A kidnteismatriisiksi, kun se toteuttaa ehdon

XA=1=AX (23)

missd [ on identiteettimatriisi, joka on tyyppid n x n. Jos matriisilla on kddnteis-
matriisi, matriisia sanotaan saannolliseksi. Kéinteismatriisia voidaan merkitd A",

Huomautus 2. Matriisitulo ei ole kommutatiivinen, jonka takia neliématriisin kéén-
teismatriisin méarittelemisessé vaaditaan sekd vasemmanpuoleinen XA = [ ettd
oikeanpuoleinen AX = I kidanteismatriisi.

Esimerkki 18. Yleisesti tyyppid 2x2 oleva matriisi voidaan kirjoittaa A = ( CCZ Z )

muotoon. Selvitetddn, minkélainen sen kddnteismatriisi X = ( . zyu ) on. Oikean-

puoleisen kddnteismatriisin tilanne

[ ar+bz ay+bw ) (1 0
AX_(cx+dz cy—l—dw)_(o 1)_]

toteutuu, jos ja vain jos muuttujat x, y, z ja w toteuttavat seuraavan yhtaloryhmaén:

ar+bz=1
ay+bw =10
cx+dz=0
cy +dw = 1.
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Ratkaistaan kolmannesta yht#lostéd z, jolloin saadaan @ = —%, joka sijoitetaan

C
ensimmaiseen yhtaloon, jolloin saadaan yhtalé muotoon

d
a*(——z)+bz =1
c

—adz +bcz = ¢
z(—ad+bc) = ¢

. c

- —ad+be
Lo c

ad — be

ja samalla tapaa saadaan ratkaistua muut muuttujat. Téten saadaan tuloksiksi:

d b c a

x:ad—bc’ y:_ad—bc’ Z:_ad—bc’ w:ad—bc

misséd kaikilla on yhteinen nimittaja ad — be # 0. Sijoittamalla matriisiin X saadut
muuttujat x, y, z ja w saadaan oikeanpuoleisen kddnteismatriisin muodoksi

1 d —b
X = . 24
ad—bc( —c a ) (24)

Kun tarkastellaan vasemmanpuoleista kddnteismatriisia saadaan

_( za+yc zb+yd \ (1 0\
XA_(za+wc zb+wd)_<0 1>_[

mistd saadaan ratkaistua samanlainen tulos kuin oikeanpuoleisella kaanteismat-
riisilla, jolloin voidaan todeta matriisin X olevan matriisin A kdénteismatriisi eli

X=A"1

Esimerkissé [I8] 16ydettiin yleinen kaava, miten saadaan muodostettua kidnteis-
matriisi matriiseille, jotka ovat tyyppid 2 x 2 ja joissa ad — bc # 0.

Esimerkki 19. Muodostetaan matriisille F' = ( 39 ) kidanteismatriisi F~!. Kaa-

2 6
van 24] avulla saadaan

Pl 1 6 5\ [ ¢ -2
C3x6-—5%x2\ —2 3 - —% % '

1 3 5 g —g _ 1 0 _

Fr —(26)(—5 )=o)
6 _5 3 5 1 0

-1 _ 8 8 _ _

= (—% %)(26)—(01)—1

jonka jilkeen voidaan todeta matriisin I kiiéinteismatriisi F~! 16ydetyksi.
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3.2 Neliomatriisin ominaisuuksia

Seuraavaksi késitellddn muutama lemma, jotka késittelevit kdénteismatriisin perus-
ominaisuuksia.

Lemma 1. Jos neliématriisilla on olemassa kddanteismatriisi, se on yksikdsitteinen.
Todistus. Matriisit X ja Y toteuttavat yhtélon [23}
XA=1=AX ja YA=1=AY.
Sitten assosiatiivilain avulla saadaan
X=XI=X(AY)=(XA)Y =1y =Y.
O

Lemma 2. Jos matriisi A on sdinndllinen, matriisi A~ on myds sddannéllinen ja

(A H= 1= A.
Todistus. Kainteismatriisin yhtialo A='A = I = AA™! todistaa matriisin A olevan
matriisin A~! kilinteismatriisi. O]

Lemma 3. Jos matriisit A ja B ovat sddinnollisid ja tyyppid n X n, silloin niiden
matriisitulo AB on sddnnollinen ja toteuttaa

(AB) ' =B7'tA"L (25)
Todistus. Merkitdaan X = B~1A~!. Sitten assosiatiivilain avulla saadaan
X(AB) = B 'A'AB=B'IB=B"'B=1,
(AB)X = ABB'A'=AIA'=AAT' =1

Ollaan néytetty matriisin X olevan matriisitulon AB vasemmanpuoleinen ja oikean-
puoleinen kidanteismatriisi, mika todistaa tuloksen. O

Esimerkki 20. Lasketaan matriisin A = < (1) ? ) ja matriisin B = ( _01 (1) )

matriisitulon AB = C kiddnteismatriisi C~!. Matriisituloksi saadaan

c-an= (53 (4 0) (1)

: e o 0 -1 .
josta saadaan muodostettua kidnteismatriisi C—! = 1 _9 ) . Tarkistetaan kdan-

teismatriisi kiyttdmallid lemman |3 tulosta laskemalla C~! = Bt A~!. Matriisien A
. e, .. 1 -2\ . —1 e,

ja B kidnteismatriisit ovat A™! = ( 0 1 ) ja B~1 = < ? 0 ) Kiinteismat-
riisien matriisituloksi saadaan

1 141 (0 —1 1 =2y (0 -1
¢ =84 = < 1 0 0 1 1 =2
joka on sama kuin aikaisemmin saatu tulos.
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Lemma 4. Jos matriisi A on sddinnéllinen, niin on myés sen transpoosi AT . Trans-
ponoidun matriisin kddanteismatriist toteuttaa yhtalon

(A= (A7), (26)
Todistus. Olkoon X = (A™HT. Sitten lauseen 5| tuloksen [15 avulla saadaan
ATX =AT(A Y = (A =1"=1

miké todistaa oikeanpuoleisen kddnteismatriisin. Vasemmanpuoleinen kddnteismat-
riisi X AT saadaan todistettua samalla tapaa, jolloin saadaan todettua X = (AT)~1.
m

-2

Esimerkki 21. Olkoon matriisi C' = ( 10

). Transponoidaan se, jolloin saa-

—2

daan CT = ( 1

0 ) Muodostetaan tdméan transponoidun matriisin ki#anteis-

matriisi, jolloin saadaan (CT)~! = < _01 _12 )

Tutkitaan vield matriisin C' kiénteismatriisia, joka on = C'~! ( (1) 9 ) Trans-

0 1

ponoidaan saatu kiénteismatriisi, jolloin saadaan (C~H)7T = ( 1 9

taan (CT)~! = (C~1)7, joka on lemman [4] tulos.

) . Huoma-

3.3 Neliomatriisin kaanteismatriisin muodostaminen

Tassé alaluvussa perehdytdaan mekaaniseen tapaan muodostaa neliomatriisille kdan-
teismatriisi.

Aikaisemmin késiteltiin laajennettu matriisi maaritelméssa [L7| matriisille ja vek-
torille. Seuraavaksi mééritelladn laajennettu matriisi uudelleen kahdelle neliGmatrii-
sille.

Maaritelma 22. Laajennetussa matriisissa voidaan yhdistéa kaksi samaa tyyppia
olevaa neliématriisia, jolloin laajennettu matriisi on tyyppia n x 2n.

Laajennettua matriisia yleensé kaytetadn 10ytdméadan matriisille A sen kddnteis-
matriisi A~!. Télloin lihdetésin tilanteesta, missd vasemmalla puolella on matriisi A
ja oikealla puolella identiteettimatriisi 7, jolloin saadaan aloitustilanne (A|7). Tamén
jalkeen tehdéaan alkeisrivimuunnoksia tavoitteena muodostaa laajennetun matriisin
vasemmalle puolelle identiteettimatriisi , jolloin oikealle puolelle on saatu muodos-
tettua jokin matriisi B. Voidaan osoittaa tdméan matriisin B olevan kidanteismatriisi
A1 eli lopputilanne on (I|A™!). Todistus sivuutetaan, mutta seuraavassa esimer-
kissé havainnollistetaan idea.
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2 -1 5
Esimerkki 22. Koetetaan etsia esimerkin [13| matriisille A = 1 3 2 kéan-
1 1 2
teismatriisi:
2 —1 51 0 O 1 1 2]0 0 1
(AlI) = 1 3 2|01 0 |~ 1 3 2|01 0 |~
1 1 2|0 0 1 2 -1 5|1 0 0
1 1 2/0 0 1 11 2(0 0 1
~1 0 2 0/0 1 -1 ~1 0 2 0|0 1 —1 ~
0 -3 1|1 0 —2 0 0 1(1 1,5 -3,5
1 1 2(0 0 1 10 2|0 —-0,5 1,5
~1 01 0|0 0,5 —0,5 ~1 01 0{0 05 -=0,5 ~
00 1|1 1,5 =3,5 00 1|1 1,5 =3,5
10 0]—-2 -3,5 8,5
~1 0 1 0] 0 0,5 -=0,5 = (I|A_1)
00 1] 1 1,5 =-3,5

Tassé tehtiin samat alkeisrivimuunnokset kuin esimerkissé [[3 Tarkistetaan saadun
matriisin olevan etsitty kdanteismatriisi:

2 -1 5 -2 —=3,5 8,5 1 00
AAP =1 3 2 0 05 —-05]=]1010]|=1I
1 1 2 1 1,5 =3,5 001
-2 —=3,5 8,5
ja todetaan matriisin A~! = 0 0,5 —0,5 | olevan etsitty kiddnteismatriisi.
1 1,5 -=3,5

Lause 7. Jos matriisi A on sddnnollinen, silloin x = A~'b on yksikdsitteinen
ratkaisu matriisimuodossa Ax = b annetulle lineaariselle yhtdléryhmdlle.

Todistus. Kerrotaan yhtilo Ax = b vasemmalta matriisilla A~!, jolloin saadaan
A7'Ax = A7'b, mistd tulee x = A~'b. Lisiksi yhtiléon Ax = b sijoittamalla
x = A~ 'b saadaan Ax = AA~'b = b, miki todistaa lauseen. O

Lause [7] merkitsee, ettd kiddnteismatriisin avulla voidaan myos ratkaista yhtalo-
ryhma.

Esimerkki 23. Ratkaistaan esimerkin[I3]yhtaloryhméa kéénteismatriisin avulla. Esi-
merkissi [22] 16ydettiin kiddnteismatriisi A~'. Lauseen [7| avulla saadaan

z —2 —3,5 8,5 4 ~921
y = 0 05 -05 1 =] 2
2 1 1,5 -3,5 ~3 8

Saatu ratkaisu on sama kuin esimerkissa [13] saatu ratkaisu.
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4 Vektoriavaruudet

Téssa luvussa kasitelladn vektoriavaruuksien perusominaisuuksia tarkoituksena péaas-
td médritteleméadan kuva ja ydin, joita tarvitaan yleistetyn kdanteismatriisin luvussa.
Tassé kohtaa oletetaan yliopiston ensimmaisen vuoden kurssit esitiedoksi ja néiden
kurssien tarpeelliset tiedot palautetaan mieleen ilman todistuksia, mutta méaaritel-
mia havainnoillistetaan esimerkeilla.

4.1 Vektoriavaruus ja aliavaruus

Téssa alaluvussa kasitelladn vektoriavaruuden ja aliavaruuden maéritelmét.
Maaritelma 23. Vektoriavaruus on joukko V', jossa on voimassa kaksi operaatiota:
1. yhteenlasku: kun vektorit v, w € V silloin my6s summa v +w € V;

2. skalaarilla kertominen: vektorin w € V kertominen skalaarilla ¢ € R tuottaa
vektorin cw € V;

ja jossa lisdksi seuraavat aksioomat ovat voimassa kaikille vektoreille u, v, w € V
ja kaikille skalaareille ¢, d € R:

1. summan kommutatiivisuus: v+ w = w + v;
2. summan assosiatiivisuus: u + (v +w) = (u+v) + w;

3. nollavektori: on olemassa vektori 0 € V| joka toteuttaa
ehdon w+0=w =0+ w;

4. vastavektori: jokaiselle vektorille w € V' on olemassa vektori —w € V, joka
toteuttaa ehdon w + (—w) = 0 = (—w) + w;

5. distributiivisuus: (¢ + d)w = (cw) + (dw) ja c¢(v + w) = (cv) + (cw);
6. skalaarilla kertomisen assosiatiivisuus: ¢(dw) = (cd)w;

7. yksikkokerroin: skalaari 1 € R toteuttaa ehdon 1w = w.

Aksioomilla saadaan seuraava lause.

Lause 8. Seuraavat tulokset ovat voimassa vektoriavaruudessa V' kaikilla vektoreilla
w €V ja kaikilla skalaareilla ¢ € R:

1. Ow =0;

2. (—1)w = —w;

3. c0 =0;

4. jos cw = 0, silloin ¢ =0 tar w = 0.

Esimerkki 24. Esimerkki vektoriavaruudesta on Euklidinen avaruus R™.
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Seuraavaksi perehdytééan aliavaruuteen, joka on tarkeéd vektoriavaruuden osajouk-
ko.

Maaritelma 24. Aliavaruus W on vektoriavaruuden V' osajoukko, joka on vekto-
riavaruus samojen operaatioiden suhteen kuin V.

Lause 9. Epdtyhjd osajoukko W C V' on vektoriavaruuden V' aliavaruus, jos ja vain
jos seuraavat ehdot toteutuvat:

1. jokaisille vektoreille v, w € W on voimassa v +w € W;

2. jokaiselle vektorille w € W ja jokaiselle skalaarille c € R
on voimassa cw € W.

Esimerkki 25. Tutkitaan Euklidisen avaruuden R? aliavaruuksia. Triviaali aliava-
ruus on W = {0}. Tamé& voidaan havainnollistaa helposti, koska sielld on vain yksi
alkio 0 € W. Summa toteutuu 0 + 0 = 0 € W ja jokaisella skalaarila ¢ toteutuu
cA0=0cW.

Koko vektoriavaruus W = R? on aliavaruus, koska se tiyttis oman vektoriava-
ruutensa ehdot eli vektoriavaruus on itsensé aliavaruus.

4.2 Vektorien virittama avaruus ja lineaarinen riippuvuus
seka riippumattomuus

Tassé alaluvussa késitellaan madritelmat, miten vektorit virittavat aliavaruuden ja
milloin vektorijoukko on joko lineaarisesti riippuva tai riippumaton.

Maaritelma 25. Olkoot vektorit wy,...,wy vektoriavaruudessa V. Summaa

k

CIW1 + CoWa + ... + Wy = Z CiWji (27)
i=1

missé kertoimet c¢q,co,..., ¢, ovat mitd tahansa skalaareita, kutsutaan vektorien
W1,...,Wy lineaariseksi kombinaatioksi. Vektorien sanotaan virittavan osajoukon W,
joka sisaltad kaikki vektorien lineaariset kombinaatiot.

Lause 10. Vektorien wy,...,wy € V wvirittdmd osajoukko W on vektoriavaruuden
V' aliavaruus.

Esimerkki 26. Olkoon aliavaruus W C R? vektorien wy = (1,—2,1)" ja wp =
(2, =3, 1)T virittimai taso avaruudessa R3. Tutkitaan kuuluuko vektorit v = (0, 1, —1)
tai u = (1,0,0)7 aliavaruuteen W. Asian selvittdminen edellyttii skalaarien ¢; ja
co loytamisté, jotka toteuttavat yhtalon v = c;wq + cows. Téastéd saadaan

0 1 2 c1 + 262
1 = C —2 + Co -3 = —261 — 3C2
—1 1 1 c1+ co



mistd saadaan yhtaloryhma

c1 + 202 =0
—2c1 — 3¢ = 1
c1+cg = —1.
Ratkaistaan ensimmaisesté yhtédlostda ¢; = —2c¢o, joka voidaan sijoittaa toiseen tai
kolmanteen yhtaloon, jonka jélkeen saadaan c; = 1. Taméan jilkeen sijoittamalla
co = 1 mihin tahansa yhtdl6on saadaan ¢; = —2. Téten 16ydettiin skalaarit, jotka
toteuttavat halutun yhtalon, joka saadaan muotoon v = —2w; + wsy ja voidaan

todeta vektorin v kuuluvan viritettyyn aliavaruuteen W.
Seuraavaksi tutkitaan vektorin u tilanne:

1 c1 + 202
0 = —201 - 302
0 c1+ ¢

josta nahdaén, etté ei ole mahdollista 16ytaa skalaareita, jotka toteuttaisivat yhtalon
u = Wy + cowo. Todetaan, ettd vektori u ei kuulu aliavaruuteen W.

Seuraavaksi perehdytééan, milloin vektorijoukon vektorit ovat lineaarisesti riip-
puvia tai riippumattomia.

Maaritelma 26. Vektoriavaruuden V' vektoreita wy,...,wy, € V kutsutaan line-
aarisesti riippuviksi, jos on olemassa skalaarit ¢y, ..., ¢, joista vahintdan yksi on

c; # 0 ja yhtalo
oW1+ ...+ Wi =0 (28)

toteutuu. Jos vektorit eivit ole lineaarisesti riippuvia, ne ovat lineaarisesti riippu-
mattomia.

Esimerkki 27. Tutkitaan ovatko vektorit wy; = (1,2, —1)7, wo = (0,3, 1)7 lineaari-
sesti riippuvia vai riippumattomia. Koetetaan 10ytaa skalaarit ¢; ja cs, jotka toteut-
tavat yhtalon c¢;wy 4+ cowg = 0. Skalaarit voi koettaa 16ytaa kokeilemalla erilaisia
arvoja skalaareilla, mutta lahdetdén kunnolla ratkaisemaan tilanne:

C1 0
C1W1 + CoWo = 201 + 302 = 0
—C1 + Co 0
josta nahdaan, ettd skalaarit ovat ¢; = 0 ja co = 0 eli vektorit wy; ja wg ovat

lineaarisesti riippumattomia.
Lisitéin joukkoon vield vektori wg = (—1,4,3)7 ja tutkitaan ovatko
vektorit w1, wo ja wg lineaarisesti riippuvia vai riippumattomia. Saadaan

C1 —C3 0
C1W1 + CoWg + C3W3g = 261 + 302 + 403 = 0
—C1+ C2 + 303 0
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mistd saadaan yhtaloryhma

Ci —C3 = 0
201 + 362 + 403 =0
—C1 + C2 + 303 =0

josta muodostetaan laajennettu matriisi

1 0 —-1|0 1 0 =110 1 0 =110 1 0 =110
2 3 4|0 ~103 6|/0|~100 0|0]~(01 210
-1 1 310 01 210 01 210 00 010
Nyt saadaan helposti yhtéloista ¢; —c3 = 0 ja co+2c3 = 0 skalaarit, jolloin saadaaan
c1 = c3 ja cog = —2cs, jolloin ollaan tilanteessa, etta ratkaisuja on darettoméan monta.
Esimerkiksi arvoilla ¢; = 1, ¢ = —2 ja ¢3 = 1 yhtélo w; — 2wy + wz = 0 toteutuu

tarkoittaen vektorien wi, wo ja w3 olevan lineaarisesti riippuvia.

Seuraavaksi késitellddn lauseita ja lemma, jotka yhdistavéit vektoriavaruuden vi-
rittdmisen, lineaarisen riippuvuuden ja riippumattomuuden matriiseihin.

Lause 11. Olkoot vektorit wq,. .. ,wyx € R™ ja olkoon matriisi A = (wq ... wy) tyyp-
pidn X k, jossa matriisin sarakkeet vastaavat annettuja vektoreita. Silloin seuraavat
tulokset ovat voimassa:

1. Vektorit wy,...,wx € R" ovat lineaarisesti risppuvia, j0s ja vain jos vektor:
c # 0 on ratkaisu matritsimuodossa Ac = 0 annetulle homogeeniselle lineaa-
riselle yhtdaloryhmdlle.

2. Vektorit ovat lineaarisesti riippumattomia, jos ja vain jos triviaali ratkaisu
c = 0 on ainoa ratkaisu matriisimuodossa Ac = 0 annetulle homogeeniselle

yhtaloryhmidlle.

3. Vektori b kuuluu vektorien wq,... Wy virittdmddn avaruuteen jos ja vain jos
matriisimuotoisella Ac = b lineaarisella yhtdloryhmdlld on vihintddn yksi
ratkaisu.

Lemma 5. Kokoelma vektoriavaruuden R™ vektoreita, joiden lukumddrd on k, on
lineaarisesti ritppuvia, jos k > n.

Lause 12. Olkoon matriisi A tyyppii n x k. Matriisin A sarakevektorit ovat line-
aarisesti ritppumattomia, jos ja vain jos matriisin A aste on k.

Lause 13. Kokoelma vektoreita, joiden lukumdard on k, virittad vektoriavaruuden
R™, jos ja vain jos vektoreita vastaavan tyyppid n X k olevan matriisin A aste on n.

4.3 Kanta ja dimensio
Seuraavaksi kisitelladn kannan ja dimension méaritelmét.

Maaritelma 27. Vektoriavaruuden V kannaksi kutsutaan
vektorijoukkoa vq,...,vy, € V jos vektorijoukko toteuttaa ehdot:
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1. vektorit virittavit vektoriavaruuden V'
2. vektorit ovat lineaarisesti riippumattomia.

Esimerkki 28. Vektorit e; = (1,0,0)7, e = (0,1,0)7 ja ez = (0,0,1)T virittavit
vektoriavaruuden R? ja ovat lineaarisesti riippumattomia eli vektorit eq, ez ja eg
ovat vektoriavaruuden R? kanta. Kuitenkin pitdd huomata, ettd on olemassa muita
kombinaatioita eri vektoreista, jotka voivat olla vektoriavaruuden R?® kantana.

Lause 14. Jokainen vektoriavaruuden R"™ kanta sisdltad tarkalleen n vektoria. Vek-

torijoukko wy,... ,wy € R™ on vektoriavaruuden R™ kanta, jos ja vain jos tyyppid
n X n olevan matriisin A = (wy...wy) aste on rank(A) = n ja matriisi A on
sadnndllinen.

Maaritelma 28. Olkoon kanta K vektoriavaruudessa V. Jos vektorien lukuméara
kannassa K on n, silloin vektoriavaruutta V' kutsutaan n-ulotteiseksi ja sen dimen-
sion sanotaan olevan n ja sitd merkitdan dim V = n.

Lause 15. Olkoon vektoriavaruus V n-ulotteinen. Silloin on voimassa seuraavat
tulokset:

1. jokainen vektoriavaruuden V vektorijoukko, jossa on enemman vektoreita kuin
n, on lineaarisesti risppuvainen;

2. wvektorijoukko, jossa on vihemmdn vektoreita kuin n, ei viritd vektoriavaruutta

V;

3. wvektorijoukko wy,. .. wy € R™ muodostaa kannan, jos ja vain jos vektorijoukko
virittdada vektoriavaruuden V;

4. vektorijoukko wy,. .. ,wy € R™ muodostaa kannan, jos ja vain jos vektorijoukko
on lineraarisesti riippumaton.

Lause 16. Jos vektorit wy,. .. , Wy, virittdvdt vektoriavaruuden V', silloin
dim V < m.
Lemma 6. Vektorit wy,...,wy, muodostavat vektoriavaruuden V- kannan, jos ja vain

jos jokainen vektori x € V wvoidaan kirjoittaa yksikasitteisesti kannan vektoreiden
lineaarikombinaatioina seuraavasti:

X=CWi+...+c, W, = Z CiW;i (29)
i=1

missd cq,. . . ,c, ovat skalaareja.

4.4 Matriisin kuva ja ydin

Seuraavaksi méaritelladn matriisin kuva ja ydin.
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Maaritelma 29. Olkoon matriisi A tyyppid m x n. Sen kuva on aliavaruus, jonka
virittavat sen sarakevektorit ja sitd merkitaan

Im(A)={beR":b=Ax, xecR"} CR™ (30)

Matriisin A ydin on aliavaruus, joka muodostuu vektoreista, jotka toteuttavat méa-
ritelmén

Ker(A) ={x e R": Ax =0} C R". (31)

Matriisin kuvaa voidaan myos kutsua sarakeavaruudeksi ja ydintéd voidaan kutsua
nolla-avaruudeksi.

Lause 17. Jos matriisi A on tyyppid m X n, silloin seuraavat tulokset ovat ekviva-
lentteja:

1. Ker(A) = {0} eli matriisimuodossa Ax = 0 homogeenisella yhtiloryhmalld on
yksikasitteinen ratkaisu x = 0;

2. rank = n;

3. matriisimuodossa Ax = b lineaarisella yhtdléryhmdlld ei ole vapaita
muuttujia;

4. matriisimuodossa Ax = b lineaarisella yhtdloryhmdlld on yksikdsitteinen rat-
kaisu jokaiselle vektorille b € Im(A).

Hyvin samanlainen lause saadaan neliomatriiseille.

Lause 18. Jos neliomatriisi on tyyppid n X n, silloin seuraavat tulokset ovat ekvi-
valentteja:

1. A on sadnnéllinen;

2. rank = n;

3. Ker(A) = {0};

4. Im(A) =R™.

Luvun lopuksi késitelldan lineaarialgebran peruslause.

Lause 19. Olkoon matriisi A tyyppid m xn ja olkoon sen aste r. Silloin on voimassa
seuraava tulos:

dim Im(A) = rank(A) =r (32)
dim Ker(A) =n —r. (33)

5 Ortogonaalisuus

Tasséd luvussa kasitellidn muutama ortogonaalisuuteen liittyva madritelma, joita
tarvitaan yleistetyn kdanteismatriisin tuloksissa.
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5.1 Ortogonaalisuuden ominaisuuksia

Ensimmaiseksi palautetaan mieleen pistetulon méaéritelmé, jossa vektorien alkiot
kerrotaan keskenddn ja tulot summataan yhteen.

Maaritelma 30. Vektorien v, w pistetuloa merkitddn (v, w) ja se maéaritellaan
kaavalla

(V,W) = vjwy + vowg + . .. + vw, = Zviwi.
Pistetulo toteuttaa seuraavat kolme aksioomaa kaikille vektoreille u, v, w € V ja

kaikille skalaareille ¢, d € R:

1. bilineaarisuus:
(cu+dv,w) =c(u,w) +d(v,w),
(u,cv + dw) = c{u,v) + d{u, w);
2. symmetrisyys: (v, w) = (w, v);
3. positiivisuus: (v,v) > 0 aina, kun v # 0, samalla (0,0) = 0.
Pistetuloa voidaan myos kutsua sisétuloksi.

Esimerkki 29. Sarakevektoreiden pistetulo voidaan laskea transponoimalla ensim-

miinen ja laskemalla matriisikertolasku. Olkoon vektorit v = (v, v2,...,v,)7 ja
w = (wy,ws, ..., w,)T, silloin niiden pistetulo on
wh
T w2
(v,w)=v W:(m vy ... Un) . = VW9 + VaWsy + ... + VW,
Wnp,

Maaritelma 31. Vektoriavaruudessa V' jokaiselle vektorille v € V' voidaan laskea
normi || v ||, joka on ei-negatiivinen reaaliluku || v ||= 1/(v,Vv). Normilla on voi-
massa seuraavat kolme aksioomaa kaikille vektorille v, w € V' ja kaikille skalaareille
ceR:

1. positiivisuus: || v ||> 0 ja || v ||= 0, jos ja vain jos v = 0;
2. homogeenisyys: || cv [|=|c| || v ||;
3. kolmioepéayhtalo: || v +w [|[<|| v || + || w ||.

Normia kutsutaan myo6s pituudeksi. Seuraavaksi kisitelladn vektorien ortogonaa-
lisuuden maéritelma.

Maaritelma 32. Kahta vektoria kutsutaan ortogonaalisiksi, jos niiden pistetulo on
nolla.
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Maaritelma 33. Olkoot vektoriavaruus V' ja aliavaruus W olemassa ja W C V.
Aliavaruuden W ortogonaalikomplementtia merkitdin W+ ja se midritelldsin vek-
torijoukkona, joka on ortogonaalinen suhteessa aliavaruuteen W:

Wh={veV|({v,w)=0 kaikilla w € W}. (34)

Maaritelma 34. Neliomatriisia () kutsutaan ortogonaaliseksi, jos se toteuttaa eh-
don:

Q"Q=0QQ" =1. (35)
Tamé voidaan my6s médritelld néin:

Q' =Q". (36)

Lause 20. Olkoot vektorit v ja w vektoriavaruudessa V. Jos vektorit v ja w ovat
ortogonaalisia, niin seuraava yhtdlo on voimassa:

v+ w [P=[ v 7+ [ w [ (37)

Todistus. Oletetaan vektorien v ja w olevan ortogonaalisia eli (v, w) = 0. Mé&éaritel-
min [31] mukaan || x ||?= (x,x) kaikilla vektoreilla x ja miiritelméin [30] bilineaari-
suuden avulla saadaan:

[v+w|?> = (v+w,v+w)=(v,v)+(v,w)+ (w,v) + (w,w)

= (v.v)+(ww) = v [+ w]

miks todistaa tuloksen. O

6 Yleistetty kaanteismatriisi

Tassa viimeisessa luvussa késitellddan pro gradu -tutkielman péaatulos eli 16ydetaéan
yleisesti matriiseille kddnteismatriisi.

6.1 Yleistetyn kadanteismatriisin perusteet

Maaritelma 35. Olkoot A sekd X matriiseja ja A € R™*" ja X € R™™. Silloin
kun X tayttda Penrosen ehdot

1. AXA=A,
2. XAX=X,

3. (AX)T=AX,
4. (XA)T=XA

sitd kutsutaan Moore—Penrosen yleistetyksi kiddnteismatriiriksi matriisista A. Sitéd
merkitdin Af

Seuraavaksi kisitelldan yleistetyn kidnteismatriisin yksikésittdinen olemasssaolo
mille tahansa matriisille A € R™*",
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Lause 21. Kaikilla matriiseilla A on olemassa yksikdsitteinen yleistetty kddnteis-
matritst X, joka tdyttad Penrosen ehdot 1.—.

Todistus. Olkoon A matriisi ja A € R**", silloin voidaan osoittaa, ettd matriisilla
A on hajotelma A = QT RP, missi matriisit ) ja P ovat ortogonaalisia matriiseja,
jotka ovat tyyppeja m ja n ja

boo |

missd Rj; on sdadnnollinen yldkolmiomatriisi, joka on tyyppid r. Todistus 16ytyy
kirjasta [5]. Merkitaan
R O
T 11 mxn
w5 O] came
silloin X = PTRIQ téyttdd Penrosen ehdot 1. — 4. Todellakin
AXA = QTRPPTR'QQTRP = QTRP = A,
XAX = PTR'QQTRPPTR'Q = PTR'Q = X,

T _ T T pt T _ r| I O T_
(AX)T = (QTRPPTRIQ)" = (Q" | 4 5 |Q) =AX.

T
(XA)" = (P"RIQQ"RP)" = (PT[g g]P> = XA

T&llsin mille tahansa A € R™™ on olemassa X = A'. Todistetaan seuraavaksi
matriisin X olevan yksikésitteinen. Jos molemmat matriisit X; ja X, toteuttavat
Penrosen ehdot 1. — 4., silloin

X, = XAX, = X;AX,AX,
= X1(AXy)T(AX)T = X1 (AX 1 AX,)T
= X1 (AX))T = X,AX,
= X1AXpAX, = (X1 A)T (XA X,
= (XAX1A)T X, = (X,4)T X,
= XoAX, = Xo.

Tama tdydentad todistuksen. O]

Sitten tutustutaan muutamaan yleistetyn kidnteismatriisin ominaisuuteen, joita
ei kuitenkaan todisteta.

Lause 22. Olkoon matriisi A € R™*™ silloin
1. (AN = A;

ALON£0,

T = \TAT 1$SG t =
2. (NA)T = NAT, missa A € R, A { 0, A=0:

3. (AT = (AN
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4. (AAT)T = (AT)TAT; (ATA)T = AT(AT)T;

5. AT = (ATA)TAT = AT(AAT)T;

6. AT = ATAAT = ATAAT;

7. jos rank(A) = n, silloin ATA = I,,; jos rank(A) = m, silloin AAT = I,,,;
8. (UAV)T = VTATUT | kun matriisit U ja V ovat ortogonaalisia.
Lauseen 22 tulokset saadaan todistettua méaritelmén [35] avulla.

Lause 23. Matriisien kuvilla ja ytimilld on seuraavat perusominaisuudet:

1. Tm(A) = Im(AAT) = Im(AAT);

2. Im(AT) = Im(AT) = Im(ATA) = Im(AT A);

3. Tm(I — ATA) = Ker(AfA) = Ker(A) = Im(AT)*;

4. Tm(I — AAY) = Ker(AA) = Ker(A!) = Ker(AT) = Im(A)*;
5. Im(AB) = Im(A) & rank(AB) = rank(A);

6. Ker(AB) = Ker(B) < rank(AB) = rank(B).

Todistus. Todistetaan esimerkkind kolmannen kohdan yhtéalot. Muiden kohtien to-
distukset sivuutetaan. Jos x € Im(/ — ATA), niin x = (I — ATA)y jollakin y ja tilloin
ATAx = ATAIy — ATAATAy = ATAy — ATAy = 0, joten x € Ker(ATA). Jos taas
x € Ker(ATA), niin ATAx = 0 ja siis

x=x— ATAx = (I — ATA)x € Im(I — ATA). Niin ollen on osoitettu,

ettd Im(I — ATA) = Ker(ATA).

Jos x € Ker(ATA), niin ATAx = 0 ja siis Ax = AATAx = 0, joten x € Ker(A).
Jos taas x € Ker(A), niin Ax = 0 ja siis ATAx = 0, joten x € Ker(A"A). Niin ollen
on osoitettu, ettd Ker(ATA) = Ker(A).

Jos x € Ker(A) ja ATy € Im(AT), niin (x,y) = xT ATy = (Ax)Ty = 0, joten x
on ortogonaalinen kaikkien joukon Im(A”) vektoreiden kanssa ja siis x € Im(AT)+.
Jos taas x € Im(AT)L, niin (x, ATy) = xT ATy = 0 kaikilla ATy € Im(A7T), ja siis
(Ax)Ty = 0 kaikilla y. Témi on mahdollista vain, jos (Ax)T = 0, ja siten Ax = 0 eli
x € Ker(A). Niin ollen on osoitettu, ettii Ker(A) = Im(AT)L. Muut kohdat saadaan
todistettua samalla tyylilla. O

6.2 Pienimman neliosumman standardoitu minimiratkaisu

Maaritelma 36. Olkoon matriisi A € R™*" ja vektori b € R™,
silloin vektoria u € R™ kutsutaan pienimmaéan neliosumman ratkaisuksi yhtélolle
Ax =Db jos || Au— b ||<|| Av — b || kaikille vektoreille v € R".

Lineaarisella yhtaloryhmalld voi olla monta pienimmén neliGsumman ratkaisua.
Naisté vaihtoehdoista tarkastellaan pienimmaén neliGsumman ratkaisua, joka on stan-
dardoitu minimi eli kaikista pienin.

26



Maaritelma 37. Olkoon matriisi A € R™*" ja vektori b € R™, silloin vektoria u €
R™ kutsutaan pienimmén neliGsumman standardoiduksi minimiratkaisuksi yhtélolle
Ax = b jos u on pienimmén nelidsumman ratkaisu yhtélolle Ax = b ja || u ||<|| w ||
kaikille muille pienimmén neliGsumman ratkaisuille w.

Kun b € Im(A), lineaarinen yhtéléryhmé Ax = b on johdonmukainen, silloin
ratkaisu ja pienimmén neliGsumman ratkaisu Ax = b ovat selvésti yhtapitavat. Seu-
raava lause niyttdd yhteyden Moore—Penrosen kifinteismatriisin A ja pienimmén
neliosumman standardoidun minimiratkaisun vélilla.

Lause 24. Olkoon A € R™™ ja b € R™, silloin A'b on pienimmdn nelidsumman
standardoitu minimiratkaisu.

Todistus. Olkoon b = by + by, misséa
b, = AA'b € Im(A) ja by= (I — AANHb € Im(A)*,
silloin Ax — by € Im(A) ja
| Ax — b [>=|| Ax — by + (=by) [[*=]| Ax = by [ + || by ||*.

Téaten x on pienimmén neliosumman ratkaisu jos ja vain jos x on ratkeavan yhtéa-
16ryhmén ratkaisu Ax = AATb. Selviisti A™b on jokin tietty ratkaisu. Lauseesta
saadaan

Ker(A)={(I — ATA)h:h € R"},

niin ratkeavan yhtiléryhmin Ax = AA™b yleinen ratkaisu on muodossa

x=Ab+ (I —ATA)h, hecR"

Sitten
A2 < A | + || (I - ATA)h ||?
= |ATb+ (I —ATA)h >, (I -ATA)h #0,
joten x = A'b on pienimmin nelidsumman standardoitu minimiratkaisu. O

Lause [24] tarkoittaa, ettd on mahdollista l0ytad yleistetyn kidanteismatriisin avul-
la likiméaérainen ratkaisu. Tamé ominaisuus on hyddyllinen, jos esimerkiksi yhtéalo-
ryhmaélla ei ole ratkaisua.

Esimerkki 30. Tutkitaan yhtaloryhméaa:

r = 0
y = 0
y =1

jolla selvastikdan ei ole ratkaisua. Etsitdan yhtaloryhmélle pienimméan neliGsumman
standardoitu minimiratkaisu. Muodostetaan yhtaloryhmaéastd matriisi:

10
W=1{01
01
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= O
= O

1
Tutkitaan toteuttaako matriisi J = ( 0 > Moore—Penrosen ehdot:

10 10
waw = (o) (59 9) [0
0 1 2 2 0 1
1 00 10 10
= 0% 3 01 ]=101]=Ww,
0% 5 01 01
10
1 00 1 00
2 2 01 2 2
(10 LOoOO0N_(100Y_,
"o )lo g i) oy 3) 77
(/10 100‘T 100\ 100
wnt = 01<0;1)=0%% =031 1 |=w/
[\ 01 0 35 3 0 5 3
- 1T
1 0 T
T 1 00 (10N _[10Y)
(W)™ = (0%%) 0} —<o 1) _<01)_JW'

Selviasti matriisi J toteuttaa Moore—Penrosen ehdot, jolloin matriisin W yleistetty
kiiéinteismatriisi on matriisi J = WT. Lauseen [24] avulla saadaan pienimmén nelis-
summan standardoitu minimiratkaisu:

0 0
X:WTb:<1(1)?> 0]l=1|0
03 3 1 1

Pienimmaén neliosumman standardoitu minimiratkaisu on x =0 ja y = %

7 Yhteenveto

Téssé tutkielmassa on perehdytty matriiseihin ja erityisesti sithen, miten lineaarisia
yhtéaloryhmia voidaan esittad ja ratkaista matriisien avulla.

Osalle neliomatriiseista voidaan 10ytaéd kddnteismatriisi. Kdanteismatriiseilla on
tulos, jonka mukaan voidaan ratkaista yhtédléryhmé Ax = b kidénteismatriisin avul-
la: x = A~'b. Késnteismatriisi voidaan muodostaa laajennetun matriisin ja alkeis-
rivimuunnoksien avulla.

Jokaiselle matriisille A voidaan 16ytaa matriisi W, joka toteuttaa Moore—Penrosen
neljé ehtoa, jolloin matriisia W kutsutaan yleistetyksi kdanteismatriisiksi ja sitd mer-
kitdin AT, Yleistetyn kiifinteismatriisin avulla voidaan laskea pienimmin nelidsum-
man standardoitu minimiratkaisu x = A'b. Yleistetty# kifinteismatriisia voidaan
siis kayttda 1oytamaan likimadrdinen ratkaisu yhtaloryhmélle, jolla ei ole ratkaisua.
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