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Tassé tutkielmassa tarkastellaan hyperbeleja, jotka ovat tietyn tyyppisia kartioleik-
kauksia, niiden geometrisia omaisuuksia matemaattisten laskujen ja esitysten avulla.
Loppupuolella kisitellaan kahden hyperbelin erityistapaus, vektoriesitys hyperbelin
kiyrdn haaran etaisyyksille seké lasketaan hyperbelin kiyrén ja koordinaattiakselin
rajaaman alueen pinta-ala.

Toisessa luvussa esitetdén lyhyt yleiskatsaus kartioleikkauksiin, hyperbelin mé&ari-
telma, nelja erillista tapausta, miten hyperbelin kiyra voidaan piirtdé tasoon ja tut-
kitaan hyperbelin akseleita ja muutamia pisteitd. Luvussa késiteltavat pisteet ovat
huiput ja polttopisteet.

Kolmannessa luvussa tarkastellaan erityistapaus, jossa kaksi hyperbelid piirretaan
samaan koordinaatistoon. Tapaus tunnetaan liittohyperbelina. Késitellaan tassiakin
tapauksessa muutamia pisteitd ja kahta suoraa, joiden vilissd hyperbelien kiyrat
ovat.

Neljannessa luvussa tutkitaan, miten hyperbelin yhtélo muuttuu, kun sité siirretaéan
uuteen tason pisteeseen.

Viidennessa luvussa esitetdan tason vektoreilla esitykset hyperbelin oikean puolen
haaran etaisyyksille.

Lopuksi kuudennessa luvussa lasketaan hyperbelin kiyrdn ja koordinaattiakselin
rajaaman alueen pinta-ala.

Asiasanat: hyperbeli, polttopiste, huippu, polttoakseli, liittohyperbeli, asymptootti.
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1 Johdanto

Monet téarkedt 10ydot sovelletussa ja puhtaassa matematiikassa on liitetty kartio-
leikkauksiin. Jo 300 eaa. (ennen ajanlaskun alkua) Apollonius Pergeldinen tutki
geometrisia operaatioita, erityisesti kartioleikkauksia. Lahes 2000 vuotta myohem-
min Galileo Galilei totesi, etté heitettiessa kappale vaakasuunnassa tornin paalta, se
putoaa paraabelin muotoista lentorataa pitkin alas maahan. Erés astronomian his-
torian kdannekohdista sijoittuu 1600-luvulle, kun Johannes Kepler esitti, ettd pla-
neetat liikkuvat ellipsin muotoisilla radoilla. 80 vuotta myohemmin Isaac Newton
havainnollisti, etta ellipsin muotoinen, planetaarinen rata edellyttdéd painovoimaisen
vetovoiman kiddnteisen nelion lakia.

Edella esitetyt ovat varhaisia 10ydoksia ja tutkimuksia geometrisista kartioista.
Kartioleikkaus saadaan, kun taso leikkaa kartion erisuuruisessa kulmassa. Tarkem-
min ajatellen taso voi leikata kartion kolmella tavalla, minka seurauksena myos kar-
tioleikkauksia on kolmea eri tyyppia. Namé kolme kartioleikkausta tunnetaan paraa-
belina, ellipsina ja hyperbelind. Hyperbelit eroavat paraabeleista ja ellipseista siten,
ettd niilla kiayra koostuu kahdesta symmetrisestéd haarasta, kun taas paraabeleilla
ja ellipseilla kdyra on yhtendinen. Kartioleikkauksia esiintyy paitsi planeettojen ja
satelliittien kiertoratoina myds atomien hiukkasten liikeratoina. Kartioleikkauksia
hyodynnetddn muun muassa linssien suunnittelussa, peileisséa ja arkkitehtuurissa.

Eras kartioleikkausten maéritelmé perustuu tunnettuihin pisteisiin, jotka tunne-
taan polttopisteiné (yksittdinen polttopiste). Ellipsi voidaan mééritelld niiden pis-
teiden kiyréna tasossa, joiden summa d; + ds, etéisyyksille d; ja ds pisteista F} ja Fy
(ellipsin polttopisteet), on vakio. Hyperbeli voidaan mééritelld niiden pisteiden kéy-
rénd tasossa, joiden erotus dy — dy, etéisyyksille d; ja ds pisteistd Fy ja Fy (hyperbe-
lin polttopisteet), on vakio. Paraabeli on puolestaan niiden pisteiden kdyra tasossa,
joiden etdisyys pisteestd F' (paraabelin polttopiste) on sama kuin néiden etéisyys
erddsta suorasta, jota sanotaan johtosuoraksi. Téassd tutkielmassa tarkastellaan hy-
perbelejé, jotka eroavat muista kartioleikkauksista siten, kédyréd ei ole yhtenéinen,
vaan koostuu kahdesta haarasta.

Taméan tutkielman paéldhteind on kiytetty Tom M. Apostolin oppikirjaa Calcu-
lus, Introduction with vectors and analytic geometry ja sahkoisen oppimisympéariston
Mathematics LibreTexts analyyttisen geometrian kurssin lukua Locating the Ver-
tices and Foci of a Hyperbola. Tutkielmassa esitetyt kuvat perustuvat Apostolin op-
pikirjassa ja Markku Koppisen luentomonisteen Analyyttinen geometria esiintyviin
kuviin.



2 Hyperbelin maaritelma

Tutustutaan hyperbeleihin yleiselld tasolla. Tata varten on syyta tutustua kartio-
leikkauksiin, joita késitelladan seuraavassa alaluvussa. Lyhyesti sanottuna asetetaan
kaksi kartiota padllekkéin kohtisuorasti niin, etté niiden kirjet ovat vastakkain, mi-
ta leikataan pystysuoran koordinaattiakselin suuntaisella tasolla. Téall6in kartioiden
leikkauspinnasta saadaan hyperbelin muotoinen. Peruskoulussa hyperbelit esiteltiin
kaksiosaisina toisen asteen kayrind. Téma pétee, mutta ne ovat lisiksi joukko tason
pisteité, joiden kahdesta kiinnitetysta pisteestd mitattu etéisyys on vakio.

2.1 Lyhyesti kartioleikkauksista

Kartioleikkaus saadaan, kun kartiota ja erityisesti ympyréakartiota leikataan tasol-
la. Taso voi leikata kartion kolmella tavalla, mitka esitetdan alla kuvassa 1. Jos
taso leikkaa kartion siten, ettéd leikkauspinnasta saadaan suljettu, leikkauskéyréd on
ellipsin muotoinen. Jos taso leikkaa kartion siten, ettd leikkauskdyra on kaksiosai-
nen, leikkauspinnasta tulee hyperbelin muotoinen. Néiden rajalla tasoa kallistamal-
la leikkauskayrd muuttuu suljetusta avoimeksi. Téssé tapauksessa leikkauspinta on
paraabelin muotoinen. Kartioleikkaukset esitetaan kuvassa 1.
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Kuva 1: Kartioleikkausten tyypit. Kuvassa kartiot on asetettu péallekéin siten, etta
niiden kérjet eli huiput ovat vastakkain.
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Huomataan, etta hyperbelin kiyra koostuu kahdesta haarasta, jotka eivit kulje min-
kidan saman pisteen kautta. Esitetdén seuraavaksi yleinen kartioleikkauksen yhtalo.

Maaritelma 1. Olkoot luvut a, ..., f reaalilukuja. Kartioleikkauksen yhtélé on
az® 4+ bry + cy® +dr + ey + f = 0.

Néin saatiin késitys kartioleikkauksista. Siirrytdéan seuraavaksi tarkastelemaan hy-
perbeleja kaksiulotteisessa tasossa.

2.2 Hyperbelit tasossa

Kuten edelld mainittiin, hyperbeli on eras kartioleikkaus ja sen yhtalossa voi esiintya
korkeintaan toisen asteen termeja. Tamaé ei vield kerro, miksi tietyn tyyppiset kiyrat
ovat hyperbeleja. On siis tarpeellista esittdd hyperbelin tarkempi méaritelma.



Maaritelma 2. Olkoot Fi ja F, tason kaksi eri pistettd. Hyperbeli on niiden pis-
teiden joukko, joiden etéisyyksien erotus pisteistd F) ja Fb on vakio. Téalloin pisteita
F ja Fy sanotaan hyperbelin polttopisteiksi.

Hyperbeli voi esiintya koordinaatistossa ja tasossa neljélla tavalla, joista piirretaan
havainnollistavat kuvat.
Tapaus 1: Polttopisteet valitaan z-akselilta symmetrisesti pisteen O suhteen.
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Kuva 2: Hyperbeli polttopisteitd merkitdan F; ja F5. Olkoon O origo.

Téassé tutkielmassa tarkastellaan padosin téallaista hyperbelid, jonka yhtélo on muo-

toa
2 2
x
—-Z =1
a b2

missd a,b > 0. Sanotaan kuvan 2 mukaista hyperbelid z-akselin suuntaiseksi.
Tapaus 2: Polttopisteet valitaan y-akselilta symmetrisesti pisteen O suhteen.

N

Kuva 3: Hyperbelin polttopisteitd merkitdan Fj3 ja Fy. Olkoon O origo.

Tallaisen hyperbelin yhtalé on



missd a,b > 0. Kuvan 3 hyperbelid sanotaan y-akselin suuntaiseksi. Huomataan,
ettd tapausten 1 ja 2 yhtalot ovat muuten samat mutta kuvan 3 hyperbelin yht&lossa
termien etumerkit vaihtuvat.

Tapaus 3: Tapausten 1 ja 2 hyperbeleja kddnnetddn 90 astetta vastapaiviin,
jolloin hyperbelin kiyrédn haarat lahestyvat véhitellen x- ja y-akseleita.

A;

Kuva 4: Hyperbelin huiput As ja A4 ovat suoralla y = z, jolloin my6s polttopisteet
(el ole piirretty kuvaan) ovat talld samalla suoralla.

Kuvan 4 hyperbelin yhtélé on
Yy = a,

missd a > 0. Huomataan, ettd yhtéalo on yksinkertaisemmassa muodossa kuin kah-
dessa edellisessa tapauksessa.
Tapaus 4: Hyperbelid kiddnnetéaédn ja siirretdan mielivaltaiseen kohtaan tasossa.

Kuva 5: Tason yleinen hyperbeli

Nyt tiedetdén, miten hyperbeli voi tasossa olla. Jatketaan hyperbelin tarkastelua
mutta edetddn osien tasolle.



2.3 Hyperbelin huiput ja akselit

Téasséd alaluvussa tutustutaan hyperbelin geometriaan ja maéritellaan erilaiset hy-
perbelin osat ja pisteet. Valitaan tarkasteluun z-akselin suuntainen hyperbeli (kuvan
2 mukainen). Esitetdéin seuraavassa kuvassa téllaisen hyperbelin kiyra ja muutama
tarked piste, minké jalkeen ne méaritellaan.

Kuva 6: Tarkastellaan hyperbelin geometrisia pisteita.

Olkoon piste P = (x,y) mielivaltainen kéyrén piste.

Maaritelma 3. Olkoot pisteet A ja A’ ne pisteet z-akselilta, joissa hyperbelin kiyré
leikkaa tuon akselin. Lisédksi ndmékin pisteet ovat symmetriset pisteen O suhteen.
Talloin pisteitd A ja A’ sanotaan hyperbelin huipuiksi.

Huomautus 1. Kuvasta 6 huomataan, ettd huippujen valiin muodostuu jana A’A,
joka kulkee pisteen O kautta. Tamén perusteella jana A’A on hyperbelin poikittai-
saksels.

Maaritelma 4. Jana A’A on osa suoraa A’A. Edelld todettiin, ettd suora A’A
kulkee pisteen O kautta. Lisdksi suora A’A kulkee polttopisteiden kautta. Téallaista
suoraa sanotaan hyperbelin polttoakseliksi.

Maaritelma 5. Poikittaisakselin keskipistettd sanotaan hyperbelin keskipisteeksi.

Huomautus 2. Kuvan 6 hyperbelin keskipiste on origo, jonka merkinnéksi on valittu

0.
Huomautus 3. Hyperbeli on siis symmetrinen keskipisteensa suhteen.

Tassé alaluvussa esitetty auttaa ymméartaméaan hyperbelin geometriaa, mita seuraa-
vassa alaluvussa syvennetddn matemaattisesti.



3 Hyperbelin yhtalo

Aiemmin méaéritettiin polttopisteet F; ja Fy ja huiput A’ ja A, joita téssd alaluvussa
tarkastellaan koordinaatistossa. Valitaan polttopisteet siten, ettd F; = (—c,0) ja
Fy = (¢,0). Valitaan huiput siten, ettd A" = (—a,0) ja A = (a,0). Olkoon piste
P = (z,y) mielivaltainen hyperbelin kiyrin piste. Talloin voidaan merkité, ettd d;
on pisteen F) etéisyys pisteestd P ja puolestaan dy pisteen Fj etéisyys pisteestd P.
Tehdéén havainnollistava kuva 7.

Kuva 7: Hyperbelin polttopisteiden ja pisteen P véliset etdisyydet.

Talloin voidaan muodostaa etéisyyksien erotus
|F1P| = |PF|| = |di — do| = h,

missd h on jokin mielivaltainen vakio. Kun vaihdetaan huippu A pisteeksi P, niin
polttopisteen F etdisyys huipusta A on a —(—c) = a+c ja polttopisteen F etdisyys
huipusta A on ¢ — a. Kun néille muodostetaan erotus, saadaan yhtélo

(a+c¢) — (c—a) = 2a,
minki seurauksena vakion h sijaan kdytetddn vakiota 2a. Silloin
|d1 - d2| = 2a.

Huomautus 4. Jos tata erotuslauseketta sievennetadn, huomataan, ettéd se noudattaa
kahden pisteen etdisyytta tasossa. Talloin lausekkeeksi saadaan

|PQ| = v/(x2 — 21)* + (y2 — 1)

missé tason pisteitd merkitddn P = (z1,11) ja Q = (2, y2).

Kuvan 7 tapauksessa etaisyyksille d; ja dy saadaan lausekkeet

di = [PF| = /(z = (=¢)? + (y = 0 = V/(z + ¢)* + 2

6



ja

dy = |PFy| = /(x — )2+ (y — 0)2 = /(z — )2 + ¢

Talloin voidaan muodostaa erotus d; — dy. Saadaan lauseke [I]

Vi +e)?+y?—/(x—c)?+y2 = +2a,

missé yhtalon oikean puolen vakion etumerkki maardytyy sen mukaan, onko d; > ds
vai d; < do. Kuvassa 7 péatee tapaus d; > ds, joten kiytetdan positiivista vakiota.
Johdetaan seuraavaksi etéisyyksien kaava. Muodostetaan siis lauseke erotukselle
dy — do edelld esitettyjen lausekkeiden avulla. Sievennetéan lauseketta ja korotetaan
kahteen kertaan neliéon, jotta padstaan eroon nelidjuurista. Aloitetaan lausekkeesta

V(E+ o2 +y? = /(r— )2 +y? = +2a.
Siirretddn jalkimméainen nelijuuri summaamalla yhtélon oikealle puolelle

VET T T =420+ T IR

Korotetaan yhtélé puolittain toiseen eli tehdéén nelidonkorotus [2]:

(VEror v 9) = (204 V-7 1 97) |

mista seuraa
(x+c) +9? =4a®> +da/(x — )2 + 2 + (v — c)* + 9~
Sievennetadn molempia puolia
22+ 2cx + A + 7 :4a2j:4a\/m+x2—20x+02+y2,

mista saadaan
2cr = 4a* + dav/(x — ¢)? + Y2 — 2cx.

Siirretdan yhtalon oikealta puolelta termi 2cx toiselle puolelle:

4ex = 4a® + dar/(z — ¢)? + 32,

mikéd voidaan jakaa puolittain luvulla 4:

cx = a’> £ a\/(zv — ¢)2 + y2.

vasemmalle puolelle, jolloin saadaan

cx — a® = ta\/(r — ¢)? + y2.

Korotetaan yhtélo toisen kerran puolittain nelioon [2]:

Siirretddan termi a?

(cx —a®)* = (a (x — )2 + y2>2 :

7



Seuraavaksi sievennetdédn molempia puolia:
c?zx? — 2d’cx + a* = a*(2* — 2cx + 2 +97),
minka seurauksena tulee yhtalo
Aa? — 2d%cx + a* = a*2? — 2d%cx + a*P + .
Tata voidaan sieventédd edelleen:

021'2 — CL2£L'2 — &2y2 = a202 — CL4.

Siirretdan termejé, jotta voidaan ottaa yhteinen tekija molemmilta puolilta:

132(02 - CL2) - a2y2 — aZ(CQ - a2).

Seuraavaksi sijoitetaan puolittain b* = (¢? — a?) ja saadaan
2b2

22b? — a*y? = a*b’.

Huomataan, ettd yhtilo voidaan jakaa puolittain termilld a?b?:

1.2 b2 a2y2 a2 b2

a?b?  a?b?  a?b?’

Talloin yhtalo sievenee lopulta muotoon

2 2
2 _¥v_
a’>  b?
joka tunnetaan hyperbelin yhtélon yleisend muotona. Saatiin johdettua aliluvun 2.1
tapauksen 1 (kuva 2) hyperbelin yhtdlo. Kuvasta 7 huomataan, etté kiyré ei leikkaa

y-akselia. Télle 16ytyy selitys.
Huomautus 5. Hyperbelin kdyrdan yleinen yhtélo ei toteudu millddn arvolla y, jos
x = 0.

Jos ratkaistaan yleinen yhtédlé muuttujan y suhteen, saadaan kaksi ratkaisua
b
y=*x—va2— a2
a

Esitetaan yleiselle yhtélolle laskut, joissa kiytetdan nelioon korotusta, jotta paddy-
tadn edelld esitettyihin kahteen ratkaisuun. Aloitetaan ensimméisen termin siirté-
miselld yhtalon toiselle puolelle:

y2 .’13'2

A

b? a?’

Kerrotaan molemmat puolet termilli —b?, jotta vasemmalle jid vain ratkaistava
termi y. Talloin saadaan



Sievennetadn yhtalod muotoon
272
x°b
=+ S
a
jonka oikealta puolelta voidaan ottaa yhteinen tekija:

2
2 12 T

Seuraavaksi lavennetaan murtoluvut sulkujen siséllé samannimisiksi, minka jéalkeen
yhtalon oikeaksi puoleksi tulee

Otetaan yhteinen tekija

y? 262-%(—a2+x2),
jonka jalkeen yht&lo sievenee:
b2
y2 = 2 (—a2 —|—x2) .

Seuraavaksi otetaan puolittain neliGjuuri, jotta paastdin eroon toisesta potenssista

b2
Vyr ==+ = (—a? + 22).

Talloin yhtalossa
b
y==+—vV—a?+ 22
a

termien paikkoja voidaan vaihtaa ja paadytdan haluttuihin muuttujan y ratkaisuihin
b
y=x—Vvr?—a?
a

jonka mukaan mikéiin piste P = (z, %) ei ole hyperbelin kiyrilla, jos 2 < a?. Témén
nojalla hyperbelin kiyrd koostuu kahdesta haarasta (kuten kuvassa 7): vasemman-
puoleisella haaralla huipun piste on A" = (—a,0), jolle x = —a, ja oikeanpuoleisella
kyseinen piste on puolestaan A = (a,0), jolle x = a. Téalléin yleinen yht&lo johtaa
ehtoon

mikd on yhtéapitava epayhtalon
b b
——lz[ <y < —|z]
a a

kanssa. [I] Johdetaan tama epayhtélo sivulla 8 esitetystd hyperbelin yleisesta yhtéa-

16sta, ) )
T Y



Yhtélo on yhtéapitava ylla olevalle ehdolle. Tésta seuraa
2y 9 b\
? > b_2 Sy < (E.CC) ,

mika toteuttaa ehdon
lz| < |y| & 2* < 2

Edellisen ehdon nojalla saadaan

b
< Jyl <~ x|
a

b
ly| < |-=
a

b b
& ——z| <y < .
a a

b

Huomautus 6. Hyperbeli kulkee aina suorien y = gx Jay = —_ x vilissi.

Tassé vaiheessa tunnetaan hyperbelin geometriaa ja matematiikkaa. Seuraavan ala-
luvun késitteet ovat yhteydessa tdhan asti esitettyihin. Tama ja edelliset alaluvut
tarkastelivat hyperbelid, jolla polttopisteet ja huiput ovat x-akselilla. Seuraavassa
alaluvussa samaan koordinaatistoon piirretdan toinen hyperbeli, jonka polttopisteet
ja huiput ovat y-akselilla.

3.1 Liittohyperbeli

Tarkastellaan pintapuolisesti mielenkiintoista erikoistapausta, joissa alaluvun 2.1 ta-
pausten 1 ja 2 hyperbelien kiyrit ovat yhta aikaa koordinaatistossa. Piirretdan ku-
vaan 8 tapausten 1 ja 2 hyperbelit.

Ay

d3

I = (—¢,0)
T JA = (—a,0)

Ay

Kuva 8: Pisteet Fy, Fy, A’, A ja O maariteltiin alaluvussa 2.2.

Tarkastellaan hyperbeliéd, jonka huippuja merkitdén A; ja A, ja polttopisteet ovat
F3 = (0,—c¢) ja Fy = (0,c). Tdmén nojalla kuvassa 8 hyperbelin polttoakseli on

10



A;As. Olkoon () mielivaltainen hyperbelin kiyran piste. Merkitdén, ettd ds on pis-
teen F) etdisyys pisteestd () ja dy pisteen Fj etdisyys pisteestd (). Etdisyydet ovat

d3 = [F,Q)|
ja
d4 - ’QFL’)l )

joille patee myds, etta |d3 — dy| on vakio. Laskemalla samoin kuin aiemmin, saadaan
yhtélo:

y2 LCQ

2 e
Huomataan, ettéd janat A’A ja A;As ovat toisiaan vasten kohtisuorassa. Lisdksi huo-
mataan, ettd yleiset yhtalot muistuttavat toisiaan. Téll6in kuvan 8 hyperbelejé sa-
notaan toistensa litttohyperbeleiksi, eli ne ovat toistensa konjugaatteja. Kasitellaan

seuraavaksi kuvan 8 origon kautta kulkevia suoria ¢; ja /(5.

3.2 Hyperbelin asymptootit

Tarkastellaan suoria (kuva 8), joita merkitdén nyt ¢; ja ¢5, joiden yhtalét ovat ¢ =
—g:v jaly = gx Jos valitaan muuttuja x siten, etté se on arvoltaan mahdollisimman

suuri, luku v/z? — a¢? on likimain muuttujan x suuruinen. Ratkaistun lausekkeen
oikeaksi puoleksi tulee

b
+—va? — a?,
a

joka on likimain i%:c. Suoran {5 y-koordinaatti yo voidaan korvata hyperbelin kiyran
y-koordinaatilla y = 2\/ x? — a?. Seuraavaksi osoitetaan, ettd suoran ¢; ja hyperbelin
kiyran (kuva 7) y-koordinaatin y erotus ldhestyy nollaa, kun muuttuja = kasvaa
rajatta. Muodostetaan erotus

b b
n—y=—-r——Va?—a’
a a

Otetaan oikealta puolelta yhteinen tekija:

(o var—a).

a
Lavennetaan murtolukua lausekkeella (x + Va2 — a2):
b (x + Va2 — a2) (:p — Va2 — a2)
a(z+ Va2 —a?) '

Tllsin osoittajaan voidaan kiyttia kaavaa (a + b)(a — b) = a? — b* oikealta vasem-
malle ja nimittajassa kerrotaan sulut auki:

b(2* - (VT = a)’)
a(z+Va?—a?)

11




Néin osoittajasta haviaa nelidjuuri:
b(a? — (a? — a?))
a (x + \/W) '
Kerrotaan seuraavaksi osoittajassa ja nimittajassa sulut auki, mistd saadaan
bz? — (2% — a?)
PR

Sievennetadn edelleen osoittajaa ja nimittajaa:

b 22 — 22+ a?
ax+vVar? —a?

Supistetaan termeja:

ab
V@

Murtoluvulle péatee télloin ehto

ab - ab
r+Va2—a® oz’
jossa oikea puoli ldhestyy nollaa, kun x kasvaa rajatta.

Maaritelma 6. Jos hyperbelin kiyran haarat ldhestyvéit suoria ¢; = y; ja fo = yo,
niitd sanotaan asymptoottisuoriksi.

Téasté seuraa, ettd suoran y, = %x ja hyperbelin (kuva 7) oikeanpuoleisen haaran y-
koordinaattien vélinen etaisyys lahestyy nollaa. Maaritelman 7 perusteella, voidaan
todeta, ettd hyperbelin kiyré ldhestyy asymptoottisesti suoria £ ja {s.

Seuraavaksi huippujen A’, A, A; ja A, kautta piirretdan koordinaattiakselien
suuntaiset suorat, minké seurauksena muodostuu suorakulmio kuvan 9 mukaisesti.

Kuva 9: Huomataan, ettd hyperbelien huiput ovat suorakulmion sivujen keskipisteet.

Kuvassa koordinaattiakselien suuntaisten suorien ja asymptoottien leikkauspisteet
yhdistetdan, jolloin muodostuu suorakulmion muotoinen alue.
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Huomautus 7. Aiemmin todettiin, ettd hyperbelien poikittaisakselit A’A ja A A,
ovat kohtisuorassa toisiaan vasten eli A’A 1 A;A,. Taméi patee myos kuvan 9 ta-
pauksessa.

Suorat ¥, ja yo kulkevat suorakulmion kirkien kautta eli ne lavistavét suorakulmion.

Saatiin yleiskatsaus liittohyperbelisté ja mééritettiin asymptootit. Jatketaan seu-
raavaksi tapaukseen, jossa liittohyperbeli ja asymptootit siirretdan mielivaltaiseen
kohtaan tasossa.

4 Hyperbelin siirtaminen tasossa

Lopuksi tarkastellaan tapausta, jossa kuvan 9 hyperbelit, piste O ja asymptootti-
suorat siirretddn mielivaltaiseen kohtaan tasossa. Télloin piste O 16ytyy kohdasta
(x0,y0) sekd hyperbelien ja asymptoottisuorien yhtalot saavat uudet muodot. Saa-
daan hyperbelien uusiksi yhtaloiksi

(r —w0)*  (y—w)

a? 2 =1

ja
(?J - 90)2 (x - 950)2
b2 B a?

Samoin asymptoottisuorien yhtial6t muuttuvat muotoon

=1.

bz — z0)

b
—_ = —\T — X =
Y1 — Yo a( 0) a

ja
Yo — 1o = ——(z — o) = _M_
a a
Tutustuttiin lyhyesti liittohyperbelien ja asymptoottien siirtoon tasossa. Seuraavas-
sa luvussa otetaan kayttoon tason yksikkovektorit ja laaditaan asymptoottisuorien
ja hyperbelin oikean puolen haaran etdisyydet. Menetelmé tunnetaan hyperbelin

etaisyysominaisuutena.

5 Hyperbelin etaisyysominaisuus

Tarkastellaan laskemalla hyperbelin oikean puoleisen haaran ja asymptootin y; va-
linen etéisyys tason yksikkovektoreilla ¢ ja 7. Kun lasketaan minka tahansa hyper-
belin pisteen etéisyydet asymptooteista, niiden tulo on aina sama. Tamé osoitetaan
seuraavaksi. Aloitetaan kuvalla 10.
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Kuva 10: Ensin lasketaan hyperbelin kiyrén etdisyys asymptootista ¢, jota merki-
tddn p;. Témaén jilkeen lasketaan etdisyys asymptootista £, jota merkitdan ps.

Huomautus 8. Oletetaan, ettd kuvan hyperbelin kidyrd on sama kuin aiemmissa
luvuissa.

Olkoon p; asymptoottisuoran ¢; ja pisteen P vélinen etéisyys. Samoin p, on asymp-
toottisuoran /5 ja pisteen P vilinen etdisyys. Olkoon 7 vektori, jonka alkupiste on
O ja paatepiste P. Olkoon vektorin esitys T = xi+ yj. Kuvasta huomataan, etta
jatkamalla suoraa py ja vektoria 7, muodostuu kahdet ristikulmat o = « jad=2a0.
Kulma 6 muodostuu vektorin 7 ja suoran p; valiin. Kulma a muodostuu vektorin
7 ja suoran py valiin.

Nyt voidaan muodostaa kulmien 6 ja « lausekkeet. Kéytetdéin kosinia ja saadaan

D1
cosf = |—7—|,

mistad saadaan ratkaistua etiisyyden p; lauseke
= |7 cosb.

Samalla tavalla kulman « lausekkeeksi saadaan

D2

cosa =
[7]

mistd saadaan etdisyyden p, lauseke
po = |7 | cosa.

Kuvasta huomataan, ettd asymptootti ¢; ja vektori U1 ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan eli ¢; L v_f Toisin sanoen tamé vektori on suoran ¢; normaali. Vastaavasti
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asymptootti £y ja v_2> ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan eli ¢ L v_g Tamaé vektori
on talldin suoran ¢; normaali. Vektorin v} esitys yksikkovektorien avulla on

v = bi — aj,
minké avulla saadaan suoran ¢; suunnaksi
at + by,

miké seuraa siité, ettd ne ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Samoin vektorille s
saadaan esitys yksikkovektoreilla

s = bi + aj,
minké avulla saadaan suoran ¢, suunnaksi
ai — by,

miké seuraa niiden kohtisuoruudesta.
Seuraavaksi muodostetaan vektoreille v—f ja v_2> pistetulot

v -7 = |v1|| 7| cos b

ja
-7 = 03| |7 cosa.
Talloin saadaan etaisyyden p; lausekkeeksi

P = |7|cos(9 = —=—
v

Sijoitetaan osoittajaan edelld esitetyt yksikkovektoriesitykset ja nimittdjaan vekto-
rin pituus
o7 (bi—aj) - (xi+ yj)

|U_1>’ B V% + a?

Sievennetéén ja saadaan
br — ay

VT
Samalla tavalla etdisyyden po lausekkeeksi tulee

w7

P2 = |7>| cost¢ = ———.
[v2]

Sijoitetaan osoittajaan yksikkovektoriesitykset ja nimittdjaan vektorin pituus

-7 (bi4aj) - (@i +yj)

W e

Sievennetaédn ja saadaan
br + ay

JET B
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Korvataan molempiin lausekkeisiin nimittdja ¢ = v/a? + b?, saadaan yksinkertaisem-
mat muodot

br — ay
=
c
ja
bxr + ay
P2 = .
c

Lopuksi muodostetaan etéisyyksien tulo ja lasketaan

(bx —ay) (bz + ay)

pip2 = : .
c c

Sievennetéédn osoittajaa

(bz —ay)(bx +ay)  (bx)? 4+ bz - ay — ay - bx — (ay)?

c? c?
Sieventamallad saadaan muotoon
B2 — a%y?
2

b2a2 x2 y2
= \@ #)

missd sulkujen sisus on 1, koska se on hyperbelin yleinen yhtilo, joka on 1. Saatiin
kaava

Otetaan yhteinen tekija

b%a?
pip2 = 2
joka on vakio. Pisteelld P ei siis ole vaikutusta etdisyyksien tuloon.
Jos hyperbeliéi, joka on muotoa x? — y*> = 1 (sanotaan yksikkéhyperbeliksi), kier-
retddn § astetta vastapdivddn, uuden hyperbelin pisteelld (z,y) etdisyydet p; ja po
ovat p; = |z| ja pa = |y|. Téten kaavaksi tulee |zy| = vakio. Uuden hyperbelin haa-

rat ovat koordinaatistossa I ja III neljanneksessé, joten z ja y ovat samanmerkkiset.

Kuva 11: Liittohyperbelid kidédnnetaan vastapaivaan 7 astetta.
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Kuvan tilanteessa hyperbelin yhtalé on xy = vakio. Nain saatiin laskettua hyper-
belin oikean haaran etdisyydet asymptooteista. Seuraavassa luvussa lasketaan viela
hyperbelin haaran, z-akselin ja janan (pisteesta O ja kiyrin pisteeseen P) rajaaman
alueen pinta-ala.

6 Hyperbelin rajaamia aloja

Lopuksi lasketaan kuvan 12 alueelle pinta-ala.

Kuva 12: Kuvion OAP kérkipisteet ovat O, A ja P. Kuvion sivuiksi muodostuu OA,
OP ja AP.

Huomataan, ettd sivu AP ei ole suora, minki takia lasketaan ensin ympyrén, jonka
eras kehén piste on P ja sdde OP, sektorin ala. Téssé laskussa ympyra on kuvan 13
mukainen.

Kuva 13: Ympyréan sektori, jonka kehén piste on nyt P ja keskuskulma 6.
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Sektori ratkaistaan ympyrdn sektorin kaavalla. Muodostetaan kuvan 12 alueesta suo-
rakulmainen kolmio (kuva 14), jonka ala lasketaan ensin. Puhutaan kuvan 14 tilan-
teesta.

Kuva 14: Kuvan 12 alueesta saadaan suorakulmainen kolmio OBP.

Téamén jalkeen lasketaan ala sille alalle, joka jaa kuvien 12 ja 14 kuvioiden yhteisten
alueiden ulkopuolelle. Toisin sanoen lasketaan siis kuvion ABP ala. Lopuksi muo-
dostetaan kuvion OAP ala, mikd on suorakulmaisen kolmion OBP ja kuvion ABP
erotus.

Kuvassa 13 kulma 6 on keskuskulma ja kehén piste P valitaan siten, ettd P =
(cos @, sinf). Ympyran yhtélo on tdmén perusteella

2?4y =1.
Saadaan yksikkoympyran sektorin alaksi Agerori

0-r?
2 )

Asektori =

missd 7 = |OP| = 1 on séde.
Piste P valittiin siten, ettd P = (cosh 6, sinh #). Valitaan huipun piste A = (1,0).
Hyperbelin kiyrdn yhtéloksi saadaan

josta ratkaistaan muuttuja y:
Y=2"-1oy=+vVa2 -1
Siirrytddn ratkaisemaan kuvan 14 alueiden pinta-alat. Muodostetaan kolmion

OBP pinta-ala

1
Aopp = 3 cosh 0 sinh 0

ja kuvion ABP pinta-ala

cosh 6

AABP: \/x2—1dx.

1
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Tehd&én sijoitus x = cosh u, jolloin dx = sinh u du. Sijoitetaan tdmé ja integroidaan:

9
/ v cosh? u — 1 sinh u du.
0

Sieventamélla integraalista tulee
9
/ sinh? u du.
0

Kaytetdan hyperbelifunktioiden ominaisuuksia:

1
/ —(cosh 2u — 1) du,
0 2

josta saadaan
0

1 1
/ 1 sinh 2u — éu

0
Tehdééan sijoitukset ja ylarajasta vihennetédan alaraja:

1 1 1 1
<Zsmh26’— 59) _ <Zsmh0_ 5.0) .

<1 sinh 20 — 10) .
4 2

1 1
1(2 sinh 6 cosh 0) — 59.

Saadaan

Yhtaloa sieventamallé:

Jatketaan sieventamisté:

1
—(sinh @ cosh 6§ — 6).
2

Lopuksi muodostetaan erotus, jotta saadaan kuvion OAP ala. Muodostetaan
pinta-alan lauseke

1 1
AOAP = AOPB — AABP = (5 cosh@sinh 8) — <§ (sinh@cosh@ — 9)) .
Sievennetaan sulkulausekkeita
<1 cosh 0 sinh 0) — (1 sinh 6 cosh § — 19) .
2 2 2
Voidaan poistaa sulut:

1 1 1
5 cosh @ sinh § — 5 sinh 6 cosh 0 + 59.

Ensimmaiset termit kumoutuvat, minka jilkeen saadaan haluttu pinta-ala:
1
AoAp — 56

Yksikkoympyréan ja yksikkohyperbelin keskuskulman 6 rajoittaman sektorin ja
sektorimaisen alueen pinta-ala on sama.
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