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Téssa tutkielmassa esitellaan ja méaritelladn aritmeettinen derivaatta ensin luonnol-
lisille luvuille, minké jélkeen perehdytddn aritmeettisen derivaatan ominaisuuksiin
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1 Johdanto

Aritmeettinen derivaatta antaa toisenlaisen tarkastelundkokulman lukuteoriaan ja
lukuihin. Funktioiden sijaan tarkoituksena on derivoida lukuja, minké avulla voidaan
tutkia muun muassa erilaisten alkulukujen ja lukujoukkojen ominaisuuksia. Muu-
taman yksinkertaisen sdannon avulla teoriaa on saatu rakennettua melko pitkélle.
Aritmeettiseen derivaattaan liittyy viela monia avoimia kysymyksié seké otaksumia,
joita ei ole vield osoitettu todeksi.

Ensimmaéisen matemaattisen julkaisun aiheesta teki kanadalainen matemaatik-
ko Edward Barbeau [5]. Hénen artikkeliansa Remarks on an Arithmetic Derivati-
ve vuodelta 1961 [2] ennen aritmeettinen derivaatta oli esiintynyt Putnam Prize
-matematiikkakilpailussa vuonna 1950 [I]. Silloin puhuttiin yleisesti funktioista eiké
viela kaytetty kasitettd "aritmeettinen derivaatta'.

Téssé tutkielmassa esitellddn ja méaritelladn aritmeettinen derivaatta ensin luon-
nollisille luvuille, sitten kokonaisluvuille ja lopuksi rationaaliluvuille. Lisdksi tutkiel-
massa késitelldan aritmeettista osittaisderivaattaa ja mainitaan muita lukujoukkoja
sekd matematiikan osa-alueita, joihin méaaritelmé on mahdollista laajentaa. Luvussa
4 kasitellddn aritmeettista integraalia seké aritmeettisia differentiaaliyhtaloita. Avoi-
mia tutkimuskysymyksia 10ytyy erityisesti differentiaaliyhtéloita tarkasteltaessa, ja
luvussa 5 kidyddan lapi muita mahdollisia sovelluskohtia. Tutkielman seuraaminen
edellyttdaa lukuteorian perusteiden hallintaa.

Tutkielman péslihteend on Victor Ufnarovskin ja Bo Ahlanderin artikkeli How
to differentiate a number (2013) [1], jota seurataan vahvasti. Muita lihteitd on kéy-
tetty padosin yksittéisissa madritelmissé tai alaluvuissa. Lisdksi apuna on kiytetty
kahta aiheesta tehtyd suomenkielistd Pro gradu -tutkielmaa: Onni Keinésen tutkiel-
maa Aritmeettinen derivaatta kevailta 2024 [5] ja Veera Rosaman samannimisté
tutkielmaa syksylta 2013 [6].

2 Aritmeettisen derivaatan esittely ja maarittely

Téassé luvussa esitellddn ja madritellaan aluksi tutkielman kannalta olennaiset késit-
teet, joita ovat luonnolliset luvut, funktio, alkuluvut sekéd alkutekijahajotelma. Té-
man jalkeen esitelladn ja maaritellaan aritmeettinen derivaatta luonnollisille luvuille
ja osoitetaan médritelmén olevan hyvinmaéaaritelty.

2.1 Yleista

Luonnolliset luvut ovat joukko N = {1,2,3,...}. Jos luku 0 siséllytetdén luonnol-
listen lukujen joukkoon, kiytetaan merkintdd Ny = {0, 1,2, 3, ... }. Kokonaislukujen
joukosta kiytetdan symbolia Z ja rationaalilukujen joukosta symbolia Q. Maéri-
telladn seuraavaksi késitteet funktio, alkuluku ja alkutekijihajotelma, jotka luovat
tarkedn pohjan aritmeettisen derivaatan teorialle.

Maaritelma 1. Funktio. Funktio f : A — B kuvaa jokaisen ldhtdjoukon A alkion
yksikasitteisesti joksikin maalijoukon B alkioksi.



Maaritelma 2. Alkuluvut. Luonnollinen luku p > 1 on alkuluku, jos se on jaollinen
vain luvuilla p ja 1. Alkulukujen joukosta kdytetdédn merkintad P. Alkulukujen jono
(pi)ien sisaltdd kaikki alkuluvut suuruusjérjestyksessé, milloin

(pi)ieN = 2, 3, 5, 7, 11, 13, ce

Maaritelma 3. Alkutekijihajotelma. Alkutekijihajotelma tarkoittaa luvun esitté-
mistd sen alkutekijoiden tulona. Luvun a alkutekijdhajotelma on

o0
— a;
o= [1»"
i=1
41 .
@t e,

kun a; € Ny kaikilla ¢ € N ja p* jakaa luvun a, mutta p;

Aritmetiikan peruslauseesta tiedetddn, ettd jokaista a € N kohden on olemassa
yksikésitteinen mééritelmén 3| mukainen eksponenttien (a;);en jono, jolle alkuteki-
jahajotelman mukainen yhtalé on voimassa. Koska alkutekijihajotelman mukainen
tulo suppenee, niin jokaista téllaista jonoa kohden on myds olemassa sellainen I € N,
ettd a; = 0 kaikille ¢ > I. Talloin [];°; p{* = 1. Havainnollistetaan titd seuraavassa
esimerkissa.

Esimerkki 1. Esitetdan luvut 9 ja 22 alkutekijahajotelman muodossa. Koska
9 = 3.3 = 32, eksponentti a; = 2 ja a; = 0, kun i # 2. Luvun 9 alkutekijihajotelma
on

90=920.32.50.70...=1.32.1.1--. .
Luku 22 =211, jolloin a; = a5 = 1 ja a; =0, kun ¢ # 1, 5. Luvun 22 alkutekijaha-
jotelma on

29 =91.30.50 .70 191.13%...=2.1.1-1-11-1---.

Tavallisesti luvulla 1 ei tulkita olevan alkutekijahajotelmaa. Magritelmén |3 mu-
kaisesti luku 1 voidaan kuitenkin esittdd tulona 1 = [[2, pi*, kun a; = 0 kaikilla

© € N.

2.2 Aritmeettinen derivaatta

Maaritellaan seuraavaksi aritmeettinen derivaatta ja osoitetaan, ettd se on hyvin-
madritelty.

Maaritelma 4. Olkoon n € N. Aritmeettinen derivaatta n’ : Ny — Ny méaéaritelladn
kahden aksiooman avulla:

pP=1kunpePja (A1)
(ab) = a'b+ ab', kun a,b € Ny. (A2)

Maaritelmén jalkimmaéinen aksiooma [A2] tunnetaan tulon derivoimissaantona ja
sitd kutsutaan myos Leibnizin saannoksi.



Esimerkki 2. Lasketaan lukujen 22, 1 ja 0 aritmeettiset derivaatat Leibnizin sdan-
non [A2 avulla. Luvun 22 aritmeettinen derivaatta on

22/ =(2-11)=2"-11+2-11"=1-11+2-1=13.
Luvun 1 aritmeettinen derivaatta on
'=1-1+1-17"=2-1,jolloin ' =2-1".
Tastéa voidaan patelld, ettd 1’ = 0. Lasketaan vield luvun 0 aritmeettinen derivaatta:
0'=(0-0=0-04+0-0=0-(2-0)=0.

Nain ollen 1" = 0 ja 0/ = 0. Seuraavaksi osoitetaan, ettd aritmeettinen derivaatta
on hyvinmadritelty osoittamalla, ettd méaaritelméan [4) mukainen kuvaus on funktio.

Lause 1. Aritmeettinen derivaattan' : Ny — Ny on funktio ja kun n € N, sen arvon

voi laskea kaavalla .

n.
n=n) —, (1
;pi )

missin = =, pi* on luvun n alkutekijihajotelma [I, Theorem 1].

Todistus. Esimerkisséion laskettu, ettd 0’ = 0. Havaitaan, ettd yhtalon mukaan
kaikilla alkuluvuilla p
1
(i)
p

kuten aksiooman [AT] mukaan pitadkin olla. Tarkastellaan vield luonnollisten lukujen
a ja b tuloa ab, kun a = [[2, pi* ja b = H;’ilpfl ovat kyseisten lukujen alkutekija-
hajotelmat. Nyt yhtéalon mukaan

(@)’:@i(“ﬁbi).

Di

Summan osittelulain avulla yhtdlon oikeaa puolta voidaan muokata muotoon

. a > b
bS L by
¢ ;Pi ¢ ;Pi

Jarjestdmalla termit a ja b toisin saadaan
=\ a; = b;
a) —|b+a (b i) . 2

Havaitaan, ettd termit o’ ja b’ ovat yhtdlon mukaisessa muodossa ja siten myos
lauseke (2)) on Leibnizin séé&nnon [A2 muodossa (ab)’ = a’b+ ab’. Tdmén perusteella
aritmeettisen derivaatan kuvaus on funktio eli se on hyvinmaéaaritelty. O

Havainnollistetaan seuraavaksi lausetta [Il.



Esimerkki 3. Lasketaan lukujen 22, 50 ja 720 aritmeettiset derivaatat. Luvun 22
aritmeettinen derivaatta on

11
22/ = (2.11) =22 (= + — | = 13.
(2-11) <2+11)

Péaddytddn samaan vastaukseen kuin esimerkissd [2l Luvun 50 aritmeettinen deri-
vaatta on

1 2
50’:(2-52)’:50-(§+5) =45

ja luvun 720 aritmeettinen derivaatta on

4 2 1
7200 = (24.32.5) =720 [ = + = + = | = 2064.
( ) (2+3+5)

3 Ominaisuuksia

Tassé luvussa tarkastellaan aritmeettisen derivaatan yleisia ominaisuuksia seké laa-
jennetaan aritmeettinen derivaatta ensin kaikille kokonaisluvuille ja lopuksi kaikille
rationaaliluvuille. Lisdksi tarkastellaan aritmeettista osittaisderivaattaa ja mahdol-
lisuuksia méaéaritelméan laajentamisesta muille lukujoukoille.

3.1 Aritmeettinen derivaatta ja lineaarisuus

Maaritelma 5. Lineaarikuvaus. Olkoot x,y € A ja a € R. Funktio f: A — R on
lineaarikuvaus, kun se toteuttaa kaksi ehtoa:

L fx+y) = f(z)+ fy) ja
2. flaz) = af(z),

jotka voidaan yhdistda ehdoksi
flaz +by) = af(x) +bf (y). (3)
Kun funktio toteuttaa lineaarikuvauksen ehdon, sen sanotaan olevan lineaarinen.

Yleisesti aritmeettinen derivaatta ei ole lineaarinen funktio eli (m-+n)" # m/+n’.
Esimerkiksi luku 22 voidaan esittdéd muodossa

22=11+11
ja
11"+11"=1+1=2# 22" =13,

milloin lineaarisuus ei ole voimassa.

On olemassa yksittéistapauksia, joissa lineaarisuus on voimassa. Esimerkiksi lu-
kujen 4 ja 8 tapauksessa

2 1 :
(4—1—8)/:12’:(22-3)':12-(§+§):16Ja

4



4’—|—8’:(22)’+(23)’:4-§+8%:4+12:16.

Esitetdan seuraavaksi, mitéd lineaarisuuden voimassaolosta seuraa.
Lause 2. Oletetaan, etti k,m,n € Ng. Jos (m +n) =m/ +n', silloin myds

(km + kn)" = (km)" + (kn)". (4)
Todistus. Katso [I, Theorem 2|. Muutetaan yhtélén (4) vasen puoli muotoon

(km + kn)" = (k(m +n))".
Ylla oleva lauseke kuvaa tulon derivaattaa, milloin

(k(m+n)) =K(m+n)+k(m+n) =km-+kn+k(m+n).
Koska lineaarisuus ja (m 4+ n)’ = m’ + n’ ovat voimassa, niin
Em+kEn+k(m+n)=KEm+kn+km'+kn'

Nyt
(K'm + km') + (K'n + kn') = (km)" + (kn)".

3.2 Kokonaisluvun aritmeettinen derivaatta

Téassé alaluvussa laajennetaan aritmeettisen derivaatan méaritelmé koskemaan ko-
ko kokonaislukujen joukkoa Z. Luvussa 2 aritmeettinen derivaatta on maéaritelty
joukolle Nj. Laajennetaan maaritelma koskemaan kaikkia kokonaislukuja.

Lause 3. Jos negatiivisen kokonaisluvun —x aritmeettisen derivaatan (—x)" olete-
taan olevan olemassa, niin tdlloin aritmeettisen derivaatan kuvaus m' : Z — 7 on
funktio, kun Leibnizin siaannon [AZ oletetaan olevan voimassa kaikille kokonaislu-
vuille. Tdlloin

(—z)" = —2" ()
Todistus. Koska (—1)? = 1, Leibnizin sidénnon [A2| avulla voidaan laskea
1= (1 (F1)) = (21 (<1) (1) (1) = =2 (-1).

Esimerkissé 2] laskettiin, ettd 1’ = 0, minkd perusteella nyt —2 - (—1)" = 0. Tésté
seuraa, ettd (—1)" = 0. Télloin, kun z on ei-negatiivinen kokonaisluku, niin

(=)' =((-1)-2)=0-2"+(-1) -2’ = -2

Kun x > 0, aritmeettinen derivaatta kuvaa jokaisen negatiivisen kokonaisluvun —z
yksikésitteisesti arvoon —z’. Lauseen [I| mukaan kuvaus 2’ on funktio, joten kaava
on hyvinméaritelty.

Tarkastetaan vield, ettd Leibnizin sddnnon [A2] olettaminen on hyvinmaééritelty.
Oletetaan, ettd a,b > 0. Nyt

(=a)-b) = —(a-b) =—(ab+a-V)=—d b+ (—a)-V = (—a) - b+ (—a) V. (6)
]



Esimerkki 4. Lasketaan lukujen —5, —32 ja —150 aritmeettiset derivaatat. Luvun
—5 aritmeettinen derivaatta on

(=5) = -5 = -1,

luvun —32 aritmeettinen derivaatta on

(=32) = —(32") = —((2°)) = — <32 : g) = —80

seké luvun —150 aritmeettinen derivaatta on

(—150)' = —(150) = —((2-3-52)") = — (150- (;+;+§)) — —(75+50+65) = —185.

3.3 Rationaaliluvun aritmeettinen derivaatta

Laajennetaan maéritelméad seuraavaksi kokonaisluvuista rationaalilukujen joukkoon.
Jokainen positiivinen rationaaliluku voidaan esittaa yksikésitteisesti alkutekijahajo-
telmana seuraavasti:

Rationaaliluvun =z = ¢, a,b € N, b # 0 alkutekijihajotelma muodostetaan
luonnollisten lukujen a ja b alkutekijdhajotelmien avulla. Olkoot a = [[;2, pi* ja
b=1[=, p?i lukujen a ja b alkutekijahajotelmat. Rationaaliluvun z alkutekijahajo-

telma on - .
== %iolp—ii = [ HPC%

=11 i=1
kun ¢; = a; — b;.

Esimerkki 5. Tarkastellaan seuraavaksi rationaaliluvun 2 ﬁ alkutekijahajotelmaa.
Rationaaliluvun 2 231 osoittajan alkutekijihajotelma on 60 =2-2-3-5=22-3-5ja
nimittdjin 231 = 3-3-7-11 = 32.7-11. Rationaaliluku voidaan ilmaista tekijoidensi
avulla muodossa

60 22.3.5

231 32.7-11
Kun rationaaliluvun alkutekijahajotelma esitetdén osaméaréan sijaan tulona, osot-
tajan tekijoiden eksponentit ovat positiivisia ja nimittétjéin tekijoiden eksponentit
negatiivisia kokonaislukuja. Téten rationaaliluvun 2% 31 alkutekijahajotelma on

60
231
Laajennetaan aritmeettinen derivaatta kaikille rationaaliluvuille soveltamalla lausei-

ta[l]ja 3

Lause 4. Jos mielivaltaisen rationaaliluvun x aritmeettinen derivaatta x' on ole-
massa ja Leibnizin sddnnon [AZ oletetaan olevan voimassa rationaaliluvuille, niin
aritmeettisen deriwaatan kuvaus ¢' : Q — Q on funktio, joka toteuttaa ehdot:

231

=922.3.32. 5.7 117 =22. 3 L.5 7o,

=y 2 (7)
im1 i

6



kun x >0 ja x = [[2, pi* on luvun x alkutekijihajotelma sekd

(—z) = -’ (8)
kaikilla x € Q.

Todistus. Koska kaava @ on kaavan yleisempi muoto ja lauseen 1 todistus yleis-
tyy tdhan tilanteeseen, niin kaavan ja Leibnizin sadnnon voidaan todeta ole-
van voimassa positiivisille rationaaliluvuille. Lauseen 3 todistuksen yleistyksen avul-
la ehdon sekd Leibnizin sddnnon negatiivisille rationaaliluvuille voidaan todeta

olevan voimassa. Siten aritmeettisen derivaatan kuvaus ¢’ : Q — Q on funktio. [
Esimerkki 6. Lasketaan esimerkkind kahden rationaaliluvun, % ja & aritmeettiset

55
derivaatat. Rationaaliuvun 2 aritmeettinen derivaatta on lauseen {4 mukaan
7

5\’ 5 (1 -1 5 -5 T7T—-5 2
“l=6'"7"TH=2 2+ — ) =— — = — — = =
(7) ( ) 7 (5+ 7) 35 T 19 49 49

4
55

4 4 (2 -1 1 156
— ) =2*5 1) == (24— =—.
(55) ( )= % (2+ 5 T 11) 3025

Rationaalilukujen aritmeettista derivaattaa késitellessa on syytéa tarkastella myds
osamadran derivoimissadntoa.

ja rationaaliluvun = aritmeettinen derivaatta on

Lause 5. Olkoon a,b € Q ja b # 0. Tdlloin

a\  a'b—ab
(5) G ©)

Todistus. Positiivisten rationaalilukujen a ja b alkutekijdhajotelmat ovat a = [, p’
jab =TI, pk. Nyt

<9>’ _ <1_Loi—1pf)/ _ (ﬁpqi—bi)’ _ (ﬁpqi_bi> _ i a; — bi_
b Hf; pfl paiey 7 11 y 2 >

Ylla olevan yhtéalon toisen ja kolmannen vélivaiheen valilla on hy6dynnetty potens-

sien laskuséantojd. Viimeisin yhtdsuuruus seuraa lauseesta [4]

Hyodyntédmélla laventamista § = g—f saadaan

a\’ a = a; ab gy ¥ 1 = q; a = b
) =G) o) =) 502

B a ab B a'b— ab/

b b? b?
Téamé tulos voidaan lopulta yleistdd negatiivisille rationaaliluvuille yhtalon (8]
mukaisesti.

]



Havainnollistetaan vield lauseen [5| kaavan @D kayttoa. Lasketaan esimerkin |§|
rationaaliluvuille aritmeettiset derivaatat osamaaran derivoimissaannon avulla.

Esimerkki 7. Osamééran derivointisdantod kiyttéen
(5)’_ 5-7-5-7 1-7-5-1 2

72 49 49

4\ 4.55—4.55
55) 552 '

Lasketaan lukujen 4 ja 55 derivaatat:
4 =2.242.2=2+2=4

- =

ja

ja

, , 1 1
55" =(5-11)" =55 - <S+ﬁ) = 16.
Nain luvun % derivaataksi saadaan
4-55—4-16 156
3025 3025

eli molemmille luvuille saadaan sama vastaus kuin esimerkissa [@].

3.4 Aritmeettinen osittaisderivaatta

Osittaisderivaatta on tarked osa differentiaalilaskentaa. Méaaritellaan seuraavaksi
aritmeettinen osittaisderivaatta.

Maiéritelmé 6. Olkoon a = [[2, pi* luvun @ € N alkutekijahajotelma. Luvun a
osittaisderivaatta g—; on talléin

Oa _ ot (10)
Ip; Di
Lauseestaseuraa suoraan, ettd a’ =y ., aa—;i. Liséksi on mahdollista maaritella
korkeamman asteen osittaisderivaattoja seké tutkia osittaisdifferentiaaliyhtaloita. |4,
Definition 31]

Lasketaan luvulle 15750 viisi osittaisderivaattaa yhtalon avulla.

Esimerkki 8. Luvun 15750 = 2 - 32 . 5 . 7 osittaisderivaattoja ovat esimerkiksi

% = 15750 - = 7875,
% 15750 - ; — 10500,
% 15750 g — 0430,
8%5(;)50) — 15750 - % = 2250 ja
%:15750-%20.



3.5 Maaritelman laajentaminen muille lukujoukoille

Aritmeettinen derivaatta on nyt maéaaritelty kaikille rationaaliluvuille. Lisdksi on
madritelty aritmeettinen osittaisderivaatta, joka laajentaa lukujen differentiaalilas-
kennan teoriaa. Maéaritelmaé voidaan vield laajentaa muun muassa logaritmeihin,
potensseihin seké joihinkin irrationaalilukuihin, mutta mainitut laajennukset jéte-
tddn tdméan tutkielman ulkopuolelle. Aiheeseen voi tutustua esimerkiksi Ufnarovskin
ja Ahlanderin artikkelissa 1.

4 Aritmeettiset differentiaaliyhtalot

Differentiaalilaskennasta on luontaista edeté differentiaaliyhtéléihin ja integraali-
laskentaan. Maaritellddn tassad luvussa aritmeettinen integraali ja sen jilkeen kasi-
tellddn aritmeettisia differentiaaliyhtaloita sekd niiden sovelluskohteita. Integraaleja
seké differentiaaliyhtaloita kisitelladn téssa tutkielmassa vain pintapuolisesti.

4.1 Aritmeettinen integraali

Analyysissa integraalifunktio tunnetaan myos antiderivaattana. Taméan vuoksi on
kiinnostavaa tutkia vastaavankaltaista yhteyttd myos aritmeettisen integraalin kaut-
ta. Maaritellddn seuraavaksi aritmeettinen integraali. Tama alaluku perustuu Kovicin
artikkeliin [4].

Maaritelma 7. Lukua a, joka toteuttaa yhtalon

kutsutaan luvun b integraaliksi. Luvun b kaikista integraaleista koostuvalle joukolle
kiytetaan merkintad 1(b).

Yhdelld luvulla voi siis olla useampi eri integraali eli aritmeettinen integraali ei
siten yleisesti ole funktio. Koska jokaisen alkuluvun aritmeettinen derivaatta on 1
aksiooman mukaan, nédin luvun 1 integraalien joukko on kaikkien alkulukujen
joukko eli I(1) = P, miki vield todistetaan mydhemmin lauseessa [§|

Esimerkki 9. Luvun 14 integraaleja ovat esimerkiksi 49 ja 33, silla

2
49/:(72)’:47.?:14

ja
333 =(3-11)=3-11+3-11"=1-114+3-1=14.
Jokaiselle rationaaliluvulle on mahdollista laskea aritmeettinen derivaatta, kuten
tutkielman edellisessa luvussa on osoitettu. On kuitenkin olemassa lukuja, joilla ei

ole aritmeettista integraalia. Kovi¢ on osoittanut, ettd esimerkiksi luvuilla 2, 3 ja 17
ei ole aritmeettista integraalia [4, Corollary 21].
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4.2 Aritmeettisista differentiaaliyhtaloista

Esitelldan pintapuolisesti muutamia differentiaaliyhtéloité, joita kisitellaan luonnol-
listen lukujen joukossa. Differentiaalilaskentaan ja -yhtéaloihin liittyy sovelluskohtia
seké otaksumia, joita ei vield ole pystytty todistamaan. Tamé alaluku perustuu Uf-
narovskin ja Ahlanderin artikkeliin [I].

4.2.1 Yhtalo n’ =n

Todistetaan aluksi kaksi lemmaa, joiden avulla voidaan tarkastella differentiaaliyh-
talod n’ = n. Merkintda n®) tarkoittaa luvun n kertaluvun k derivaattaa.

Lemma 1. Olkoon p € P jam € N. Josn = p? - m, niin n’ = p?(m + m') ja
limy_y 0 ) = 0.

Todistus. Koska lauseenmukaan (p?) = pP (]’—;) = pP, jolloin aksiooman |A2| mukaan
n' = (p?) -m+pP-m' = pP(m+m') > n. Edelleen induktiolla voidaan osoittaa, etté

n®) >n + k. L

Tarkastellaan seuraavan lemman avulla tilannetta, jossa alkuluvun p eksponentti
on lukua p pienempi.

Lemma 2. Olkoon p* suurin mahdollinen alkuluvun p potenssi, joka jakaa luvun
n € N. Jos 0 < k < p, niin p*=' on suurin luvun p potenssi, joka jakaa luvun n'.
Erityisesti jonon n,n’,n", ... ,n®) kaikki jisenet ovat keskenddn erisuuria.

Todistus. Olkoon n = p*m. Kun syt(p, m) = 1, luvun n aritmeettinen derivaatta on
n' = kp*~tm + p*m’ = pF~1(km + pm/). Koska km ei ole jaollinen luvulla p, luku
(km 4+ pm’) ei myoskdén ole jaollinen luvulla p. O

Tarkastellaan nyt differentiaaliyhtalod n” = n kahden edellisen lemman avulla.

Lause 6. Yhtdilon n' = n ratkaisu on muotoa n = pP, kun p on mikd tahansa
alkuluku.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd n = pP. Lauseen [I| mukaan luvun n aritmeettinen
derivaatta on n’ = (p?) = n~§ = n. Oletetaan seuraavaksi, ettd n’ = n ja alkuluku p
jakaa luvun n. Lemmassa [2] on osoitettu, ettd luku n on jaollinen joko luvulla p tai
n # n'. Jilkimmaéinen vaihtoehto on ristiriidassa lemman oletusten kanssa, jolloin
luvun n on vilttamatonta olla jaollinen luvulla pP. Luku n voidaan nyt ilmaista
muodossa n = pPm, jolloin sen aritmeettinen derivaatta on lemman [I| mukaan

n' = pPm + pPm’. Kun oletukset yhdistetaén,

n' =n < pPm+ pPm’ = pPm & pPm/ = 0.
Talloin m’ = 0, joten m = 1. Eli n = pP. O
Esitetéidn yhtélolle n’ = n kaksi ratkaisua kiyttien apuna edellistd lausetta [6]
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Esimerkki 10. Luvut 22 = 4 ja 3% = 27 ovat pienimmét muotoa p? olevat alkulu-
kupotenssit. Luvun 4 derivaataksi lasketaan

4’—(22)’—4%—4-1—4

ja luvun 27 derivaataksi

27 = (3%) =27 - =27-1=2T.

S oW w

Molemmat luvut toteuttavat yhtélon n’ = n.

4.2.2 Yhtalo n' =a

Kasitelldan differentiaaliyhtélod edelleen luonnollisten lukujen joukossa. Aloitetaan
ensin yhtalon yksinkertaisimmilla muodoilla n’ = 0 ja n’ = 1.

Lause 7. Kun n € N differentiaaliyhtilolld n' = 0 on vain yksi ratkaisu n = 1.
Todistus. Todistus seuraa suoraan lauseesta [l O]
Lause 8. Differentiaaliyhtilon n’ = 1 ratkaisut ovat alkulukuja.

Todistus. Aksiooman mukaan alkuluvun p aritmeettinen derivaatta on aina 1.
Jos luku ei ole alkuluku, se on yhdistetty luku. T&ll6in Leibnizin sddnnon[A2) mukaan
luvun derivaatta voidaan Kkirjoittaa kahden positiivisen kokonaisluvun summana,
milloin se on suurempi kuin 1. O

Muilla differentiaaliyhtaloilla n’ = a on darellinen méaara ratkaisuja. Ufnarovski
ja Ahlander ovat todistaneet lauseen artikkelissaan [1, Corollary 3]. Muotoa n’ = a
oleviin differentiaaliyhtéloihin liittyy useampi otaksuma, joita ei viela ole pystytty
todistamaan. Esitetdén niistd Goldbachin konjektuuri.

Goldbachin konjektuuri. Jokainen parillinen luku, joka on suurempi kuin 3,
on kahden alkuluvun summa.

Goldbachin konjektuuri voidaan muotoilla uudelleen aritmeettisen differentiaa-
liyhtalon avulla. Konjektuuri on yhtépitéava seuraavan otaksuman kanssa. Olkoon
b € Njab > 1. Talloin differentiaaliyhtdlolla n’ = 2b on aina olemassa ratkaisu, joka
on muotoa n = pq, kun p,q € P.

4.2.3 Yhtidlo n” =1

Toisen asteen differentiaaliyhtalolla voidaan késitelld lisda tunnettuja otaksumia.
Differentiaaliyhtdléon n” = 1 ratkaisujen maara. Differentiaaliyhtalolla
n” = 1 on ddrettémén monta ratkaisua luonnollisten lukujen joukossa. [I, Conjecture
9]
Alkulukukaksoskonjektuuri. On olemassa dareton maara alkulukupareja p,
p+ 2.
Alkulukukaksoskonjektuurin kanssa ekvivalentti véite on, etté differentiaaliyhtalolla
n” = 1 on olemassa ddreton mairi ratkaisuja, jotka ovat muotoa n = 2p, kun p € P.
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5 Sovelluksia

Aritmeettista derivaattaa voidaan soveltaa erityisesti lukuteorian alalla, silld teoria
hin. Esimerkiksi luvun n derivaatan ollessa 1 tiedetéén, ettd kyseessa on alkuluku
lauseen [8] mukaan. Aritmeettista derivaattaa voidaan kiyttdd apuna alkulukujen
tunnistamisessa ja sen avulla voidaan ymmartdd paremmin alkulukujen ainutlaa-
tuista kayttaytymista.

Alkulukuja ja niiden ainutlaatuisia ominaisuuksia pohditaan erityisesti alaluvun
4.2 otaksumissa, joita ei ole vield pystytty todistamaan. Aihepiirind aritmeettinen
derivaatta on vield suhteellisen uusi ja tuore, joten avoimia tutkimuskysymyksia
riittad vield pitkdédn ja 10ytynee ajan mittaa lisda.

Luvun 4.2 otaksumien lisiksi Ufnarovski ja Ahlander esittelevit artikkelissaan
[1] otaksumia aritmeettisista derivaatoista eri lukujoukkojen vélilla. Vield ei tiede-
td, onko olemassa yleistettyd derivaattaa z’, jonka kuvaus on bijektio luonnollisten
lukujen joukossa. Kirjoittajat otaksuvat, ettda vastaus kysymykseen olisi kielteinen.

Aritmeettisen derivaattan avulla voidaan myo6s tutkia tarkemmin erilaisia lu-
kujoukkoja sekd niiden sisdistd rakennetta. Esimerkiksi Rosama on Pro gradu -
tutkielmassaan [6] tutkinut aritmeettisen derivaatan avulla Sophie Germanin al-
kulukujen ja Cunninghamin ketjujen ominaisuuksia.

6 Yhteenveto

Tutkielmassa on kasitelty aritmeettista derivaattaa, aritmeettista integraalia seké
hieman aritmeettisia differentiaaliyhtéloitd. Luvussa 2 maéériteltiin aritmeettinen
derivaatta. Méaritelmé perustuu muutamaan yksinkertaiseen aksioomaan, joiden
avulla teoriaa pystytdan rakentamaan yllattavin pitkille. Namé kaksi aksioomaa
ovat: [A1] alkuluvun derivaatta p’ = 1 ja[A2 luonnollisille luvuille a ja b

(ab) = d'b+ al'.

Luvussa 3 tarkasteltiin aritmeettisen derivaatan yleisid ominaisuuksia seké laa-
jennettiin maaritelmaéd luonnollisten lukujen joukosta ensin kaikkiin kokonaislukui-
hin ja lopulta rationaalilukuihin. Maaritelméaa on mahdollista laajentaa vield mui-
hinkin lukujoukkoihin. Luvun lopussa méariteltiin myos aritmeettinen osittaisderi-
vaatta.

Monet aritmeettisen derivaatan sovelluskohteista ja avoimista tutkimuskysymyk-
sisté liittyvat differentiaalilaskentaan, jota késiteltiin luvussa 4. Aluksi méaéritettiin
aritmeettinen integraali, jonka jélkeen esiteltiin muutama aritmeettinen differenti-
aaliyhtdlo sekd niihin liittyvid otaksumia. Aritmeettinen derivaatta on erityisesti
lukuteorian alalla mielenkiintoinen tyokalu, joka tarjoaa uudenlaisen tarkasteluné-
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