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Tassa tutkimuksessa tarkastellaan, millaisia virheitd Geogebra-ohjelmistolla ylioppi-
laskokeiden geometrian tehtévissa yleisimmin tehddén. Geometria on keskeinen osa
matematiikan opetusta, ja sen hallinta edistdd opiskelijoiden matemaattista ajat-
telua seké loogista paattelykykya. Teknologian rooli matematiikan opetuksessa on
kasvanut merkittavésti, erityisesti sihkoisten ylioppilaskokeiden myo6ta, ja Geogebra
on yksi laajasti kiytetyista vélineista. Kuitenkin ohjelmistojen kiytto voi johtaa vir-
heisiin, erityisesti silloin, kun opiskelijat eivat tdysin ymmaérréd ohjelmiston toimintaa
tai matematiikan kasitteité.

Tutkimus perustuu kolmeen geometrian tehtéavain sahkoisista ylioppilaskokeista vuo-
silta 2020-2021, ja analysoi niita vastauksia, joissa Geogebra on ollut osa ratkaisu-
prosessia. Analysoitava aineisto on saatu Ylioppilastutkintolautakunnan tutkimus-
kayttoon luovuttamasta korpusaineistosta, joka sisdltdd 100 satunnaisesti valittua
anonyymia vastausta kustakin tarkasteltavasta tehtévasta. Tutkimuksen tavoittee-
na on tunnistaa yleisimmaét virheet ja arvioida niiden taustalla olevia syita.

Yleisimmaét virheluokat tutkimuksessa olivat virheellisesti piirretty kuvio, puutteel-
linen dokumentointi ja selitykset, geometrinen virhe, virheellinen laskentaprosessi
seké Geogebra-ohjelmistosta saadun tuloksen soveltaminen. Tyypillisia virheité oli-
vat esimerkiksi kuvakaappaukset ilman perusteluja, selityksid tai komentoja seka
virheelliset késitykset siitd, minkd muotoisista osista kuvio koostuu. Lisdksi yleisia
virheita olivat vastausten antaminen epéatarkkoina arvioina ja vdarin mitatut kul-
mat.
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1 Johdanto

Geometria on olennainen osa matematiikan opetusta, ja sen hallinta tarjoaa opis-
kelijoille perustan monipuolisten matemaattisten taitojen kehittdmiseen. Geomet-
ria kehittad opiskelijoiden kykya tehda yleistyksié, perusteltuja johtopéaatoksia seka
tarkentaa kasitteitd, mika edistdd myds muun matematiikan oppimista ja hallintaa.
(Joutsenlahti et al, 2018.) Suomen lukiokoulutuksessa geometriaa kisitelladn sekd
pitkdn ettd lyhyen matematiikan oppimaédrissé, ja sen opettamista ohjaavat valta-
kunnalliset opetussuunnitelman perusteet. Geometrialla on keskeinen rooli, sillé se
ei ainoastaan edistd matemaattista ajattelua, vaan myos kehittaa opiskelijoiden loo-
gista paattelykykya ja kykyé soveltaa matematiikkaa kdytdnnon ongelmissa (Jout-
senlahti et al, 2018).

Viime vuosikymmenen aikana teknologian rooli matematiikan opetuksessa on
kasvanut merkittavésti, erityisesti sdhkoisten ylioppilaskokeiden kdayttoonoton myo-
té, mikd on lisdnnyt digitaalisten vélineiden merkitystd opetuksessa (Ylioppilastut-
kintolautakunta). Yksi néisté vilineistd on Geogebra, laajasti kiiytetty matematii-
kan ohjelmisto eri koulutusasteilla. Geogebra tarjoaa lukion matematiikan opetuk-
sessa erityisesti geometrian oppimisen tukena monipuolisia mahdollisuuksia (Geo-
gebra, n.d.). Dynaamiset matemaattiset ohjelmistot mahdollistavat opiskelijoille ma-
temaattisten konseptien tutkimisen ja syvéllisemmén ymmértamisen. Kuitenkin oh-
jelmistojen kayttd voi johtaa virheisiin ja virhekésityksiin, erityisesti silloin, kun
opiskelijat eivit ymmaérrd ohjelmistojen toimintaa tai matematiikan kasitteita riit-
tavén hyvin (Brown et al., 2016).

Matematiikan luonne on sellainen, ettd sdénndt ja toimintatavat voivat vaih-
della suuresti eri konseptien ja laskutoimitusten vililla, mikd voi helposti johtaa
virhekésityksiin. Tama ilmenee erityisesti silloin, kun opiskelijat turvautuvat me-
kaaniseen oppimiseen ja ulkoa opeteltujen sdéntdjen soveltamiseen ilman syvempéa
ksitteellistd ymmarrysta. (Ojose, 2015.) Sama pétee myos dynaamisten matema-
tiikkaohjelmistojen kiyttoon, kuten Geogebran, jossa ohjelmiston viarinkdytto tai
sen toimintaperiaatteiden ymmartamattomyys voi johtaa virheisiin. Jos opiskelijat
eivit tdysin ymmarra ohjelmiston soveltamista matematiikan késitteisiin, voivat oh-
jelmistot jopa vahvistaa vadrinymmaérryksié ja virhekéasityksia. Téalloin on usein vai-
kea erottaa, johtuvatko virheet opiskelijan matemaattisista vadrinymmarryksista vai
ohjelmiston virheellisesté kaytosta. Virheiden syyt ohjelmistojen kéytosséd voidaan
usein jakaa kahteen pédkategoriaan: matematiikan késitteiden vaarinymmarryksiin
ja teknologian virheelliseen kiyttoon. (Brown et al., 2016.)

Tassa tutkimuksessa tarkastellaan, millaisia virheitd Geogebra-ohjelmistolla yli-
oppilaskokeiden geometrian tehtévissa yleisimmin tehdéan. Tutkimuksen paaméaa-
rané on tunnistaa yleisimmat virheet ja arvioida niiden taustalla olevia syita. Tutki-
musaineisto perustuu kolmeen geometrian tehtéavaan matematiikan sahkoisista yliop-
pilaskokeista vuosilta 2020-2021. Naista yksi tehtdva on perdisin lyhyen oppiméaran
kokeesta ja kaksi pitkdn oppiméardn kokeista. Kokeiden sisallét pohjautuvat vuo-
den 2015 lukion opetussuunnitelman perusteisiin. Analysoitava aineisto on saatu
Ylioppilastutkintolautakunnan tutkimuskayttoon luovuttamasta korpusaineistosta,
joka sisaltad 100 satunnaisesti valittua anonyymia vastausta kustakin tarkasteltavas-
ta tehtavista. Tassa tutkimuksessa tarkastellaan ainoastaan niitd vastauksia, joissa



tehtava on ratkaistu kokonaan Geogebralla tai Geogebra on ollut osa ratkaisupro-
sessia.

Tutkielman toisessa luvussa tarkastellaan geometriaa lukion opetussuunnitelmas-
sa, sahkaisid ylioppilaskokeita seké Geogebra-ohjelmistoa. Luvussa kolme késitellaéan
virheiden ja virhekésitysten muodostumista, virhekésityksid matematiikassa seké vir-
heité ja virhekésityksid dynaamisissa matematiikkaohjelmistoissa. Tutkimuksen teh-
tavakohtaiset tulokset ja yhteenveto esitelladn luvussa nelja. Tutkielman lopuksi ar-
vioidaan tutkimuksen luotettavuutta (luku 5) sekéd pohditaan tutkimuksen tuloksia
ja niiden merkitysté.



2 Geometria lukion matematiikassa

2.1 Geometria lukion matematiikan opetussuunnitelmassa

Tassé kappaleessa tarkastellaan geometrian opetuksen sisaltéjé ja tavoitteita lukion
opetussuunnitelmissa. Padasiallisena ldhteensd on vuoden 2015 opetussuunnitelman
perusteet (Opetushallitus, 2015), ellei toisin mainita, silld tdmén tutkimuksen ai-
neisto koostuu vuosien 2019-2021 ylioppilaskokeista. Lopuksi tarkastellaan lyhyesti
uuden opetussuunnitelman tuomia muutoksia.

Matematiikan opetuksen keskeisené tavoitteena on tarjota opiskelijoille véilineet
matemaattisten késitteiden ymmértamiseen ja soveltamiseen. Oppiaineen tehtaviné
on muun muassa perehdyttda opiskelijat matematiikan peruskasitteisiin, perusideoi-
hin ja rakenteisiin seké opettaa heitd hyodyntaméaan matematiikkaa ilmaisuvélinee-
né. Lisdksi oppiaineen yleisissé tavoitteissa korostetaan ilmioiden mallintamista ja
kiytannon ongelmien ratkaisemista matemaattisin keinoin. Matematiikan opetuksen
tavoitteissa ja tehtédvissa korostuu myos teknologian rooli matematiikan oppimisessa.
Opetuksen tehtavané on harjaannuttaa opiskelija kdyttdmaan tarkoituksenmukaisia
tietokoneohjelmistoja. Samalla he oppivat kriittisesti arvioimaan ohjelmistojen tuot-
tamia tuloksia. Lukiossa on mahdollisuus opiskella matematiikkaa joko lyhyen tai
pitkdn oppimaardn mukaan. Molemmilla oppimaéérilla on omat sisdltonséd ja oppi-
mistavoitteensa.

Pitkén matematiikan oppiméaéréin tavoitteena on totuttaa opiskelija pitkajantei-
seen tyoskentelyyn, opettaa hénelle kiiytdnnon ongelmien mallintamista ja ratkai-
semista sekd otaksumien tekemisen ja niiden yleistettdvyyden arvioimisen taitoja.
Syksysta 2016 kiyttoon otetussa opetussuunnitelmassa geometriaa késitelladn kurs-
silla MAA3 Geometria. Kurssin keskeisiin siséltéihin kuuluvat kuvioiden ja kappa-
leiden yhdenmuotoisuus, sini- ja kosinilause, ympyréan geometria sekd pituuksien,
kulmien, pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen. "Geometria-kurssin tavoitteena
on, etta opiskelija

- Harjaantuu hahmottamaan ja kuvaamaan tilaa sekd muotoa koskevaa tietoa
seka kaksi- ettd kolmiulotteisissa tilanteissa

- Oppii muotoilemaan, perustelemaan ja kiyttdmadn geometrista tietoa késit-
televia lauseita

- Oppii ratkaisemaan geometrisia ongelmia hyédyntamalld kuvioiden ja kappa-
leiden ominaisuuksia, kuten yhdenmuotoisuutta, Pythagoraan lausetta seka
trigonometrisia periaatteita suora- ja vinokulmaisissa kolmioissa

- kykenee hyodyntamaén teknisid apuvélineitd kuvioiden ja kappaleiden tutki-
misessa ja geometriaan liittyvien sovellusongelmien ratkaisemisessa."

Kurssin kokonaisuus edistaé opiskelijoiden matemaattista ajattelua ja valmiuksia
soveltaa geometriaa kdytdnnon tilanteissa.



Lyhyen matematiikan oppiméaaréan keskeisena tavoitteena on tarjota opiskelijoille
valmiudet hankkia, késitelld ja ymmartda matemaattista tietoa sekd soveltaa ma-
tematiikkaa erilaisissa elamén tilanteissa. Opetus pyrkii tuomaan opiskelijalle esiin
matematiikan merkitysta yhteiskunnan kehityksessé ja sen soveltamismahdollisuuk-
sista arkielaméssa ja eri tieteissd. Oppimaaran opetuksen tavoitteena on, ettd opis-
kelija oppii hyodyntdméaan matematiikkaa jokapéiviisessa elaméssadn, saa myontei-
sid oppimiskokemuksia ja vahvistaa luottamustaan omiin kykyihinsd. Geometriaa
kisitellaan lukion opetussuunnitelman perusteissa 2015 kurssilla MAB3 Geometria.
Kurssin keskeiset sisallot sisaltavit geometriaan liittyvien kisitteiden ja menetelmien
hallinnan. Se sisaltdd yhdenmuotoisuuden, suorakulmaisen kolmion trigonometrian
ja Pythagoraan lauseen ja sen kiddnteislauseen. Liséksi kurssilla késitelladn kuvioi-
den ja kappaleiden pinta-alojen seké tilavuuksien maédrittamista sekd geometrian
menetelmien kiyttod koordinaatistossa. "Kurssin tavoitteena on, etté opiskelija

Oppii tekeméén havaintoja ja paételmia kuvioiden ja kappaleiden geometrisis-
ta ominaisuuksista

Parantaa kyky#an piirtaa tasokuvioita ja kolmiulotteisia kappaleita

Osaa kayttda geometriaa kiytdnnon ongelmien ratkaisemisessa

Oppii kiyttaméan teknisid apuvélineita kappaleiden ja kuvioiden tutkimisessa
ja geometriaan liittyvien sovellusongelmien ratkaisussa."

Lukion opetussuunnitelman perusteet uudistettiin vuonna 2019 ja sen linjauk-
set otettiin kdyttoon 2021 syksylld. Uudistuksen myota kurssit muuttivat muoto-
aan lukio-opintopisteita kerryttdviksi moduuleiksi. Nykyisessd opetussuunnitelmas-
sa geometriaan liittyvit sisallot késitelladn moduuleissa MAA3 Geometria ja MAB3
Geometria. Moduulien keskeiset siséllot ja tavoitteet ovat padosin pysyneet samoi-
na kuin aikaisemmassa opetussuunnitelmassa. Eroavaisuuksia opetussuunnitelmien
2015 ja 2029 valilla on kuitenkin havaittavissa muun muassa matematiikan ohjelmis-
tojen kayton osalta. Vuoden 2015 opetussuunnitelmassa painotetaan ohjelmistoja
enemmaéankin apuvilineend, kun taas vuoden 2021 opetussuunnitelmassa ohjelmis-
tojen, kuten Geogebran, kiaytto on integroitu selkeammin osaksi oppimisprosessia.
(Opetushallitus, 2019; Opetushallitus 2015).

2.2 Sahkoiset ylioppilaskokeet

Seuraavaksi kisitelladn matematiikan ylioppilaskokeen rakennetta, arviointiperiaat-
teita ja syksylla 2024 voimaan tulleita muutoksia. Kappaleen tieto perustuu Yliop-
pilastutkintolautakunnan verkkosivustoon.

Matematiikan ylioppilaskokeen laatii ylioppilastutkintolautakunta, ja se poh-
jautuu sekd matematiikan oppiméaran pakollisiin ettd valtakunnallisiin valinnaisiin
opintoihin. Koetehtavéit laaditaan Opetushallituksen hyviksymien opetussuunnitel-
man perusteiden mukaisesti. Kokeen tarkoituksena on arvioida, onko kokelas saa-
vuttanut ne tiedot ja taidot, joita opetussuunnitelmassa edellytetdan.

Seka pitkdn ettd lyhyen matematiikan kokeessa on yhteenséd 13 tehtavad, joista
kokelas vastaa kymmeneen. Kokeen tehtéavit on jaettu kolmeen osaan: A, Bl ja B2.
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A-osa sisaltdd nelja pakollista tehtavid, jotka tulee palauttaa ennen B-osan aloit-
tamista. On kuitenkin mahdollista tarkastella B-osan tehtévid jo A-osan tekemisen
aikana. A-osan tehtévien suorittamiseen on kiytossid vain rajoitetut laskinohjelmat
(KCalc, SpeedCrunch ja GNOME-laskin), ja tamén osan palautuksen jilkeen ko-
kelas ei voi enda palata siihen. Palautukselle ei ole asetettu aikarajaa, mutta vasta
A-osan tehtydéan kokelas saa kdyttoonsa kaikki koejarjestelmén tarjoamat ohjelmis-
tot.

B-osassa on kiytossd laajempi valikoima teknisid tyokaluja, kuten LibreOffice
Calc, GeoGebra ja TI-Nspire CAS, jotka tukevat erityisesti laskennallisia ja graafisia
tehtavia. Bl-osassa on viisi tehtédvaé, joista vastataan kolmeen, ja B2-osassa nelja
tehtavad, joista niin ikddn vastataan kolmeen. Kaikki kokeen tehtévit arvioidaan
pistein 0-12, joten kokeen maksimipistemaéra on 120. Digitaalisen koejérjestelmén
kiyttoon vaadittavat valineet on maéaritelty Ylioppilastutkintolautakunnan yleisissa
madarayksissa ja ohjeissa.

Koesuoritukset tarkastaa ensin lukiokoulutusta jérjestavian oppilaitoksen mate-
matiikan opettaja, ja lopullinen arviointi tapahtuu Ylioppilastutkintolautakunnassa
(L 502/2019, 18 §). Arvioinnissa kiinnitetddn huomiota, kuinka hyvin kokelas on pe-
rustellut ratkaisunsa; tarvittavat laskut tai muut perustelut seké lopputulos on olta-
va, ellei tehtdvinannossa ole toisin mainittu. Vastauksen tulee olla riittavan selkea,
jotta opettaja ja sensorit ymmaértivit sen sisillon. Ohjelmia voi kiyttaéd tehtdvissa
niiden luonteenomaisella tavalla, eikd niiden tuottamaa tulosta tarvitse kirjoittaa
uudelleen, mikali se on ymmarrettavaa. Jos kokelas ylittda osakohtaisen enimméis-
méaran vastauksia, lasketaan pisteet sallitusta méarasta, joiden yhteispisteméara
on pienin. Opettajan on merkittava virheelliset kohdat ja perusteltava mahdolliset
pistemadran vihennykset.

Syksyn 2024 tutkinnosta alkaen matematiikan ylioppilaskokeiden rakenteita muu-
tetaan. Ylioppilastutkintolautakunta kasvattaa A-osan painoarvoa, ja siihen lisdtdan
valinnaisia tehtéavid, mikd mahdollistaa joustavamman osaamisen néyttdmisen. Pit-
kéissd matematiikassa B-osa jaetaan edelleen B1- ja B2 osaan. Lyhyesséd matematii-
kassa on vain yksi B-osa, jossa on 12 tai 18 pisteen tehtévid. 18 pisteen tehtavit ovat
laajempia soveltamistaitoja mittaavia kokonaisuuksia.

2.3 Geogebra-ohjelmisto

Seuraavaksi keskitytadn Geogebra-ohjelmistoon, tarkastellen sen syntyhistoriaa, kes-
keisid ominaisuuksia ja tarjoamia mahdollisuuksia geometrian taitojen syventami-
seen.

Geogebra on monipuolinen matematiikan opetukseen suunniteltu ohjelmisto, jo-
ka soveltuu kaikille koulutusasteille. Se tarjoaa tyokaluja muun muassa geometri-
aan, algebraan, funktioiden késittelyyn, tilastotieteeseen, taulukkolaskentaan seké
differentiaali- ja integraalilaskentaan. (Geogebra, n.d.) Ohjelmisto yhdistdd dynaa-
misesti geometrian ja algebran, mistd sen nimikin tulee, ja sen avulla kdyttajat voi-
vat reaaliajassa muokata piirroksia esimerkiksi liukusdatimien, taulukon arvojen tai
lausekkeiden avulla, seké yksinkertaisesti tarttumalla ja siirtdmalla kuvioita piirtoa-
lueella. (Korhonen et al, 2013.)

Geogebran kehitys alkoi Itdvallassa 2000-luvun alussa, kun Markus Hohenwar-



ter loi sen maisterin opinnaytetyonéan. Ohjelmiston avoin koodipohja houkutteli no-
peasti samanhenkisid kehittajia mukaan, ja Hohenwarterin vaitoskirjan valmistuttua
vuonna 2006 Geogebra laajeni maailmanlaajuiseksi yhteisprojektiksi. (Korhonen et
al, 2013.) Nyky#aan Geogebran laaja kiyttdjayhteiso, johon kuuluu miljoonia kiyt-
tajid eri puolilta maailmaa, on nostanut sen johtavaksi dynaamisen matematiikan
ohjelmistoksi, jota kiytetddn laajasti STEM-aineiden (luonnontieteet, teknologia,
insindoritieteet ja matematiikka) opetuksessa. (Geogebra, n.d.)

Java-pohjaisena Geogebra on kiyttojiarjestelmésta riippumaton, ja ohjelmisto ke-
hittyy jatkuvasti vastaten kéyttéjien tarpeisiin. Lisdksi sen ilmainen saatavuus on
tehnyt siitd erittdin suositun ja saavutettavan oppimisvilineen. Geogebran kaytto-
liittym4 on joustava ja mukautettavissa eri iké- ja taitotasoille, ja Nakymaé-valikosta
16ytyy monia valmiita vaihtoehtoja eri kayttajaryhmille. Kayttoliittyméa koostuu ik-
kunoista, valikoista, tyovilineista ja syottokentéstéd, mutta ohjelman ydintoiminnot
ovat piirtoalue ja algebraikkuna. Piirtoalueella kiyttajat voivat piirtda ja muokata
graafisia objekteja joko tyovélineilla tai antamalla komentoja syottokentéan kautta.
(Korhonen et al, 2013.)

Geogebran tunnusomainen ominaisuus on se, ettd sama objekti ndkyy piirtoa-
lueella, algebraikkunassa ja taulukossa eri esitysmuodoissa. Objekti voi olla néky-
vissd molemmilla piirtoalueilla, vain toisella tai kokonaan piilossa. Kun objektin
lauseketta muokataan algebraikkunassa, sen graafinen esitys péivittyy valittomasti
piirtoalueella, ja samoin piirtoalueella tehtédvat muutokset heijastuvat algebraikku-
nan esitykseen. Kyseessa ei siis ole pelkastaan dynaaminen geometriaohjelma, vaan
monipuolinen dynaaminen matematiikkaohjelma (engl. DMS dynamic mathematics
software). (Korhonen et al, 2013.) Ylioppilaskirjoitusten siirtyminen sahkdiseen muo-
toon Suomessa on osaltaan lisinnyt tarpeen hyodyntda teknologiaa matematiikan
opetuksessa. Geogebra on yksi niista ohjelmista, joita Ylioppilastutkintolautakun-
ta on hyviksynyt matematiikan kokeissa kiytettavéksi (Ylioppilastutkintolautakun-
ta). Tamén seurauksena Geogebra on nykyisin laajalti kiytossé erityisesti lukioissa.
Geometria on yksi lukion oppiaineista, jossa Geogebran kiyttd on merkittavéa.

Geogebra tarjoaa monipuolisia mahdollisuuksia syventda ja laajentaa geometri-
sia taitoja. Oppilaat voivat piirtda erilaisia graafisia objekteja, kuten suoria ja kéy-
rid, ja tutkia niiden ominaisuuksia. Esimerkiksi he voivat tarkastella, miten suoran
kulmakerroin vaikuttaa suoran sijaintiin koordinaatistossa. Ohjelma tukee myos kol-
miulotteisten kuvioiden tutkimista, kuten kartioiden, lierididen ja pyramidien. T4&-
mé mahdollistaa ajattelun siirtdmisen kaksiulotteisesta maailmasta kolmiulotteiseen
ymparistoon, mika kehittad visuaalista ajattelua ja avaruudellista hahmottamista.



3 Virheet ja virhekasitykset

Téassé osiossa késitelladn virheiden ja virhekésitysten muodostumista sekd niiden
tunnistamista, ja selvennetédédn ndiden kahden késitteen vilistd eroa. Kédydaan myos
lépi opiskelijoiden yleisid virhekésityksid matematiikassa seké keinoja niiden ennal-
taehkéisemiseksi, ja tarkastellaan, millaisia virheitd ja virhekasityksia voi syntya
dynaamisen matematiikan ohjelmiston, kuten Geogebran, kiyton myota.

3.1 Virheen ja virhekasityksen muodostuminen

Virhekdsitykset (eng. misconception) ovat vaarinkésityksid ja virheellisid tulkintoja,
jotka pohjautuvat virheellisiin merkityksiin ja opiskelijoiden "naiiveihin” teorioihin,
jotka estévét jarkevad pééttelyd (Ojose, 2015). Virhekésityksia syntyy erityisesti sil-
loin, kun opiskelijat eivit ymmaérrd menetelmien taustalla olevia késitteita tai eivat
osaa yhdistaa késitteitd niiden kidytannon sovelluksiin (Dingman et al. 2019). Tél-
laisia vaarinkéasityksia voivat aiheuttaa monet tekijat, kuten opettajan epatarkasti
valittamat késitteet, opiskelijoiden omat ennakkokésitykset ja joskus myos epéon-
nistuneet opetustavat (Riswandi, Nursalam ja Baharuddin, 2022). Koska virhekési-
tykset ovat usein syvalla ajattelutavassa, niiden oikaiseminen on haastavampaa kuin
pelkkien yksittéisten virheiden korjaaminen (Ryan & Williams, 2007).

Virheet (engl. errors) ovat usein siis pinnallisempia ja johtuvat esimerkiksi sys-
temaattisista virheistéd laskuissa tai siitd, ettd opiskelija ei osaa ratkaista tehtavia
oikealla tavalla. Virheiden korjaamiseksi riittaa usein, etta opettaja osoittaa virheen,
jolloin opiskelija itse havaitsee sen sijainnin ja oppii siitd. Virheita esiintyy kaikis-
sa ikdryhmissé ja ne johtuvat tyypillisesti esimerkiksi huolimattomuudesta, vadrin
muistetusta kaavasta tai hatikoidyista johtopadtoksista. (Ryan & Williams, 2007.)

Opiskelijoiden tekemét virheet voidaan jakaa kahteen padtyyppiin: kasitteellisiin
virheisiin ja suoritusvirheisiin (Ojose, 2015). Késitteelliset virheet johtuvat siité, et-
ta opiskelija ei ymmaérra kisitteiden merkityksié tai tulkitsee ne vidrin (Kadarisma,
Fitriani ja Amelia, 2020). Tama voi nikyé esimerkiksi niin, ettd opiskelija ei hah-
mota ongelman eri osien valisid yhteyksid tai ymmaérra ratkaisemiseen tarvittavia
periaatteita. Liséksi aiemmat kokemukset voivat johtaa satunnaisiin virheisiin, joissa
opiskelija jattaa tiettyja ongelman ehtoja huomiotta. Suoritusvirheet taas tapahtu-
vat silloin, kun opiskelija tietda, mita pitdisi tehdd, mutta jokin vaihe jéda kesken
tai epdonnistuu. Naissé virheissé ei siis ole kyse siité, ettei ymmaérrettaisi ongelman
ratkaisua, vaan siitéd, etta ratkaisun edellyttdmaét toimenpiteet eivit toteudu oikein.
(Ojose, 2015.)

3.2 Virhekasitykset matematiikassa

Opiskelijat tekevat usein toistuvia virheitd useissa ongelmissa erityisesti silloin, kun
he ovat opetelleet sdannot ulkoa ja tukeutuvat mekaaniseen oppimiseen. Kun heidan
taytyy soveltaa oppimiaan sddntéja uuden ongelman ratkaisemiseksi, he huomaavat,
ettei sddntojen mekaaninen kiytto riitd tehtdvin ratkaisuun, vaan se vaatisi syvem-
péd kasitteellistd ymmarrysta. (Ojose, 2015.) Niissa tilanteissa opiskelijat alkavat
kehittaa virheellisia toimintatapoja, jotka johtavat toistuviin ja systemaattisiin vir-
heisiin (Dingman et al. 2019). Ilman riittavia ohjausta opiskelijat saattavat soveltaa
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vaaria saantoja tehtaviin, mika puolestaan kasvattaa matemaattisia vaarinkasityksia.
Matematiikan luonteen vuoksi téllaiset virhekésitykset ilmenevit helposti. (Ojose,
2015.)

Matematiikan luonne on sellainen, etta saannét ja toimintatavat voivat vaihdel-
la suuresti eri konseptien ja laskutoimitusten vélilla. Esimerkiksi desimaalilukujen
yhteenlaskussa 0,4 + 0,7 antaa tulokseksi 1,1 (yksi desimaalikohta), kun taas ker-
tolaskussa 0,4 - 0,7 antaa 0,28 (kaksi desimaalikohtaa). Tadmé ero yhteenlaskun ja
kertolaskun vililla voi aiheuttaa virhekésityksia opiskelijoille. Lisdksi matematiikan
haasteena on, etta virheellisesti kaytetty menetelma saattaa joskus johtaa oikeaan
lopputulokseen, miké voi vahvistaa vaarinkésitystd. Esimerkiksi, jos opiskelijat ja-
kavat murtolukuja virheellisesti jakamalla osoittajat ja nimittéjat erikseen, kuten é
ja % antaen %, he saattavat silti saada oikean vastauksen, vaikka laskutapa on vaa-
rd. Téllaisissa tilanteissa on opettajan vastuulla korjata virhe ja ohjata opiskelijat
oikeaan menetelmaan. (Ojose, 2015.)

Virheiden syiden selvittdminen on olennainen askel opiskelijoiden matemaattisen
ymmarryksen kehittdmisessé (Ashlock, 2006). Opiskelijat ovat usein kiintyneet tun-
teellisesti ja alyllisesti virhekésityksiinsa, silla he ovat itse ne aktiivisesti rakentaneet.
Tamaéan vuoksi on vaikea hyviksyad uusia ratkaisuja, jotka ovat erilaisia heidédn ai-
emmista kisityksistddn (Mohyuddin & Khalil, 2016). On térkedd antaa opiskelijalle
mahdollisuus selittda paattelyadn, silld tama auttaa seké opettajaa ettd opiskelijaa
havaitsemaan virheellisen paéttelyn (Dingman et al. 2019).

Ymmarrys virhekasityksistd on keskeinen askel matematiikan opetuksen paran-
tamiseksi. Kun opettaja havaitsee opiskelijoilta virhekésityksiéa, hdanen tulisi kehittda
strategioita, jotka auttavat ndiden késitysten voittamisessa. Virheiden luonteen ja
lahteen tunteminen voi opettajille tarjota arvokasta tietoa opetuksen suunnittelussa.
(Ojose, 2015.) Pelkké virheiden korjaaminen ei kuitenkaan riité opiskelijoiden virhe-
késitysten poistamiseen (Dingman et al. 2019). Opettajien tulisi kiyttdéd tehokkaita
opetustekniikoita opiskelijoiden auttamiseksi virhekésitysten ja systemaattisten vir-
heiden korjaamiseksi (Ojose, 2015).

On térkedd varmistaa, etteivit virhekasitykset jad opiskelijoille pitkéksi aikaa,
silld ne voivat vaikuttaa merkittavisti myohempéaidn matematiikan ymmaérrykseen.
Koska matematiikan kasitteet ovat toisiinsa liittyvid, yhden peruskésitteen virhe voi
johtaa toisiin virheisiin. (Kadarisma, Fitriani ja Amelia, 2020.) Opettajien tulee ak-
tiivisesti pyrkid havaitsemaan opiskelijoidensa mahdolliset virhekésitykset ja tehda
tyota niiden korjaamiseksi. Tamaé on erityisen tarkedd, jotta opiskelijat eivat siirry
luokka-asteesta toiseen virhekésitysten kanssa. (Ojose, 2015.)

3.3 Virheet ja virhekasitykset dynaamisella matematiikkaoh-
jelmistolla

Dynaamiset matemaattiset ohjelmistot, kuten GeoGebra, tarjoavat opiskelijoille mah-
dollisuuden tutkia ja ymmértda matemaattisia konsepteja (Brown et al., 2016). Kui-
tenkin ohjelmistojen kdyttd voi johtaa erilaisiin virheisiin ja virhekésityksiin. Téassa
osiossa tarkastellaan virheita ja virhekasityksia, joita opiskelijat tekevat tyoskennel-
lessdén dynaamisten ohjelmistojen parissa, seké niiden syitd. Virheiden syyt ohjel-
mistojen kiytossa voidaan usein jakaa kahteen pédkategoriaan: matematiikan sisal-



16n védrinymmarrykset ja teknologian virheellinen kéytt6 (Brown et al., 2016).

Matemaattiset virheet johtuvat usein perustietojen puutteesta tai staattisen geo-
metrian siirtdmisestd dynaamiseen muotoon (Vanicek, 2007). Lisiksi matemaattiset
virheet ilmenevét, kun opiskelijat laskevat tai kidyttavit kasitteitd vaédrin, mika joh-
taa vddrin sovellettuihin teknologisiin tyokaluihin (Brown et al., 2016). Namé vir-
heet voivat myos ilmeté tilanteissa, joissa ohjelmistolla oikein piirretty kuvio on vaa-
rin hyédynnetty laskutoimituksissa. Esimerkiksi vaikka opiskelijat onnistuvat piir-
tdméan geometrian osat oikein, he saattavat kiayttda mittauksia tai suhteita vaarin
laskelmissa, miké johtaa virheellisiin tuloksiin (Olsson, 2018). Téllaiset virheet ko-
rostavat tarvetta ymmartda matemaattisten kisitteiden taustalla olevat periaatteet
ja niiden oikea soveltaminen dynaamisissa ohjelmistoissa (Olsson, 2018).

Teknologian virheellinen kaytto voi johtua véaristéa kasityksistd ohjelmiston toi-
minnasta (Brown et al., 2016). Opiskelijat saattavat kokea ohjelmiston kiyton han-
kalaksi, mikéa johtuu riittdméattomasta kokemuksesta teknologisista tyokaluista. Eri-
tyisesti syottoikkunassa kiytettdvien komentojen ymmaéartdminen voi olla vaikeaa,
mikéli opiskelijoilla ei ole aiempaa ohjelmointikokemusta. (Wassie & Zergaw, 2019.)
Geogebra itsessidéan ei myoskaédn tarjoa kayttédjille tarkkaa vaiheittaista ohjeistusta,
ja osa toimintojen vélivaiheista jaa kayttajalta piilloon. Tamé voi johtaa virheisiin
tulkittaessa kuvaajia ja saatuja tuloksia, silla se vaatii kiayttajalta kykya huomioida
my0s ohjelmiston toiminnasta johtuvat rajoitukset. (Olsson, 2018.)

Lisdksi tutkimuksissa on havaittu, ettd opiskelijat usein muistavat nappainpai-
nalluksia ja komentoja ulkoa ilman syvallistd ymmarrysté niiden merkityksesta. Ta-
mé teknologian kanssa tapahtuva syntaktinen vuorovaikutus voi johtaa tilanteisiin,
joissa opiskelijat saavat aikaan oikeita tuloksia, mutta eivit osaa selittdéd, miksi ja
miten komennot toimivat. Taméantyyppinen kiytos voi luoda virhekasityksié, joissa
opiskelijat eivit ymmaérrd matemaattisten toimintojen taustalla olevia periaatteita.
(Brown et al., 2016.)

Virheitd ilmenee myos silloin, kun opiskelijat eivit perustele tai dokumentoi vas-
tauksiaan riittévasti GeoGebrassa, miké voi johtua liiallisesta luottamuksesta ohjel-
man tarjoamiin visuaalisiin esityksiin. Hahkioniemi ja Leppédaho tuovat esiin tekno-
logisten ohjelmien kiyton vaaran: opiskelijat saattavat nojata sokeasti ohjelmiston
antamiin vastauksiin ilman matemaattisia perusteluja. Téllainen sokea
teknologiankayttd voi estdéd syvéllisemmén matematiikan oppimisen (H&hkioniemi
& Leppéaaho, 2010). Kun opiskelijat keskittyvét pelkdstddn ohjelman tuottamaan
kuvaan tai graafiseen esitykseen, he eiviat valttdmétta ymmérrd, ettei visuaalinen
esitys yksin riitd ratkaisun oikeellisuuden osoittamiseen. Tamén vuoksi on térke-
ad, ettéd opiskelijat esittavit myos kayttaménsd komennot ja vaiheet, jotka johtavat
lopulliseen tulokseensa. Opettajien tulisi aktiivisesti ohjata opiskelijoita vaatimaan
ratkaisujensa perusteita (Hahkioniemi & Leppéaho, 2010).

Opiskelijat voivat tehdd myos virheitéd, kun he luottavat liikaa kokeilun kautta
16ydettyyn ratkaisuun Geogebrassa sen sijaan, ettd pyrkisivit analyyttiseen ldhesty-
mistapaan. Esimerkiksi Hahkioniemen ja Leppdahon (2010) kuvaamassa tilanteessa
oppilas piirsi satunnaisen paraabelin ja kiytti raahaustoimintoa arvioidakseen ha-
lutun paraabelin muotoa, mutta ei huomioinut mahdollisia pyoristysvirheita. Tama

johti tulokseen, joka ei ollut vélttaméattéd taysin pateva (Hahkioniemi & Leppéaho,
2010).



Aina ei ole helppo tunnistaa johtuuko opiskelijoiden virheet matematiikan sisél-
16n vadrinymmaérryksestéd vai teknologian kdytostd (Brown et al., 2016). Esimerkiksi
Vanicekin (2007) tutkimuksessa todettiin, etté téllaiset virheet voivat liittyd opiske-
lijan kykyyn ymmartaa ja soveltaa dynaamisen geometrian mahdollisuuksia. Vanice-
kin mukaan dynaamisen mielikuvituksen puute ja vaarinkésitykset dynaamisen geo-
metrian ohjelmistojen kiytosta ovat keskeisia syitd, miksi opiskelijat saattavat tehda
tdmén kaltaisia virheita.

Tutkimuksessa viitattiin dynaamisen mielikuvituksen puutteeseen opiskelijoiden
kyvyssa visualisoida, miten heiddn luomansa rakenteet kiayttdytyvéit dynaamisessa
ymparistossa. Opiskelijat voivat rakentaa kohteita, jotka eivéit toimi oikein, koska he
eivit osaa kuvitella, mitd tapahtuu, kun rakenteita ohjataan. Téllainen dynaamisen
mielikuvituksen puute voi estaa opiskelijoita kehittamastéa innovatiivisia ratkaisuja
ongelmiin, vaikka he hallitsisivatkin ohjelmiston perustoiminnallisuudet. (Vanicek,
2007.)

Vaarinkasitys dynaamisen geometrian ohjelmistosta ilmenee myos opiskelijoiden
kyvyttomyydessd ymmartaa ohjelmistojen toimintaperiaatteita. He saattavat olet-
taa, etta kaikki ohjelmistossa luodut kohteet ovat itsenéisia ja voivat liikkkua vapaas-
ti, vaikka todellisuudessa ne voivat olla riippuvaisia muista kohteista. Taméa vadrin-
késitys johtaa virheellisiin oletuksiin ohjelmiston késitellessé geometrisia kohteita ja
voi estad opiskelijoita hyodyntamasta ohjelmiston tarjoamia mahdollisuuksia tehok-
kaasti. Néin ollen pelkkd matematiikan tuntemus ja tietokonetaito eivat automaatti-
sesti riitd menestykseen dynaamisten matematiikkaohjelmistojen parissa. (Vanicek,
2007.)
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4 Tutkimuksen toteutus

Tassa luvussa kéasitellddan tutkimuksessa kiytetty aineisto ja tutkimuskysymykset
(luku 4.1), analyysiprosessi (luku 4.2) seké tehtdvinannot ja hyvéin vastauksen piir-
teet (luku 4.3).

4.1 Tutkimusaineisto ja tutkimuskysymykset

Téamén tutkimuksen tavoitteena on selvittdd, millaisia virheita tai virhekasityksia
Geogebra-ohjelmistoa kiytettdessa ilmenee yleisimmin matematiikan pitkédn ja ly-
hyen oppiméaran ylioppilaskokeiden geometrian tehtévissa. Lisdksi tutkimuksessa
pohditaan virheiden syntyyn vaikuttavia tekijoité.

Tutkimuskysymys on:

- Millaisia virheitd Geogebra-ohjelmistolla ylioppilaskokeiden geometrian tehta-
visséd yleisimmin tehd&an?

Tutkimukseen valittiin kolme geometriaan liittyvaa tehtavaa matematiikan séh-
koisistd ylioppilaskokeista vuosilta 2020-2021. Kokeiden sisalté perustuu vuoden
2015 lukion opetussuunnitelman perusteisiin. Analysoitava aineisto koostuu Yliop-
pilastutkintolautakunnan tutkimuskayttéon luovuttamasta korpusaineistosta, johon
sisaltyy 100 satunnaisesti valittua anonyymia vastausta kuhunkin analysoitavaan
tehtavaan. Kokelaiden ratkaisuihin on liitetty tieto heiddn saamistaan pisteisté teh-
tavissa.

Yksi analysoiduista tehtévista on lyhyen oppiméaéréin kokeesta ja kaksi pitkén op-
pimaaran kokeista. Kaikki tehtavit on valittu Bl-osiosta. Naistéd tehtavista yksi on
neliosainen ja tarkoitettu ratkaistavaksi ohjelmistolla, mutta sen voi myos ratkais-
ta algebrallisesti. Kaksi muuta tehtdvaéd on suunniteltu algebrallisesti ratkaistavaksi,
mutta ne voi ratkaista myos kokonaan Geogebralla tai kiyttda Geogebraa osana rat-
kaisua. Tutkimuksessa tarkasteltiin vain niita vastauksia, joissa tehtava oli ratkaistu
kokonaan Geogebralla tai Geogebraa oli kiytetty osana ratkaisua.

4.2 Analyysiprosessin kuvaus

Aineiston analyysi aloitettiin kdiymalld kokelaiden tehtéviin esittamat ratkaisut sys-
temaattisesti lapi tehtava kerrallaan. Ratkaisuissa ilmenneet virheet yksinkertaistet-
tiin sanalliseen muotoon ja taulukoitiin tehtéva- ja kokelaskohtaisesti. Mikali jonkin
virheen luokittelu jai epaselviksi, se merkittiin keltaisella, ja nédihin epéselviin koh-
tiin palattiin mychemmin, kunnes luokittelu saatiin tarkennettua. Liséksi virheiden
sanallisia kuvauksia muokattiin, jos ensimmaisen kierroksen yksinkertaistus ei ku-
vannut niitd riittavin tdsmallisesti.

Analyysin toisessa vaiheessa yksinkertaistettuun muotoon kirjoitetut virheet ryh-
miteltiin tehtdvikohtaisesti virhetyyppeihin, kuten "mitattu vaara kulma” tai "pelk-
ki kuvakaappaus ilman mittoja, komentoja ja perusteluja”. Samalla kuhunkin vir-
hetyyppiin kuuluvien virheiden maérat kirjattiin ylos. Tehtévissé, joissa Geogebra
ei ollut tarkoitettu ensisijaiseksi ratkaisuvalineeksi, virheet jaettiin liséksi algebrassa
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tehtyihin virheisiin, joissa Geogebra toimi aputyokaluna, sekd virheisiin, joissa teh-
tava oli ratkaistu kokonaan Geogebralla. Mikali Geogebraa kéytettiin vain osittain,
analyysista rajattiin pois tapaukset, joissa sen kiytto ei vaikuttanut ratkaisuun.

Analyysin kolmannessa vaiheessa tehtavikohtaiset virhetyypit ryhmiteltiin laa-
jempiin virheluokkiin, kuten geometrisiin virheisiin (esim. "mitattu vaara kulma”)
ja puutteellinen dokumentointi ja selitykset -luokkaan (esim. "pelkké kuvakaappaus
ilman mittoja, komentoja tai perusteluja’). Virheluokat auttoivat hahmottamaan,
millaisia virheitd geometrian tehtévissa esiintyi ja mita virhetyyppeja kuhunkin luok-
kaan kuului. Virheluokkien esiintyvyys dokumentoitiin, jotta voitiin tunnistaa ylei-
simmaét virheluokat aineistosta. N&itd havaintoja hyodynnettiin tutkimuskysymyk-
seen vastaamisessa.
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4.3 Tehtavianannot ja hyvan vastauksen piirteet
4.3.1 Kevat 2020, lyhyt oppiméaéra, tehtava 7. Suklaarasia

Suklaakonvehtirasia (kuva 1) on muodoltaan siarmio, jonka pohja on sddnnollinen
kahdeksankulmio. Kahdeksankulmion sivun pituus on 4,2 cm ja rasian korkeus 6,6
cm. Laske rasian tilavuus.

Kuva 1: Suklaarasia (YTL, 2020a)

Kahdeksankulmio saadaan neligsté poistamalla jokaisesta kulmasta suorakulmai-
nen kolmio.
Téllaisen kolmion kateetin pituus on % ~ 297

ja pinta-ala f/? 4\/2 ; =441.

(
2
2
Neli6n pinta-ala on (4,2 + 2 - %) ~ 102,81. 2
Kahdeksankulmion pinta-ala siis (4,2 +2 - % 2)2 - 24‘2 4—\/2 ~ 85,17. 2
v/ Tilavuus saadaan pohjan pinta-alan ja korkeuden tulona (
= Tilavuus (85,17 - 6,6) ~ 562,14 ~ 560 cm? 2
Tehtévin vélivaiheet voi laskea myds desimaaliluvuilla.
TAI
Kahdeksankulmio muodostuu kahdeksasta tasakylkisestd kolmiosta. (
Kérkikulma on 360°/8 = 45° (
Puolet kérkikulmasta on siis 22,5° (
ja kolmion korkeus h = ﬁ ~ 5,07. 2
Kolmion ala on siis 1 W 4, 2 ~ 10, 65 2
Kahdeksankulmion plnta-ala on 8- 2
(
2

’ tan(22 5°) 4 2= 80 17.

v Tilavuus saadaan pohjan pinta—alan ja korkeuden tulona

= Tilavuus (85,17 - 6,6) ~ 562,14 ~ 560 cm?

Tehtévén vélivaiheet voi laskea myos desimaaliluvuilla.

TATI (Geogebra tms ratkaisu)

Piirretty konveksi 8-kulmio.

Perusteltu sdanndéllisyys esim. kerrottu komento "sdédnnollinen 8-kulmio”.
Piirroksessa mitattu jokaisen sivun pituudeksi 4,2 TAI muu perustelu.
Pinta-ala 85,17 ja perusteluna esim. komento.

v/ Tilavuus saadaan pohjan pinta-alan ja korkeuden tulona.

= Tilavuus (85,17 - 6,6) ~ 562,14 ~ 560 cm”?

[SURECVINIG)

—~
Ml—ll\ﬁ
=

Kuva 2: Hyvén vastauksen piirteitd (YTL, 2020a)
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4.3.2 Syksy 2020, pitkid oppiméira, tehtiva 5. Kolmiot

Suorakulmaiset kolmiot ABC' ja DEF leikkaavat kuvan 3 mukaisesti. Kolmioiden
kateettien pituudet ovat AB=DF=4 ja BC=FEF=3. Liséksi janan BF pituus on 1.
Maéarita kolmioiden yhteisen osan pinta-ala.

R RRKKK
00000
o,

X

&

Lo%e%e%s
toleTslote%s
RS
R

00062 %%
RSs]
1696909959

Kuva 3: Kolmiot (YTL, 2020b)

Kolmioiden yhteinen alue on viisikulmio, joka jakaantuu kahteen symmetriseen
puolisuunnikkaaseen. (1)
Puolisuunnikkaan leveys on 1/2. 1
(Yhdenmuotoisuuden perusteella) pidemmén pystysuoran sivun pituus A toteut-

taa yhtilon h/(7/2) = 3/4, 2
joten h = 21/8. 1
Vastaavasti lyhyemmén pystysuoran sivun pituus y toteuttaa yhtilén y/3 =
(21/8)/(7/2), 2
joten y = 9/4. 1
Puolisuunnikkaan ala on §(h +y) - 5 = 39/32, 2
joten kysytty ala on 2-39/32 = 39/16. 2
Yhdenmuotoisuuden ideasta (pahasti) viidrin sovellettuna riveiltd 3—6 1
TAI

Leikkaus on viisikulmio, joka jakaantuu suorakulmioon ja kolmioon. (1)
Kolmion/suorakulmion /viisikulmion leveys on 1. 1
Suorakulmion korkeus 9/4 yhdenmuotoisuuden avulla. 3
Kolmion korkeus 3/8 yhdenmuotoisuuden avulla. 3
Pinta-ala 1-9/4+1/2-1-3/8 1+2
= 39/16. 1
TAT (GeoGebra)

Kuvio oikeilla mitoilla. 2
Viisikulmion kérkipisteet poimittu. 3
Pinta-alan likiarvo (vihintdén yksi desimaali) 2,4375. (2)
Pinta-alan tarkka arvo. 2
Selitetty, mitd on tehty tai komennot nikyvissi, kirkipisteet poimittu leikkaus-
pistekomennolla (kerrottu sanallisesti tai nikyy komentoina), monikulmio luotu
Monikulmio-komennolla (kerrottu sanallisesti tai néikyy komentoina). 3
Vilivaiheet laskettu likiarvoin. max 10
Huomaa, etti tarkka arvo voi olla annettu myos desimaaleina, silld % = 2,4375.
Ratkaisusta tulee kuitenkin tulla selvéksi, ettd kyseessd on tarkka arvo.

Kuva 4: Hyvén vastauksen piirteitd (YTL, 2020b)
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4.3.3 Syksy 2021, pitkd oppimééara, tehtiva 7. Avaruuskappale

Tama tehtéva on tarkoitettu ratkaistavaksi ohjelmistolla. Vastaukset voi antaa li-
kiarvoina, ja perusteluiksi riittavit kuvakaappaukset tai selitykset, joista ilmenee mi-
td on mitattu. Tehtdvin voi myos ratkaista algebrallisesti laskemalla. Tarkastellaan
monitahokasta M=ABCDEF, jonka pohja ABCDE on sdaannoéllinen viisikulmio ja
jonka sivutahkot ovat tasasivuisia kolmioita.

1. Piirrd kuva monitahokkaasta M. (4 p.)
2. Maéritd monitahokkaan M sdrmén AF' ja pohjan vélinen kulma. (2 p.)
3. Mééritd monitahokkaan M tahkon ABF ja pohjan vélinen kulma. (2 p.)

4. Maaritd monitahokkaan M tilavuus, kun sdrmén pituus on a. (4 p.)
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Pohja nayttaa oikealta ja perustelu/komennot. 2p.
Sivutahkot nayttavat oikeilta ja perustelu/komennot. 2p.
QOsatehtavan erillisohjeet:

Perusteluksi ei riita, etta on mitattu yksittaisen sivun pituus tai kirjoitettu yksittaisen sivun pituus, vaan mikali
perustelu on tehty mittaamaalla, taytyy olla mitattuna riittava maara sivuja ja niiden pituudet algebraikkunassa
tai muussa luotettavassa lahteessa,

Ratkaisu on tehty piirtamalla ensin kuva tilanteesta ja sen jalkeen lukemalla kuvasta GeoGebran komennoin
kaikki oleellinen, esimerkiksi seuraavasti:

Konstruktio. Kaytetaan viisikulmiotyokalua. Piirretaan ympyra kolmen karjen kautta. Ympyran keskipisteeseen
piirretaan z-akseli, Karkipisteeseen piirretaan pallo(pinta), jonka sade on yhta pitka kuin viisikulmion sivu. Pallon
ja z-akselin leikkaus on piste F.

Approksimaotio: Piirretty ensin origokeskinen ympyra xy-tasoon kdyttden toimintoa, jolle annetaan ympyran
keskipiste ja yksi kehan piste. Taman jalkeen saman kehan pisteen kautta on GeoGebran saannollisen
monikulmion toiminnon avulla piirretty viisikulmio, joka on zoomaamalla aseteltu ympyralle. Sitten ympyraa on
skaalattu niin, ettd viisikulmion sivuksi on saatu 1. Taman jalkeen viisikulmiolta on valittu kaksi vierekkaista
karkea, joiden avulla on piirretty kolmio, jonka kolmas karki on z-akselilla. Kolmatta karkea on liu'utettu niin, etta
kolmion kaikki sivut on saatu ykkosen mittaisiksi. Taman jélkeen 2z-akselilla oleva piste on yhdistetty viisikulmion
karkiin.

Kaytetaan Geogebran kulmanmittaustoimintoa antamalla sille sydtteeksi kartion huippu, yksi viisikulmion

karjista ja viisikulmion keskipiste. '
Kulman suuruus on noin 31,72 astetta. 1p.
Osatehtavan erillisohjeet:
Oikea idea ja oikea tulos 1+1 p.
Sallittu tarkkuus 31 — 32
Jotta saadaan tahkon ja pohjan valinen kulma, maaritetaan ensin viisikulmion jonkin sivun keskipiste 1p.

GeoGebran keskipisteen antavalla komennolla.

Kaytetaan Geogebran kulmanmittaustoimintoa antamalla sille syotteeksi kartion huippu, asken maaritetty
keskipiste seka viisikulmion keskipiste. 1p.
Kulman suuruudeksi saadaan noin 37,38 astetta.

Osatehtavan erillisohjeet:
Oikea idea ja oikea tulos 1+1 p.

Sallittu tarkkuus 37 — 38

Viisikulmion piirtamiseen kaytetty kasky antoi automaattisesti my6s viisikulmion pohjan alan. Se on n. 1,72

ja kuvion kerkeus on n. 0,53. L
Kartion tilavuus on pohjan ja korkeuden tulo jaettuna kolmella. Taman kappaleen tilavuus on siten
1.1,72.058~03. L
Tehtavassa kartion sivujen pituus on @. Piirroksessa se on 1, joten tilavuus on kerrottava luvulla a®. 1p.
Tilavuus on siis 0,3a3. 1p.
TAI (algebrallinen ratkaisu)

Pohjan ala on n. 1, 72a? (laskettu oikein, jarkeva tarkkuus tai tarkka arvo, @ mukana) 1p.
Korkeus on n. 0, 53a (laskettu oikein, jarkeva tarkkuus tai tarkka arvo, @ mukana) 1p.
Tilavuus saadaan kertomalla pohjan ala korkeudella ja jakamalla kolmella. 1p.
Tilavuus on slis n. 0, 3a3. 1p.
Osatehtavan erillisohjeet:

Tilavuus suoraan tyckalulla: Komento nakyvissa ja kappale oikea + sivujen pituus 1 tai normeeraus +

kertominen luvulla @® + vastaus 1+1+1+1 max AP
Tehtavan ratkaisujen yleischjeet:

Approksimaatioratkaisulla voi paatya myos hieman poikkeaviin arvioihin kulmista.

Jos kuva on vaarin, mutta kuitenkin viisikulmiopohjainen kartio, eivatka saadut mitat mahdu annettujen

tarkkuuksien rajoihin, alakohdista 2-4: 1/1/3

Jos kappale ei ole viisikulmiopohjainen kartio 0p.

Kuva 5: Hyvén vastauksen piireitd (YTL, 2021)
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5 Tulokset

5.1 Kevit 2020, lyhyt oppimaéaara, tehtava 7. Suklaarasia

Tehtévissa oli tarkoitus laskea sarmion muotoisen suklaarasian tilavuus, jonka pohja
on saannollinen kahdeksankulmio. Tehtavéissé esiintyi kolmea eri virheluokkaa: vir-
heellisesti piirretty kuvio, Geogebrasta saadun tuloksen soveltaminen ja virheellinen
laskentaprosessi. Yleisin virheluokka oli virheellisesti piirretty kuvio. Tyypillisinta
oli, ettd oppilaat olivat ajatelleet pohjan koostuvan viidesté neliosté ja neljasta suo-
rakulmaisesta kolmiosta. Alla oleva kokelaan piirtdméa kuvio on hyvé esimerkki tés-
ta. Kokelas ei ole kiiyttdnyt monikulmiotyokalua, vaan kuvio on piirretty oman aja-
tuksen mukaisesti. Oppilaalla oli virheellinen késitys siitd, minkd muotoisista osista
sdaannollinen kahdeksankulmio koostuu.

1,4 cm t

RDQ:n pinl

[®]= 90¢ B F]_ 50°

Kuva 6: Kokelas 60, virheellinen pohjakuvio.

Virheellisesti piirrettyja kuvioita esiintyi muillakin tavoin. Muutamissa kuviois-
sa mittasuhteet eivit tdsménneet. Esimerkiksi alla olevassa kokelaan piirtamaéssa
kuviossa oli virheellisesti piirretty kuvio, mutta toisin kuin virhe, jossa pohjan ku-
vitellaan koostuvan viidesta neliostéa ja neljastéd suorakulmaisesta kolmiosta, téssa
tapauksessa kokelas oli merkinnyt kaikki sivut saman pituisiksi. Mittasuhteet eivét
silti pitdneet paikkaansa, eikd kuvio esittdnyt oikeanlaista sddnnéllista kahdeksan-
kulmion muotoa. Kokelas ei ollut huomioinut sdannollisen kahdeksankulmion vaati-
muksia, kuten sivujen ja kulmien oikeita suhteita.
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Kuva 7: Kokelas 88, virhe kuvion toteutuksessa, vaikka sivujen pituus on tiedetty
yhtenevaksi.

Virheluokkana oli my6s Geogebrasta saadun tuloksen soveltaminen, jolloin Geo-
gebralla saadut tiedot eivit olleet oikein sovellettu algebrallisessa ratkaisussa. Esi-
merkiksi eras kokelas oli Geogebrasta saamansa kuvan perusteella todennut kolmion
olevan tasakylkinen ja oletti, ettd kaikki kulmat ovat silloin 60 astetta. Téssa oli se-
koitettu tasakylkisen ja tasasivuisen kolmion ominaisuuksia. Osa kokelaista kaytti
Geogebrasta saatuja mittoja virheellisesti. Esimerkiksi alla olevassa ratkaisun osas-
sa kokelas oli mitannut kolmion korkeuden Geogebralla. Tédta mittaa héan ei kuiten-
kaan osannut soveltaa oikein kolmion pinta-alan laskemisessa, koska hén ei kiyttanyt
pinta-alan kaavaa oikein.

korkeus

q =507

| \
Kolmion pinta-ala
A =42cm - 5,07cm ~ 21,3cm?®

Kuva 8: Kokelas 15, Oikea mittaus, mutta virhe kolmion pinta-alan laskussa.
Kahdella kokelaalla tapahtui tehtédvéssa virheellinen laskentaprosessi. Toisella

naistéd kokelaista virhe tapahtui Geogebran laskimen kiytossé, ja toisella oli tapah-
tunut pyoristysvirhe Geogebralla.
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Tehtavassa esiintyneet virheluokat ja méarat koottu alla olevaan taulukkoon:

Taulukko 1: Tehtévéssa esiintyneet virheet. Sama ratkaisu voi kuulua useampaan
virheluokkaan.

Virheluokka Maara
Virheellisesti piirretty kuvio 11
Geogebrasta saadun tuloksen soveltaminen 4
Virheellinen laskentaprosessi 2

5.2 Syksy 2020, pitkd oppimaara, tehtava 5. Kolmiot

Tehtévassa oli tarkoitus madrittadd kolmioiden yhteisen osan pinta-ala. Tehtéavissa
ilmeni neljaé erilaista virheluokkaa: puutteellinen dokumentointi ja selitykset, Geo-
gebrasta saadun tuloksen soveltaminen, virheellinen laskentaprosessi seka geomet-
rinen virhe. Yleisin virheluokka oli virheellinen laskentaprosessi. Tehtévassé edelly-
tettiin tarkkoja arvoja vélivaiheissa ja vastauksessa, mutta ndma vaatimukset eivat
aina toteutuneet laskentaprosessissa. Monet kokelaat olivat laskeneet pinta-alan oi-
kein Geogebralla, mutta he eivét olleet antaneet vastausta tarkkana arvona. Esimer-
kiksi kokelas 15 oli antanut pinta-alan likiarvona. Jotta vastaus olisi ollut tarkka,
Geogebran asetuksista olisi pitanyt lisatd desimaaleja.

GHEBI:n pinta-ala = 2.44

Kuva 9: Kokelas 15, pelkka likiarvo Geogebralla.

Puutteellinen dokumentointi ja selitykset olivat myos yleisia virheita téssa teh-
tavissd. Jos tehtdvd on ratkaistu Geogebralla, on téarkedd selittdd, mitd on tehty
tai komennot tulisi olla ndkyvissa. Oli hyvin yleisté, ettd oli otettu vain kuvakaap-
paus kuviosta ilman mitadn perusteluita. Kokelaan 15 ratkaisu havainnollistaa myos
hyvin tata ilmiota.
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Geogebrasta saadun tuloksen soveltaminen oli téssa tehtavéssa toiseksi yleisin
virheluokka. Tyypillista oli, ettd Geogebralla mitattuja sivujen pituuksia kiytettiin
vaarin kolmion pinta-alan laskemisessa. Esimerkiksi alla olevan kokelaan ratkaisun
osassa sivut oli mitattu oikein, mutta niitd ei osattu soveltaa asianmukaisesti. Ko-
kelas kaytti Pythagoraan lausetta pinta-alan laskemiseen, miké johti virheelliseen
tulokseen.

® G = Leikkauspiste(j. k)
— (0, 2.63)
H = Leikkauspiste(h, k)
O
— (-0.5, 2.25)
’ | = Leikkauspiste(i. |
® i
— (0.5, 2.25)
£ = Jana(H.1)
@
- 1
m = Jana(H.G)
O

— 0,63

Talloin pinta-ala on kolmion HGI ala + nelikulmio FHIE ala

Apgrp =225-1

=225
Aggr = /17 +IZI,E'»33£],r =~ ﬂz +bz
=1,82

Kuva 10: Kokelas 53, virheellinen pinta-alan kaava.

Kokelas 62 oli myos Geogebralla mitannut kolmion sivujen pituudet, mutta hén
oli virheellisesti hahmottanut, mika sivuista on kolmion kanta ja miké korkeus, joten
vastaus oli virheellinen.

E c
N NP=1 &
KP =063
N s PO=075
OM=125
c.
1,25- 0,63
1 = ———— =0.39375
Kolmion NPO pinta-ala: 2

Kuva 11: Kokelas 62, virhe kysytyn kuvion hahmottamisessa.
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Yhdella kokelaista tehtévéssa tapahtui myos geometrinen virhe. Alla oleva ku-
va havainnollistaa, miten han on virheellisesti maarittanyt kolmioiden yhteisen osan
pinta-alan laskemalla FBC'DE pinta-alan, joka on laajempi kuin kolmioiden yh-
teinen osa. Oikea ldhestymistapa olisi ollut ensin tarkasti maérittda se alue, joka
syntyy kahden suorakulmaisen kolmion leikkaamisesta, ja laskea vain tdmén alueen
pinta-ala.

b

FBCGE:n pinta-ala = 2.81

ABC:n pinta-ala = 6 _
DEF:n pinta-ala = 6

50 0.5 1 15 ¥ 25 35 ] 45 [ 5.5 [3 65 b 75

Kuva 12: Kokelas 71, geometrinen virhe.

Tehtévissa esiintyneet virheluokat ja méaarat koottu alla olevaan taulukkoon:

Taulukko 2: Tehtévissa esiintyneet virheet. Sama ratkaisu voi kuulua useampaan
virheluokkaan.

Virheluokka Maara
Virheellinen laskentaprosessi 10

Geogebrasta saadun tuloksen soveltaminen
Puutteellinen dokumentointi ja selitykset
Geometrinen virhe

—| 3| ©

5.3 Syksy, 2020, pitki oppimaara, tehtava 7. Avaruuskappale

Tehtavan ensimmaisessd kohdassa, jossa oli tarkoituksena piirtda kuva monitahok-
kaasta M, tehtavassa esiintyi kahta virheluokkaa: puutteellinen dokumentointi ja
selitykset sekd virheellisesti piirretty kuvio. Puutteellinen dokumentointi ja selityk-
set olivat yleisin virheluokka, ja sen luokan virhetyyppejé esiintyi eri tavoin. Eniten
ilmeni vastauksia, jossa oli kuvakaappaus monitahokkaasta ilman mitd&n mittoja,
komentoja tai perusteluita, vaikka tehtédvananto olisi edellyttanyt niitd. Esimerkiksi
alla olevassa ratkaisussa kokelas oli piirtdnyt kuvion, mutta ei ollut lisdnnyt sii-
hen mitaan selityksia tai perusteluja. Tallaisissa vastauksissa jai epaselviksi, miten
piirretty kuvio oli saatu aikaiseksi.
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Kuva 13: Kokelas 33, ratkaisu ilman perusteluja.

Samassa kategoriassa esiintyi myos useampia vastauksia, joissa kuvassa nakyivat
mitat, mutta ei komentoja, jotka olisivat selventdneet, miten mitat oli saatu. Seu-
raava ratkaisu havainnollistaa, miten pelkkd kuvakaappaus ei anna selvyytta siita,
onko kokelas kiyttanyt esimerkiksi mittatyokalua, liukusdéatimen avulla mittaamista
vai tekstityokalua mittojen merkitsemiseen.

Kuva 14: Kokelas 38, komennot eivit ole niakyvissa.

Toinen virheluokka oli virheellisesti piirretty kuvio. Yleisin virhe oli, ettei py-
ramidiin piirretty tasasivuisia kolmioita sivutahkoiksi. Esimerkiksi alla oleva kuva
havainnollistaa, miten kokelas oli kiyttanyt monikulmiotytkalua ja piirtdnyt sdan-
nollisen viisikulmion pohjaksi, mutta pyramidin sivutahkot eivét olleet tasasivuisia
kolmioita, kuten tehtdvinanto edellytti.
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Kuva 15: Kokelas 19, pyramidin sivutahkot eivéit ole tasasivuisia kolmioita.

Tehtévan kohdassa 1 esiintyneet virheluokat ja maarat koottu alla olevaan tau-
lukkoon:

Taulukko 3: Tehtévéssé esiintyneet virheluokat. Sama ratkaisu voi kuulua useam-
paan virheluokkaan.

Virheluokka Maara
Puutteellinen dokumentointi ja selitykset 88
Virheellisesti piirretty kuvio 5Y)

Tehtavan toisessa kohdassa tarkoituksena oli maarittdd monitahokkaan sdrmén
ja pohjan vélinen kulma. Vastauksissa esiintyi kolmea erilaista virheluokkaa: vir-
heellisesti piirretty kuvio, geometrinen virhe sekd puutteellinen dokumentointi ja
selitykset.

Yleisin virheluokka oli virheellisesti piirretty kuvio, kuten my6s ensimmaisessé
kohdassa. Tama johtui siitéd, ettd ensimmaisen kohdan virhe vaikutti myos toisen
kohdan vastaukseen. Monissa vastauksissa kulma oli mitattu oikein, mutta virheel-
lisesti piirretyn kuvion vuoksi lopullinen vastaus oli silti viarin. Esimerkiksi alla ole-
vassa ratkaisussa kokelas on mitannut kulman oikein, mutta koska kuvio on piirretty
vaarin, myos vastaus on vaarin.
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Kuva 16: Kokelas 20, kuvio on piirretty véérin, joten vastaus on vadrin

Geometrisid virheitd ilmeni kolmella tavalla. Osa kokelaista kiytti véaria pistei-
td kulman mittaamiseen; esimerkiksi keskipisteen sijasta oli kiytetty vastakkaisen
janan keskipistettd, mika johti epdtarkkoihin tuloksiin. Liséksi osa kokelaista teki
virheellisia oletuksia kulmien suuruudesta, kuten olettaen kulman olevan 45 astetta
silld perusteella, ettd yhden kulman ollessa 90 astetta kahden muun kulman aja-
teltiin automaattisesti olevan 45 astetta. Yleisin virhetyyppi oli kuitenkin vaaran
kulman mittaaminen. Esimerkiksi alla oleva kuva havainnollistaa, miten kokelas on
mitannut sivutahkon kulman sdrmén kulman sijasta.

O a = Kulma(A, F, H,xytaso)

— 60.5°

Kuva 17: Kokelas 60, mitattu vaara kulma
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Puutteellinen dokumentointi ja selitykset -virheluokka ilmeni kahdella kokelaalla
samalla tavalla. He olivat ilmoittaneet ainoastaan kulman suuruuden ilman mitaan
perusteluita.

Tehtévan kohdassa 2 esiintyneet virheluokat ja méarat on koottu alla olevaan tau-
lukkoon:

Taulukko 4: Tehtévéssé esiintyneet virheluokat. Sama ratkaisu voi kuulua useam-
paan virheluokkaan.

Virheluokka Maara
Virheellisesti piirretty kuvio 27
Geometrinen virhe 22
Puutteellinen dokumentointi ja selitykset 2

Kohdassa kolme oli tarkoitus méarittda monitahokkaan tahkon ja pohjan véli-
nen kulma. Téssd tehtdvassd muodostui samoja virheluokkia kuin kohdassa kaksi,
mutta erojakin oli havaittavissa. Eniten esiintyi geometrisié virheité, ja kuten koh-
dassa kaksi viaaran kulman mittaaminen oli yleisin virhetyyppi. Tyypillinen virhe oli
myo0s virheelliset oletukset kulmien suuruudesta. Esimerkiksi oletettiin, ettd kulman
suuruus olisi sama kuin kohdassa kaksi. Yksi kokelas perusteli tamén silla, ettd mo-
nitahokkaan kolmioiden sivut ovat keskenddn samanmittaisia, joten myo6s tahkon ja
pohjan vilinen kulma olisi sama kuin aiemmassa kohdassa. Geometrisissa virheissé
toistui myds virheellisten pisteiden kdyttdminen kulman mittaamiseen. Verrattuna
kohtaan kaksi, kokelaat olivat kdyttdneet keskipisteen sijasta kulman vastakkaista
pistetta.

Lisaksi virheellisesti piirretty kuvio oli yleinen virheluokka, koska ensimmaisessé
kohdassa tehty virhe vaikutti yhd my6s taméan kohdan vastaukseen. Myos puutteelli-
sen dokumentoinnin ja selitysten ongelmat toistuivat samalla tavalla kuin kohdassa

kaksi.
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Tehtévan kohdassa 3 esiintyneet virheluokat ja méarat on koottu alla olevaan
taulukkoon:

Taulukko 5: Tehtévésséd esiintyneet virheet. Sama ratkaisu voi kuulua useampaan
virheluokkaan.

Virheluokka Maara
Geometrinen virhe 23
Virheellisesti piirretty kuvio 15
Puutteellinen dokumentointi ja selitykset 4

Kohdassa nelja oli tarkoitus maarittda monitahokkaan tilavuus, kun sarmén pi-
tuus on a. Téssé tehtavissa esiintyi kahta virheluokkaa: virheellinen laskentaprosessi
ja geometrinen virhe. Virheellinen laskentaprosessi oli selvasti yleisin virheluokka,
ja se ilmeni pédasiassa kahdella eri tavalla. Yleisintéd oli, ettd normeerausta ei ol-
lut otettu huomioon. Toinen yleinen virhe oli se, ettd vastaus oli annettu pelkkina
kappaleen tilavuutena ilman huomioita siihen, ettd vastaus ei olekaan ainoastaan
kappaleen tilavuus. Esimerkki alla havainnollistaa laskentaprosessin yleisimmét vir-
heet: kokelas oli antanut vastaukseksi vain kappaleen tilavuuden. Lisaksi kokelas ei
ole huomioinut normeerausta, silla sivujen pituudet eivit ole skaalattuna standardi
pituuteen.

-y
(e
.
"y
~aa
-

a=2

Kappaleen a tilavuus = 2.43

Kuva 18: Kokelas 5, normeerausta ja tehtavin loppuosaa ei ole huomioitu.
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Geometrinen virhe ilmeni puolestaan tetraedri-ajatteluna. Esimerkiksi alla ole-
vassa vastauksessa kokelas oli yrittdnyt jakaa monitahokkaan tetraedreihin ja laskea
jokaisen tetraedrin pinta-alaa, mika johti virheellisiin laskelmiin.

Kuva 19: Kokelas 13, tetraedri-ajattelu

Tehtévan kohdassa 4 esiintyneet virheluokat ja méarat on koottu alla olevaan
taulukkoon:

Taulukko 6: Tehtdvéssé esiintyneet virheluokat. Sama ratkaisu voi kuulua useam-
paan virheluokkaan.

Virheluokka Maara
Virheellinen laskentaprosessi 34
Geometrinen virhe 3
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5.4 Yhteenveto

Tehtévien ratkaisuissa esiintyneet yleisimmét virheet voidaan jakaa viiteen virhe-
luokkaan. Kyseiset virheluokat ovat: virheellisesti piirretty kuvio, puutteellinen do-
kumentointi ja selitykset, geometrinen virhe, virheellinen laskentaprosessi ja Geo-
gebrasta saadun tuloksen soveltaminen. Virheluokat ja méaarat koottu taulukkoon
7.

Taulukko 7: Tehtévéssé esiintyneet virheluokat. Sama ratkaisu voi kuulua useam-
paan virheluokkaan.

Virheluokka Maara
Virheellisesti piirretty kuvio 108
Puutteellinen dokumentointi ja selitykset 101
Geometrinen virhe 49
Virheellinen laskentaprosessi 46
Geogebrasta saadun tuloksen soveltaminen 13
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6 Tulosten tarkastelua ja luotettavuus

6.1 Luotettavuus

Tutkimuksen luotettavuuteen vaikuttaa aineiston koko ja késittelytapa. Aineisto
koostui Ylioppilastutkintolautakunnan kokoamista autenttisista oppilaiden ylioppi-
laskirjoitusten geometrian tehtévien ratkaisuista, joissa oli edustettuina kaikki ar-
vosanatasot I:std L:44n. Suurin osa vastauksista kuului kuitenkin arvosanoille B, C
ja M, jotka ovat myo0s yleisimpia arvosanoja ylioppilaskokeissa. Nain ollen aineiston
voidaan ajatella kuvaavan varsin kattavasti tyypillistda kokelasjoukkoa.

Otoskoko oli tamén tutkimuksen tavoitteisiin ndhden riittavé, mutta johtopai-
toksid ei voida pitdd taysin yleistettavind, silld tarkastelun kohteena oli vain kolme
tehtavaa. Tama rajaus tarkoittaa, etta erityyppisié virheité ja virheluokkia olisi voi-
nut tulla esiin, jos tarkasteltavia tehtévia olisi ollut enemmén tai jos kaikki mate-
matiikan ylioppilaskokeiden geometrian tehtéavéit vuosilta 2019-2022 olisi analysoi-
tu. Toisaalta tutkielman laajuus huomioiden laajempi aineisto olisi ollut haastavaa
kasitelld perusteellisesti.

Tutkimuksen luotettavuuteen vaikuttivat myos aineiston kasittelyn subjektiivi-
set elementit. Virheiden ryhmittelyn ja luokittelun suoritti yksi henkilo, mikd mah-
dollistaa virheelliset tulkinnat tai sen, ettd osa virheistéd on jadnyt huomaamatta tai
tullut ryhmitellyksi virheellisesti. Tulkinnan luotettavuutta pyrittiin parantamaan
kidymalld aineisto ldpi useamman kerran, mutta tulokset perustuvat tutkijan omaan
analyysiin. Suppeat ja vahaisid perusteluja sisiltdneet vastaukset vaikeuttivat osal-
taan virheiden syvillistd analysointia.

Huolimatta rajoitteista tutkimuksessa havaittiin toistuvasti samoja virhetyyp-
peja, mika viittaa siihen, ettd yleisimmaéat virheet saattavat esiintyd myos muissa
vastaavissa tehtavissi. Aineistoon perustuvat virheluokat ja niiden analyysi antavat
nain arvokasta tietoa tyypillisista virheisté ja virhekasityksistd Geogebran kiytossé
geometrian tehtavissé, vaikka tulokset eivét olisikaan taysin yleistettéavisséd kaikkiin
ylioppilaskokeiden geometriatehtéviin.

6.2 Tulosten tarkastelua

Tamén tutkimuksen tarkoituksena oli selvittdé, millaisia virheitd Geogebra-ohjel-
mistolla ylioppilaskokeiden geometrian tehtévissa yleisimmin tehdadn. Tutkimustu-
losten pohjalta pohditaan myd6s virheiden syntyyn vaikuttavia tekijoita. Tutkitun
aineiston pohjalta syntyi viisi virheluokkaa.

Kevidan 2020 lyhyen oppiméaran tehtdvassa 7 ja syksyn 2020 pitkdn oppimaa-
rén tehtdvissd b ilmeni virheitd, kun opiskelijat pyrkivit soveltamaan Geogebrasta
saatuja tuloksia erityisesti kolmion pinta-alan laskemiseen. Virheet liittyivit usein
sithen, ettd opiskelijat kiyttiviat ohjelmasta saatuja mittauksia tai suhteita vadrin
laskelmissa, vaikka geometriset kuviot oli piirretty oikein. Tamé havainto tukee ai-
empia tutkimuksia, joissa on todettu, ettd virheitd ilmenee usein, kun opiskelijat
eivit osaa kiyttad oikein mittauksia tai suhteita laskennassa, vaikka geometria olisi
piirretty oikein (Olsson, 2018).

Trigonometrisissa tehtéavissa opiskelijat tekevat virheita usein valitessaan kaavan
mallikuvan perusteella. Pelkén kaavan kdyttdminen ei itsessdén ole ongelmallista,
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mutta virheitd syntyy, kun opiskelija valitsee vaaran kaavan kyseiseen tilanteeseen.
(Mensah, 2017.) Téllaiset virheet voivat heijastaa opiskelijoiden puutteellista ym-
maéarrysté geometrian ja laskennan yhteydesta. Geogebra toimii apuvélineené, mutta
jos opiskelijat eivit ole tietoisia ohjelman rajoituksista tai mahdollisista vaarinkéy-
ton riskeisté, voivat he tehda virheitéd tulosten soveltamisessa. Tamé korostaa mate-
maattisten késitteiden taustalla olevien periaatteiden ymmaértamisen tarkeytta (Ols-
son, 2018), silla ohjelmiston kiytto edellyttdd myos sen rajallisuuksien huomioimista
ja oikeanlaista soveltamista laskentatehtavissa.

Tutkimuksissa on todettu, ettd oppilaille tyypillisiksi virheiksi on havaittu myos
vastauksen puutteellinen perustelu tai pelkin vastauksen antaminen (Ozerem, 2012).
Opiskelijat eivat valttamatta ymmérréd perustelujen merkitysté tai heilld on vaikeuk-
sia yhdistda visuaalista ymmarrystdan matemaattisiin selityksiin.

Tama ilmi6 ilmenee erityisesti syksyn 2020 pitkén oppiméaéran tehtévassa 7, joka
oli tarkoitettu Geogebralla ratkaistavaksi. Opiskelijat jattivit siis ratkaisunsa perus-
telut puutteellisiksi, erityisesti silloin, kun tehtévé oli ratkaistu kokonaan ohjelmis-
tolla. Tall6in voi syntya uskomus, etté ohjelmisto itsessdédn antaa oikean vastauksen
ilman, ettd matemaattisia perusteluja tarvitaan (Hahkioniemi & Leppéaho, 2010).
Téassé tapauksessa on kuitenkin téarkedd ymmaértaa, ettd komennot eivit ole pelkés-
taan ohjeita, vaan osa matemaattista paattelya.

Virheluokaksi nimettiin tutkimuksen perusteella myo6s virheellinen laskentapro-
sessi. Tahén virheluokkaan siséltyi erityisesti tehtédvinannossa annettujen tietojen
virheellinen kéytto, niiden huomiotta jattdminen seké pyoristysvirheet. Tehtdvinan-
non tulkintaan liittyvid virheité esiintyi erityisesti syksyn 2020 pitkédn oppimé&aran
tehtéva 7 kohdassa 4. Tehtavinannossa ilmoitettiin sdrmén pituuden olevan a. Syn-
tyi virheitd, kun ei huomioitu, miten geometrian osat tulisi skaalata tai pituuden
tuli olla muuttuja eiké tietty arvo. Jos opiskelija ei tunnista muuttujan merkitysta
ja roolia laskuissa, héin saattaa kiyttaa virheellisia arvoja, kuten vakiolukuja (esim.
2), koska ei ole tietoinen siitd, ettd tehtévissi kdytettdvidn muuttujan arvo on avoin
ja se pitdd maarittdad laskennassa. Haasteena on voinut olla myos se, miten avoin
muuttujan arvo otetaan huomioon Geogebrassa piirretyn kuvion kannalta. Jos oh-
jelmointikomennot, mittausten tarkkuus tai muuttujan maarittdminen ei ole hallus-
sa, voi tapahtua vaarinymmarryksié, vaikka itse geometrian osat olisivat piirrettyna
oikein.

Tehtévanratkaisuista on vaikea erottaa, liittyvatko virheet matematiikan siséllon
vaarinymmarryksestda vai teknologian kaytosta. Tamé ilmenee myos tutkimuksissa
(Brown et al., 2016). Valttdmatta kokelaat eiviat ymmaértéineet tehtavinantoa oikein.
Tehtévan huomiotta jattdminen ilmeni siiné, ettd vastauksessa ei otettu huomioon
sivun pituutta, vaan annettiin pelkistdédn Geogebralla méaritetty kappaleen tilavuus
vastaukseksi.

Pyoristysvirheita esiintyi erityisesti syksyn 2020 pitkdn oppiméaran tehtavéssa
5. Pyoristysvirheet ovat yleisid geometrian tehtévissd myos aiemman tutkimuksen
mukaan (Ojose, 2015). Haasteita tuotti erityisesti vastauksen antaminen tarkkana-
arvona, vaikka lahtoarvot olivat tarkkoja lukuja. Syyna pyoristysvirheisiin voi olla
harjoituksen puute tai se, etta tehtavanantoon ei kiinnitetty tarpeeksi huomiota, ja
opiskelijat olettivat Geogebran antaman vastauksen olevan riittéava. Osa opiskelijois-
ta ei valttamétta osannut muuttaa ohjelman asetuksia desimaalien lisd&dmiseksi.
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Virheellisesti piirretty kuvio oli yleinen virheluokka, ja tdméa ilmeni erityisesti
syksyn 2020 pitkan oppiméaran tehtavissa 7. Tehtavéssa opiskelijoiden tuli piirtaa
monitahokas, jonka sivutahkot olivat tasasivuisia kolmioita. Yleisin virhe oli, ettei
pyramidia piirretty niin, etté sen sivutahkot olisivat tasasivuisia kolmioita. Opiske-
lijat eivit todennékoisesti osanneet kiyttad Geogebran tyckaluja riittavan hyvin tai
olleet tietoisia siitd, mitéd tyokaluja tehtavén ratkaisemisessa olisi tullut hycdyntéaé.
Opiskelijat saattavat kokea ohjelmiston kdyton hankalaksi, erityisesti jos heilld on
vahén kokemusta dynaamisista matematiikka ohjelmistoista, miké on myos todettu
alemmissa tutkimuksissa (Brown et al., 2016). Lisdksi on mahdollista, ettd sotket-
tiin tasakylkisen ja tasasivuisen kolmion ominaisuudet keskendén. Tamé on yleinen
virhe, joka on havaittu myos aiemmassa tutkimuksessa (Clements & Battista, 1992).
Ei ole ymmarretty, etté tasasivuisen kolmion kaikki sivut ovat yhta pitkia, kun taas
tasakylkisessd kolmiossa vain kaksi sivua ovat samanpituisia.

Kevaan 2020 lyhyen oppimédran tehtavissa 7 suklaarasian pohja piirrettiin usein
virheellisesti. Yleisin lahestymistapa oli olettaa, ettd pohja koostuu viidesta nelidsta
ja neljasta kolmiosta. Pohja oli piirretty ilman monikulmiotyokalua, minkéa vuoksi
se el vastannut geometristen sddntojen mukaisia pituussuhteita. Téassa tapauksessa
opiskelijat néyttivit luottavan liikaa visuaaliseen intuitioonsa ja olettavan monita-
hokkaan pohjan olevan tietynlainen, vaikka se ei ollut geometrian saantéjen mukai-
nen. Mittaustyokalulla olisi ollut mahdollista havaita pohjan epasadnnénmukaisuu-
det. Tama virheluokka tuo esille puutteet opiskelijoiden ymmérryksesta geometrian
rakenteista sekd ohjelmiston tarjoamien tyokalujen tarkoituksenmukaisesta hyédyn-
tamisesta.

Geometrisia virheita esiintyi erityisesti syksyn 2020 pitkdn oppiméaéran tehtavan
7 kohdissa 2 ja 3, joissa opiskelijat joko olettivat kulman olevan tietyn kokoinen
tai mittasivat vaaran kulman. Télloin Geogebran kiyttoon liittyva tietaméttomyys
saattoi johtaa virheisiin: ilman ymmarrysté siitd, miten ohjelma mittaa kulmia, opis-
kelijat voivat helposti erehtyd mittaamaan viarad kulmaa. Tama tukee aiemmin esi-
tettyd véitetta siitd, ettei Geogebran antamiin tuloksiin tulisi luottaa sokeasti, ku-
ten tutkimuksessakin todetaan (Hahkioniemi & Leppéaho, 2010). Opiskelijalla tulisi
olla selked kasitys siitd, ettd oikea kulma on mitattu ja ettd ohjelma on kayttayty-
nyt odotetulla tavalla. Matemaattisten kasitteiden hallinta on olennainen osa myos
naiden virheiden valttdmista.

Opiskelijat tekivat virheité luottaessaan liikaa visuaaliseen arvioon tai yksinker-
taistaessaan tehtéivaa liikaa, esimerkiksi olettaen kulman olevan tietyntyyppinen pel-
kistadan ulkondon perusteella. Opiskelijat eivit véilttamatta ymmaérréd, miten kulmat,
sivut ja rinnakkaiset viivat liittyviit toisiinsa (Ozerem, 2012). Esimerkiksi oletettiin
virheellisesti, ettd monitahokkaan pohjan ja sdrmén vélinen kulma on sama kuin
tahkon ja pohjan vilinen kulma. Tdméa virhe korostaa kisitteiden méarittelyn ja
niiden merkityksen ymmaéartamisen tarkeyttd geometriassa, mika voi kuitenkin olla
haastavaa vield lukiotasonkin opiskelijoille (Joutsenlahti et al., 2018).

Geometrisia virheita esiintyi samassa tehtavissd myos kohdassa neljé, jossa yla-
osan muodostava pyramidi tulkittiin koostuvan tetraedreista. Téasta johtuen opiske-
lijat kayttivat vaaraa kaavaa tilavuuden laskemiseen, nimittéin tetraedrin tilavuus-
kaavaa. Véaaran kaavan kiytto pinta-alan ja tilavuuden laskennassa on ollut esilla
myds aiemmassa tutkimuksessa (Ozerem, 2012). Pyramidi ja tetraedri ovat molem-
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mat kolmiulotteisia kappaleita, ja tetraedri on sdannéllinen pyramidi, jossa pohja
on kolmio. Tama saattaa olla syyna siihen, ettd kokelaat olettivat niiden omaavan
samanlaiset geometriset ominaisuudet. Vaikka niiden rakenne on samankaltainen,
tilavuuslaskenta voi aiheuttaa sekaannusta, silld pohjan muoto vaikuttaa kaavojen
soveltamiseen eri tyyppisille pyramideille. My0s aiemmin mainittu havainto trigo-
nometrisista virheisté, joissa opiskelijat tekevat virheitd usein kaavaa valitessaan
mallikuvan perusteella, tukee tatd tulosta (Mensah, 2017).

Lisdksi muutama opiskelija oli ottanut mukaan ratkaisuun kuvakaappauksen
Maolista 10ytyvasté tetraedrin tilavuuskaavasta. On siis hyvin mahdollista, etta opis-
kelijat etsiviat pyramidin tilavuuden kaavaa Maolista, mutta koska sita ei 10ytynyt,
he paatyivit kayttaméan tetraedrin kaavaa.

6.3 Johtopaatokset

Virheiden taustalla on monia tekijoitéd, kuten ohjelmiston kdyton haasteet, késittei-
den ymmaéartamattomyys ja virheelliset matemaattiset paatelmét. Vaikka Geogebra
voi tukea geometriaan liittyvaa oppimista, se ei yksindédn takaa oikeita tuloksia, jos
opiskelijat eivéit hallitse matemaattisia periaatteita tai ohjelmiston kdyttoa tarpeeksi
hyvin. Tarkeéa olisi, ettéd opiskelijat saavat syvillistd ymmarrysta siitéa, miten ohjel-
ma toimii ja kuinka sen antamia tuloksia tulisi késitella ja soveltaa oikein. Komento-
jen kiyttdminen osana perusteluja on myos tiarkeda osa opetusta, silla opiskelijoiden
kyky ymmaértaa ohjelman toiminta ja soveltaa sen antamia tuloksia oikein kehittyy
vain, kun he osaavat yhdistdd matemaattisen perustelun ja ohjelmiston kayton.

Tutkimuksen perusteella voidaan todeta, ettd Geogebran kéytossa yleisimmét
virheet johtuvat usein opiskelijoiden puutteellisesta ymmarryksestd geometrian pe-
ruskésitteistd ja lainalaisuuksista sekéd puutteellisista perusteluista ratkaisujen yh-
teydessé. Virheiden juurisyy on usein geometrian ja ohjelmiston kiyton yhdistami-
nen, silla vaikka ohjelma auttaa visuaalisessa esittdmisessd, sen tarjoamia tuloksia
el osata aina soveltaa oikein ilman vahvaa matemaattista taustaa. Tahén voidaan
vaikuttaa parantamalla yleisesti geometrian osaamista, mutta myos vaatimalla Geo-
gebrassa kiytetyille ratkaisuille perusteluja lapi lukiokoulutuksen.

On syytd huomioida, ettd tdssa késiteltiin vain virheluokkien yleisimpié virhe-
tyyppeja, ja harvemmin esiintyvien virheiden syvéllisempi tarkastelu rajattiin tut-
kielman ulkopuolelle. Tutkimuksessa tarkasteltiin vain pienté osaa geometrian yliop-
pilastehtavisté, joten olisi mielenkiintoista selvittaé, nousevatko samat virheluokat
esiin laajemmalla aineistolla. Lisdksi olisi kiinnostavaa tutkia, millaisia virheita Geo-
gebralla tehdaén, jos kisiteltdva aihealue on erilainen, ja toistuuko sielld jokin sama
virhetyyppi. Tutkimustulokset tarjoavat monia mielenkiintoisia jatkotutkimusmah-
dollisuuksia.

Tutkimusta voitaisiin hyodyntdd muun muassa geometrian opetuksen paranta-
miseen keskittyvissa tutkimuksissa tai tutkimuksessa, jonka tavoitteena on vahentéa
virhekésityksia. Mielenkiintoista olisi my0s tutkia, kuinka néita virheita ja virheka-
sityksid voitaisiin ehkéistd opetuksessa.
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