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Avoimet kvanttisysteemit ovat térked tutkimuksen kohde niin perustutkimuksessa
kuin soveltavassa tutkimuksessakin. Hyppy teoreettisista, pelkistetyista suljetuista
malleista avoimien systeemien dynamiikan tutkimiseen tarkoittaa todenmukaisem-
pien systeemien kuvaamista; harva systeemi oikeassa maailmassa seuraa taysin yk-
sinkertaistettuja malleja, vaikka ne usein antavatkin hyvia approksimaatioita.

Halu ja kyky hyodyntdéd kvanttimekaanisia ilmidité teknologiassa ja muissa sovel-
luksissa on nostanut ns. kvanttiteknologioiden tutkimisen suureen suosioon viime
vuosikymmeninéd. Téméa on tuonut pinnalle konseptuaalisesti yksinkertaisen ja pe-
rusteellisen kysymyksen: avoimet kvanttisysteemit ja niiden dynamiikan mallinta-
minen. Aihetta on lahestytty monesta suuntaa, mutta néistékin suosiota viime vuo-
sina saanut on erityisesti kvanttikollisiomallit (engl. quantum collision models), jois-
sa avoimien systeemien dynamiikkaa lahestytaén ajassa diskretisoitujen torméysten
(kollisioiden) ympériston kanssa kautta. [2]

Tamén tekstin tarkoitus on esittdd kvanttikollisiomalli-lahestymistavan konseptu-
aalinen ja matemaattinen pohjusta alustavalla, mutta perustellulla tasolla, tarjoten
lukijalle osittain pedagoginen johdatus aiheeseen. Liséksi tavoitteena on tarkastella
jatkuvan vuorovaikutuksen mallin ja kollisiomallin eroja ja yhteyksia. Kaymme lépi
yksinkertaisen mallin oletukset, toiminnan, kehityksen, jatkuvan ajan approksimaa-
tion, seké lyhyesti mallin sovelluksia ja esimerkkeja.

Avoimien kvanttisysteemien (ja tdten myo6s kvanttikollisiomallien) késittely vaatii
muutamia edellytyksid. Ensimméinen luku ja liite tutkielman lopussa késittelevét
naita esitietoja johdattelevalla tarkkuudella pddaiheen nakokulmasta.

Asiasanat: Tila, avoin kvanttisysteemi, kollisiomalli, systeemin dynamiikka, master
yhtélo, Lindblad-muoto
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Johdanto

Avoimella kvanttisysteemilld (AKS) tarkoitetaan kvanttisysteemid, joka on tavalli-
sen fysikaalisen médritelmén mukaan avoin; systeemi voi vapaasti vuorovaikuttaa ja
vaihtaa energiaa ympéristonsa kanssa (kanoninen systeemi). Avoimien kvanttisys-
teemien tutkiminen on mielenkiintoista ja hyodyllisté erityisesti siksi, etta oikeassa
maailmassa systeemit ovat ldhes aina avoimia ja vuorovaikuttavat hyvinkin paljon
ymparistoidensa kanssa.

Avoimia kvanttisysteemejd voidaan lahted tutkimaan ja mallintamaan eri ta-
voin. Perinteisesti AKS:ejé tutkitaan jatkuvan vuorovaikutuksen mallin avulla, ku-
tein usein fysiikassa [2|. Mielenkiinnon kohteena oleva systeemi on siis jatkuvassa
vuorovaikutuksessa ympéristonsd kanssa ja kokonaissysteemin (systeemi ja ympé-
rist6) dynamiikka kehittyy matemaattisesti jatkuvan mallin mukaan. Kontrastina
tahédn, lahivuosina on noussut myos suosiossa diskreetti lihestymistapa, (kvantti-
)kollisiomallit (KM), jotka ovat my6s tdmén tekstin keskiossd. Téssa ldhestymista-
vassa ympéristod kuvataan koostuvan pienistd osaympdristdistd (subenvironment,
ancilla) ja systeemin mallinnetaan vuorovaikuttavan nédiden kanssa yksitellen, dis-
kreetisti ajassa tietyin aikaintervallein erotettuna.

Miké sitten motivoi tutkijoita suosimaan kvanttikollisiomalleja yhd enemmé&n?
KM:t tarjoavat edullisia hy6tyja itse mallintamiseen. Kun mallimme koostuu ajassa
diskreeteistéd osista, mallin dynamiikan séétely on erityisen "helppoa”’. Esimerkiksi
tekemélld erilaisia oletuksia alkutilanteesta ja osaympéristojen valisista vuorovaiku-
tuksista, saadaan konstruoitua eri dynamiikkoja halutun lopputuloksen mukaisesti
(ts. voidaan sditdd mallia helposti kuvaamaan juuri tiettyd systeemid, jota tutki-
taan esimerkiksi kokeellisestikin muista syistd). Laskut KM:ien kanssa ovat myos
luontaisesti helpompia késitelld niiden diskreetin luonteensa ansiosta. Lisdksi, kuten
mychemmin ndhd&én, perinteinen jatkuvan vuorovaikutuksen malli saadaan approk-

simoitua suoraan KM:ien matematiikasta kohtuullisen vaivatta.



1 Esitietoja

1.1 Systeemin tila

Ensin vahén historiallista ndkokulmaa. Kvanttimekaniikassa tarkastellaan alkeellisia
systeemejé ja niiden vuorovaikutuksia. Témén fysiikan matemaattiseen kuvaukseen
siis haluttaisiin ideaalisesti kyky kuvata systeemin tilaa, kehitystd ja vuorovaiku-
tuksia. Kokeellisesti jo varhain tunnettiin, ettd kvanttimekaanisen systeemin tilan
mittaus pystyi tuottamaan eri arvoja ennalta-arvaamattomasti, noudattaen ilmeisia
todennakoisyyksia. Halutaan siis systeemin tilan kuvaukseen kyky jotenkin sisal-
lyttdd informaatio néistéd eri mittaustulosmahdollisuuksista, sekd niiden todenna-
koisyyksista. Kohtuullisella loogisella hypylla voisi arvata kuvata tétda dynamiikkaa
lineaarialgebralla, siis vektoreilla ja matriiseilla, jotka voidaan usein kuvata listoina
tai joukkoina lukuja.

Aikaisempi motivaatio esitettynd todetaan, ettd nykyddn kvanttimekaniikassa
systeemin tilaa kuvataan vektoreilla (puhtaat tilat) tai matriiseilla / operaattoreilla
(mahdollistaa myos ns. sekoitettujen tilojen kuvaamisen) kompleksisessa Hilbertin
avaruudessa, joka on vektoriavaruus varustettuna etiisyyden maarittavalla sisatulol-
la (ja on my6s ns. Cauchy-tdaydellinen 9,13]). Hilbertin avaruus mahdollistaa dére-
tonulotteisen avaruuden késittelyn ja on hyvin soveltuva kvanttimekaniikkaan, jossa
(puhtaat) tilat (joita voi siis olla &éretén méérd) voidaan samaistaa vektoreiden

kanssa. [4]

1.2 Tilavektorit ja yhdistetyt tilat

Tilavektoria kuvataan ket-notaatiolla |¢). Tila voi olla méaarétty tai superpositio
useammasta tilasta, esimerkiksi elektronin tila superpositiona (matemaattisesti li-

neaarikombinaationa) sen spinin suhteen: |1)) = a‘—l—%>+b| —%> Superpositio voidaan



ilmaista yleisesti n-ulotteisena ortonormaalin kannan lineaarikombinaationa

n

) = Zaiwz% (1)

i=1
missid Y i |ai* =1 sekd (¢ [;) = 85, (¢| = |1)T, missé d;; on Kroneckerin delta
ja [1)T on vektorin |¢) adjungaatti [4,7,9,13]. Vakiokertoimet a; ovat ns. todenniikdi-
syysamplitudeja, joiden itseisarvon nelio |a;|* on kyseisen tilan todennikoisyys (Bor-
nin sddnto [4,9,13]). Edelld mainittu ehto varmistaa todennékoisyyksien normalisaa-
tion, toisin sanoen, ettd superposition eri "osatilojen"todennékoisyyksien summa on
yksi:
(] y) = Zaa (Wi 5 Z () = ZW
,j=1 =1
missé a* on a:n kompleksikonjugaatti. [4]
Jos systeemi koostuu useammasta osasysteemisté, niin koko systeemin tilaa voi-

daan kuvata osasysteemien tilavektoreiden tensoritulona (ks. liite A.1). Téssé esi-

merkiksi kahden kubitin, eli kaksitilasysteemin yhdistetty tila:

o=1a) @ |g) = (a]0)s +b|1)4) ® (c|0)p + d|1)B)

0 =ac (|0)a®[0)p) +ad ([0)a @[1)p) + be (|1)a @ |0)5) + cd (|1)a @ |1)5),

missé tensoritulotermit |i) ® |j) luetaan, ettd "ensimmé&inen"kubitti on tilassa i ja
toinen tilassa j. Joskus myos kirjoitetaan [¢) ® |¢) = |¢, ¢) [4]. Tama merkintatapa
on kuitenkin hieman harhaanjohtava; se antaa mielikuvan, ettd kyseessd on taval-
linen tilavektori, vaikka todellisuudessa tarkoitetaan kahden vektorin tensorituloa,
joka on matemaattisesti taysin eri objekti. Yleisesti n:n osasysteemin tensoritulo

voidaan kirjoittaa lyhyemmin

- @M. )

Kun o on tensoritulo korreloimattomista tiloista, kutsutaan sitd tulotilaksi (engl.

product state). Kun tulon osat ovat normitettuja ket-vektoreita, niin kyseessd on



tulotila. Samaa formalismia kiytetdan myos tassa tutkielmassa kuvaamaan kiinnos-
tuksen kohteena olevan systeemin ja sen ympériston yhdistettyd systeemié, kun |.S)
on systeemin tila ja |F) on ympériston tila. Myohemmin tosin késitelladn tiheyso-

peraattoerita (ks. luku 1.3) ket-vektoreiden sijaan.
o) = 15) @ |E). (3)

Lisdkurioisiteettina, systeemit voivat olla lomittuneita (entangled) keskendén.
Télloin systeemien valilla on yhteys, jonka kautta voidaan saada selville molempien
tila mittaamalla vain toinen. Esimerkiksi yksi ns. Bellin tiloista:

1
V2

missé ndhdddn ettd jos kubitti A mitataan tilassa |0), tdytyy my6s kubitin B olla

@) = —=(104@[0)s + 1) a®[1)5),

tilassa |0), silld se on ainut vaihtoehto kyseisessd A:n tilassa. [4]

1.3 Tiheysoperaattorit ja sekoitetut tilat

Systeemin tilaan ei voida aina liittda maarattya tilavektoria. Esimerkiksi jos kubi-
tin preparointi ei ole tiedetty, jolloin ennen mittausta se voisi tilassa |0), [1),|+) =
\%|O> + \%H) tai |—) = \%|0> - %|1> eri todennédkdisyyksilld. Téllaista tilaa kutsu-
taan sekoitetuksi tilaksi (engl. mixed state) [2,4]. Sekoitettu tila on siis kuin distri-

buutio puhtaita tiloja. Téllaisia tiloja kuvataan tiheysoperaattoreilla (-matriiseilla):
P = mei)(wi\, (4)
P = Zpij|¢i><¢j’a (4.1)

i3

missé [1);) ovat p:n ominaistiloja (puhtaita ja normalisoituja) ja p; ndiden ominai-
sarvoja (todenndkoisyyksid). Esitetty muoto (4) on ns. spektraalihajotelma ja (4.1)
yleisempi muoto [9,13]. Tiheysoperaattorit ovat méaaritelmén mukaan hermiittisia
p = pl!, positiivisia (pos. ominaisarvot) ja niiden jilki on yksi (todennikdisyyk-

sien normalisointi) Tr p = > . p; = 1. Tiheysoperaattoreiden tensoritulo p; ® p2



on myos tiheysoperaattori, kuten on unitaarisesti muunnettu tiheysoperaattorikin
s
p=UpU . [6]
Operaattorin A jalks Tr A on hyodyllinen operaatio tiheysoperaattoreita kési-

tellessa. Silla voidaan muun muassa laskea mittauksen odotusarvo

(4) = Tefpd }, (5)

missd kulmatut sulkeet merkitsevit odotusarvoa. Lisdksi on maaritelty osittainen
jalk:s Tr;, jota hyodynnetddn kun ollaan esimerkiksi kiinnostuneita yhdistetyn sys-

teemin o = p, ® py redusoidusta dynamiikasta:

Pa = Tl"b{O'} = Trb{pa ® ,Ob}, (6>

missé osittaisen jiljen alaindeksi merkkaa minka osasysteemin yli jéalki lasketaan.
Jalked ja osittaista jéalked sekd niiden ominaisuuksia esitellddn tarkemmin liitteessé

A.2. [4,6]

2 Avoimet kvanttisysteemit ja kvanttikollisiomallit

2.1 Avoimista systeemeista

Avoimien kvanttisystemien dynamiikka on yksi modernin kvanttimekaniikan tér-
keimmistd, mutta my6s haastavimmista kysymyksistd [2]. Dynamiikkojen yleinen
epaunitaarisuus on kiistatta yksi padsyista késittelyn hankaluuteen. Ei voida johtaa
lilkkeyhtalod, joka kuvaisi yleisesti minkd tahansa avoimen systeemin dynamiikkaa.
Niinpé siis avoimia systeemeja tutkiessa paddymme muodostamaan erilaisia mal-
leja kuvaamaan eri tavoin madriteltyja/rajoitettuja systeemejd. Naistd "yksinker-
taisimmillakin"malleilla on oikean maailman vastineensa ja hyotynsé sovelluksesta
riippuen.

Annetun systeemin dynamiikkaa kuvaa niin kutsutut master-yhtélot (MY) (engl.

master equation). Ehki olennaisin tunnetuista MY:istd on niin kutsuttu Gorini-



a) b)

th

E E E E

n—2 n—1 n n+1

A
A 4
AN
A\ 4

Kuva 1: Graafinen esitys mallin rakenteesta. a) Jatkuvan vuorovaikutuksen mallissa
systeemin S ja ympariston E valilld on jatkuva vuorovaikutus W. b) Kvanttikol-
lisiomallissa ympéristo on partitioitu osiin Fj;, jotka vuorovaikuttavat systeemin S
kanssa ajassa diskretisoituna, ajan At vélein. Osaympéristoiden F; alaindeksi ¢ ku-

vaa aika-askelta.

Kossakowski-Sudarshan-Lindblad (GKSL) master yhtélo, tai lyhyemmin Lindblad
MY, joka kuvaa Markovista ("muistitonta", ks. luku 2.3) dynamiikkaa [5]. Johdam-
me téssikin tutkielmassa Lindblad MY :n kollisiomallista (luku 3.2). Markovinen dy-
namiikka on harvoja tapauksia, joka tunnetaan varsin hyvin, mutta se on kuitenkin
alkuehdoiltaan hyvin rajattu malli. Niinpd monet sovellukset ja uusi tutkimus kes-
kittyy paljon vaikeampaan, mutta soveltuvampaan ei-Markoviseen ("muistilliseen")

dynamiikkaan.

2.2 Kollisiomalli

Avoimia systeemejé tutkiessa olemme usein kiinnostuneita systeemista S, joka vuo-
rovaikuttaa ympériston E kanssa. Kvanttikollisiomallin (KM) padidea on dynamii-
kan diskretisoiminen torméyksiin tai "kollisioihin". Tamé& saavutetaan partitioimal-
la ympéristé F osiin, osaymparistoihin £, (engl. ancilla). Kiinnostuksen kohteena
oleva systeemi S sitten vuorovaikuttaa yksitellen néiden osien kanssa (ks. kuva 1).

Kollisiomalleja voidaan konstruoida Markovisiksi tai ei-Markovisiksi alkuehtojen ja



kollisioiden médrittdmisen kautta (téssd tutkielmassa keskitytddn Markoviseen dy-
namiikkaan, myos mééritelméassa). [2,5]

KM:iin voidaan tehda jatkuvan ajan approksimaatio, jolla saadaan dynamiikal-
le jatkuva liikeyhtdlo. N&in usein tehdéddnkin tarkastelun lopuksi, mutta tdma ei
ole valttaméatonta. KM:eja voidaan soveltaa sellaisinaan moniin systeemeihin, esi-
merkiksi kvanttioptiikassa, milloin KM:n oletukset ja rakenne kuvaavat hyvinkin
intuitiivisesti ja aidosti fysikaalista tilannetta [5,10]. Niitd voidaan kuitenkin hyo-
dyntda myos vaylana tutkia jatkuvaa dynamiikkaa edelld mainitun approksimaation
kautta. KM:ia on usein helpompi tarkastella, jolloin on mielekésta tutkia ensin dy-
namiikkaa KM:n kautta, ja ottaa sitten jatkuvan ajan approksimaatio, jolla saadaan
fysikaalisesti mielekkdammat tulokset (tutkimuksen kohteena olevasta systeemisté
riippuen tietenkin). Erityinen KM:ien vakuuttavuutta kasvattava ominaisuus on se,
ettd niistd voidaan johtaa Lindblad MY ilman yliméaaraisia approksimaatioita, joita
tyypillisesti tarvitaan [3,5].

Olkoon systeemi S ja ympéristd F, joka koostuu osaympéaristoista F,,. Oletetaan,
ettd ympériston osat ovat kaikki samassa alkutilassa. Systeemin ja ympériston yh-

distetyn systeemin (A.1) alkutila ilmaistaan tulotilana
To=po@NAON®---, (7)

missé pg on systeemin alkutila ja 1 osaympéristojen (yhteinen) alkutila. MyShem-
min tensoritulosymbolit jatetdan kirjoittamatta. Oletetaan myos, ettd systeemin ja
osaymparistojen vilisten kollisioiden kesto At on sama jokaisella kollisiolla (kuva 1).
Téssd (Markovisessa) mallissa oletetaan, ettd osaympéristot ovat keskendéan korre-
loimattomia ja kaikki samassa alkutilassa. Lisdksi oletetaan, etté systeemin S vuoro-
vaikuttaa n:nen osaympériston kanssa vain kerran. Télloin jokaista S-n (systeemin

ja n:nen osaympériston) kollisiota kuvaa unitaarinen operaattori

ﬁn — 6—%(ﬁS+Hn+Vn)At (8)

Y



missa f[s = IEIS ® 1 on S:n ja Ziln =1® ﬁn n:nnen osaympariston vapaat Hamil-
tonin operaattorit, seké Vn molempiin operoiva vuorovaikutusoperaattori (ks liite
A.1). Hamiltonin operaattorit ovat tunnetusti itseadjungoituja H =i [9,13] .
My6hemmin tutkielmassa redusoitu Planckin vakio A jatetdén kirjoittamatta (ase-
tetaan h = 1, kuten on usein tapana). Huomaa, etté siis U, ja Va operoivat seka
S:aén, ettd n:ddn. [2,5]
Yhdistetyn systeemin tila n:n kollision jélkeen on siis
o0 =Up- - UhooUt - U

. At o

~

~ . N f
= (Un"'(U2(U1 Po 771U1)772U2>"'77nUn>77n+1'“ ) (9)

missé lopussa hyodynnettiin faktaa, ettd unitaariset U; kommutoivat tilojen 7,
(i # j) kanssa, silld ne operoivat eri Hilbertin avaruuksiin. MyShemmin tilaope-
raattorit 7,, (m > n) jitetddn kirjoittamatta, silld ne eivit osallistu mitenkéén n:n
kollision tarkasteluun. Seuravaaksi voidaan eritelld yhdistetysta systeemista systee-

min S dynamiikka, ottamalla osittainen jalki (liite A.2) ympériston yli o,,:sté:
pn = Trg{o,} = Tr, - - Tri{o,}

- - - sty -t
= T, {Uy - - - Tro{UTri{U1po mU,}n2Us} -+ maU L}, (10)

missa Tr; on osittainen jalki yli 2:nnen osaympariston. Emme téssd tutkielmassa
késittele osaympéaristoiden redusoitua dynamiikkaa. Kirjoitusta selventéeksi voidaan

maarittad ns. kollisiokuvaus (collision map) E[- - -]
pu = Elpuea] = Tra{Upucs )0}, (11)
jonka avulla voidaan kirjoittaa yht&lo (10) uudelleen:
pn = E[- - [E[E[po]]l] := € [po]. (12)

Tiheysoperaattoreiden muutoksia Up U f yleisesti kutsutaan kartoiksi (map). Téssé

voidaan jo ndhdé aiemmin mainittu Markovisuus. Yhtdlon (11) mukaan systeemin S



tila p, riippuu vain aiemmasta tilasta, miké voidaan yhtélon (12) avulla jatkaa aina
alkutilaan py asti. Koska systeemin n:s tila ei riipu muista kuin (n—1):nnesté tilasta,
se ei siis sailytd muistijalked aiemmista tiloista. Systeemin aiemmalla dynamiikal-
la ei siis ole mitddn merkitystd haluttuun ajan hetkeen; dynamiikka on muistiton
(Markovinen). [2,5]

Erityisen tarked karttojen luokka on taysin positiiviset ja jaljen sdilyttivit (comple-
tely positive and trace-preserving) CPT-kartat, jonka kaltainen yll& esitetty kollisio-

kuvauskin (11) on. CPT-kartat voidaan kirjoittaa Krausin hajotelmana
o
p=Mipl = KnpK,, (13)

missé K, >om K ;[A( m = 1 ovat ns. Krausin operaattoreita [2]. Huomaa, etté edel-
& annettu ehto Krausin operaattoreille ei suinkaan tarkoita unitaarisuutta niiden

summalle.

2.2.1 Markovisuus

On jo todettu useaan otteeseen, ettd tdhdn asti kuvailtu dynamiikka on Marko-
vista. Maaritetdan tassa alaluvussa tdmé ominaisuus nyt tarkemmin. Ylla esitetys-
td mallista tekee Markovisen kolme padoletusta: Kaikki osaympéristot ovat aluksi
korreloimattomia, osaympéristot eiviat vuorovaikuta keskenaddn, seka etta jokainen
osaymparistd vuorovaikuttaa systeemin kanssa vain kerran [2]. Voidaan kuitenkin
maéaarittda Markovisuus vieldkin tarkemmin.

Olkoon dynaaminen kuvaus A, joka kuvaa systeemin sen alkutilasta n:n kollision

jélkeiseen tilaan:

pn = An[po]. (14)

Y1l& esitetyssd mallissa dynaaminen kuvaus on muotoa (12) A,, = £". Télloin siis

dynamiikka seuraa niin sanottua puoliryhmdaominaisuutta:

An - An—mAma (15)
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misséd m ja n ovat kokonaislukuja, (m < n).[2,8] Tunnetusti puoliryvhméominaisuu-
den tayttavit kartat noudattavat Lindblad MY:4, joka kuvaa Markovisten systee-
mien dynamiikkaa. Tdméan ominaisuuden noudattamista voidaan siis pitdd myos
eradna Markovisuuden maéritelméand avoimien systeemien dynamiikassa. Voimme
kuitenkin laajentaa téatd maaritelméaa viela hiukan.

Olkoon nyt alkutilanne niin, ettd unitaarinen (8) ja osaympériston tila 7 riippu-
vat kehityksen askelnumerosta n, mutta aiemmin mainitut kolme péaoletusta yha

patevit. Talloin dynaaminen kuvaus on muotoa
AN, =&, & #E, (16)

missé & on kollisiokuvaus 7:nnelle kollisiolle. Tamé dynaaminen kuvaus ei selvés-
tikdan noudata yhtaloa (15), joten ylla olevan mééritelmén mukaan dynamiikka ei
ole Markovista. Jokaisessa vaiheessa kuitenkin systeemi kehittyy taysin positiivisen
(CP, completely positive) kartan mukaan. Jos siis otetaan jatkuvan ajan approk-
simaatio (késitelladin myohemmin), niin jokaisena hetkend systeemi kehittyy taysin
positiivisesti, eli jokaisena hetkené kehitystd voidaan periaatteessa kuvata GKSL-
MY:1l4. Tata Markovisuutta laajentavaa ominaisuutta kutsutaan CP-jaollisuudeksi
(CP-divisibility), ja Markovisuus voidaankin mééritella CP-jaollisuuden toteuttami-
sena. Edella kuvattu tilanne edustaakin siis ajasta riippuvaa Markovista dynamiik-

kaa.[2,3,5]

2.2.2 Esimerkki yksinkertaisesta kollisiomallista

Tarkastellaan tésséd alaluvussa yksinkertaista kubiteista koostuvaa KM:a, jota on
laajemmin tarkasteltu mm. viitteessd [2]. Olkoon sitten torméykseen osallistuvat
kaksi kubittia A ja B Hilbertin avaruuksissa Hs, jotka voivat olla siis kumpikin

tilassa |0), |1) tai jossain niiden superpositiossa a|0)+b|B). Nyt Hilbertin avaruudella
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Hs ® Ho on kanta

004 ®[0)5 =10,0) 5
0)4®[1)p =10, 1) a5
Da®|0)p=[1,0)4p

Da®@|)p=|1,1)ap. (17)

Olkoon systeemin kehitysté ohjaava unitaarinen operaattori U = Uswar, joka on
varsin yleinen looginen portt: kvantti-informaatioteoriassa ja -kvanttiteknologioissa
[1,2]. Operaattori yksinkertaisesti vaihtaa sen operoitavien systeemien tilat péait-
tiin Uswap|i,j) = |j,i). Operaattori médréytyy téysin sen kiyttiytymisestd kan-
tavektoreihin, miké on tarpeeksi télle esimerkille. SWAP-portin voi yleistda vield
lisddmalla vapausasteen kuvaamaan toérméyksen voimakkuutta [2]. Talloin saadaan

osittaisvaihto-portti (partial SWAP gate) [1,2]
U, = e ®Uswar — cos 1 — i sin 00 gwap, (18)

misséd vaiheparametri 6 kuvaa vuorovaikutuksen voimakkuutta. Talla operaattorilla

saadaan erés kollisiomalli, kun térméykset méadaradvé unitaarinen (8) on muotoa (18).

3 Systeemin evoluutio

3.1 Aikakehitys

Tarkastellaan tédssa luvussa systeemin evoluutiota, eli siis aikakehitysta. Aloitamme
kisitellen diskreettia aikakehitysté, siis aika-askelein At etenevid evoluutiota, jolla
luomme pohjaa tulevalle jatkuvan ajan approksimaatiolle. Tamé tavoitteena ei kui-
tenkaan tarkoita, etta diskreetti aikakehitys olisi vain askel seuraavaan; kollisiomallia
voidaan soveltaa sellaisenaankin diskreettind, esimerkiksi kvanttioptiikassa [1,2,5].
Aloitamme yhdistetysta tilasta (9) aika-askeleessa n. Pitden mielessé, ettd jat-

kamme téstd jatkuvaan aikaan (ts. At — 0), voimme huoletta ajatella vain lyhyen



12

kollisioajan At kehitystd. Voimme siis approksimoida unitaarista (8) sarjakehitel-

méané toiseen asteeseen kollisioajan suhteen:
~ ~ ~ 1~
U1 —i(Hy+ V)AL — §vi(m)2, (19)

missé Hy = Hg+ H,. Téssi on myos oletettu, ettd vuorovaikutustermi V, on paljon
voimakkaampi kuin vapaat hamiltonin operaattorit H 0, jolloin termeistd O(At)?
vain Vn:sté toisessa asteessa riippuvat termit jatetddn mukaan. Voimme méaritella

muutoksen yhdistetyn systeemin tilassa
— Op, (20)

josta saadaan suoralla laskulla (ks. liite A.3.1)

1.2

Ao, = —i[Ho+ Vo, 00 At + (V a0,V — é[Vn, on] )AL, (21)

missé [-, -]+ on ns. antikommutaattori [A, Bl = AB + BA. |2,5]
Tarkastellaan nyt tilaa, jossa on otettu jalki muun ympariston yli, paitsi n:nnen

osaympariston

On = Pn @ N =1 PSn- (22)

Sijoittamalla tdmén yht&loon (21) ja jakamalla puolittain At:1l4, saadaan

~ ~ A

s ~ 2
= —i[Ho + Vo, punn] + At (Vnpnnnvn = 5[‘/"’ pnnn]+> , (23)

ApSn
At

josta vield ottamalla jéalki yli 7,:n, saadaan p,,:n redusoitu dynamiikka (kaava (B.7))

Ap,
At

A ~ ~

g ~ 2
= _Z[HS + Trn{vnnn}’ pn] + At Trn {Vnpnnnvn - §[Vn7 pnnn]-‘r} ) (24)

missé Tr,, on osittainen jalki yli n:nnen osaympériston ja Ap, = (£ —Z)[pn-1], Z

on identiteettikuvaus [2].
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3.2 Lindblad-yhtalo kollisiomallissa

Voimme kirjoittaa yhtdlon (24) tietylla tapaa mielekkddmmin. Pienelld muutoksella
nimittdin saamme ylla olevan diskreetin litkeyhtalon ns. GKSL-muotoon [5]. Kirjoit-
tamalla osaympaéristo 7, spektraalihajotelmana (C.2.1) ja maarittamalla hyppyope-

raattorit (jump operators) Ly, saadaan litkkeyht#ld muotoon

Apy,
At

A

'I- A
[ka,ka/,pnu) (25)

e ~ 5 st 1
= —1 HS + Trn{vnnn}a pn} + Z (ka’ankk’ - 5

k!
missi operaattoreita Ly = Pk n(K |Vn|k>n\/Kt kutsutaan kirjallisuudessa myos
joskus Lindblad operaattoreiksi. Koska GKSL-muoto on niin tarkeé kollisiomallien
osalta, on tdméan viimeisimmankin muunnoksen tekeminen esitetty tarkemmin liit-
teessd A.3.2. [2,8]

Muotoa (25) kutsutaan kirjallisuudessa diskreetiksi Lindblad master-yhtdloksi
(discrete Lindblad master equation) [2]. Lindblad-muodon voidaan ajatella yleisem-
min kuvaavan CPT-karttojen ohjaamaa dynamiikkaa. Siis jos dynamiikan maaraé
CPT-kartat (ja mm. ettd systeemi seki osaympéristot ovat korreloimattomia alkuti-
lassa 0y), niin dynamiikka voidaan useimmiten johtaa Lindblad-muotoon [2]. Késit-
telemme myohemmin tarkemmin Lindblad-yhtaloa, kun johdamme kollisiomallista
sen jatkuvan version luvun 4 lopussa.

Mainittakoon téssé vaiheessa, ettd muodossa (25) on vield ongelma jatkuvan ajan
approksimaation suhteen. Vuorovaikutusoperaattori V nimittdin oleellisesti riippuu
kasanteisesti aika-askeleen pituudesta V x \/%’ kuten tulemme myohemme néake-
méén luvussa 4. Toisin sanoen, ensimmaéinen termi muodossa (25) divergoituu ot-
taessamme raja-arvon At — 0. Tamékin ongelma kuitenkin saadaan ratkaistua

tarkastellessamme termié Trn{f/nnn} tarkemmin.
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4 Kollisiomalli vs. perinteinen malli

Tassé luvussa kéasittelemme jatkuvan ajan approksimaation, padtyen kollisiomallis-
ta perinteisempéédn jatkuvan ajan malliin ns. vuorovaikutuskuvassa |3]. Tata var-
ten tarkastelemme tuttua tapausta kvanttioptiikan puitteissa, missé systeemin S ja
osaymparistot 7; ovat kvantittuneita harmonisia oskillaattoreita (KHO) [5,10]. Tétéa
tarkastelua varten oleelliset tiedot KHO:ista esitetddn luvussa 4.1. Pyrimme ymmaér-
rykseen mallien eroista niiden algebrallisen rakenteen tarkastelun kautta, laskien lapi

tarvittavat muunnokset KM:sté jatkuvaan malliin.

4.1 Kvantittunut harmoninen oskillaattori

Esittelen téssd luvussa kvantittuneen harmonisen oskillaattorin (KHO) niissé puit-
teissa, missa sita téssa tutkielmassa tarvitaan; bosonisen kentdn moodien kuvaami-
seen. Tarkastellaan yksiulotteista harmonista oskillaattoria, jonka Hamiltonin ope-

raattori on

. 1 1
H = %fﬁ + §mw2i2, (26)

missd m on massa, w on oskillaatiotaajuus, seka p ja & ovat tavalliset multiplika-

tiiviset paikka- ja liikemé&drdoperaattorit. Maarittamaélla havittamis- ja luomisope-

mw 1 mw 1
/\: A . N AT: s ~ 2
a =/ 5 x+”/—2mw , a \/ 5 Z “/—2mw , (27)

voidaan KHO:n Hamiltonin operaattori kirjoittaa muodossa

ﬁ[:w(fwl), (28)

raattorit

2

T4 on lukumdésrioperaattori (huom. téssd yhi A = 1). [4,12]

missd n = a
KHO-systeemille voidaan muodostaa ortonormaali energiatilojen kanta, luku-

maédritilojen kanta {|n)}, jonka alkiot ovat lukuméadrdoperaattorin n ominaistiloja

nln) =nln),n =0,1,2, ... (29)
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Lisaksi havittamis- ja luomisoperaattoreille patee
a'ln) =vn+1n+1), an) =+njn—1), (30)

missd on lisiksi erikseen mééritelty a|0) = 0. Lukuméératilat |n) ovat siis kvantit-
tuneen harmonisen oskillaattorin energiatiloja, joita vastaavat energiatasot saadaan

operoimalla (28) lukuméritilaan: H|n) = w(n + 1/2)|n). [4]

4.2 Jatkuva malli kollisiomallista

Olemme nyt valmiita siirtyméan kollisiomallista perinteiseen jatkuvan vuorvaiku-
tuksen malliin. Olkoon systeemi S, joka on vuorovaikutuksessa jatkuvan bosoniken-
tdn kanssa, jota kutsumme ympéristoksi £. Haluamme siis siirtyd taajuuksien w
méaaramaéasta esityksesta kollisiomallipuitteissa jatkuvan aikasuureen ¢t maaradmaan
esitysmuotoon (eli siis jatkuvaan malliin).

Systeemi ja ymparisto ovat yhdistetyssa tilassa o, missé n kuvaa aikakehityksen
vaihetta (aika-askelta) kollisiomallissa. Yhdistetyn systeemin Hamiltonin operaattori
on muotoa H = H s+ H E +V, missé H s ja H £ ovat systeemin ja ympariston vapaat
Hamiltonin operaattorit ja V on molempiin operoiva vuorovaikutusoperaattori. H
voidaan kirjoittaa auki

P Ws . S Aot xA T
H = ?Uz + ;W)\B,\BA + ; (g;xLB/\ + g,\a+B,\> ) (31)

missé w; ovat oskillaattoreiden taajuuksia, B, ja Bf\ ympériston kentan havittamis-
ja luomisoperaattorit, g, kytkentdvoimakkuus sekéd &, ja &4 pauli-operaattoreita.
Myo6hemmin erityisen térkedksi koittuu vuorovaikutustermi 1% ja kytkentdvoimak-
kuus gy, jolla ratkaisemme aiemmin esitetyt raja-arvon At — 0 aiheuttamat ongel-
mat.

Siirrytddn nyt ns. vuorovaikutuskuvaan, eli siis esitysmuotoon, jossa aikakehitys-
td kuvataan seka tilan, ettd operaattoreiden muutoksilla [8,9]. Muunnoksessa tuom-

me samalla esille jatkuvan ajan suureen t. Liitteessd A.4 esitetyin vaihein saadaan
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Hamiltonin operaattoriksi

2 Ws . ~ B iw xA T —iw
H(t) = 5 0= + Z (g,\a,B)\e M gio, Bye At)
wS A

~ 6.+ (o— b (1) + &J)A(t)) , (32)

missi viimeisessé vaiheessa méagritteltiin operaattori b(t) = %ﬁ S, gie A By, jossa
normalisointitermi v = 37, |g|? [2]. Tésté operaattorista b(t) haluaisimme siis jatku-
van mallin bosonisen kentén hévittdmisoperaattorin (ja vastaavasti Z;T(t):stéi luomi-
soperaattorin), ts. haluamme sen toteuttavan kommutaatiorelaation [13(t), ET(S)} =

d(t — s), missd 6(t — s) on deltafunktio. Tarkastellaan siis kommutaattoria

[b(1).8'(s)] = 6<t>z3*<s> - 6*<s>6<t>
e L I

missé madritelmédn mukaan viimeinen sulkutermi on mééritelméan mukaan [By, B,,] =

Oxv. Tama sijoittamalla saadaan

1 —twy (t—s
S SRR 3
A

Jos nyt méaritelladn funktio

=D oo —wn), (35)

niin voidaan (34) kirjoittaa muodossa

[é(t),z;*(s)} - % / dw' T (o )e™ ' =), (35)

hyodyntden Diracin deltafunktion méaaritelméa [4]. Tassa vaiheessa taytyy tehda ole-
tus funktiosta J. Jos oletetaan tarkastelun kohdistuvan systeemiin, jossa taajuuden
w moodit ovat tihedt w’ arvojoukossa, niin J(w') on vakio. Riittd4, ettd tamé oletus
on voimassa tarkasteltavalla vélilld, milloin oletus ei ole liian rajoittava. Oletuksen

alla saadaan J = 5= >, [ga|? = 7/2m, jolloin voidaan kirjoittaa

[l;(t), IA)T(S)] = %/dw’e‘iw/(t_s) =0(t — s), (36)
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missé taas hyodynnettiin deltafunktion méaaritelmaéd. Tamé on juurikin havittamis-
ja luomisoperaattoreiden kanoninen kommutaatiorelaatio jatkuvan bosonisen kentén
tapauksessa, mikéa haluttiinkin.

Huomataan, ettd bosonisen kentdn operaattorit saadaan diskreettind Fourier-

muunnoksena kollisiomallin operaattoreista

7 g; —iwpt T
b(t) =) AT NB,, (37)
V7

mika kay intuitiivisesti jarkeen: Fourier muunnoksella saadaan diskreetista spektrista
jatkuva. Sama tarkastelu voidaan myos tehd&, missd summat ovat integraaleja ja
tehdéén integraalimuotoinen Fourier muunnos [10].

Muunnoksen jatkuvaan malliin voi tehda muillakin menetelmin, joita on esitel-
ty esimerkiksi viitteessd [2]. Samassa teoksessa on esitetty my6s muunnos toiseen
suuntaan; kollisiomalli johdetaan jatkuvasta mallista (teoksessa luku Collision mo-

dels from conventional models).

4.3 Kytkentavoimakkuus

Olemme nyt ndhneet, kuinka kollisiomallista pédstdan vuorovaikutuskuvaan jatku-
van ajan parametrisoiman bosonisen kentdn kanssa. Tamé antaa meille tukea jatku-
van ajan approksimaation tekemiseen Lindblad-yhtélon (25) tapauksessa. Palataan
raja-arvon At — 0 ongelmaan luvussa 3.2.

Lindblad-yhtalon divergoitumisen ongelmaksi vaadimme kytkentavoimakkuuden
riippuvan ajasta. Jotta dynamiikka olisi hyvin ma&aritelty, niin vaadimme lisdksi

lgr|?At = 7, kun At — 0, g — oo. Toisin sanoen ehto
v = At|gy[? (38)

takaa sen, ettd ns. dissipaattoritermi (eli hyppyoperaattoreista riippuva termi) yh-

talossd (25) konvergoituu rajalla At — 0 (siis relaation gy o< 1/v/ At ansiosta). [2]
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4.4 Jatkuva Lindblad-muoto

Saimme luvussa 3 johdettua diskreetin Lindblad-MY:n, seké pohjustimme jatkuvan
ajan approksimaatiota muunnoksella luvussa 4. Voimme nyt siis johtaa jatkuvan

Lindblad-MY:n muodosta

Ap,
At

[z ~ s st 1
= — [HS + Trn{Vnnn},pn_l} + Z <ka’pn—1ka’ - 5

AT ~
[Lers Lk Pn—1]+) .
ke k!

(Re: 25)

Termi Tr,{V,n.} vield divergoituu rajalla At — 0, joten joudumme tekemédn li-
siapproksimaation. Vaaditaan siis, ettd Tr,{V,7,} = 0 [11]. Tamén voi saavuttaa
vaihtoehtoisesti asettamalla rajoitteen joko koko systeemin alkutilanteelle tai V:lle.
Raja-arvon maérittamiseksi voidaan tehdd myos erilaisia oletuksia dynamiikasta.
Néitd pohditaan tarkemmin luvussa (4.5).

Diskreetti Lindblad-MY on nyt siis muotoa

Apn . - z AT
A ! [HSuOn—l} + Z (ka’pn—lka/ -

kK

A

'I' ~
[ka’ka’vpn—1]+) ) (39)

1
2
josta voidaan huoletta ottaa raja-arvo At — 0, milloin saadaan

dps s - A~ 1.~ -
= [Hs, Ps} + ; <ka/pSLk:k’ — §[ka/ka/, Ps]+) : (40)

joka on juurikin tunnettu Lindblad-MY jatkuvassa vuorovaikutuksessa [2,4,8,11].
On merkittédvad huomata, ettd (40) seuraa kollisiomallista jatkuvan ajan approksi-
maationa ilman muita vahvoja approksimaatioita, joita tarvitaan tavallisesti useita
yhtélon johtamiseksi [11]. Lindblad-MY:n johtamista kollisiomallista ja mikroskoop-
pisesta mallista vertaillaan tarkemmin viitteessé [3].

Vaikka jatkuva malli saatiin johdettua kollisiomallista (méé&ritellyssé viitekehyk-
sessé), niin on huomattava ettd mallit toimivat oleellisesti eri tavoin. (Markovisessa)
KM:ssa systeemi S vuorovaikuttaa ympéariston E kanssa paloittain ajassa. Jatkuvas-

sa mallissa taas S vuorovaikuttaa koko ympériston £ kanssa samaan aikaan. KM:n
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suurin vahvuus onkin vuorovaikutuksen partitioiminen, joka keventad laskennallis-
ta taakkaa merkittavésti. On siis kdiytannon tutkimuksen puolesta merkittava tulos

yhdistda nama kaksi mallia.

4.5 Raja-arvon maarittelysta

Viime luvussa taytyi tehda rajoittava oletus systeemin dynamiikasta joko alkueh-
toihin tai vuorovaikutukseen, jotta derivaatta olisi hyvin mééaritelty. Nain saatiin
tulokseksi avoin Lindblad-muotoinen dynamiikka. On my6s mahdollista padtyé eri
muotoiseen avoimeen dynamiikkaan tarkastelemalla erilaista rajaa.

Voidaan myo0s esimerkiksi tarkastella dynamiikkaa, jossa kytkentdvoimakkuus
on aikavakio g, = I'. T&ll6in muodossa (25) ensimméinen kommutaattoritermi tulee
dominoivaksi ja summalauseke approksimoidaan nollaksi. Aikakehitys rajalla At —

0 on télléin Liouville-von Neumann (tai lyhyemmin von Neumann) -muotoa

dps

gt = —1 [HS + Trn{vnnn}vps ; (41)

Vaikka von Neumann-muoto kuvaa useimmiten suljetun systeemin dynamiikkaa, niin
yhtéldssé (41) jalkitermi voi riippua aika-askeleesta n (joko V:m tai n:n kautta), jol-
loin siis kokonais-Hamiltonin operaattori riippuu olennaisesti ajasta. Ajasta riippuva
Hamiltonin operaattori johtaa ajasta riippuvaan energiaan, eli avoimen systeemin
kuvaukseen. [4]

Molemmissa esitetyissa raja-arvon lahestymistavoissa taytyi olettaa osan dyna-
miikan kuvauksesta jaévan merkityksettoméksi (= 0). Olennaisesti yhtalon (25) ter-
mit kehittyvit eri aikaskaaloilla: v/At ja At. Oletukset termien kontribuutiosta dy-
namiikkaan perustuu lopulta vuorovaikutuksen toimimiseen eri tavoin nailla aikas-

kaaloilla.
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5 Yhteenveto

Tutkielmassa esitettiin kvanttikollisiomallien ldhtokohdat ja mallin matemaattista
rakennetta. Lukijaa johdateltiin aiheeseen avoimien systeemien esityksilla kvantti-
mekaniikassa, seké yksinkertaisella Markovisella kollisiomallilla. Ymmarryksen tuek-
si esiteltiin vaaditulla tarkkuudella matemaattiset esitiedot ja laskut lapinakyvés-
ti. Yksinkertainen kollisiomalli perustana johdettiin muunnos laajalti tunnetum-
paan jatkuvan ajan kuvaamaan dynamiikkaan ja vuorovaikutukseen, kiyttaen kvant-
tioptiikasta tuttua viitekehysté: ympéristonéa toimivaa bosonista kenttad kuvattuna
kvantittunein harmonisin oskillaattorein. Lopuksi tarkasteltiin raja-arvon At — 0
méaarittyneisyyttd muunnoksessa jatkuvaan malliin.

Kollisiomallit ovat laaja aihe avoimien systeemien tutkimuksessa. Alkuehtoja
voidaan muokata monien dynamiikkojen kuvaamiseksi, esimerkiksi osasysteemien
korrelaatiovaatimuksia 16ysentdmalld tai osaympéristojen erilaisuuden sallimalla [2].
Hyvin nopeasti alkuehtoja muokkaamalla paadytdaan kuvaamaan ei-Markovista dy-
namiikkaa, milloin jokaisesta kollisiosta jaa muistijalki systeemiin. Talloin systee-
min alkutilan tunteminen ei riitd kuvaamaan dynamiikkaa, vaan taytyy olla tieto
systeemistd kaikkina aikaisempina ajanhetkind nAt. Voidaan myos tarkastella ns.
stokastisia kollisiomalleja, joissa vuorovaikutuksen aika At ei ole kiinted, vaan voi
vaihdella satunnaisesti tai jollain madratylld tavalla. 2]

Kollisiomalleilla on useitakin sovelluksia. Téssékin tutkielmassa esilla oleva kvant-
tioptiikan viitekehys tarjoaa usein asetelman, jossa kollisiomalli kuvaa fysikaalista
sellaisenaan (ilman jatkuvan ajan approksimaatiota). Jo edelld mainitut ei-Markoviset
systeemit ovat suuri tutkimuksen kohde niiden soveltuvuuden vuoksi. Kyseinen dy-
namiikka on kuitenkin hyvin monimutkaista. Kollisiomalleja onkin kiytetty paljon
ei-Markovisen dynamiikan tutkimiseen niiden tarjoaman laskennallisen edun vuoksi.
Kvanttikollisiomalleja on my6s sovellettu mm. kvanttitermodynamiikkaan, heikkoi-

hin mittauksiin (weak measurements) seké kvanttilentoratoihin (quantum trajecto-
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ries). [1,2,3,10]

Liite
A.1 Tensoritulo

Tensoritulo ® on tulo-operaatio vektoriavaruuksille (tdssd notaatio esiteltyné vek-
toreille Hilbertin avaruuksissa, jotka ovat erdénlaisia vektoriavaruuksia). Téllaisen
tensorituloavaruuden H 5 ® Hp alkiot |a) ® |b) € H o ® H p noudattavat seuraavia

sdantoja operaation ® suhteen:
c(la) @ b)) = (cla)) @ [b) = [a) @ (c|b))
(lax) + laz)) @ |b) = |ar) © [b) + |az) @ |b)
|a) @ (|b1) +[b2)) = |a) @ [br) + [a) © [ba), (A1)
missé |a) € Ha,|b) € Hp,c € C. Tensorituloavaruuden dimensio on sen osa-
avaruuksien (alisysteemien) dimensioiden tulo dim(H x ® Hp) = dim H - dim H g,

ja se siséltdéd vain (tensori-)tulovektoreita tai niiden lineaarikombinaatioita. Liséksi

méaédrittelemme sisitulon (tensori-)tuloavaruudessa distributoimaan seuraavasti. [4]
((a1] @ (ba])(laz) @ [b2)) = (ar | az) @ (b1 ] b2). (A.2)

On myos téarkea kasitelld kuinka operaattorit operoi téllaiseen tuloavaruuteen
Ha & Hp. Operaattorit tuloavaruuteen kirjoitetaan usein myds tensoritulon avul-
la A ® B, missi A operoi H a:han ja B Hp:hen H o @ Hp:ssa. Jos operaattori
operoi vain yhteen alisysteemiin, niin muita alisysteemeja vastaavat osat operaatto-
reiden tensoritulossa ovat identiteettioperaattoreja. Tamé myos kirjoitetaan joskus

lyhyemmin
Ay=A4 o1, (A.3)

missd 1 on identiteettioperaattori. Joskus kirjallisuudessa ei merkitd mitenkaan mi-

hin avaruuteen operaattori operoi, jos se on kontekstista selvia. [4,6]
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A.2 Jalki ja osittainen jalki

Jélki on lineaarinen operaatio, maaritelty matriisille A sen diagonaalikomponenttien

summana [4,7]

Tr{A} =) A (B.1)

Lineaarisen operaattorin matriisiesitykselle operaattorin jalki maaritellddn samoin.

Yleisemmin kuitenkin operaattoreille voidaan maérittaéd jalki seuraavasti:
A} =3 A ), (B2)

missé A on operaattori ja {|i)} on jokin ortonormaali kanta; nihdéén etté timé on
yhteensopiva diagonaalikomponenttien summausmaéritelman kanssa. Vaikka edella
annetussa médritelméssd on kdytetty kantaa {|¢)}, niin jilki itse on riippumaton
kannasta; kiytetty (ortonormaali) kanta on mielivaltainen. [4,6]

Kuten ylla mainittiin, jalki on lineaarinen:
Tr{A+ B} = Tr{A} + Tr{B}
Tr{cA} = ¢Tr{A}, (B.3)

missé A ja B ovat matriiseja tai lineaarisia operaattoreita ja ¢ vakio. Jalki noudattaa

lisdksi syklistd ominaisuutta:
Tr{ABC} = Tt{CAB} = Tr{BCA} # Tr{ACB}, (B.4)

missd C' on myds operaattori. Jokainen matriisi on similaarinen yldkolmiomatrii-
sin kanssa, jonka diagonaalilla on sen ominaisarvot, toisin sanoen on ns. similaari-
muunnos niiden kahden matriisin vililldi A = PTP~!. Jiljen syklisen ominaisuuden
avulla saadaan Tr{A} = Tr{PTP~'} = Tr{P !PT} = Tr{T}, toisin sanoen siis

mielivaltaisen matriisin A jalki on sen ominaisarvojen summa

Tr{A} =) A, (B.5)
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missé \; ovat A:n ominaisarvot. TAmé& ominaisuus patee myos (lineaarisille) operaat-
toreille, mikéd saadaan valitsemalla ortonormaaliksi kannaksi jidljen maéritelmésséa

(B.2) operaattorin ominaiskanta. [4,7]

A.2.1 Osittainen jalki

Yhdistetylle systeemille voidaan soveltaa jéaljen mééritelméaé (B.2). Jos kuitenkin ol-
laan kiinnostuneita osasysteemin p; redusoidusta dynamiikasta (toisin sanoen meita
kiinnostaa vain esimerkiksi, kuinka p, kehittyy, eikd ollenkaan py), niin kiytetdan
osittaista jalked.

Osittainen jélki operaattorina toimii pitkalti samoin, kuin jalki (B.2). Téssé ta-
pauksessa summaus tapahtuukin vain yhden yhdistetyn systeemin osasysteemin yli.
Kun o = p, ® py, niin osittainen jalki Try voidaan laskea

Trp{o} = Z((ilb)a(li>b) =Y (A& (i)l [i)y). (B.6)

(2
Osittainen jalki on méaéritelty tarkemmin esimerkiksi viitteissa [8,9]. Liséksi osasys-

teemin a tila p, maaritellddn osittaisen jéaljen avulla yhdistetysta tilasta:

pa = Try{o}, (B.7)

kun 0 = p, ® py. Osittaista jalked voi konseptuaalisesti verrata todennékoisyyslas-

kennasta tuttuun reunatodennakoisyysfunktion laskemiseen yhteistodennakoisyys-

funktiosta: px = Zy pxy(z,y). [2,4,6]

A.3 Aikakehitys
A.3.1 Diskreetti tilan muutos

Laskemme téssé yhtélon (21) illustratiivisend esimerkkind laskuista téssd tutkiel-

massa. Tehdédéin samat oletukset kuin luvussa 3.1, eli siis jitdmme termit O(At)?,
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sekii. O(At)? jotka eivit riipu toisessa asteessa V,:sti pois [2]. Ao, = UnanUL —op

. . . . . 1.
_ (]1 —i(Hy + Vo)At — ViAtZ) o (11 +i(Ho + Vo)At — §VZAt2) — o

~ N ~ 1 N
ViAt2) (an +10,Hog + 10,V ,, At — —anViAt2> — oy,

N = DN —
\]

= (]1 —i(Ho+ V) At —
= 0, + i HoAt + o,V Al — §gnvim2 —iHoo, At + Hoon HoA + Hoo,V, At?

~ ~ N ~ N 1~
— VAt + Vo Ho AR + V0o Vo AL — §VianAt2 — o, +O(AB),  (C.11)

mistd voidaan nyt poistaa termit edelld mainitun approksimaation mukaan ja uu-

delleen jarjestella jaljelle jaavat termit At riippuvuuden mukaan:

o N N ~ ~ ~ 1 - ~
i (—anHO — 0u Vo + Hoop + Vnan> At + (vnanvn - 5(vian + anvi)) At?

. . . . 1 .
= i[Hy + Vi, 0] A+ (Von Vi — 5[1/2, ol ) AL, (C.1.2)

miké on juurikin luvun 3.1 tulos (21).

A.3.2 Diskreetti Lindblad-muoto

Laskemme nyt muunnoksen liikeyhtélostd (24) diskreettiin Lindblad-muotoon (25)

tarkemmin. Osaympéristo 7, voidaan kirjoittaa spektraalihajotelmana (4)

Mo = Y pelk)n k], (C.2.1)

missd ), pp = 1. Késiteltdvd muunnos koskee vain yhtélon (24) At riippuvaista
termié, joten kohdistamme tarkastelumme vain siihen. Sijoitetaan (C.2.1) tarkas-
teltavaan termiin, jolloin osittainen jalki muuttuu summaksi yli kantavektoreiden

|k") spektraalihajotelman ja jiljen médritelmien ansiosta (4), (B.2). Huomaa, etté
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vektorit |k), kommutoivat systeemin p kanssa:
N N 11,2
At Tr, {Vnpnnnvn - = [Vn, pnnn] }
2 +
_Atz (K| ( nPn (Zpk]k k:|> -

= Aty (pk (K170 ) (17l — 5 (K]

kK

Voo (Zmlk kl)] )! )
Vo on (Zmlk >L|k’>> ,

(C.2.2)

missi jatimme alaindeksit n kantavektoreista {|k),}. Nyt ensimmaéisestd termisté
summan sisalld saadaan

S (At (K V) KV 1)

e,k

~ ~ s st
= Dk |V k) At p o/ Pr(k|V oK) VAL =~ Lig pu Ly (C.2.3)

kK
missd méérittelimme hyppyoperaattorit Ly = /i (K ]Vn|k>\/ At, kuten luvussa
3.2. Nyt jaljelld on endd antikommutaattoritermi summan sisalld yhtélossd (C.2.2).
Avataan antikommutaattori, jolloin kyseisesta termista tulee
1 A2 2
— SO (Pl ) K|+ prpal ) K]V, ) 1K)
kK

1 1t > / 1Y 9 /
-5 (pk</<7 |Vl k) (K IV K'Y Aty + pupre (K [V o) (R Vo | B >At>
k,k!

- __Z (K (Vo )V At pr (k| V | K )V At p,

k,E

+ o/ Dr K |V o )WV AL pr (k| Vo |K VAL d (C.2.4)

Indeksit k ja k' ovat mielivaltaisia nimityksid summausindekseille yli saman joukon,
jolloin ne voidaan nimetd uudelleen (vaihtaa péittain) & — k', ¥ — k, milloin
saadaan

1 1orat s
= —5 Z < kk/ka/pn + ankk’ka’) = Z —5 [ka/ka/, pni| . . (CQ5)
ik o k!

Yhdistamaélld nyt (C.2.3) ja (C.2.5), saadaan diskreetti Lindblad-muoto (25).
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A.4 Vwuorovaikutuskuva

Kéaydédédn tassa liitteessd lapi yhdistetyn systeemin Hamiltonin operaattorin (31)
luvussa 4.2 muunnos vuorovaikutuskuvaan siirryttaessa. Vuorovvaikutuskuvassa ti-
heysoperaattori kehittyy ajassa vuorovaikutusoperaattorin kanssa ja operaattorit
kehittyvit systeemin ja ympériston Hamiltonin operaattoreiden kanssa [11]. Yleisin
aikakehityksen esitys kvanttimekaniikassa on ns. Schrodingerin kuva, jossa aikake-
hitys tapahtuu tiheysoperaattorissa / tilavektorissa [14]. Tilaesitysten ja operaatto-

reiden relaatiot Schrédingerin ja vuorovaikutuskuvan vélilla ovat muotoa

‘wtl> = eiHEt‘wt>7
Hi(t) = e et fre=ifet (D.1)

missé indeksi [ viittaa nyt vuorovaikutuskuvaan [15]. Johdetaan kokonais-Hamiltonin

operaattorin esitys vuorovaikutuskuvassa ldhtien Schréodingerin yhtéalosta
0 2
§|1/)t> = —iH |ir)
0 A i .
= 5 [00) = iHp|g)) + P (=i H) i)
= il pl) + [P (—iH)em e T ), (D2)
jonka jalkimméinen hakasulkulausekkeista on (D.1) mukaan [¢]). Ensimmiisesti
hakasulkulausekkeesta saadaan
eiﬁEt(—iH)e_mEt = —z'e“EIEt(ﬁs + Hp+ flf)e_“th
= —iHg— il —iH(t), (D.3)
missé viimeisessa vaiheessa hyodynnettiin alempaa kaavaa (D.1) sekéd operaattorei-

den kommutointia. Sijoittamalla tdmé takaisin yhtdloon (D.2), saadaan
0 7 ; > >
EWJD =i(Hpg — Hs — Hp — Hy)|yy))
= —i(Hs+ Hp)l/). (D.4)

Kayttamalla yhtdloita (D.1) ja todeten, etta H; = V tutkielman tarkastelussa,

saadaan ajasta riippuva Hamiltonin operaattori (32) luvussa 4.2.
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