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Tasséd tutkielmassa késitelladan todennédkoisyyslaskennan epayhtaloitd. Tutkielman
alkuun maaritelladn satunnaismuuttuja ja siihen liittyvéit késitteet. Tamén jéalkeen
todistetaan Markovin, TSebySevin, Paley-Zygmundin ja Jensenin epayhtélot. Jokai-
seen epayhtaloon liittyy esimerkkejé, jotka auttavat ymméartdméaan epayhtaloita.
Todennékoisyyden epayhtiloiden avulla voidaan todistaa muita todennékoisyyslas-
kentaan liittyvia todistuksia. Naita ovat esimerkiksi suurten lukujen laki ja keskeinen
raja-arvolause.
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1 Johdanto

Todennékoisyyslaskennan epayhtalot ovat matemaattisia todennékoisyystuloksia,
jotka laskevat yldrajoja satunnaismuuttujien todennékoisyyksille.

Tutkielmassa késitelladn Markovin, TSebySevin, Paley-Zygmundin ja Jensenin
epayhtaloita. Markovin epayhtalon tavoitteena on antaa suuri ja optimaalinen ar-
vio satunnaismuuttujan jakauman hénnén kdyttaytymisestd. TSebySevin epayhtéa-
16n tavoitteena on laskea, kuinka usein satunnaismuuttujan arvot poikkeavat odo-
tusarvosta. Markovin epéayhtaloa voidaan soveltaa satunnaismuuttujille, joiden odo-
tusarvo on tiedossa. TSebySevin epayhtélot voidaan soveltaa satunnaismuuttujille,
joiden odotusarvon lisdksi tunnetaan varianssi. Paley-Zygmundin epayhtalo antaa
arvion, kuinka todennokoista on, ettd positiivinen satunnaismuuttuja saa pienen ar-
von. Tamé arvio perustuu muuttujan ensimmaéiseen ja toiseen momenttiin.[3] Jense-
nin epéayhtélo kasittelee satunnaismuuttujan konveksien ja konkaavien muunnosten
odotusarvoa.

Tutkielman tavoitteena on ymmértaa epayhtéloiden antamia arvioita eri satun-
naisilmioissa. Epédyhtalciden arviot ovat usein epéatarkkoja, mutta merkittavia, kos-
ka niiden avulla voidaan laskea satunnaismuuttujien arvojen todennékoisyyksille
rajoja, vaikka satunnaismuuttujan jakaumaa ei tunneta. Todennékoisyyslaskennan
epayhtéloita tarvitaan todennékoisyyslaskennan todistuksissa, kuten suurten luku-
jen laissa ja keskeisessé raja-arvolauseessa.

Luvussa 2 késitelladn satunnaismuuttujia ja muita kasitteita, jotka liittyvit to-
dennékoisyyslaskennan epayhtaldihin. Diskreetin satunnaismuuttujan todennakoi-
syysfunktio on pistetodennékoisyysfunktio, ja jatkuvan satunnaismuuttujan toden-
nakoisyysfunktio on tiheysfunktio. Luvussa 3 késitellddn Markovin epayhtéloa. Epéayh-
talo todistetaan diskreetin satunnaismuuttujan sekéd jatkuvan satunnaismuuttujan
tapauksessa. Luvussa tutkitaan epayhtéaloa esimerkkien avulla. Luvussa 4 kéasitelladn
Tsebysevin epayhtéloa. Se todistetaan Markovin epéyhtélon nojalla. Luvussa késitel-
ladn TSebysevia esimerkilld, jossa verrataan epayhtédlon antamaa arviota tarkkaan
arvoon. Luvussa 5 kdsitellddn muita todennidkoisyyslaskennan epayhtaloita, jotka
ovat Jensenin ja Paley-Zygmundin epéyhtdlo. Luvussa 6 todistetaan todennakoi-
syyslaskennan raja-arvoauseita. Suurten lukujen laki voidaan todistaa TSebySevin
epayhtalon nojalla.



2 Satunnaismuuttuja

Satunnaismuuttuja X eli stokastinen muuttuja on todennékéisyyslaskennan perus-
kisite. Satunnaismuuttujaa kdytetadn todennakoisyyslaskennassa kuvaamaan arvoa,
joka voi saada erilaisia tuloksia satunnaisesti. Esimerkiksi nopanheitossa satunnais-
muuttuja voi olla nopan silmaluku valilla 1-6.

Satunnaismuuttujat voivat olla diskreetteja tai jatkuvia. Diskreetin satunnais-
muuttujan todennékoisyysfunktiota kutsutaan pistetodennékoisyysfunktioksi. Dis-
kreetissé tapauksessa satunnaismuuttujan arvojoukko on &érellinen tai numeroi-
tava. Esimerkki diskreetistd satunnaismuuttujasta on nopan silméluku. Jatkuvan
satunnaismuuttujan todennakoisyysfunktiota kutsutaan tiheysfunktioksi. Jatkuvan
satunnaismuuttujan tapauksessa arvojoukko voi olla reaalijoukon véli. Esimerkki
jatkuvasta satunnaismuuttujasta on sademaéaré, joka voidaan mitata tarkasti.

Maaritelma 1. Pistetodennékoisyysfunktio on diskreetin satunnaismuuttujan to-
dennékoéisyysfunktio. Funktio saa nollasta eroavan arvon yksittéiselle perusjoukon
() satunnaismuuttujan arvolle.

p(xi) = P(X = ),

missd x; € (). Funktio saa todennékoisyysarvoja kaikille perusjoukon arvoille, mut-
ta muissa tapauksissa se saa arvon nolla. Pistetodennakoisyysfunktio on diskreetti

kuvaus
p:Q—[0,1].

2l

Maaritelma 2. Satunnaismuuttuja X on jatkuva, jos on olemassa funktio f(x) > 0,
jonka reaaliakselin véleilld [a,b| patee

P(angb):/bf(x)dx.

Tama funktio f(z) on tiheysfunktio. Satunnaismuuttujan jatkuvuuden edellytys on,
ettd kaikki todennékoisyydet on mahdollista laskea tiheysfunktion méaéarattyjen in-
tegraalien avulla yksikésitteisella tavalla. [2]



3 Markovin epayhtalo

Markovin epayhtélo on todennakoisyystulos, joka kertoo todennékoéisyysjakaumas-
ta. Sen tavoitteena on antaa paras mahdollinen arvio satunnaismuuttujan jakau-
man suurempien kuin annetun t:n arvojen kayttaytymisestd. Epayhtdlon mukaan
ei-negatiiviselle satunnaismuuttujalle X ja kaikille positiivisille reaaliuvuille t toden-
nékoisyys, ettd X on suurempi tai yhtd suuri kuin t, on pienempi tai yhta suuri
kuin X:n odotusarvo jaettuna t:lla. Epayhtdlo voidaan laskea satunnaismuuttujille,

joiden odotusarvo on tunnettu.

Lause 1. Jos X on ei-negatitvinen satunnaismuuttuja, jolla
p=E(X) < o0,
nin on voimassa Markovin epayhtdlo:

Ky

P(Xzt)<t

> 0.

Todistus. Jos X on jatkuva satunnaismuuttuja, niin

E(X):/Ooxf(:c)dxz/ooxf(:c)dxz/Ootf(x):tP(th).

0 t t

I

Jos X on diskreetti satunnaismuuttuja, niin

17l
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Esimerkki 1. Satunnaismuuttujan X odotusarvo on 4, tarkastellaan todennékdi-

syydet eri t:n arvoilla.
Markovin epéyhtélolla saadaan

4
P(X >10) < —
(X210) < o,

kun ¢ = 10. Todennikdisyys, ettd X on suurempi kuin 10 on .

4
P(X >40) < —
( _ )—407

kun ¢ = 40. Todennékéisyys, ettd X on suurempi kuin 40 on +



Markovin epéayhtélo antaa parhaan mahdollisen arvion, koska satunnaismuuttu-
jasta tiedetddn pelkistddan odotusarvo, jolloin parempaa arviota ei voida tehda.

Esimerkki 2. Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X; ~ Po(2),i = 1,2, ..., 10, ovat
riippumattomat. Lasketaan todennékoisyyden

tarkka arvo, Markovin epayhtélon antama arvo ja keskeisen raja-arvolauseen antama
arvo. Vertaillaan niitd keskendan. Tall6in

iXi ~ Po(10 - 2) = Po(20).

i=1

Taméan jalkeen saadaan tarkka todennékoisyys:

10 10
PO X;>15)=1-P(>_ X;<14)
=1 i=1

14 10
=1-> P _X;=k)
k=0 =1

14
20)F
:1—26_20'< '>
k=0

— k!
=1-0,10486 = 0,8951.
Markovin epayhtélolla saadaan:
EC X)) 20 4
P X, >15) < /===l 2 0 =~ =1 33..
(Z z15) < 15 5 3
Keskeisella raja-arvolauseella saadaan:

10
> Xi~ N(10-2,10- 2) = N(20,20)

=1

10 10
PO X;>15)=1-P(>_ X;<14)
=1 =1

14+ 3 —20
V20

= ®(1,23) = 0,8907.

Tarkka arvo ja keskeisen raja-arvolauseen antamat arvot ovat melko samat. Marko-

vin epayhtalon antama arvo on suuri verrattuna tarkkaan ja keskeisen raja-arvolauseen
antamiin arvoihin. Markovin antama arvio ei voida kayttédéa, koska se on yli 1.

~ 1 -9

)=1—®(—1,23)



4 TsSebysSevin epayhtalo

Tsebysevin epayhtalo mittaa, kuinka usein satunnaismuuttujan arvot poikkeavat
odotusarvoista. TsebySevin epédyhtélo antaa tietyn satunnaismuuttujaan X liittyvan
tapahtuman todennékéisyydelle ylarajan, kun satunnaismuuttujan X odotusarvo ja
varianssi ovat tiedossa. Varianssi ja keskihajonta mittaavat, kuinka todennéakéisyys
keskittyy odotusarvon ymparille.

Lause 2. Jos u = E(X) ja 0?=Var(X)< oo, niin on voimassa Tsebysevin epiyhtdli:

0.2

Todistus. Koska (X —u)? on ei-negatiivinen satunnaismuuttuja, niin Markovin epéyh-
talon mukaan
E[(X —p)?] _ o?

t2 :t—2,t>0

i 0

P(X — | 2 t) = PI(X —pf* 2 ] <

Esimerkki 3. Olkoon X ~ Exp(\). Lasketaan TSebySevin epayhtélon avulla ylaraja
todennéakoisyydelle
P(IX — E[X]| > b),

missa b > 0. Tiedetédan, etta

1
EX]|=<
X] =+
ja
1
Var[X] = IVh
Kayttamalla TsebysSevin epayhtaloa saadaan
Var(X)
P(X — BIX]| 2 5) < 222
1
TN

7]

Esimerkki 4. Lasketaan TSebySevin epéayhtéalon

2

o
P(lX_MEk)ﬁﬁ

antama arvio ja vertaillaan tarkkaan arvoon tapauksissa k = 1—10 ja Z—i, kun X on

tasaisesti jakautunut valilla (0,1). Oletetaan, ettd X ~ Tas(0,1), p = E(X) =
5,02 =Var(X) = 5. Lasketaan ensin tarkka todennékéisyys, kun k = 1
P(X — | > k)= 1- P(X — | < k)

=1-Plu—k<X<p+k)

5



=1— (Fx(u+k)— Fx(p—Fk))

= 1~ (Fx(3 + k)~ Fx(5 — k)

=1-(06—-04)=038.

Seuraavaksi lasketaan tarkka todennakéisyys, kun k = i

P(X —p| > k)=1—(0.75 — 0.25) = 0.5.

Tsebysevin arvio:
2

o
PUX 2K < T
kunk‘:%,
= ! _ = 8.333
T2 (L) 2T
kunk‘:}l,
= L —1—1333
BERUEE

Tsebysevin epayhtéld antaa suuremman arvion kuin tarkka arvo. Tarkat toden-
nékoisyydet antavat hyodyllisemmén ratkaisun, koska ne arvot ovat alle 1. Kun k
arvo pienenee, TSebySevin arvo kasvaa. Molemmilla k:n arvoilla epayhtéalon antamat
arvot ovat yli 1. Taman takia epayhtélo ei anna hyodyllista arviota.



5 Muita todennakoisyyslaskennan epayhtaloita

5.1 Paley-Zygmundin epayhtalo

Paley-Zygmundin epayhtélé on todennakdisyyden epayhtialo, joka asettaa yldrajan
todennékoisyydelle, jonka positiivinen satunnaismuuttuja on pieni oman kahden en-
simmaisen momentin suhteen.

Lause 3. Olkoon X ei-negatiivinen satunnaismuuttuja. Oletetaan, ettd
0 < E[X?] < 0.
Talloin jokaisella pdatee 6 € [0, 1],

E[X]?
EX?Y

P[X > 0E[X]] > (1 —6)?

Todistus. Ensin saadaan X = X1x<ppx]+X1x>¢px).-Otetaan odotusarvot molem-

milta puolilta
EIX] = E[X1x<opx] + E[Xxs0mx)]-

Rajoitetaan epéyhtélon molemmat puolet. Jos 1x<gp(x] ei ole nolla, niin X < §E[X]
sekd X1x<gppx) < OE[X]. Tastd seuraa, etté

EX1x<prx)] < 0EX].
Toinen termi ratkaistaan Cauchy-Schwarzin epayhtélon nojalla, jolloin saadaan
E[X1xsopx)] < (BX?E% s 0px)) "
Lopputulokseksi saadaan
E[X] < 0E[X] + (E[X*P[X > 0E[X]])"/%
Muutetaan lopputulos Paley-Zygmundin epaytéloksi

» B[X]?
B[X?

I3] 0

(1-9)

< P(Z > 0E[X)).

Esimerkki 5. Tarkastellaan graafia, jossa on n kirkeé. Jokaiselle jarjestaméttomal-
le erilliselle kérkiparille (v1,v) on olemassa reunat v; ja vy todennédkdisyydelld P,
riippumatta muista kirkipareista.

Graafia merkitdan:

G(n,p).

Tavoitteena on tutkia, sisdltdako G(n, p) kirkié, joihin ei yhdisty reuna, kun n — oo.
Olkoon FE; tapaus, jossa kirki i on eristynyt, ja

Yni}i

7



kuvaa eristyneiden kirkien lukumaééraé. Jokaisen kérjen eristyneisyyden todennakoi-
Syys on
P[EZ] = (1 _p)n717

jolloin eristyneiden kéarkien oletettu lukuméaéra on
ElY,] =" PE]=n(1—p)"".
i=1

Kaksi erillista kirked, joille pétee ¢ # j kuuluu 2n — 3 reunaan. Téll6in

PE;NE;] = (1 —p)> .

Lasketaan toinen momentti:

EY2 =S PlE 0B

ij=1
=> PIE|+ > PIENE)]
i=1 i,j=1

=n(l—p)""" +nln - 1)1 -p)*
Koska Y saa kokonaislukuarvoja, niin sille péatee
P[Y > 0] = P[Y > 1].
Paley-Zygmundin epayhtalolla lasketaan:

’I’L2(1 - p)2n72

PlY = 1] > n(l—p)—t+n(n—1)(1—p)>-3

1
G(L=p) 42 (l—p)t

Sallitaan, ettd P on riippuvainen n:sté, mistd seuraa, jos

1

SN
n(l —p)n

tal vastaavasti
’I’L(]_ - p)n — 00,

kun n — oo. Tall6in pétee
PlY > 1] =1,

kun n — oc.
Jos tdma ehto téayttyy, niin n:n ollessa suuri on erittdin todennékoisté, etté
G(n,p) siséltad ainakin yhden eristyneen kérjen. [3]

8



5.2 Jensenin epayhtalo

Jensenin epayhtalo on todenndkoisyyden epéyhtalo, joka késittelee satunnaismuut-
tujan konveksien ja konkaavien muunnosten odotusarvoa.
Jensenin epayhtalo patee konveksille ja konkaaville funktiolle.

# g lf

Kuva 1: Konkaavi funktion tangetti sijaitsee kokonaan paraabeli ylapuolella.

Kuva 2: Konveksi funktion tangentti sijaitsee paraabelin alapuolella

Derivoituva funktio on aidosti konveksi, jos sen toinen derivaatta on aidosti po-
sitiivinen. Toisin derivoituva funktio aidosti konkaavi, jos sen aidosti negatiivinen.

Lause 4. Olkoon X integroituva satunnaismuuttuja. Olkoon g: R — R konveks:
funktio siten, ettd myds
Y = g(X)

on integroituva. Tdlloin patee Jensenin epdyhtdlo:
Elg(X)] = g(E[X])

Todistus. Funktio g on konveksi, jos mille tahansa pisteelle zy funktion g kuvaaja
sijaitsee kokonaan sen tangentin ylapuolella pisteessa xg:

g(x) > g(xo) + b(x — x9),Vz

missé b on tangentin kulmakerroin. Asettamalla + = X ja xy = E[X], epayhtilo
muuttuu muotoon

9(X) = g(E[X]) + b(X — E[X]).

Otetaan epayhtdlon molemmilta puolilta odotuarvot
Elg(X)] = Elg(E[X]) + b(X — E[X])]

9



Seuraavaksi
[Elg(X)] = g(E[X]) + b(E[X] — E[X])

= 9(E[X])

eli
Elg(X)] > g(E[X)]

Jos funktio g(x) on konkaavi, niin -g(x) on konveksi, jolloin saadaan epayhtilo
E[—g(z)] = —g(E[X])
Jaetaan molemmat puolet (-1):114:
Elg(X)] < g(E[X])
5] O

Esimerkki 6. Jokaisen satunnaismuuttujan X varianssi on positiivinen arvo.

Télloin
Méaritelladn, ettéa

epayhtéld saadaan muotoon:
E[h(X)] = ME[X]).

Funktio h(z) = 2% on esimerkki konveksista funktiosta. Jensenin epiyht#lon nojalla
mille tahansa konveksille funktiolle h pétee

E(X* > E(X)%
|61

Esimerkki 7. Jos h: R — R on konveksi ja ei vihenevi, ja g : R — R, niin h(g(z)
on konveksi.
Koska g on konveksi, niin

glaz + (1 - a)y) < ag(z) + (1 - a)g(y)
kaikille o € [0, 1] Téll6in saadaan
h(glaz + (1 - a)y)) < h(ag(z) + (1 — a)g(y))

< ah(g(z)) + (1 — a)h(g(y)),

missé h on ei-viheneva ja konveksi. |?|

10



6 Raja-arvolauseita

6.1 Suurten lukujen laki

Lause 5. Olkoon (X,) jono rigppumattomia satunnaismuuttugia, joille E[X;] = u
ja Var(X;) = % Tdlloin kaikilla € > 0

|—ZX > €) =0,

kun n — oo. Saadaan
1 n
N

Todistus. Osoitetaan, ettéa

ja

1
VCLT(E ZXJ = ETLO' = ?,

i=1
jolloin Tsebysevin epayhtélon nojalla saadaan
o2

|—ZX [ > €) <@—>0

kun n — oo. O
Suurten lukujen lain mukaan, kun ilmididen X, i = 1,...,n, miédrd n kasvaa

rajatta, niiden keskiarvo ldhestyy hyvin lahelle odotusarvoa. [2]

6.2 Keskeinen raja-arvolause

Keskeisen raja-arvolauseen mukaan keskiarvon jakauma suppenee kohti normaalija-
kaumaa.

Lause 6. Olkoon (X,,) jono riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuut-
tugia, joille pitee E[X;) = p ja Var(X;) = o*. Saadaan

ZXZ,S* = \/_a

Talloin
Fg:(x) = ®(x)
kaikilla z, kun n — oo, jossa ®(x) on standardinormaalijakauman kertymdfunktio.

2l
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Esimerkki 8. Tavoitteena on laskea summan

n
i=1
jakauma, jossa m on suuri. Keskeisen raja-arvolauseen nojalla saadaan

Fs (x) = P(S, < x)

Sn—nu<:v—n,u
Vno T y/no
= P(S; < —=F)

T —nu x—n,u)
Vno Vno

Kyseessd on normaalijakauman jakaumafunktio, jossa odotusarvo on nu ja varianssi

no?.

2l

= P( )

Vno

= Fs; )~ &

12



7 Yhteenveto

Tassé tyossa késiteltiin todennékoisyyslaskennan epayhtéloita. Markovin ja TSebySe-
vin epayhtalot antavat karkean arvion satunnaismuuttujien todennakoéisyysjakau-
masta verrattuna tarkkaan tai keskeisen raja-arvolauseen arvoihin. Naita epayhtaloi-
ta voidaan kayttad hyodyksi muissa todennéakoisyyslaskennan todistuksissa. Epéayh-
talot antavat parhaan mahdollisen arvion, koska tiedossa on vain odotusarvo tai
odotusarvon lisdksi my0s varianssi.

Paley-Zygmundin ja Jensenin epayhtélot ovat monimutkaisempia todennikoi-
syyden epayhtaloitd. Jensenin epayhtdlo tutkii satunnaismuuttujia konveksien ja
konkaavien funktioiden eri tapauksissa. Muita merkittavid raja-arvolauseita ovat
suurten lukujen laki ja keskeinen raja-arvolause. Suurten lukujen laki todistettiin
Tsebysevin epayhtélon nojalla.

13



Viitteet

1]

2l

3]

4]

5]

(6]

17l

Heikki Ruskeepéé: Todennékoisyyslaskenta I Opettajan moniste, 2012. Delta,
Turun yliopisto.

Jukka Lempa, Harto Saarinen: SMAT5306- Todennékoisyyslaskennan jatko-
kurssi. Delta, Turun yliopisto.

Nic Freeman: Probability with Measure, 6.2 The Paley-Zygmund inequality.
9.5.2024:

https://nicfreeman1209.github.io/ Website/MASx50/html/The-Paley-
Zygmund-inequality.html#autosec-236 Luettu 6.4.2025

Hossein Pishro-Nik: Introduction To Probability, Statistics and Random
Processes: 6.2.6 Solved Problems (Problem 4 and 8).
https://www.Probabilitycourse.com/chapter6/6 2 6 solved6 2.php.

Luettu 6.4.2025.

Math Monks, Jensen’s Inequality.
https://mathmonks.com /inequalities/jensens-inequality. Luettu 6.4.2025

Hossein Pishro-Nik: Introduction To Probability, Statistics and Random
Processes: 6.2.5 Jensen’s Inequality.
https://www.probabilitycourse.com/chapter6/6 2 5 jensen’s inequality.php.
Luettu 6.4.2025

Math Monks, Markov’s Inequality.

https://mathmonks.com /inequalities/markov-and-chebyshevs-inequality.
Luettu 11.4.2025

14



	Johdanto
	Satunnaismuuttuja
	Markovin epäyhtälö
	Tšebyševin epäyhtälö
	Muita todennäköisyyslaskennan epäyhtälöitä
	Paley-Zygmundin epäyhtälö
	Jensenin epäyhtälö

	Raja-arvolauseita
	Suurten lukujen laki
	Keskeinen raja-arvolause

	Yhteenveto

