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Matematiikka

Huhtikuu 2025

Téassd tutkielmassa perehdytédn Newton-Cotes-kvadratuuriin. Tyossd késitelldaan
suljettuja Newton-Cotes-kvadratuurikaavoja. Integroimisvélin péadtepisteet sisalty-

vat integraalin approksimaatioon. Tydssa tarkastellaan myos Newton-Cotes-kvadratuurin
eksplisiittisia muotoja tapauksia n = 1,2, 3, joihin tutkielmassa viitataan nimell&
Newton-Cotes-saannot. Tutkielman lopuksi esitetdén esimerkkeja.
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1 Johdanto

Tutkielmassa perehdytidan Newton-Cotes-kvadratuuriin, joka on numeerisen integroin-
nin menetelmé. Tyo6ssd Newton-Cotes-kvadratuurin eksplisiittisista tuloksista kayte-
tdan nimitystd Newton-Cotes-sdannot. Newton-Cotes-sdanndt ovat joukko kaavoja,
joissa integraalia arvioidaan tasavalisenjaon pisteissa. Ideana on approksimoida tut-
kittavaa funktiota Lagrangen interpolaatiopolynomin avulla. Tutkielma pohjautuu
lahteeseen [I]. Lahdetté [3] on kiytetty yhtendistdméén matemaattista kielta.

Newton-Cotes-kvadratuuri on nimetty Isaac Newtonin ja Roger Cotesin mukaan.
Menetelméa kehittyi 1700-luvulla. Newton-Cotes-sdéntdjen kaltainen kaava esiintyy
ensimmaisté kertaa Isaac Newtonin Principia-teoksen toisessa painoksessa, jonka
toimittajana Roger Cotes toimi. Cotesin kuoleman jéalkeen hénen serkkunsa jul-
kaisi kasan Cotesin kirjoittamia artikkeleita. Artikkeleiden joukossa oli kaava, jo-
ka tuli myohemmin tunnetuksi nimilld Newton-Cotes-kvadratuuri ja Newton-Cotes-
saannot. [2].

Kaikille integraaleille ei vilttadmatta voi laskea tarkkaa arvoa. Usein on kuitenkin
tarpeellista pystyé selvittdmaédn integraalin likiarvo halutulla tarkuudella. Newton-
Cotes-sdannot mahdollistavat integraalin likiarvon selvittamisen. Kvadratuurikaava
voidaan muodostaa mille tahansa n + 1 pistetta sisdltévalle valille. Integroimisvélin
ollessa suuri voidaan kiyttdéd integraalin likiarvon selvittdmiseksi Newton-Cotes-
vhdistelmésaantod. Tyosséa keskitytddn matala-asteisiin Newton-Cotes-saéntoihin.

2 Newton-Cotes-kvadratuuri

Téssé luvussa perehdytédn Newton-Cotes-kvadratuuriin. Ensiksi selvennetéén, mil-
lainen on alkutilanne. Seuraavaksi madaritellddn Lagrangen interpolaatiopolynomi,
jonka jialkeen muodostetaan Newton-Cotes-kvadratuurikaava. Newton-Cotes-kvadratuurin
ideana on korvata arvioitava funktio sellaisella polynomilla, jolla jossakin tasavéli-
senjaon pisteessé on sama arvo kuin tutkittavalla funktiolla.

Arvioidaan reaalifunktion f(x) integraalia tietylld valilla [a,b]. Integraalin ap-
proksimoinnissa hyodynnetdan integroimisvalin pisteitd ja muodostetaan vélille ta-
savalinenjako. Valilla olkoon n + 1 pistettd xg < 1 < - -+ < x,,. Tasaisesti jakautu-
neet pisteet muodostavat vilille osavéilejia. Olkoon jokainen piste muotoa x; = xo+1th,
jossai=0,1,...,n jah = -2
Maaritelma 1. Kun on valittu funktio f ja joukko pisteitad xg,x1,...,x,, niin po-
lynomia L(x), jonka
i) aste on enintdén n, ja
ii) jolle L(x;) = f(x;) kaikilla indeksin ¢ arvoilla, sanotaan funktion f Lagrangen
interpolaatiopolynomiksi.

Jos sekd L(x) ettd K(x) ovat Lagrangen interpolaatiopolynomeja, niiden erotus
R(z) = L(xr) — K(x) on myos astetta n oleva. On kuitenkin huomattava, ettd
R(z;) = Ly(x;) — K(x;) = f(x;) — f(x;) = 0 jokaisessa n + 1 pisteessd. Ainoa
enintdan astetta n oleva polynomi, jolla on n 4+ 1 nollakohtaa, on vakiopolynomi



nolla. Talléin R(z) =0 — L(z) = K(z), ja téten L(x) on yksikésitteinen.

Lagrangen interpolaatiopolynomi muodostuu Lagrangen kantapolynomeista [;(x).
Lagrangen kantapolynomeja ovat

k
l(a})— H r — I; . T — 2o T —=Tj1 T —Tj41 r — T
T;— % Tj—X Tj—Xj_1Tj — X T;— X
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Lagrangen kantapolynomeille pétee
Li(z:) = 0.kun i # j,ja
li(x;) = 1.

Lagrangen interpolaatiopolynomi saadaan siten lineaarikombinaationa.

L(x) =) f(x)l;(x).

jossa l;(x) on Lagrangen kantapolynomi.

Newton-Cotes-kaavojen ideana on korvata tutkittava funktio f(x) interpolaatiopo-
lynomilla L, (x), joka saa samat arvot kuin funktio f vélin pisteissa g, x1, ..., Z,.
Toisin sanoen L, (x;) = f(z;) kaikilla indeksin i arvoilla. Interpolaatiopolynomi ei
yleensé yhdy funktioon f vélin muissa pisteissd. Tatd sanotaan interpolaatiovirheek-
si. Interpolaatiovirhettd mittaa funktio &, (z), jolle

f(z) = Lo(z) + en()
kaikissa vélin [xg, z,,| pisteissd x. Téten integraali on

]zljf@ﬂx:/'MM@+64@Mwi/M%@Mx+/%%@M$:Q+Eh.

xo o o
(1)

Sopivalla interpolaatiopisteiden i, xs, ..., x,_; valinnalla voidaan laskea péatermi
1,, tarkasti ja arvioida interpolaatiovirheestd aiheutuvaa termin E1,, suuruutta.
Muodostetaan ensin integraalin likiarvo [,,. Kaytetddn Lagrangen interpolaatiopo-
lynomia L, (x) ja muodostetaan Newton-Cotes-kvadratuurikaava.

1:/%L4@m

zo

= /I” Lf(o)lo(x) + f(o1)li(2) + -+ + f(zn)ln(7)]dw

zo

w 2
- [} ()
=3 s [ hdr =Y s,



missi \; = f;}” l;(x)dx on kantapolynomien integraali, kun j = 0,1,...,n. Pisteet
muodostavat vélille tasavéilisenjaon x; = xg + th, kun ¢ = 1,2,...,n. Olkoon x =
xo + sh. Nyt saadaan kantapolynomille muoto

() = (x—xzo)(x—21) ... (x — 1) (x — z4p1) ... (x — )
! (x; — o) (i — 1) .o (g — 2 1) (X — Tigq) - - (g — )
_ (s)h(s—1)h...(s—i+1)h(s—i—1)h...(s —n)h
(i)h(i—Dh...()R(=1)h...(i —n)h
(s)(s—=1)...(s—i+1)(s—i—1)...(s—n)
(—=1)»=%l(n —9)! '

Muodostetaan kantapolynomille integraali \; = fab li(x;)de.

b

(" ()(s—1)...(s—i+1)(s—i—1)...(s—n) .
_/0 (—1)n=igl(n — i)! hd

(3)

, kun 7 =0.

Kaava on yleisin mahdollinen Newton-Cotes-kvadratuurikaava. Luvussa 4 las-
ketaan kaavassa esiintyvét kantapolynomien integraalit tarkasti pienehkéilla n:n
arvoilla.

3 Integrointivirhe

Luvussa muodostetaan Newton-Cotes-kvadratuurin integrointivirhe. Ensin lauseessa
esitetddn interpolaatiovirhe. Lauseen [I] todistus sivuutetaan. Lauseen perusteella
muodostetaan Newton-Cotes-kvadratuurin virhetermin ylaraja.

Lause 1. Olkoon f(x) reaalifunktio, joka on mdadritelty vililla [a, b]. Funktio on n+1
kertaa derivoituva vdlilld ja on olemassa enintidn n astetta oleva polynomi P,(z),

joka interpoloi funktiota f(x) toisistaan poikkeavissa pisteissi xo,xq,. .., Zy.
e ) T
en(x) = f(z) — P,(z) = T 1)!(x —xo)(x—x1)... (T — ) = CE Zll(x — x;),

missa vo < € < x,.

en(z) kutsutaan interpolaatiovirheeksi.
Integraali muodostuu kaavan mukaan. L,(x) on interpoloiva polynomi ja &, (x)
on lauseen [1| mukainen interpolaatiovirhe. Virhetermi E,, kertoo integrointivirheen

ylarajan. Kun funktiota f(z) arvioidaan asteen n polynomilla, funktion integraalin
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approksimaatiovirhe on

E[n—/ne(x)dx

Zo

= " —fn+1(€) r—x r—x r—X i
—/m )@ ) (= )

Kummassakin kaavassa muuttuja ¢ riippuu z:sté. Virhetermi voidaan kuitenkin ar-
vioida, jos tunnemme koko valilla [xg,x,] derivaatan itseisarvolle voimassa olevan
ylarajan M. Tallin f"*(£) on itseisarvoltaan enintdén M integroimisvililld eli
|7 < M. Hybdynnetédin tasavilistijakoa ja otetaan uudeksi muuttujaksi s,
joka maardytyy kaavasta x = x¢ + sh, jossa h on osavilin pituus #*—*¢. Uusi in-
tegroimismuuttuja saa arvoja véliltd [0, n|. Téten dx = hds ja virhetermi on

M n
E]n<—h"+2/ —1)...(s—n)ds. 4
L] < g™ [ (s =1). (s~ myds ()

4 Newton-Cotes-saannot

Téssé luvussa johdetaan Newton-Cotes-kvadratuurin eksplisiittinen muoto tapauk-
sissa n = 1,2, 3. Néitad kutsutaan Newton-Cotes-sdannoiksi. Luvussa muodostetaan
tapauksia vastaavat Newton-Cotes-sdannot ja lasketaan virhetermit jokaiselle sdéan-
nolle.

4.1 Puolisuunnikassaanto

Kun n = 1, puhutaan puolisuunnikassainnosta. Télloin suljetulta véliltd tunnetaan
kaksi pistettd zy ja x;. Arvioidaan méardatyn integraalin Ip = f;}” f(z)dz arvoa.
Puolisuunnikassaanto jakaa kiyrdn f(z) alaisen alueen puolisuunnikaaksi suoralla,
joka kulkee pisteiden (zq, f(x0)) ja (x1, f(x1)) kautta. Pisteitd yhdistdvin suoran alle
jaava pinta-ala on integraalin Ip arvo. Kuvassa|l|on esitetty puolisuunnikassaannon
geometrinen tulkinta. Integraalin Ip arvo voidaan laskea yhtalosta . Nyt

xo =0

Kaavan (3 avulla muodostetaan interpolaatiopolynomin kantapolynomien integraa-
lit )\0 ja )\1.

! 1
Ao = / —(s —1)hds = =h
0 2

! 1
A= / (s)hds = =h
0 2



Likimé&araisen integraalin /p arvo on téiten

Ip = Xof (w0) + M (1) = 3hLF(zo) + f(o)]. )

Puolisuunnikassédénnon virhetermi Flp saadaan laskettua kaavasta (4)). Puolisuun-
nikassadnnon virhetermi on

M ! M
Elp = —h3/ s(s —1)ds = ——h3.
21 0 12
(o, f(z0)) (z1, f(z1))
a1
Ip = (@)da
Xg N X4

Kuva 1: Puolisuunnikassddnnon geometrinen tulkinta

4.2 Simpsonin 1/3-sdianto

Kun n = 2, kyseessé on Simpsonin 1/3-séanto. Télloin tunnetaan kolme pistetté vé-

lilté [xo, z,]. Arvioidaan integraalin I /3 = f;;" f(z)dz arvoa. Funktiota f(z) arvioi-

daan toisen asteen polynomin eli paraabelin avulla, joka kulkee pisteiden (z¢, f(x0)),(z1, f(21))
ja (xq, f(x2)) kautta. Paraabelin ja x-akselin vélinen pinta-ala on funktion integraa-

lin likim&a#rainen arvo. Kuvassa on esitettynd Simpsonin 1/3-sddnnén geometrinen

tulkinta. Muodostetaan Simpsonin 1/3-séénto yhtalostéa . Nyt

Tn 2
/ f(z)dr ~ Lz = Z f(@)hi = Xof (o) + Arf(z1) + Ao f (22)
o i=0

,missé \g, A1 ja A9 arvot lasketaan kaavasta . Saadaan

(s—1)(s—2) 1
0 /0 2 T3

2 4
A\ = /0 —(s)(s — 2)hds = gh

N EOCES .
>\2_/0 5 hds = 5h.



Likiméaraisen integraalin [;,3 arvo on titen

Iz = Mof (o) + Arf(zy) + Ao f(22) = %h [f (o) +4f(21) + f(x2)]. (6)

Simpsonin 1/3-sédnnén virhetermi ET; /3 saadaan laskettua kaavasta (4]). Téten

M 2
El 5 < §h4/0 s(s —1)(s —2)ds = 0.
Tulos viittaa siihen, ettd Simpsonin 1/3-s44nto ei ole tdsméllinen ainoastaan toisen
asteen polynomeille vaan myos kolmannen asteen polynomeille. Téten seuraavan
asteen polynomi aiheuttaa virhetermin. Virhetermin selvittdmiseksi on kiytettéva
neljaa pistetta kolmen pisteen sijaan, koska virhe aiheutuu korkeamman asteen poly-
nomifunktiosta. Valitaan nelja pistetté siten, ettd virhetermin arvo on néille pisteille
nolla. Jotta virhetermi voidaan yleistdd, valitaan yksi piste, joka toistuu kahdesti.
Yksinkertaisuuden takia valitaan piste z; toistumaan. Simpsonin 1/3-sd&nnén vir-
hetermi on

M [? )
ElLs < i (x — o) (x — 21)*(x — z9)dx
+Jo

= Mo [ (9)(s = 1)2(s — 2)ds

(2o, f(z0))

Ly = / f(x)de

0

/ L QX1

Kuva 2: Simpsonin 1/3-séénnén geometrinen tulkinta

Xz

4.3 Simpsonin 3/8-sdanto

Kun n = 3, kyseessé on Simpsonin 3/8-sdéant6. Talloin tunnetaan neljd pistetta vé-
liltd [a, b]. Arvioidaan médrityn integraalin I3/s = fab f(z)dz arvoa. Simpsonin 3/8-
sdannossé funktion f(x) integraalin arvoa arvioidaan kolmannen asteen polynomil-
la. Sovitetun kdyréan ja x-akselin vélinen pinta-ala on funktion integraalin arvio. Kol-
mannen asteen polynomifunktio kulkee tasavélisenjaon pisteiden (zo, f(xo)),(z1, f(21)),
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(22, f(x2)) ja (z3, f(x3)) kautta. Kuvassa [ on esitetty Simpsonin 3/8-séénnon geo-
metrinen tulkinta. Muodostetaan Simpsonin 3/8-sdénté yhtalosta . Nyt

b 3
/ f(r)dr =~ I35 = Zf(xi)/\i = Ao f(zo) + A f(21) + Ao f(z2) + A3 f(3).
a =0

Kaavasta saadaan muodostettua Ao, A1, Aa, A3 ja A4.

[P =(s—1)(s—2(s=3),, 3
/\0_/0 hds = <h

6
)\1:/3 (8)(S_§>(8_3>hd8:§h
)\2:/3_(8)<8_21)(8_3)hd$:gh
/\3:/3(8)(8_é>(8_2)hds:§h

Integraalin I3/g likiméérédinen arvo on téten.

Lz = Xof (o) + Aif(21) + Aaf (22) + Az f(23)

- gh [f (o) + 3f (1) + 3f(w2) + fla3)]

(7)
Simpsonin 3/8-sdinnén virhetermi saadaan laskettua kaavasta (4). Virhetermi on

E[g/g S Ihg)/ 3—1 8—2)(8—3)d

= ——h5
80

T3
I35 = / f(x)dx
X2 '

Kuva 3: Simpsonin 3/8-sdéannoén geometrinen tulkinta



5 Yhdistelmasaannot ja numeerisia esimerkkeja

Téassa luvussa tutustutaan ensin Newton-Cotes-yhdistelméasédantoihin. Sen jélkeen
esitetadn kaksi esimerkkia.

Kun arvioitavien integraalien integroimisvélit ovat suuria, integraalin approksi-
mointi kiy vaikeaksi. Funktion integraalin arvioiminen korkea-asteisella polynomilla
voi olla hankalaa ja matalamman asteen polynomeilla arvioidessa virhetermi voi olla
suuri. Talloin on mielekkdampéad jakaa integroimisvéli osavaleihin ja arvioida jokais-
ta osavilid yksinkertaisella Newton-Cotes-sdannolla (kuten puolisuunnikassaanto tai
Simpsonin 1/3-sddnto). Tata kutsutaan Newton-Cotes-yhdistelméasadnnoksi.

Funktion integraalin integroimisvali [a, b] jaetaan m yhtéa suuriin osavéleihin, joil-
le a = x( ja b = x,,. Pisteiden vélinen vélimatka on h = bﬁ Osavilien muodostama
integraali lasketaan seuraavasti

/abf(x)dx:/: f(:c)dx+/:2f<x)dx+...+/“‘ f(x)d.

Ty —1

Jokaisen osavilin integraalin laskemiseen voidaan kiyttéaé jotain Newton-Cotes-sadnnoisté.
Huomaa, ettd Simpsonin 1/3-sdéntod kiytettdessd osavilien madran m taytyy olla
parillinen ja Simpsonin 3/8-sddntod kiytettdessi osavilien méadrdn m tulee olla nu-
meron kolme monikerta. Esimerkissa [I| muodostetaan kymmenen osavélin jako ja
lasketaan integraalin arvo kayttamalla puolisuunnikassaantod. Esimerkissé [2] puo-
lestaan pyritdan vertailemaan Newton-Cotes-yhdistelméasidantojen tasmaéllisyytta.

Esimerkki 1. Laske integraalin f12 e " dx arvo kayttamalla puolisuunnikassadntoa
ja jaa integroimisvali kymmeneen yhté suureen osavéliin.

Jaetaan véli [1, 2] kymmeneen osavéliin. Osavélin pituus on h = 21;01 = 0.1. Selvite-
tadn funktion f(z) = e arvot pisteissd o = 1,2; = 1.1,...,210 = 2. Taulukossa

1 on listattu funktion likiarvot pisteisséd kuuden desimaalin tarkkuudella.

| f(z)=e"

1 0.367879
1.1 | 0.298197
1.2 | 0.236928
1.3 0.18452
1.4 | 0.140858
1.5 ] 0.105399
1.6 | 0.077305
1.7 | 0.055576
1.8 | 0.039164
1.9 | 0.027052
20| 0.018316

Taulukko 1: Funktion f(z) = e~ arvot



[f (@m-1) + f(2m)]

b | >

Nyt
[ e e = g )+ fa)) + 51 + S+

= a0+ @)+ 210+ flaa) -+ F@e) + S]]

Sijoitetaan taulukon [I] arvot. Saadaan
0.1 0.1 0.1
Ip = —-[0.367879 + 0.208197] + —~[0.298197 + 0.236028] + - - + —~[0.027052 + 0.018316]

0.1
= 7{0.367879 +0.018316 4 2[0.298197 + 0.236928 + - - - + 0.027052 + 0.018316]}
= 0.135810.

Integraalin ff e~*"dz likiarvo on 0.135810.

Esimerkki 2. Arvioi integraalin f1 mdm arvoa kiyttden puolisuunnikasaan-

tod ja Simpsonin sddntoja. Jaa intervalli 12 osavéliin. Pyorista vastaukset kuuden
desimaalin tarkkuudella ja vertaa niita integraalin tarkkaan arvoon.

e . 2.2—1 . eeee . 1
Lasketaan osavilin pituus h = =55= = 0.1. Selvitetdén funktion f(z) = ;75— ar-

vot pisteissd xg = 1,27 = 1.1,29 = 1.2,..., 215 = 2.2 ja taulukoidaan tulokset.

| f(@) = o

1.0 0.250000
1.1 0.226757
1.2 0.206612
1.3 0.189036
1.4 0.173611
1.5 0.160000
1.6 0.147929
1.7 0.137174
1.8 0.127551
1.9 0.118906
2.0 0.111111
2.1 0.104058
2.2 0.097656

Taulukko 2: Funktion f(z) = m arvot

Nyt lasketaan integraalin arvo Newton-Cotes-saannéilla.
i) Puolisuunnikassaanto

| H@hde 1 = S {ao) + Flow) +2f ) + faa) -+ floio) + Flan)]}



Sijoitetaan taulukon [2] arvot.

0.1
Ip = 7{0.25 + 0.097656 + 2[0.226757 4+ 0.206612 + - - - + 0.111111 + 0.0104058]}
= 0.187657

ii) Simpsonin 1/3-séénto6

| s@nds = hys = S{fa0) + flaie) + 2(fwa) + f0) + -+ f o)

+4[f(x1) + flag) + -+ flan)]}
Sijoitetaan taulukon [2| arvot.

0.1
Iz = ?{0.25 + 0.097656 + 2[0.206612 + 0.173611 + 0.147929 + 0.127551s + 0.111111]

+ 4[0.226757 + 0.189036 + 0.16 + 0.137174 + 0.118906 + 0.104058]}
= 0.187500

iii) Simpsonin 3/8-sd4nto

[ 5@ = 1y = S ) + Fo) + 310 + F ) + S0+ Flong) + f o)

+ 2[f(x3) + f(xe) + f(z0)]}
Sijoitetaan taulukon [2] arvot.

0.3
I35 = ?{0.25 + 0.097656 + 3 [0.206612 + 0.226757 + 0.173611 + - -- + 0.111111 + 0.104058]

+21[0.189036 + 0.147929 + 0.118906]}
= 0.187500

R 2.2 2.2 22 _ _
Integraalin tasmallinen arvo on f1 mdx = J; ﬁdx = / | l-i-_lz = 3—§ +% =
0.1875. Simpsonin sdannoilla lasketut integraalin arvot ovat eksakteja. Puolisuunni-

kassaannon tulos poikkesi noin tuhannesosalla.
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