
Kauppamatkustajaongelman muunnoksia

Kira Järvinen

LuK-tutkielma
Huhtikuu 2025

MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS



Turun yliopiston laatujärjestelmän mukaisesti tämän julkaisun alkuperäisyys on tar-
kastettu Turnitin OriginalityCheck-järjestelmällä



TURUN YLIOPISTO
Matematiikan ja tilastotieteen laitos

Kira Järvinen: Kauppamatkustajaongelman muunnoksia
LuK-tutkielma, 24 s.
Sovellettu matematiikka
Huhtikuu 2025

Tämä tutkielma on kirjallisuuskatsaus, jossa esitellään kauppamatkustajaongelman
erilaisia muunnoksia. Kaikille tarkastelluille ongelmille esitellään tarkka määritel-
mä ja mallinnus joko lineaarisena binäärioptimointitehtävänä tai lineaarisena se-
kalukuoptimointitehtävänä. Aluksi esitellään klassinen kauppamatkustajaongelma
ja määritellään Hamiltonin sykli. Tämän jälkeen käydään läpi hyvin yksinkertaisia
muunnoksia klassisen kauppamatkustajaongelman epäsymmetriselle versiolle. Seu-
raavaksi tarkastellaan kahta kauppamatkustajaongelmaa, joissa läpikäytävät kau-
pungit on jaettu ryhmiin. Kahdessa viimeisessä muunnoksessa on sen sijaan useampi
kuin yksi kauppamatkustaja. Lopuksi esitellään lyhyesti joitakin ratkaisumenetelmiä
esitellyille kauppamatkustajaongelmille.

Asiasanat: kauppamatkustajaongelma, Hamiltonin sykli, lineaarinen binäärinen op-
timointi, lineaarinen sekalukuoptimointi.
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1 Johdanto

Matemaattisella optimoinnilla tarkoitetaan parhaan eli optimaalisen ratkaisun et-
simistä tarkasteltavalle ongelmalle kaikkien sen mahdollisten ratkaisujen joukosta.
Optimoitavat ongelmat pystytään yleensä esittämään kohdefunktion ja erilaisten ra-
joitusten avulla. Tehtävän rajoitukset määräävät ongelmassa tuntemattomien pää-
tösmuuttujien sallitut arvot. Kohdefunktio puolestaan mittaa päätösmuuttujien hy-
vyyttä ja sitä pyritään joko minimoimaan tai maksimoimaan. Matemaattinen opti-
mointi voidaan jakaa useaan eri osa-alueeseen riippuen optimoitavan tehtävän koh-
defunktion ja rajoituksien ominaisuuksista. Kaksi isoa matemaattisen optimoinnin
osa-aluetta ovat lineaarinen ja epälineaarinen optimointi. Lineaarisessa optimoinnis-
sa ratkaistavien tehtävien kohdefunktio ja rajoitukset ovat lineaarisia ja kaikki pää-
tösmuuttujat jatkuvia. Epälineaarisessa optimoinnissa puolestaan vähintään yhden
rajoituksen tai kohdefunktion on oltava epälineaarinen ja kaikkien päätösmuuttu-
jien jatkuvia.

Kombinatorisilla optimointitehtävillä tarkoitetaan sellaisia ongelmia, joiden kaik-
ki päätösmuuttujat ovat diskreettejä ja sallittujen pisteiden joukko on äärellinen.
Tällaisissa ongelmissa ratkaisujen määrä kasvaa kuitenkin nopeasti ongelman koon
kasvaessa. Jotkut kombinatoriset optimointiongelmat voidaan esittää lineaarisina bi-
näärioptimointitehtävinä, joissa kohdefunktio ja rajoitukset ovat lineaarisia ja pää-
tösmuuttujat ovat binäärisiä (eli saavat vain arvon nolla tai yksi). [12] Yksi kaik-
kein tunnetuimmista kombinatorisista optimointiongelmista on nimeltään kauppa-
matkustajaongelma. Sitä ovat tutkineet hyvin laajasti monet eri matemaatikot jo
1800-luvulta alkaen [18, 30]. Lähteen [30] mukaan vaikuttaa siltä, että Karl Menger
kirjoitti kauppamatkustajaongelmasta ensimmäisenä vuonna 1930. Ensimmäisten
joukossa ongelmalle esitteli matemaattisen mallin Merrill Flood vuonna 1956 läh-
teessä [9].

Kauppamatkustajaongelmassa yritetään nimensä mukaisesti etsiä lyhin reitti
kiertelevälle kauppamatkustajalle. Reitin on alettava aloituskaupungista ja kierret-
tävä kaikkien ennalta määrättyjen kaupunkien kautta palaten takaisin lähtökaupun-
kiin. Jokaisessa kaupungissa aloituskaupunkia lukuun ottamatta on käytävä tasan
kerran. Kuljetun reitin pituuteen vaikuttaa kaupunkien kiertojärjestys ja kaupunkeja
yhdistävien teiden pituudet. Tarkoituksena on löytää kaupungeille kaikkein optimaa-
lisin järjestys, joka kuvaa lyhintä mahdollista reittiä. Vaikka ongelma kuulostaa yk-
sinkertaiselta, on varsinkin suurikokoisten kauppamatkustajaongelmien ratkaisemi-
nen tarkasti hyvin vaikeaa. Kauppamatkustajaongelma on luokiteltu NP-vaikeaksi
optimointiongelmaksi. Sen ratkaisemiseksi ei siis ole vielä löydetty sellaista algorit-
mia, jolla ongelma voitaisiin ratkaista aina optimaalisesti polynomiaalisessa ajassa.
Ongelmalle on olemassa joitakin tarkkoja eli eksakteja ratkaisualgoritmeja, mutta
kaupunkien määrän lisääntyessä optimaalisen ratkaisun löytämiseen tarvittava aika
kasvaa nopeasti liian suureksi. [18]

Kauppamatkustajaongelmalla on monia erilaisia tosielämän sovelluskohteita. Täl-
laisia ovat esimerkiksi erilaiset kuljetus- ja reititysongelmat, sekä noutojen ja toi-
mitusten aikataulutus [6]. Kauppamatkustajaongelmasta on kehitetty myös useita
erilaisia muunnoksia, jotka toimivat klassista ongelmaa paremmin tietynlaisten to-
sielämän ongelmien mallintamisessa. Esimerkiksi pullonkaulakauppamatkustajaon-
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gelmalla voidaan ratkaista reititysongelmia siten, että kahden pysähdyksen välinen
matka on mahdollisimman lyhyt. Toinen esimerkki on useamman kauppamatkusta-
jan ongelma, jota voidaan soveltaa klassista ongelmaa paremmin usean ajoneuvon
reittien suunnittelussa.

Tässä tutkielmassa keskitytään erityisesti klassisen kauppamatkustajaongelman
erilaisiin muunnoksiin ja niiden mallintamiseen lineaarisina binääri- tai sekalukuop-
timointitehtävinä. Aluksi luvussa 2 käydään läpi klassisen kauppamatkustajaongel-
man tarkempi määritelmä ja matemaattinen mallinnus sekä määritellään, mitä tar-
koitetaan Hamiltonin syklillä. Lisäksi tarkastellaan miten symmetrinen ja epäsym-
metrinen kauppamatkustajaongelma eroavat toisistaan. Klassisen kauppamatkusta-
jaongelman jälkeen luvussa 3 tarkastellaan kolmea sen erittäin yksinkertaista muun-
nosta. Tämän jälkeen luvussa 4 keskityään sellaisiin muunnoksiin, joissa kierrettä-
vät kaupungit on jaettu ryhmiin. Luvussa 5 käydään läpi kaksi sellaista muunnosta,
joissa kauppamatkustajia on yhden sijasta useampi. Eri muunnoksia tarkasteltaessa
keskitytään erityisesti siihen, miten ne eroavat klassisesta kauppamatkustajaongel-
masta tavoitteiltaan ja mallinukseltaan. Tämän jälkeen luvussa 6 esitellään vielä
lyhyesti joitakin klassiselle kauppamatkustajaongelmalle ja käsitellyille muunnoksil-
le soveltuvia ratkaisumenetelmiä. Lopuksi luvussa 7 tehdään lyhyt yhteenveto työssä
käsitellyistä asioista.

2 Klassinen kauppamatkustajaongelma
Kauppamatkustajaongelma (engl. Traveling Salesman Problem) on yksi kaikkein
tunnetuimmista kombinatorisista optimointiongelmista. Siinä kauppamatkustajalle
on annettu lista kaupungeista, joissa hänen on vierailtava. Kauppamatkustajan on
löydettävä lyhin mahdollinen reitti, joka kulkee kaikkien annettujen kaupunkien läpi
tasan kerran ja palaa takaisin aloituskaupunkiin (engl. Depot).

Kauppamatkustajaongelmaa voidaan mallintaa graafilla, jossa jokainen solmu
vastaa yhtä vierailtavaa kaupunkia ja solmuja yhdistävät kaaret tai nuolet kuvaa-
vat kaupunkeja yhdistäviä teitä. Graafin kaariin ja nuoliin voidaan lisäksi liittää
kustannukset, jotka kuvaavat kaupunkien välisiä etäisyyksiä. Tavoite on löytää tar-
kasteltavan graafin lyhin mahdollinen Hamiltonin sykli ja seuraavaksi määritellään
kyseinen käsite.

Määritelmä 1. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja G = (V,E) täydellinen, pai-
notettu, suuntaamaton tai suunnattu graafi, jossa V = {1, ..., n} on graafin solmujen
joukko ja E on solmuja yhdistävien kaarten tai nuolten joukko. Hamiltonin sykli on
sellainen graafin G yhtenäinen polku, joka kulkee jokaisen solmun läpi tasan kerran
ja palaa takaisin aloitussolmuun.

Kuvassa 1 on oranssilla merkitty kuuden solmun graafissa yksi mahdollinen Hamil-
tonin sykli. Lyhimmässä mahdollisessa Hamiltonin syklissä mukana olevien kaarten
tai nuolten yhteenlaskettu kustannus eli kokonaispituus on pienin mahdollinen.

Seuraavaksi käydään läpi kauppamatkustajaongelman tarkempi matemaattinen
mallinnus. Määritellään ongelma kuitenkin ensin tarkemmin.

Määritelmä 2. [27] Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja G = (V,E) täydellinen,
painotettu, suunnattu tai suuntaamaton graafi, jossa V = {1, ..., n} on solmujen eli
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kaupunkien joukko ja E = {eij | i, j ∈ V, i ̸= j} kaupunkeja yhdistävien kaarten tai
nuolten joukko. Näin ollen yhteys kaupungista i kaupunkiin j esitetään alkiolla eij.
Jokaisella kaarella tai nuolella eij on kustannus dij, joka kuvaa etäisyyttä kaupun-
gista i kaupunkiin j kaarta tai nuolta eij pitkin. Kaikki mahdolliset kustannukset
voidaan esittää kustannusmatriisilla

D =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
d11 d12 d13 · · · d1n
d21 d22 d23 · · · d2n
d31 d32 d33 · · · d3n

...
...

... . . . ...
dn1 dn2 dn3 · · · dnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Erityisesti dij = ∞, kun i = j. Oletetaan, että F koostuu kaikista graafin G Ha-
miltonin sykleistä. Kauppamatkustajaongelman tavoite on löytää sellainen H ∈ F ,
johon kuuluvien kaarten tai nuolten yhteenlaskettu pituus on mahdollisimman pieni.

Kauppamatkustajaongelma voidaan luokitella matriisin D ominaisuuksien pe-
rusteella. Jos kustannusmatriisi D on symmetrinen eli dij = dji, on kyseessä sym-
metrinen kauppamatkustajaongelma. Tällöin graafi G on suuntaamaton eli sen yh-
teydet eij ovat kaaria ja niitä pitkin voidaan kulkea kumpaan suuntaan tahansa ja
kustannus suunnasta riippumatta on aina sama. Kun matriisi D on epäsymmet-
rinen, kutsutaan ongelmaa epäsymmetriseksi kauppamatkustajaongelmaksi. Tällöin
graafi G on suunnattu ja yhteydet eij ∈ E ovat nuolia kaupungista i kaupunkiin j.
Kaupungista toiseen voidaan siis kulkea vain nuolen osoittamaan suuntaan ja pituu-
det dij ja dji eivät välttämättä ole yhtäsuuria.

Kuva 1: yksi mahdollinen Hamiltonin sykli verkossa, jossa on kuusi solmua ja pelkkiä
kaaria.

Tässä työssä tarkastellaan muunnoksia kauppamatkustajaongelman epäsymmet-
riselle versiolle. Tästä syystä käydään ensin läpi epäsymmetrisen kauppamatkusta-
jaongelman mallinnus lineaarisena binäärioptimointitehtävänä. Esitetty malli perus-
tuu lähteeseen [27]. Aloitetaan määrittelemällä päätösmuuttujat

xij =

{︄
1, kun nuoli eij kuuluu ratkaisuna saatuun Hamiltonin sykliin
0, muulloin.
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Kun yritetään minimoida kuljettujen nuolten yhteenlaskettua pituutta, saadaan on-
gelma kirjoitettua optimointitehtävänä

min
∑︂
i∈V

∑︂
j∈V,j ̸=i

dijxij (1)

s. t.
∑︂

i∈V,i ̸=j

xij = 1, kaikille j = 1, ..., n (2)∑︂
j∈V,j ̸=i

xij = 1, kaikille i = 1, ..., n (3)∑︂
i∈S

∑︂
j∈V \S

xij ≥ 1, kaikille S ⊂ V, 2 ≤ |S| ≤ n− 2 (4)

xij ∈ {0, 1}, kaikille i, j = 1, ..., n, i ̸= j. (5)

Rajoituksilla (2) ja (3) varmistetaan, että jokaisesta kaupungista lähdetään ja sin-
ne tullaan vain kerran. Luonnolliset rajoitukset (5) seuraavat päätösmuuttujien xij

määrittelystä. Rajoitukset (4) ovat alisyklien eliminointirajoituksia. Niillä varmis-
tetaan, että ratkaisuna saadaan yksi yhtenäinen sykli, joka käy läpi kaikki graafin
kaupungit. Nämä alisyklien eliminointirajoitukset voidaan lähteen [27] mukaan kir-
joittaa myös muodossa∑︂

i∈S

∑︂
j∈S,j ̸=i

xij ≤ |S| − 1, kaikille S ⊆ V \{1}, S ̸= ∅.

Tämän muodon esittelivät Dantzig, Fulkerson ja Johnson artikkelissa [7]. Miller,
Tucker ja Zemhn osoittivat, että alisyklejä voidaan eliminoida myös toisenlaisilla
rajoituksilla [21]. Tätä varten täytyy ensin määritellä jokaiselle i ∈ V \{1} uusi
muuttuja ui ≥ 0, joka kuvaa kaupungin i vierailemisjärjestystä kauppamatkustajan
reitillä. Kyseiset alisyklien eliminointirajoitukset voidaan esittää muodossa

ui − uj + (n− 1)xij ≤ (n− 2), kaikille i, j = 2, 3, ..., n, i ̸= j. (6)

On tärkeää huomata, että jos rajoitus (4) korvataan rajoituksella (6), optimointi-
tehtävä ei enää ole binäärinen, vaan sekalukuoptimointitehtävä, koska muuttujat ui

ovat jatkuvia.

3 Yksinkertaisia muunnoksia

Tässä luvussa tarkastellaan kauppamatkustajaongelman yksinkertaisia muunnoksia,
jotka ovat klassisen ongelman tavoin NP-vaikeita [2, 16]. Luvussa esitellään ensin
maksmimikauppamatkustajaongelma, joka on muuten vastaava kuin klassinen kaup-
pamatkustajaongelma, mutta tavoitteena on löytää pisin Hamiltonin sykli lyhimmän
sijasta. Seuraavaksi tarkastellaan pullonkaulakauppamatkustajaongelmaa, jossa ta-
voitteena on minimoida pisintä kahden kaupungin välistä etäisyyttä. Lopuksi esi-
tellään vielä maksimihajontakauppamatkustajaongelma, jossa puolestaan pyritään
maksimoimaan lyhintä kahden kaupungin välistä etäisyyttä.
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3.1 Maksimikauppamatkustajaongelma

Maksimikauppamatkustajaongelma (engl. Maximum Traveling Salesman Problem)
on hyvin samankaltainen kuin klassinen kauppamatkustajaongelma. Sen ja klassi-
sen ongelman ero on, että maksimikauppamatkustajaongelmassa pyritään maksimoi-
maan kuljetun Hamiltonin syklin pituutta. Toisin sanoen maksimoidaan kuljettu-
jen nuolten pituuksien summaa. Maksimikauppamatkustajaongelmaa voidaan hyö-
dyntää esimerkiksi ratkaistaessa lyhimmän supermerkkijonon ongelmaa (engl. Shor-
test Superstring Problem). Tällä ongelmalla on puolestaan sovelluskohteita DNA-
sekvensoinnissa ja tiedonpakkaamisessa. Tässä alaluvussa on pääosin käytetty läh-
teenä kirjaa [2].

Esitellään seuraavaksi maksimikauppamatkustajaongelman tarkempi määritel-
mä.

Määritelmä 3. [16] Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja G = (V,E) täydelli-
nen, painotettu ja suunnattu graafi, jossa V = {1, ..., n} on kaupunkien joukko ja
E = {eij | i, j ∈ V, i ̸= j} puolestaan on kaupunkeja yhdistävien nuolten joukko.
Nuolten eij pituuksia merkitään arvoilla dij ja kaikki nämä arvot voidaan koota
kustannusmatriisiksi D ∈ Rn×n. Lisäksi dij = ∞, kun i = j. Oletetaan, että F
koostuu kaikista graafin G Hamiltonin sykleistä. Maksimikauppamatkustajaongel-
man tavoitteena on löytää sellainen H ∈ F , jonka nuolten yhteenlaskettu pituus on
mahdollisimman suuri.

Seuraavaksi tarkastellaan maksimikauppamatkustajaongelman matemaattista mal-
linnusta lineaarisena binäärioptimointitehtävänä. Kuten kauppamatkustajaongelmas-
sa käytetään muuttujia

xij =

{︄
1, kun nuoli eij kuuluu ratkaisuna saatuun Hamiltonin sykliin
0, muulloin.

Koska tällä kertaa pyritään maksimoimaan kuljettujen nuolten yhteenlaskettua pi-
tuutta, saadaan seuraava kohdefunktio ja rajoitukset

max
∑︂
i∈V

∑︂
j∈V,j ̸=i

dijxij (7)

s. t.
∑︂

i∈V,i ̸=j

xij = 1, kaikille j = 1, ..., n (8)∑︂
j∈V,j ̸=i

xij = 1, kaikille i = 1, ..., n (9)∑︂
i∈S

∑︂
j∈V \S

xij ≥ 1, kaikille S ⊂ V, 2 ≤ |S| ≤ n− 2 (10)

xij ∈ {0, 1}, kaikille i, j = 1, ..., n, i ̸= j. (11)

Nähdään, että saatu optimointitehtävä on samanlainen kuin klassisessa kauppamat-
kustajaongelmassa, mutta kohdefunktiota maksimoidaan minimoinnin sijasta. Teh-
tävän rajoitukset (8)-(11) ovat samoja, kuin aiemmat rajoitukset (2)-(5). Näin ollen
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rajoituksilla (8) ja (9) varmistetaan, että kauppamatkustaja käy jokaisessa kaupun-
gissa vain kerran. Toisin sanoen graafin jokaiseen kaupunkiin tullaan ja sieltä lähde-
tään vain kerran. Rajoituksilla (10) eliminoidaan mahdolliset alisyklit, eli pidetään
huolta siitä, että ratkaisuna saadaan yksi yhtenäinen reitti, johon kuuluu n kaupun-
kia.

Maksimikauppamatkustajaongelma siis muistuttaa hyvin paljon klassista kaup-
pamatkustajaongelmaa. Kuljetun reitin pituuden minimoinnin sijasta pyritään kui-
tenkin maksimoimaan sitä. Koska maksimikauppamatkustajaongelma on niin sa-
mankaltainen, se voidaankin itse asiassa ratkaista klassisena kauppamatkustajaon-
gelmana. Toisin sanoen maksimikauppamatkustajaongelman ratkaisu kustannus-
matriisilla D on sama kuin klassisen kauppamatkustajaongelman ratkaisu kustan-
nusmatriisilla C = −D.

3.2 Pullonkaulakauppamatkustajaongelma

Seuraavaksi tarkastellaan pullonkaulakauppamatkustajaongelmaa (engl. Bottleneck
Traveling Salesman Problem), jonka esittelivät ensimmäisen kerran Gilmore ja Go-
mory artikkelissaan [13] vuonna 1964. Se on toinen hyvin yksinkertainen kauppamat-
kustajaongelman muunnos, jonka malli eroaa edellä käsitellyistä vain kohdefunktion
osalta. Tässä alaluvussa on käytetty päälähteenä kirjaa [16].

Pullonkaulakauppamatkustajaongelmassa tarkoituksena on etsiä kauppamatkus-
tajalle sellainen reitti, jossa jokainen kahta kaupunkia yhdistävä nuoli on mahdolli-
simman lyhyt. Tähän pyritään ongelmassa minimoimalla ratkaisuna saadun reitin
pisimmän nuolen pituutta. Pullonkaulakauppamatkustajaongelman sovelluskohteita
ovat muun muassa reititysongelmat, joissa kahden peräkkäisen pysähdyksen välisen
matkan olisi hyvä olla mahdollisimman lyhyt. Tällainen tilanne tulee vastaan esi-
merkiksi helposti pilaantuvien elintarvikkeiden kuljetuksessa.

Seuraavaksi käydään läpi pullonkaulakauppamatkustajaongelman tarkempi mää-
ritelmä.

Määritelmä 4. [16] Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja G = (V,E) täydelli-
nen, painotettu ja suunnattu graafi, jossa V = {1, ..., n} on kaupunkien joukko ja
E = {eij | i, j ∈ V, i ̸= j} puolestaan on kaupunkeja yhdistävien nuolten joukko.
Nuolten eij pituuksia merkitään arvoilla dij ja kaikki nämä arvot voidaan koota
kustannusmatriisiksi D ∈ Rn×n. Lisäksi dij = ∞, kun i = j. Oletetaan, että F
koostuu kaikista graafin G Hamiltonin sykleistä. Olkoon dmax(H) Hamiltonin syklin
H ∈ F pisimmän nuolen pituus. Näin ollen dmax(H) = max{dij | eij ∈ H}. Pul-
lonkaulakauppamatkustajaongelmassa tavoite on löytää sellainen Hamiltonin sykli
H ∈ F , että pituus dmax(H) on mahdollisimman lyhyt.

Pullonkaulakauppamatkustajaongelma voidaan kirjoittaa epälineaarisena binää-
rioptimointitehtävänä. Tätä varten otetaan jälleen käyttöön päätösmuuttujat

xij =

{︄
1, kun nuoli eij kuuluu ratkaisuna saatuun Hamiltonin sykliin
0, muulloin.

Nyt Hamiltonin syklissä kuljetuista nuolista pisin on pituudeltaan

max {dijxij | i, j ∈ V, i ̸= j}.
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Tämä on tehtävän kohdefunktio. Koska tavoite on minimoida pisimmän kuljetun
nuolen pituutta, kohdefunktiota minimoidaan. Yhdessä luvussa 2 esiteltyjen kaup-
pamatkustajaongelman rajoitusten kanssa saadaan optimointitehtävä

min max {dijxij | i, j ∈ V, i ̸= j} (12)

s. t.
∑︂

i∈V,i ̸=j

xij = 1, kaikille j = 1, ..., n (13)∑︂
j∈V,j ̸=i

xij = 1, kaikille i = 1, ..., n (14)∑︂
i∈S

∑︂
j∈V \S

xij ≥ 1, kaikille S ⊂ V, 2 ≤ |S| ≤ n− 2 (15)

xij ∈ {0, 1}, kaikille i, j = 1, ..., n, i ̸= j. (16)

Jälleen rajoituksilla (13) ja (14) varmistetaan, että jokaisessa graafin solmussa vie-
raillaan vain kerran ja rajoituksilla (15) eliminoidaan alisyklien muodostumista.

On hyvä huomata, ettei edellä esitetty malli ole lineaarinen, sillä sen kohdefunk-
tio on epälineaarinen. Tehtävä voidaan kuitenkin muuttaa lineaariseksi ottamalla
käyttöön uusi jatkuva päätösmuuttuja f ∈ R, jolloin saadaan seuraava lineaarinen
sekalukuoptimointitehtävä [22]

min f

s. t. f ≥ dijxij, kaikille i, j = 1, ..., n, i ̸= j∑︂
i∈V,i ̸=j

xij = 1, kaikille j = 1, ..., n∑︂
j∈V,j ̸=i

xij = 1, kaikille i = 1, ..., n∑︂
i∈S

∑︂
j∈V \S

xij ≥ 1, kaikille S ⊂ V, 2 ≤ |S| ≤ n− 2

xij ∈ {0, 1}, kaikille i, j = 1, ..., n, i ̸= j

f ∈ R.

Kun halutaan löytää sellainen Hamiltonin sykli, jossa lyhin nuoli on pisin mah-
dollinen, on kyseessä maksimihajontakauppamatkustajaongelma. Seuraavassa alalu-
vussa tarkastellaan tätä muunnosta tarkemmin.

3.3 Maksimihajontakauppamatkustajaongelma

Maksimihajontakauppamatkustajaongelma (engl. Maximum Scatter Traveling Sa-
lesman Problem) muistuttaa hyvin paljon edellisessä alaluvussa tarkasteltua kauppa-
matkustajaongelman muunnosta ja se esiteltiin vuonna 1999 artikkelissa [1]. Kuten
edellä mainittiin, siinä pyritään maksimoimaan lyhintä kahden peräkkäisen solmun
välistä etäisyyttä Hamiltonin syklissä. Tilanne on näin ollen päinvastainen kuin pul-
lonkaulakauppamatkustajaongelmassa. Kuvassa 2 on havainnollistettu, kuinka mak-
simihajontakauppamatkustajaongelman ratkaisu eroaa klassisen kauppamatkusta-
jaongelman ratkaisusta ja siitä nähdään, että maksimihajontakauppamatkustajaon-
gelmassa peräkkäiset solmut yritetään sijoittaa mahdollisimman hajautetusti. Tässä
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alaluvussa on käytetty päälähteenä lähdettä [16].
Maksimihajontakauppamatkustajaongelmaa voidaan soveltaa teollisen tuotan-

non prosesseihin, joissa kahden peräkkäisen toiminnon on sijaittava mahdollisim-
man kaukana toisistaan. Esimerkiksi kahden metallipalan niittauksessa yhteen on
peräkkäisten niittauskohtien oltava hyvin hajautetut, jotta edellinen kohta ja sen
ympäristö saa kuumennuksen jälkeen tarpeeksi aikaa jäähtyä. Toinen mahdollinen
sovelluskohde on lääketieteellinen kuvantaminen. [35]

Ensin esitellään maksimihajontakauppamatkustajaongelman tarkka määritelmä.

Kuva 2: Maksimihajontakauppamatkustajaongelman ratkaisu verrattuna klassisen
kauppamatkustajaongelman ratkaisuun. Kuva on lähteestä [31].

Määritelmä 5. [16] Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja G = (V,E) täydelli-
nen, painotettu ja suunnattu graafi, jossa V = {1, ..., n} on kaupunkien joukko ja
E = {eij | i, j ∈ V, i ̸= j} puolestaan on kaupunkeja yhdistävien nuolten joukko.
Nuolten eij pituuksia merkitään arvoilla dij ja kaikki nämä arvot voidaan koota
kustannusmatriisiksi D ∈ Rn×n. Lisäksi dij = ∞, kun i = j. Oletetaan, että F
koostuu kaikista graafin G Hamiltonin sykleistä. Olkoon dmin(H) Hamiltonin syklin
H ∈ F lyhimmän nuolen pituus, eli dmin(H) = min{dij | eij ∈ H}. Maksimihajon-
takauppamatkustajaongelmassa tavoite on etsiä sellainen Hamiltonin sykli H ∈ F ,
jossa pituus dmin(H) on mahdollisimman suuri.

Seuraavaksi ongelma kirjoitetaan optimointitehtävänä. Jälleen otetaan käyttöön
muuttujat

xij =

{︄
1, kun nuoli eij kuuluu ratkaisuna saatuun Hamiltonin sykliin
0, muulloin.

Hamiltonin syklissä lyhimmän nuolen pituus ja samalla tehtävän kohdefunktio on

min {dijxij | i, j ∈ V, i ̸= j}.
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Koska tällä kertaa yritetään maksimoida reitin lyhimmän nuolen pituutta, koh-
defunktiota maksimoidaan. Tehtävässä voidaan jälleen käyttää samoja rajoituksia,
kuin luvun 2 mallissa. Tästä seuraa epälineaarinen binäärioptimointitehtävä

max min {dijxij | i, j ∈ V, i ̸= j} (17)

s. t.
∑︂

i∈V,i ̸=j

xij = 1, kaikille j = 1, ..., n (18)∑︂
j∈V,j ̸=i

xij = 1, kaikille i = 1, ..., n (19)∑︂
i∈S

∑︂
j∈V \S

xij ≥ 1, kaikille S ⊂ V, 2 ≤ |S| ≤ n− 2 (20)

xij ∈ {0, 1}, kaikille i, j = 1, ..., n, i ̸= j. (21)

Tehtävän rajoitukset (18)–(21) ovat jälleen samat, kuin luvun 2 rajoitukset (2)–
(5). Kuten pullonkaulakauppamatkustajaongelman mallissa alaluvussa 3.2, tässäkin
mallissa kohdefunktio on epälineaarinen. Tehtävä voidaan kuitenkin muuttaa line-
aariseksi sekalukuoptimointitehtäväksi vastaavasti kuin alaluvussa 3.2 [22]. Tämän
seurauksena maksimoidaan jatkuvaa lisämuuttujaa f ∈ R ja lisätään tehtävään ra-
joitteet

f ≤ dijxij kaikille i, j = 1, ..., n, i ̸= j.

Maksimihajontakauppamatkustajaongelman ja pullonkaulakauppamatkustajaon-
gelman välinen suhde on samanlainen kuin maksimikauppamatkustajaongelmalla ja
klassisella kauppamatkustajaongelmalla. Alaluvussa 3.1 nähtiin, että maksimikaup-
pamatkustajaongelma pystytään ratkaisemaan klassisena kauppamatkustajaongel-
mana, kun kustannusmatriisi kerrotaan miinuksella. Sama toimii myös nyt. Ol-
koon maksimihajontakauppamatkustajaongelman kustannusmatriisi D. Tällöin on-
gelma voidaan ratkaista pullonkaulakauppamatkustajaongelmana kustannusmatrii-
silla C = −D.

4 Kauppamatkustajaongelmia kaupunkiryhmille
Edellisessä luvussa esiteltiin joitakin klassisen kauppamatkustajaongelman yksinker-
taisimpia muunnoksia. Ongelmasta saadaan hieman monimutkaisempi, jos kaupun-
kien joukko jaetaan ryhmiin. Tässä luvussa tarkastellaankin sellaisia kauppamatkus-
tajaongelman muunnoksia, joissa kaupungit on ryhmitelty erillisiin kaupunkiryhmiin
eli klustereihin.

4.1 Yleistetty kauppamatkustajaongelma

Yleistetty kauppamatkustajaongelma (engl. Generalized Traveling Salesman Problem)
on kauppamatkustajaongelman muunnos, joka esiteltiin artikkelin [24] mukaan en-
simmäisen kerran toisistaan riippumattomasti lähteissä [14] ja [34] vuonna 1969.
Tässä muunnoksessa kaupunkien joukko V on jaettu ryhmiin eli klustereihin ja ta-
voitteena on löytää kauppamatkustajalle lyhin mahdollinen reitti, joka kulkee läpi
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jokaisen kaupunkiklusterin käyden vain yhdessä jokaisen klusterin kaupungissa. Rei-
tin on jälleen lähdettävä aloituskaupungista ja loputtava siihen. Kuvassa 3 on on-
gelman yksi mahdollinen ratkaisu tilanteessa, jossa ryhmät V1, ..., V6 muodostavat
ongelman kuusi kaupunkiklusteria. Tässä alaluvussa tarkastellaan yleistettyä kaup-
pamatkustajaongelmaa käyttäen lähteenä pääosin artikkelia [24].

Kuva 3: Yksi mahdollinen ratkaisu yleistetylle kauppamatkustajaongelmalle tilan-
teessa, jossa V1, ..., V6 ovat kaupunkiklusterit. Kuva on lähteestä [24].

Jos yleistetyssä kauppamatkustajaongelmassa jokaisessa klusterissa olisi vain yk-
si kaupunki, olisi ongelma täsmälleen sama kuin klassinen kauppamatkustajaongel-
ma. Näin ollen klassinen ongelma on yksi yleistetyn kauppamatkustajaongelman eri-
koistapaus. Koska kauppamatkustajaongelma on NP-vaikea optimointitehtävä, yleis-
tetty kauppamatkustajaongelma on myös NP-vaikea.

Ennen ongelman tarkempaa esittelyä on määriteltävä yleistetty Hamiltonin sykli.

Määritelmä 6. Olkoot n ja k positiivisia kokonaislukuja ja G = (V,E) täydellinen,
painotettu, suuntaamaton tai suunnattu graafi, jossa V = {1, ..., n} on graafin sol-
mujen joukko ja E on solmuja yhdistävien kaarten tai nuolten joukko. Olkoon kau-
punkien joukko V jaettu sellaisiin k klusteriin V1, ..., Vk, että V1 ∪ V2 ∪ ... ∪ Vk = V
ja Vl ∩ Vp = ∅ kaikille l, p ∈ {1, ..., k}, l ̸= p. Yleistetty Hamiltonin sykli on sellainen
graafin G yhtenäinen polku, joka käy vain yhdessä jokaisen klusterin kaupungissa
tasan kerran ja palaa takaisin aloitussolmuun.

Seuraavaksi voidaan määritellä yleistetty kauppamatkustajaongelma.

Määritelmä 7. [24] Olkoot n ja k positiivisia kokonaislukuja sekä G = (V,E) täy-
dellinen, painotettu ja suunnattu graafi, jossa V = {1, ..., n} on graafin solmujen
joukko ja E = {eij | i, j ∈ V, i ̸= j} puolestaan on solmuja yhdistävien nuolten
joukko. Nuolten eij pituuksia merkitään arvoilla dij, jotka voidaan koota kustannus-
matriisiksi D ∈ Rn×n. Lisäksi dij = ∞, kun i = j. Olkoon kaupunkien joukko V

10



jaettu sellaisiin k klusteriin V1, ..., Vk, että V1∪V2∪ ...∪Vk = V ja Vl∩Vp = ∅ kaikil-
le l, p ∈ {1, ..., k}, l ̸= p. Oletetaan, että F̂ koostuu kaikista graafin G yleistetyistä
Hamiltonin sykleistä. Yleistetyn kauppamatkustajaongelman tavoitteena on löytää
sellainen Ĥ ∈ F̂ , jonka nuolten yhteenlaskettu pituus on mahdollisimman pieni.

Yleistetty kauppamatkustajaongelma voidaan esittää lineaarisena binääriopti-
mointitehtävänä seuraavasti. Otetaan käyttöön päätösmuuttujat

xij =

{︄
1, kun nuoli eij kuuluu ratkaisuna saatuun yleistettyyn Hamiltonin sykliin
0, muulloin

ja

yi =

{︄
1, jos ratkaisussa vieraillaan kaupungissa i

0, muulloin.

Tarkoituksena on minimoida kuljetun reitin pituutta, joten optimointitehtävä voi-
daan esittää muodossa [23, 24]

min
∑︂
i∈V

∑︂
j∈V,j ̸=i

dijxij (22)

s. t.
∑︂
i∈Vp

yi = 1, kaikille p = 1, ..., k (23)

∑︂
j∈V \{v}

xvj = yv, kaikille v = 1, ..., n (24)

∑︂
i∈V \{v}

xiv = yv, kaikille v = 1, ..., n (25)

∑︂
i∈S

∑︂
j∈S,j ̸=i

xij ≤
∑︂

v∈S\{l}

yv, kaikille S ⊂ V, 2 ≤ |S| ≤ n− 2 ja l ∈ S (26)

xij ∈ {0, 1}, kaikille i, j = 1, ..., n, i ̸= j (27)
yi ∈ {0, 1}, kaikille i,= 1, ..., n. (28)

Rajoituksilla (23) pidetään huoli siitä, että jokaisesta klusterista valitaan vain yksi
vierailtava kaupunki. Rajoituksilla (24) ja (25) puolestaan varmistetaan, että jo-
kaiseen ratkaisuun valittuun kaupunkiin tullaan ja sieltä lähdetään vain kerran ja
rajoituksilla (26) eliminoidaan alisyklit.

4.2 Klusterikauppamatkustajaongelma

Klusterikauppamatkustajaongelma (engl. Clustered Traveling Salesman Problem) on
kauppamatkustajaongelman muunnos, jonka esitteli James Chisman vuonna 1975
artikkelissa [6]. Kuten yleistetyssä kauppamatkustajaongelmassa kaupungit on jaet-
tu erillisiin klustereihin. Kauppamatkustajan on kuitenkin jälleen vierailtava kaikis-
sa kaupungeissa tasan kerran ja jokainen yksittäisen klusterin kaupunki on käytävä
läpi ennen kuin kauppamatkustaja voi siirtyä seuraavaan klusteriin. Tavoitteena on
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löytää lyhin sallittu reitti läpi kaikkien kaupunkiklustereiden. Tässä alaluvussa on
käytetty päälahteenä artikkelia [20].

Klassinen kauppamatkustajaongelma on myös klusterikauppamatkustajaongel-
man erikoistapaus. Jos ongelmassa on vain yksi kaupunkiklusteri tai jokaisessa eril-
lisessä klusterissa on vain yksi kaupunki, on se täsmälleen sama kuin klassinen kaup-
pamatkustajaongelma. Näin ollen myös klusterikauppamatkustajaongelma on NP-
vaikea optimointiongelma.

Seuraavaksi esitellään tarkempi määritelmä klusterikauppamatkustajaongelmal-
le.

Määritelmä 8. [20] Olkoot n ja k positiivisia kokonaislukuja sekä G = (V,E) täy-
dellinen, painotettu ja suunnattu graafi, jossa V = {1, ..., n} on graafin solmujen
joukko ja E = {eij | i, j ∈ V, i ̸= j} puolestaan on solmuja yhdistävien nuolten
joukko. Nuolten eij pituuksia merkitään arvoilla dij, jotka voidaan koota kustan-
nusmatriisiksi D ∈ Rn×n. Lisäksi dij = ∞, kun i = j. Olkoon kaupunkien joukko
V jaettu sellaisiin k klusteriin V1, ..., Vk, että V1 ∪ V2 ∪ ... ∪ Vk = V ja Vl ∩ Vp = ∅
kaikille l, p ∈ {1, ..., k}, l ̸= p Oletetaan, että F koostuu kaikista graafin G Hamilto-
nin sykleistä. Klusterikauppamatkustajaongelmassa tavoite on löytää mahdollisim-
man lyhyt H ∈ F , jossa jokainen klusteri käydään läpi kokonaisuudessaan ennen
seuraavaan siirtymistä.

Yllä kuvattu ongelma voidaan kirjoittaa lineaarisena binäärioptimointitehtävänä.
Kuten aiemmissakin ongelmissa, otetaan käyttöön muuttujat

xij =

{︄
1, kun nuoli eij kuuluu ratkaisuna saatuun Hamiltonin sykliin
0, muulloin.

Kuljetun reitin pituutta pyritään minimoimaan. Tällöin voidaan krjoittaa tehtävän
kohdefunktio ja rajoitukset muodossa

min
∑︂
i∈V

∑︂
j∈V,j ̸=i

dijxij (29)

s. t.
∑︂

i∈V,i ̸=j

xij = 1, kaikille j = 1, ..., n (30)∑︂
j∈V,j ̸=i

xij = 1, kaikille i = 1, ..., n (31)∑︂
i∈Vp

∑︂
j∈Vp,j ̸=i

xij = |Vp| − 1, kaikille p = 1, ..., k (32)

∑︂
i∈S

∑︂
j∈V \S

xij ≥ 1, kaikille S ⊂ V, 2 ≤ |S| ≤ n− 2 (33)

xij ∈ {0, 1}, kaikille i, j = 1, ..., n, i ̸= j. (34)

Rajoituksilla (30) varmistetaan, että jokaiseen kaupunkiin tullaan vain kerran. Ra-
joituksilla (31) puolestaan varmistetaan, että jokaisesta kaupungista myös lähdetään
vain kerran. Rajoitukset (32) takaavat, että jokaisen klusterin Vp sisällä on kuljettu-
ja nuolia yksi vähemmän kuin klusterissa on kaupunkeja. Tästä seuraa, että kaikki
klusterin kaupungit käydään perätysten läpi ennen kuin siirrytään uuteen klusteriin.
Rajoitukset (33) ovat alisyklien eliminointirajoituksia.
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5 Kauppamatkustajaongelmia useammalle kauppa-
matkustajalle

Tässä luvussa käydään läpi sellaisia klassisen kauppamatkustajaongelman muun-
noksia, joissa on useampi kuin yksi kauppamatkustaja. Esitellyt muunnokset ovat
nimeltään usean kauppamatkustajan ongelma ja värillinen kauppamatkustajaongel-
ma.

5.1 Usean kauppamatkustajan ongelma

Tässä alaluvussa tarkastellaan usean kauppamatkustajan ongelmaa (engl. Multiple
Traveling Salesman Problem), jossa on sen nimen mukaisesti käytössä useampi kuin
yksi kauppamatkustaja. Ongelman tavoite on etsiä sellaiset lyhimmät mahdolliset
reitit kaikille kauppamatkustajille, että jokaisessa kaupungissa vieraillaan tasan ker-
ran. Ongelmassa käytettyjen kauppamatkustajien määrän on oltava aidosti suurempi
kuin yksi, tai ongelma on täsmälleen sama kuin klassinen kauppamatkustajaongel-
ma. Usean kauppamatkustajan ongelma on näin ollen myös NP-vaikea, koska klas-
sinen ongelma on sen erikoistapaus. [5]

Usean kauppamatkustajan ongelma on klassista kauppamatkustajaongelmaa so-
pivampi kuvaamaan sellaisia tosielämän ongelmia, joissa käytetään esimerkiksi useam-
paa ajoneuvoa, konetta tai työntekijää. Kyseistä ongelmaa voidaan soveltaa moniin
eri aikataulutus- ja reititysongelmiin. Tällaisia ovat esimerkiksi koulubussien reittien
suunnittelu, muut useamman ajoneuvon reititysongelmat sekä itsenäisesti liikkuvien
robottien tehtävien suunnittelu. [3, 5]

Usean kauppamatkustajan ongelmasta on olemassa monia erilaisia versioita riip-
puen esimerkiksi siitä aloittavatko kaikki kauppamatkustajat samasta lähtökaupun-
gista ja kuinka montaa kauppamatkustajaa ratkaisussa käytetään [3, 5]. Jatkossa
keskitytään kuitenkin vain sellaiseen versioon, jossa tavoitteena on määrätä lyhim-
mät reitit ennalta määrätylle määrälle kauppamatkustajia. Kaikilla kauppamatkus-
tajilla on yhteinen aloituskaupunki, kaikissa kierrettävissä kaupungeissa käydään
tarkalleen kerran ja jokainen kauppamatkustaja palaa kierroksensa lopuksi aloitus-
kaupunkiin. Tarkoitus on minimoida kaikkien kauppamatkustajien reittien yhteen-
laskettua pituutta. [3]

Seuraavaksi määritellään ongelma tarkemmin ja käydään läpi sen mallinnus li-
neaarisena binäärioptimointitehtävänä. Esitelty malli perustuu lähteeseen [3].

Määritelmä 9. Olkoot n ja m positiivisia kokonaislukuja, m < n ja G = (V,E)
täydellinen, painotettu ja suunnattu graafi, jossa V = {1, ..., n} on graafin solmu-
jen joukko ja E = {eij | i, j ∈ V, i ̸= j} puolestaan on solmuja yhdistävien nuolten
joukko. Nuolten eij pituuksia merkitään arvoilla dij, jotka voidaan koota kustannus-
matriisiksi D ∈ Rn×n. Lisäksi dij = ∞, kun i = j. Nyt m on tehtävässä käytettyjen
kauppamatkustajien määrä. Olkoon solmu 1 kaikkien kauppamatkustajien yhtei-
nen aloituskaupunki. Usean kauppamatkustajan ongelmassa yritetään löytää kaikille
kauppamatkustajille reitit, joiden yhteenlaskettu pituus on mahdollisimman lyhyt.
Lisäksi jokaisessa kaupungissa aloituskaupunkia lukuun ottamatta vieraillaan tasan
kerran ja kaikkien reittien pitää alkaa aloituskaupungista 1.
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Edellä kuvattu ongelma voidaan kirjoittaa lineaarisena binäärioptimointitehtä-
vänä. Otetaan taas käyttöön muuttujat

xij =

{︄
1, jos ratkaisussa kuljetaan nuolta eij pitkin
0, muulloin.

Ongelma saadaan muotoiltua tehtäväksi

min
∑︂
i∈V

∑︂
j∈V,j ̸=i

dijxij (35)

s. t.
∑︂

j∈V \{1}

x1j = m (36)

∑︂
i∈V \{1}

xi1 = m (37)

∑︂
i∈V

xij = 1, kaikille j = 2, ..., n (38)∑︂
j∈V

xij = 1, kaikille i = 2, ..., n (39)∑︂
i∈S

∑︂
j∈V \S

xij ≥ 1, kaikille S ⊆ V \{1}, S ̸= ∅ (40)

xij ∈ {0, 1}, kaikille i, j = 1, ..., n, i ̸= j. (41)

Rajoituksilla (36) ja (37) varmistetaan, että tarkalleen m kauppamatkustajaa aloit-
taa kierroksensa aloituskaupungista ja palaa siihen. Rajoitukset (38) ja (39) varmis-
tavat, että jokaisessa kaupungissa aloituskaupunkia lukuun ottamatta käydään vain
kerran. Rajoituksella (40) pidetään huoli, ettei ratkaisussa ole erillisiä alisyklejä.

Jos ongelmassa kaikilla m kappaleella kauppamatkustajia ei ole pääsyä kaikkiin
kaupunkeihin, tavallinen useamman kauppamatkustajan ongelma ei enää sellaise-
naan riitä tilanteen mallintamiseen. Myöskään luvussa 4 esitellyt mallit eivät käy,
sillä niitä ei ole tarkoitettu useammalle kauppamatkustajalle. Seuraavassa alaluvussa
esitellään eräs kauppamatkustajaongelman muunnos, jolla pystytään mallintamaan
tällaisia tilanteita.

5.2 Värillinen kauppamatkustajaongelma

Värillinen kauppamatkustajaongelma (engl. Colored Traveling Salesman Problem)
on kauppamatkustajaongelman muunnos, jossa on useampi kauppamatkustaja ja
kaupunkien joukko on jaettu klustereihin. Kyseinen muunnos on esitelty artikkelissa
[17] ja sen tavoite on minimoida usean kauppamatkustajan reittien yhteenlaskettua
pituutta graafissa, jonka kaikki solmut eivät ole sallittuja kaikille kauppamatkusta-
jille. Tässä alaluvussa on käytetty suuriltaosin lähteenä artikkelia [17].

Värillistä kauppamatkustajaongelmaa voidaan hyödyntää erilaisten monikone-
järjestelmien (engl. Multimachine Engineering System) mallintamisessa. Jatkossa
tarkastellaan muunnoksen sellaista versiota, jossa kaikilla kauppamatkustajilla on
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omat yksityiset kaupunkiklusterinsa sekä yksi yhteinen kaupunkiklusteri. Tämä yh-
teinen klusteri sisältää kaikille kauppamatkustajille yhteisen aloituskaupungin. Ku-
vassa 4 on havainnollistettu yksi mahdollinen ratkaisu tilanteessa, jossa on neljä
kauppamatkustajaa, yksityiset kaupunkiklusterit V1, .., V4 sekä yhteinen klusteri U .

Kuva 4: Värillinen kauppamatkustajaongelma, jossa on neljä kauppamatkustajaa,
V1, ..., V4 ovat kauppamatkustajien yksityiset kaupunkiklusterit ja U on kaikille yh-
teinen kaupunkiklusteri, joka sisältää yhteisen aloituskaupungin 1.

Seuraavaksi käydään läpi ongelman tarkempi määritelmä.

Määritelmä 10. [17, 19] Oletetaan, että ongelmassa on n ∈ N kaupunkia ja m ∈ N
kauppamatkustajaa, joille toteutuu m < n. Olkoon G = (V,E) täydellinen, pai-
notettu ja suunnattu graafi, jossa V = {1, ..., n} on graafin solmujen joukko ja
E = {eij | i, j ∈ V, i ̸= j} puolestaan on solmuja yhdistävien nuolten joukko. Nuol-
ten eij pituuksia merkitään arvoilla dij, jotka voidaan koota kustannusmatriisiksi
D ∈ Rn×n. Lisäksi dij = ∞, kun i = j. Olkoon nyt Zm = {1, ...,m} kauppamat-
kustajien joukko ja kauppamatkustajan k väri ck. Kaupunkien joukko V on jaettu
m + 1 erilliseen ja epätyhjään klusteriin, joita ovat yhteinen klusteri U sekä jokai-
sen kauppamatkustajan k oma yksityinen kaupunkiklusteri Vk. Olkoon solmu 1 ∈ U
kaikkien kauppamatkustajien yhteinen aloituskaupunki. Kaupunkien värimatriisissa

A = [aik]n×m =

⎡⎢⎢⎢⎣
a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m

...
... . . . ...

an1 an2 · · · anm

⎤⎥⎥⎥⎦
alkion aik ∈ {0, 1} arvo kuvaa sitä, onko kaupungin i väri sallittu kauppamatkusta-
jalle k ja sallittujen värien joukko kaupungissa i on c(i) = {ck | aik = 1, k ∈ Zm}.
Jos väri ck ∈ c(i), kauppamatkustaja k saa vierailla kaupungissa i. Jos kaupunki
i ∈ Vk, niin kaupungin i ainoa sallittu väri on ck. Tällöin vain kauppamatkustaja k
saa vierailla kaupungissa i.
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Värillisessä kauppamatkustajaongelmassa tavoitteena on ratkaista m kappaleel-
le kauppamatkustajia sellaiset reitit (eli syklit) graafissa G, että reittien yhteen-
laskettu pituus on mahdollisimman pieni. Jokaisessa kaupungissa aloituskaupunkia
lukuun ottamatta käy tarkalleen kerran vain yksi kauppamatkustaja, minkä lisäksi
kauppamatkustaja saa vierailla vain itselleen sallituissa kaupungeissa.

Seuraavaksi esitellään värillinen kauppamatkustajaongelma lineaarisena sekalu-
kuoptimointitehtävänä [17]. Olkoon kaupunki 1 ∈ U kaikkien kauppamatkustajien
aloituskaupunki. Lisäksi kaikille kaupungeille i ∈ U sallittujen värien joukko on
c(i) = {ck | k ∈ Zm}, eli kaikki joukon U kaupungit ovat kaikille kauppamatkustajil-
le k yhteisiä. Lisäksi tarvitaan muuttujat

xijk =

{︄
1, jos kauppamatkustaja k kulkee pitkin nuolta eij

0, muulloin

ja

uik = kaupungin i vierailujärjestys kauppamatkustajan k reitillä.

Lopputuloksena saadaan optimointitehtävä

min
∑︂
k∈Zm

∑︂
i∈V

∑︂
j∈V,j ̸=i

dijxijk (42)

s. t.
n∑︂

j=2

x1jk = 1, kaikille k = 1, ...,m (43)

n∑︂
i=2

xi1k = 1, kaikille k = 1, ...,m (44)∑︂
i∈Vk

∑︂
j∈V

xijl = 0, kaikille k, l = 1, ...,m, k ̸= l (45)∑︂
i∈Vk

∑︂
j∈V

xjil = 0, kaikille k, l = 1, ...,m, k ̸= l (46)∑︂
i∈Vk

∑︂
j∈V \(U∪Vk)

xijk = 0, kaikille k = 1, ...,m (47)

∑︂
i∈Vk

∑︂
j∈V \(U∪Vk)

xjik = 0, kaikille k = 1, ...,m (48)

∑︂
j∈V,j ̸=i

∑︂
k∈Zm

xijk = 1, kaikille i = 2, ..., n (49)∑︂
j∈V,j ̸=i

∑︂
k∈Zm

xjik = 1, kaikille i = 2, ..., n (50)∑︂
l∈Vk∪U

xjlk =
∑︂

i∈Vk∪U

xijk, kaikille k = 1, ...,m ja j ∈ U (51)

uik − ujk + nxijk ≤ n− 1, kaikille i, j = 2, ..., n, i ̸= j ja k = 1, ...,m (52)
xij ∈ {0, 1}, kaikille i, j = 1, ..., n, i ̸= j (53)
uik ≥ 0, kaikille i = 2, ..., n ja k = 1, ...,m. (54)
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Rajoitukset (43) ja (44) pitävät huolen siitä, että jokainen kauppamatkustaja k
lähtee aloituskaupungista ja palaa siihen. Rajoituksilla (45) ja (46) puolestaan kat-
sotaan, ettei toinen kauppamatkustaja l vieraile kauppamatkustajan k yksityisessä
kaupunkiklusterissa. Rajoituksilla (47) ja (48) taas varmistetaan, ettei kauppamat-
kustaja k vieraile muiden kauppamatkustajien yksityisissä kaupunkiklustereissa. Ra-
joitusten (49) ja (50) mukaan jokaisessa kaupungissa lukuun ottamatta aloituskau-
punkia käydään vain kerran. Rajoituksilla (51) pidetään huoli, että kaikkiin yhteisiin
kaupunkeihin tullaan yhtä monta kertaa kuin niistä lähdetään ja rajoitukset (52)
eliminoivat alisyklit.

Värillinen kauppamatkustajaongelma sisältää erikoistapauksinaan klassisen kaup-
pamatkustajaongelman ja alaluvussa 5.1 esitellyn usean kauppamatkustajan ongel-
man. Oletetaan, että kaikissa klustereissa Vk olisi kussakin vain yksi kaupunki, ja
jaettu klusteri U puolestaan ei sisältäisi aloituskaupunkia. Tällainen ongelma olisi
sama kuin usean kauppamatkustajan ongelma, jossa jokaisella kauppamatkustajalla
on oma yksityinen aloituskaupunki. Jos taas klusteri U sisältäisi vain kaikkien kaup-
pamatkustajien yhteisen aloituskaupungin, voitaisiin ongelmaa mallintaa useam-
malla yksittäisellä kauppamatkustajaongelmalla. Tällöin yhden yksityisen klusterin
kaupungit olisivat yhden kauppamatkustajaongelman kaupungit ja aloituskaupunki
klusterissa U olisi kaikkien yksittäisten ongelmien aloituskaupunki. Koska kauppa-
matkustajaongelma ja usean kauppamatkustajan ongelma ovat NP-vaikeita, myös
värillinen kauppamatkustajaongelma on NP-vaikea. [17]

6 Ratkaisumenetelmiä

Kauppamatkustajaongelma ja sen edellä esitellyt muunnokset ovat kaikki NP-vaikeita
kombinatorisia optimointiongelmia. Tällaisille ongelmille ei ole olemassa sellaista
ratkaisualgoritmia, joka pystyisi aina ratkaisemaan ne optimaalisesti polynomiaa-
lisessa ajassa. Varsinkin suurikokoisten kauppamatkustajaongelmien ratkaiseminen
optimaalisesti on vaikeaa ellei jopa mahdotonta. Tässä luvussa käydään läpi joitakin
kauppamatkustajaongelmalle ja sen muunnoksille sopivia ratkaisumenetelmiä. Kä-
siteltävät ratkaisumenetelmät voidaan jakaa tarkkoihin ja heuristisiin menetelmiin.

6.1 Tarkat ratkaisumenetelmät

Tarkoilla eli eksakteilla ratkaisumenetelmillä voidaan löytää ratkaistavan ongelman
paras ratkaisu eli globaali optimi. Kauppamatkustajaongelmassa globaali optimi vas-
taa yleensä lyhintä mahdollista Hamiltonin sykliä ja ongelmalle mahdollisia tarkkoja
ratkaisumenetelmiä ovat esimerkiksi täydellinen luettelointi sekä Branch and Bound
-menetelmä.

6.1.1 Täydellinen luettelointi

Täydellinen luettelointi (engl. Complete Enumeration) on ratkaisujen listaamiseen
perustuva ratkaisumenetelmä. Kun kyseisellä menetelmällä ratkaistaan yksinkertai-
sia kauppamatkustajaongelmia, listataan kaikki mahdolliset tarkasteltavan graafin
Hamiltonin syklit ja lasketaan niistä jokaisessa nuolten yhteenlasketut kustannukset
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eli syklin kokonaispituus. Kaikkien mahdollisten Hamiltonin syklien joukosta vali-
taan optimiratkaisuksi se, joka on pituudeltaan kaikkein lyhin. Kaupunkien määrän
kasvaessa menetelmään tarvittava aika kasvaa kuitenkin nopeasti liian suureksi. [29]

6.1.2 Branch and Bound -menetelmä

Branch and Bound -menetelmä (engl. Branch and Bound) on toinen kauppamatkus-
tajaongelman ratkaisemisessa yleisesti käytetty tarkka ratkaisutapa. Sekin perustuu
ratkaisuvaihtoehtojen listaamiseen. Branch and Bound -menetelmät ovat kuiten-
kin yleensä täydellistä luettelointia tehokkaampia ratkaisumenetelmiä, mutta ne-
kin voivat vaatia paljon aikaa parhaan ratkaisun löytämiseksi. Branch and Bound
-menetelmässä ideana on laskea minimointiongelman kohdefunktion optimiarvolle
yläraja käyttäen tähän mennessä parasta tunnettua ratkaisua ja alaraja relaksoi-
malla alkuperäisen ongelman rajoitteita. Tämän jälkeen muodostetaan puu, jos-
sa jokainen haarautuminen jakaa ongelmaa pienempiin osaongelmiin. Osaongelmia
käydään läpi yksi kerrallaan ja osaongelman ratkaisun perusteella ala- ja ylärajaa
kohdefunktion arvolle päivitetään sekä tarvittaessa haarautetaan ongelmaa uusik-
si osaongelmiksi. Osaongelma eliminoidaan, jos siitä saatava alaraja on suurempi
kuin nykyisen parhaan ratkaisun antama yläraja, osaongelmalla ei ole yhtään rat-
kaisua tai osaongelman ratkaisu toteuttaa kaikki alkuperäisen tehtävän rajoitteet.
[26] Tämä nopeuttaa ratkaisun etsimistä. Branch and Bound -menetelmien tehok-
kuus riippuu siitä kuinka hyvät ala- ja ylärajat kohdefuntion optimiarvolle saadaan
laskettua sekä valitusta haarautumisstrategiasta eli siitä missä järjestyksessä haku-
puun osaongelmat käydään läpi. [16]

Monia erilaisia Branch and Bound -periaatteeseen pohjautuvia algoritmeja on eh-
dotettu kauppamatkustajaongelman ja sen eri muunnosten ratkaisemiseksi. Esimer-
kiksi Ali ja Kennington esittelivät artikkelissa [15] vuonna 1986 eräänlaisen Branch
and Bound -menetelmän epäsymmetriselle usean kauppamatkustajan ongelmalle ja
testasivat sitä korkeintaan 100 kaupungin ongelmissa. Lähteissä [4, 10], on esitelty
erilaisia erityisesti pullonkaulakauppamatkustajaongelmalle kehitettyjä Branch and
Bound -menetelmiä.

6.2 Heuristiset ratkaisumenetelmät

Koska tarkat menetelmät ovat lähes aina liian työläitä ja aikaa vieviä suurempien
kauppamatkustajaongelmien ratkaisemiseen, niiden sijasta on järkevämpää käyttää
erilaisia heuristiikkoja. Heuristiikat ovat likimääräisiä ratkaisumenetelmiä, jotka pys-
tyvät löytämään usein hyviä ratkaisuja lyhyessä ajassa. Ne eivät kuitenkaan ta-
kaa optimiratkaisua tarkasteltavalle ongelmalle. [18, 24] Kauppamatkustajaongel-
man ratkaisemiseksi on esitetty monia erilaisia heuristisia menetelmiä. Seuraavaksi
esitellään joitakin niistä. Ensimmäiset kaksi esitetyistä menetelmistä ovat heuris-
tiikkoja, kun taas kolmas ja neljäs kuuluvat metaheuristiikkoihin.

Metaheuristiikat ovat korkeamman tason heuristisia ratkaisumenetelmiä, jotka
pystyvät ratkaisemaan suurikokoisia ja monimutkaisiakin ongelmia lähes optimaali-
sesti lyhyessä ajassa [8]. Metaheuristiikat ovatkin yksi kaikkein käytännöllisimmistä
tavoista ratkaista monimutkaisia kombinatorisia optimointiongelmia [38]. Usein me-
taheuristiikkojen toiminta perustuu johonkin luonnossa esiintyvään ilmiöön. Tässä
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työssä tarkastellaan kahta tällaista metaheuristiikkaa, joita ovat geneettiset algorit-
mit [33] ja simuloitu jäähdytys [28].

6.2.1 Lähimmän naapurin menetelmä

Lähimmän naapurin menetelmä (engl. Nearest Neighbour) on yksi hyvin yksinkertai-
nen konstruktiivinen heuristiikka, joka rakentaa ratkaisua pala kerrallaan ja lopet-
taa, kun tarkasteltavalle ongelmalle on löytynyt yksi mahdollinen ratkaisu. Huomion
arvoista on, että menetelmä ei pyri parantelemaan löydettyä ratkaisua. Kauppamat-
kustajaongelmaa ratkaistaessa lähimmän naapurin menetelmällä valitaan reittiin ai-
na nykyistä kaupunkia seuraava kaupunki sen mukaan, mihin reitistä puuttuvista
kaupungeista on lyhin matka. Toisin sanoen reitti aloitetaan jostain kaupungista
ja kyseisestä kaupungista lähtevistä nuolista kuljetaan lyhintä pitkin vielä reitistä
puuttuvaan kaupunkiin. Näin jatketaan, kunnes kaikki graafin kaupungit on saa-
tu mukaan ja lopuksi palataan takaisin lähtökaupunkiin. Lopputuloksena on saatu
muodostettua yksi mahdollinen ratkaisu eli Hamiltonin sykli. Koska lähimmän naa-
purin menetelmä on heuristiikka, se ei kuitenkaan välttämättä löydä kaikkein lyhintä
Hamiltonin sykliä. [18, 29]

Maksimikauppamatkustajaongelmalle voidaan käyttää samankaltaista heuristiik-
kaa, jota kutsutaan kauimmaisen naapurin (engl. Farthest Neighbour) menetelmäksi.
Menetelmässä valitaan nimensä mukaisesti reittiin aina nykyistä kaupunkia kauim-
maisena oleva kaupunki, jossa ei vielä ole vierailtu. Näin saadaan muodostettua yksi
mahdollinen, muttei välttämättä optimaalinen Hamiltonin sykli. [2] Myös pullonkau-
lakauppamatkustajaongelmalle ja maksimihajontakauppamatkustajaongelmalle voi-
daan soveltaa lähimmän naapurin menetelmää yksinkertaisilla muokkauksilla [16].

6.2.2 2- ja 3-optimaalinen haku

Konstruktiivisilla heuristiikoilla saatuja ratkaisuja voidaan parannella erilaisilla pa-
rantavilla hakuheuristiikoilla. Esimerkkejä tällaisesta heuristiikasta ovat erilaiset
paikallishakuun (engl. Local Search) perustuvat menetelmät, jotka muokkaavat ny-
kyistä ratkaisua ja pyrkivät etsimään sen naapurustosta, eli lähimpien ratkaisu-
jen joukosta, paremman ratkaisun. Tällaisia menetelmiä ovat esimerkiksi 2- ja 3-
optimaalinen haku. [18]

2-optimaalisessa haussa nykyisestä ratkaisusta poistetaan kaksi nuolta ja ne kor-
vataan uusilla siten, että kaksi muodostunutta polkua yhdistyvät eri reitiksi kuin
aiemmassa ratkaisussa. Näin saatu uusi reitti korvaa vanhan kuitenkin vain, jos uusi
Hamiltonin sykli on lyhyempi kuin aikaisempi. 3-optimaalinen haku toimii muuten
samoin kuin 2-optimaalinen haku, mutta siinä poistetaan ja korvataan nykyisestä
ratkaisusta kolme nuolta. Paikallishaun ongelma on, että se saattaa jäädä jumiin
lokaaliin optimiin, eikä siksi välttämättä löydä globaalia optimia. [18]

Artikkelissa [35] on esitelty maksimihajontakauppamatkustajaongelmalle eräs
ratkaisualgoritmi, jossa hyödynnetään 2-optimaalista hakua. Myös artikkelissa [19]
on käytetty 2-optimaalista hakua osana erityisesti värilliselle kauppamatkustajaon-
gelmalle kehitettyä ratkaisualgoritmia.
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6.2.3 Geneettiset algoritmit

Geneettiset algoritmit (engl. Genetic Algorithms) jäljittelevät luonnossa tapahtu-
vaa evoluutiota. Niiden toiminta perustuu kolmeen vaiheeseen: luonnonvalintaan,
risteytykseen ja mutaatioon. Geneettiset algoritmit ovat iteratiivisia hakumenetel-
miä eli ne parantelevat saatuja ratkaisuja jokaisella iteraatiokierroksella. Geneetti-
siä algoritmeja on kehitetty useita erilaisia riippuen siitä, kuinka niiden kolme edellä
mainittua vaihetta on toteutettu. Perustoimintaperiaate on kuitenkin kaikilla sa-
manlainen. [33]

Menetelmässä alustetaan ensin aloituspopulaatio eli luodaan satunnaisesti jouk-
ko ratkaisuja tarkasteltavalle ongelmalle. Kun ratkaistaan kauppamatkustajaongel-
mia geneettisillä algoritmeilla, nämä ratkaisut esitetään usein jonoina, joissa kau-
pungit ovat vierailujärjestyksessä. Jokaiselle aloituspopulaation ratkaisulle lasketaan
arvo, jolla mitataan ratkaisun hyvyyttä. Yleensä tämä on kohdefunktion arvo. Kaup-
pamatkustajaongelman tapauksessa siis ratkaisua vastaavan Hamiltonin syklin pi-
tuus. Koska aloituspopulaation ratkaisut on luotu satunnaisesti, ne eivät välttämättä
ole lähellä optimaalista ratkaisua. Luonnonvalinnassa tästä alkuperäisestä populaa-
tiosta valitaan ratkaisuja, joista muodostetaan uusi ratkaisupopulaatio. Parhaat rat-
kaisut siirretään uuteen populaatioon muokkaamatta niitä ja lisäksi valitaan pareja,
joita risteyttämällä muodostetaan uusia ratkaisuja. Mitä parempi ratkaisu on sitä
todennäköisemmin se valitaan tuottamaan jälkeläisiä. Risteytyksessä muodostettui-
hin ratkaisuihin tehdään mutaatiovaiheessa pieniä muutoksia valitulla todennäköi-
syydellä. Tämän takia menetelmä ei jää niin helposti jumiin lokaaleihin optimeihin.
[33]

Iterointia jatketaan algoritmissa, kunnes nykyisestä populaatiosta löydetään tar-
peeksi hyvä ratkaisu ongelmalle. Geneettiset algoritmit ovat yksi suosituimmista
menetelmistä kauppamatkustajaongelman ja sen muunnosten ratkaisemiseksi. Esi-
merkiksi yleistetylle kauppamatkustajaongelmalle geneettiset algoritmit ovat yksi
yleisimmin käytetty metaheuristiikka [24]. Artikkelissa [25] on esitelty eräänlainen
klusterikauppamatkustajaongelmalle kehitetty geneettinen algoritmi. Lähteessä [17]
puolestaan on kuvailtu useaa erilaista geneettistä algoritmia värilliselle kauppamat-
kustajaongelmalle. Lisäksi usean kauppamatkustajan ongelman ratkaisemiseen on
ehdotettu geneettistä algoritmia esimerkiksi lähteessä [37].

6.2.4 Simuloitu jäähdytys

Simuloitu jäähdytys (engl. Simulated Annealing) on toinen tunnettu kombinatoris-
ten optimointiongelmien ratkaisemiseen kehitetty metaheuristiikka, joka perustuu
kiinteiden aineiden jäähdytysprosessin jäljittelemiseen. Simuloidusta jäähdytykses-
täkin on erilaisia versioita, riippuen esimerkiksi siitä, millaista jäähdytysasteikkoa
käytetään. [28]

Aluksi menetelmässä määritetään aloituslämpötila, jota pienennetään valitun
asteikon mukaan jokaisella iteraatiokierroksella. Menetelmän perusidea on verrata
keskenään satunnaisesti luotujen ratkaisujen hyvyyttä kohdefunktion arvojen pe-
rusteella. Parempi ratkaisu valitaan yleensä seuraavalle iteraatiokierrokselle, jossa
sitä verrataan uuteen ratkaisuun. On myös mahdollista, että vertailussa huonom-
pi ratkaisu valitaan uudelle kierrokselle. Huonomman ratkaisun valitsemisen toden-

20



näköisyys on suurempi alussa lämpötilan ollessa suurempi. Jokaisella kierroksella
lämpötilaa kuitenkin lasketaan, mikä vähentää huonompien ratkaisujen valitsemi-
sen todennäköisyyttä. Menetelmän loppua kohden jatkoon valitaan vain nykyisen
ratkaisun kanssa yhtähyviä tai sitä parempia ratkaisuja. Huonompien ratkaisujen
hyväksymisestä menetelmän alussa on kuitenkin hyötyä, sillä se vähentää todennä-
köisyyttä jäädä jumiin lokaaliin optimiin. [28]

Kauppamatkustajaongelman ratkaisemiseen on kehitetty monia erilaisia simuloi-
tua jäähdytystä hyödyntäviä algoritmeja, kuten lähteissä [11] ja [36] esitellyt algo-
ritmit. Lähteessä [32] on esitelty eräänlainen simuloitu jäähdytys -algoritmi usean
kauppamatkustajan ongelman ratkaisemiseen. Artikkelissa [17] puolestaan on käy-
tetty simuloitua jäähdytystä osana yhtä värillisen kauppamatkustajaongelman rat-
kaisemiseen esitettyä geneettistä algoritmia.

7 Yhteenveto
Työssä on käsitelty kauppamatkustajaongelmaa, joka on hyvin tunnettu kombina-
torinen optimointiongelma. Aluksi on määritelty Hamiltonin sykli sekä tarkasteltu
klassisen kauppamatkustajaongelman määritelmää ja mallinnusta optimointitehtä-
vänä. Erityisesti on nähty, että kauppamatkustajaongelma voidaan kirjoittaa line-
aarisena binääri- tai sekalukuoptimointitehtävänä.

Työssä on pääasiassa tarkasteltu klassisen kauppamatkustajaongelman erilaisia
muunnoksia. Näiden muunnosten määritelmät on käyty läpi yksityiskohtaisesti, min-
kä lisäksi jokainen muunnos on esitetty optimointitehtävänä. Tarkastelu on aloitet-
tu yksinkertaisista muunnoksista, joista jokainen erosi klassisesta kauppamatkusta-
jaongelmasta määritelmältään ja mallinnukseltaan vain vähän. Tämän jälkeen on
siirrytty sellaisiin muunnoksiin, joissa kaupunkien joukko on jaettu pienempiin os-
ajoukkoihin. Lopuksi esiteltiin kaksi muunnosta, joissa kauppamatkustajia on yhden
sijasta useita. Erityisesti nämä monimutkaisemmat muunnokset eroavat enemmän
klassisesta kauppamatkustajaongelmasta määritelmältään ja mallinukseltaan.

Muunnosten tarkastelun yhteydessä on mainittu myös joitakin niiden tosielämän
sovelluskohteita ja nähty, että kaikki läpikäydyt muunnokset ovat klassisen kauppa-
matkustajaongelman tavoin NP-vaikeita optimointitehtäviä. Lopuksi on listattu joi-
takin erilaisia ratkaisumenetelmiä kauppamatkustajaongelmalle. Tarkastelussa on
huomioitu myös työssä esitellyt klassisen ongelman muunnokset.
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