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Tutkielmassa perehdytadn Yahtzeen optimaaliseen pelaamiseen. Tarkastelu pe-
rustuu tietokoneen simuloimiin tuloksiin ja niiden analysointiin kiyttden apuna to-
dennékoisyyslaskentaa.

Aluksi tutkielmassa kiydaan ldpi todennédkoisyyslaskennan késitteité ja peruspe-
riaatteita, joiden pohjalta pystytddn analysoimaan Yahtzeen erilaisia lukuyhdistel-
mid. Seuraavaksi Kkésitelladn tietokoneen simulaatioiden tuloksista muodostettujen
taulukoiden avulla optimaalisia valintoja, joiden avulla saavutettaisiin mahdollisim-
man suuret pisteet pelin lopuksi. Lopuksi esitelldén esimerkkitapaus, missé pelaaja
valitsee vaihtoehdoista sen, joka antaa todennakéisimmin parhaimman lopputulok-
sen.

Tutkielma osoittaa, ettd vaikka Yahtzeeta pidetddn tuuripeliné, niin oikeilla va-
linnoilla on ratkaiseva merkitys lopulliseen tulokseen.
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1 Johdanto

Yahtzee on noppapeli, jota pelataan viidella kuusisivuisella nopalla. Pelin tarkkaa
alkuperad ei tunneta, mutta tarinan mukaan vuonna 1954 varakas kanadalainen
pariskunta kehitti sen viettdessdén aikaa jahdillaan. He nimesivat pelin "Yacht Ga-
meksi”. Tarinan mukaan pelistd tuli suosittu heidan ystévéapiirinséd keskuudessa, ja
pariskunta halusi valmistaa siitd lahjakopioita. Pariskunta naki myos pelissdan kau-
pallisen mahdollisuuden, ja he ldhestyivit pelivalmistajaa Edwin S. Lowea. Lowe
tarjoutui ostamaan pelin oikeudet ja muutti pelin nykyiseen nimeensa Yahtzeehen.
Peli saavutti valtavan suosion, ja Lowe myi sitd noin 40 miljoonaa kappaletta vuo-
sina 1956-1973. Myohemmin Milton Bradley, nykyisin Hasbro, inc, tytaryhtio, otti
pelin tuotantoon. Peli on tdhédn paivadn asti sailyttédnyt suosionsa, ja sitd myydaan-
kin vuosittain noin 50 miljoonaa kappaletta. Pelistd on myos kehitty samankaltaisia
peleja, kuten Yatzy, Yatzee, Yaht ja Kniffer.

Téassé tutkielmassa tarkastellaan Yahtzeen mahdollisimman optimaalista pelaa-
mista. Tutkielmassa hyodynnetdin todennédkoéisyyslaskentaa, kombinatoriikkaa ja
tietokonesimulaatiota. Tavoitteena on 16ytdd mahdollisimman optimaalinen pelita-
pa, jolla maksimoidaan pelaajan kerddmaé pisteméara pelin paatyttya.

Tutkielman alussa esitetdan pelin kulku: sdannot ja pisteytys. Tamén jalkeen
tarkastellaan pelitilanteiden ja erilaisten Yahtzee-yhdistelmien todennéakoisyyksia ja
niistd tehtyja paatelmia. Lopuksi perehdytéaén Yahtzeen optimaaliseen pelaamiseen
ja erilaisiin pelitapoihin, jolla mahdollisesti saavuttaa optimaalinen tilanne. Tutkiel-
massa pitaéd ottaa huomioon, ettd Yahtzeessa sattumalla on merkittava osuus, joten
optimaalista pelitapaa ei pysty suoraviivaisesti tulkitsemaan. Tutkielma perustuu
kirjoihin [1, [2], luentomonisteeseen [3], tutkielmaan [4] ja monisteeseen [5].

2 Saannot ja pisteytys

Téama luku perustuu lahteeseen [I]. Vuorollaan pelaaja heittdéd viitta kuusisivuista
noppaa vahintdan kerran tai enintdéan kolme kertaa. Ensimmaisen heiton jélkeen pe-
laaja paattad, haluaako han séilyttda osan nopista vai heittaako kaikki viisi noppaa
uudelleen. Sailyttamattomat nopat heitetdan uudelleen toisella kierroksella. Toisella
kierroksella pelaaja valitsee uudelleen, mitkd nopat han pitda ja mitkd han heittaa
vield kerran kolmannella kierroksella uudelleen. Kolmannella kierroksella on mah-
dollisuus heittad myos ensimmaéisellé ja toisella kierroksella syrjaén jaaneitd noppia.
Kolmannen heittokierroksen jélkeen pelaajan tulee kirjata saatu pistemadra poyta-
kirjaan. Jos heitetyt nopat eivit muodosta mitdén pelaamatonta lukuyhdistelmaé
johonkin sarakkeeseen merkitdan nolla. Jos pelaaja saa haluamansa lukuyhdistel-
mén ensimmaisen tai toisen heiton jalkeen, hdn voi kirjata sen suoraan poytéakirjaan,
mutta kolmas nopanheitto on viimeinen. Jokaiselle poytéakirjan riville voi merkita
pisteen vain kerran.

Taulukossa 1 on esitetty Yahtzeen poytéakirjan eri lukuyhdistelmét ja pelin pis-
teytys. Jos pelaaja heittda uudelleen Yahtzee-yhdistelméan pelin aikana eikd Yahtzee-



yhdistelmén sarakkeessa ole nollaa, hin saa 100 lisapistettd. Naméa lisdpisteet pe-
laaja voi sijoittaa mihin tahansa 13 tyhjasta sarakkeesta.

Yksittaisten numeroiden yhdistelmaét:

Pisteytys:

Silmélukujen 1 yhteenlaskettu summa

Silméalukujen 2 yhteenlaskettu summa

Silméalukujen 3 yhteenlaskettu summa

Silméalukujen 4 yhteenlaskettu summa

Silméalukujen 5 yhteenlaskettu summa

1
2
3
4
5
6

Silméalukujen 6 yhteenlaskettu summa

Yksittaisten numeroiden lisdpisteet

35 pistetta,
jos kaikkien yksittaisten numeroiden

yhteenlaskettu summa on 63 tai enemmaén.

Erikoisyhdistelmat:
3 samaa Kaikkien noppien yhteispistemaara,
joka sisaltaa vahintaan 3 samaa silmalukua
4 samaa Kaikkien noppien yhteispisteméaéra,
joka sisaltaa vahintdan nelja samaa silmélukua
Tayskasi 25 pistetta

kolme samaa silmalukua

ja kaksi samaa toista silmélukua

Pieni suora
neljdn numeron sarja
(1-2-3-4, 2-3-4-5, 3-4-5-6)

30 pistetta

Iso suora
viiden numeron sarja

(1-2-3-4-5, 2-3-4-5-6)

40 pistetta

Yahtzee

viisi samaa silméalukua

50 pistetta

Sattuma

Kaikkien noppien yhteenlaskettu summa

milld tahansa silméaluvuilla

Taulukko 1: Yahtzeen poytéakirjan eri lukuyhdistelmét ja niiden pisteytys.




3 Todennakoisyyslaskenta

Jotta Yahtzeeta voi pelata tavoitteellisesti, pelaajan on tunnettava perusnopan to-
dennékoisyydet. Tassé luvussa kisitelldadn todennékoisyyden madritelmia ja keskei-
sid peruskésitteitd, jotka ovat olennaisia Yahtzeen optimaalisen pelaamisen kannal-
ta.

3.1 Klassinen todennakoisyys

Klassisen todennikoisyysteorian mukaan todennéakoisyys méaritellaédn suotuisten al-
keistapausten lukuméaran suhteena kaikkien mahdollisten alkeistapausten lukumaa-
raan.

Maaritelma 1. Todennékdisyyslaskennan aksioomat ovat [2]

P(A) >0 (1)
PO) =1 @)
ja P (UA;) =XP(4;), (3)

missd A; = Aj, Ag, ... ja ne ovat toisistaan riippumattomia tapauksia.

Alkeistapahtumien avaruuden (2 kaikki alkiot A toteuttavat mééritelmén 1 eh-
dot. Maéritelmén ehdon (1) mukaan alijoukon A tapahtuman todennikdisyys on
positiivinen luku. Ehdon (2) mukaan kaikkien alkeistapahtumien, eli avaruuden €2
alkioiden, yhteenlaskettu todennékoisyys on yksi. Liséksi ehto (3) sanoo, ettd jos
tapahtumat ovat riippumattomia, tdmén joukon tapahtumien todennékéisyys on
nédiden tapahtumien summa. Tama méaaritelma on sidoksissa téssa kappaleessa esi-
tettyihin asioihin.|2]

Lause 1. Oletetaan, etti alkeistapahtumia on ddrellinen mdadrd ja kaikki alkeista-
pahtumat i, xs, ..., x, ovat yhtd todenndkoisia. Tdalloin jokaisen alkeistapahtuman
todenndkdisyys on [3]

1
P(x;) = —,missii=1,...,n.
n

Esimerkki 1. Kuusisivuisen nopan heitossa alkeistapaukset ovat x1, xs, ..., ¢, missé
x; edustaa silmélukua .

Maaritelma 2. Olkoon A tapahtuma, joka toteutuu jonkin alkeistapahtumista
X1, T, ..., T esiintyessd. Otosavaruus () sisaltda kaikki mahdolliset alkeistapaukset



X1, T, ..., T,. Talloin klassisen todennékoisyyden mukaan tapahtuman A todenné-
koisyys on [3]

missd |A| tarkoittaa tapahtumalle A suotuisten alkeistapahtumien lukumédraé ja
2| kaikkien alkeistapahtumien lukumé&éraé.

Esimerkki 2. Kuusisivuisen nopan heitossa alkeistapaukset ovat {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Talloin yksittdisen silméluvun saamisen todennékoisyys on

On térkedd huomata, etté klassisessa todennékoisyydessé edellytetddn, etta kaik-
ki mahdolliset tapaukset ovat yhtd todennakdisia.

3.2 Kombinatoriikka

Kombinatoriikan avulla voidaan tutkia, monellako eri tavalla joukko alkioita voidaan
jarjestad eri ryhmiin. Lisdksi voidaan selvittdd, minkalainen otanta alkeistapahtu-
mien joukosta valitaan. Kombinatoriikan tuloksia voidaan hyodyntaa tapahtumien
lukumédrien laskemisessa, kun alkeistapauksia on darellinen méara. Kaytettdessa
kombinatoriikkaa Yahtzeen tutkimisessa otanta tapahtuu yleisesti palauttaen ja jar-
jestaen.

Maaritelma 3 (Tulosddntd). Olkoon otoksia k kappaletta ja kussakin i. vaiheessa
on n; vaihtoehtoa. Erilaisten koetuloksien lukuméirad saadaan kertomalla kunkin
vaiheen vaihtoehdot keskenéén seuraavasti [3]

ny-MNog - ... Ng.

Esimerkki 3. Heitetddn viittd kuusisivuista noppaa, jolloin kaikkien mahdollisten
yhdistelmien lukuméara on

6-6-6-6-6=06"="7776,
koska heittoja on 5 ja jokaisella heitolla on 6 vaihtoehtoa.

Lause 2 (Binomikerroin). Olkoon joukossa Q) erilaisia alkiota n kappaletta, joista
vordaan valita k:n kokoinen jarjestamdton otos ilman palautusta. T'dmd otos voidaan
valita [3]

L L tavalla, missi k € N,k <n
k)T Bn— k) ’ T

Esimerkki 4. Heitetddn viittd kuusisivuista noppaa. Kuinka monella tavalla voi-
daan saada kolme samaa silmélukua.



Aluksi on kuusi vaihtoehtoa siihen, miké silméaluku toistuu kolme kertaa. Bino-
mikerrointa kayttéden voidaan laskea, kuinka monella eri tavalla voidaan valita kolme
samaa noppaa viidesti (g) = 10. Laskussa pitda viela ottaa huomioon, etta jaljel-
le jadneiden kahden nopan silmélukujen pitda olla eri suuret. Ensimmaisella jéljelle
jaaneelld nopalla on viisi vaihtoehtoa ja toisella nopalla neljé vaihtoehtoa. Kolme

samaa silmalukua voidaan siis valita

6 - (g) -5 -4 = 1200 erilaisella tavalla.

Taulukossa 2 esitetddn, milla todennakoisyydelld saavutetaan ensimméiselld hei-
tolla eri Yahtzee-yhdistelmié [4]. Taulukon 2 yhdistelméat ovat laskettu Esimerkin 4
mukaisesti.

Yhdistelméa | Toteutuvien yhdistelmien | Todennékoisyys
maara
Yahtzee 6 %
4 samaa 150 %
Tayskisi 300 =0
3 samaa 1200 %
Pari 5400 2
Viisi eri 720 P

Taulukko 2: Todennakoisyys heittda ensimmaiselld heitolla eri lukuyhdistelmaét.

Taulukko 2 havainnollistaa eri yhdistelmien todennakoisyyksia. Néiden tiedos-
taminen voi olla hyodyllistd optimaalisen pelin suunnittelussa, kun mietitdan uu-
delleen heittojen mahdollisuuksia. Taulukosta ilmenee, ettd parin todennékoisyys

5400

on zoe ~ 69 %. Témid on huomattavasti todenndkdisempi heittdd ensimmaéiselld
720

heitolla kuin viisi eri lukua, minké todennékoisyys on ==& ~ 9 %.

3.3 Odotusarvo

Odotusarvo on todennékoisyyslaskennan keskeinen késite. Odotusarvo kuvaa satun-
naismuuttujan kaikkien todennékoisyyksien painotettua keskiarvoa.

Maairitelméa 4 (Diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvo). Olkoon X dis-
kreetti satunnaismuuttuja, jonka otosavaruus on 2x. Satunnaismuuttujan odotusar-
vo voidaan mééritelld seuraavasti [3]:

E(X) = Z zpx ().

TEQx

Lauseen 2 nojalla jokainen silméaluku esiintyy yhta suurella todennékoisyydella
P = %, jolloin nopan heiton keskiarvo voidaan laskea maaritelméan 3 nojalla seuraa-
vasti:

Blz) = silmélukujen summa _ 1. 1 L9, 1 L3

1
- +4--45-
nopan sivujen maara 6 6 6

+6-

17
Z =~ =35
6 2

=



Tamaé tarkoittaa, etta yksittaisen nopanheiton odotusarvo on 3.5.

Maksimoidakseen pisteensa pelaajan tulisi siis pyrkia heittamaéan keskiarvoa suu-
rempia silmélukuja {4,5,6}. TAm4 pitda erityisesti paikkansa, jos oletetaan pelaajalla
olevan jo Yahtzee-yhdistelmé heitettyné ja tavoitteena on pisteiden kerryttadminen.[I]

Tapauksessa, jossa heitetaén viittd noppaa yhteissumman odotusarvoksi saadaan
E(summa) =5- E(z) =5-3.5 = 17.5,

mika tarkoittaa, ettd yksittdisen heiton keskiarvo on 17.5.

Pelaajan tulisi tavoitella siis sellaisia lukuyhdistelmié, joiden saavuttaminen tuot-
taisi keskiarvoa suurempia tuloksia. Seuraavassa luvussa tarkaatellaan, mitka luku-
yhdistelmét tuottavat todennékoéisimmin parhaan mahdollisen tuloksen.[I]

4 Optimaalinen pelitapa

Tavoitteena Yahtzeen optimaalisessa pelaamisessa on saavuttaa mahdollisimman
suuri pisteméadra. Sen saavuttamiseksi pelaajan tulee tehdd valintoja yhdistelmien
tavoittelussa. Téassa luvussa kiydadn tietokonesimulaation tuottamilla tuloksilla 1api
erilaisia valintoja, Markovin ketju ja esitetddn optimaalinen esimerkkipeli.

4.1 Tietokonesimulaatio

Téassa luvussa esitellaan kirjan [I] esittamédd Yahtzee-pelin tietokonesimulaatiota.
Tarkastellaan tietokoneen simuloimia tuloksia, jossa tietokone laitettiin pelaamaan
100 000 Yahtzee-pelid optimaalisesti. Simulaatio sai pelin keskimé&éaraiseksi koko-
naispisteméadraksi 254.6 pistettd, jota pidetdédn siis pelin optimaalisena tuloksena.
Korkein mahdollinen pelin pistemééra saavutettaisiin, kun pelaaja saisi kolmetoista
Yahtzee-yhdistelméé, joista jokainen voitaisiin pisteyttda optimaalisesti. Tamaé olisi
teoriassa 1 575 pistettd, ja todennékoisyys télle tapahtumalle on 1/283 kvartiilia.

Edellisen luvun 3 perusteella tiedetién, etta tavoitteena on saada heittokierrok-
sella mahdollisimman suuria silmélukuja ja siten saada vuorolla sellaisia lukuyhdis-
telmié, jotka tuottavat mahdollisimman suuria tuloksia. Tarkastellaan seuraavaksi
simulaation antamia tuloksia ja verrataan niitd ideaalisiin tuloksiin. Nama tulokset
ovat esitetty taulukossa 3.



Tietokoneen ja

Tietokoneen ideaalisten pisteiden
Yhdistelma simuloima keskiarvo | Ideaaliset pisteet | vertailu
1 1.88 3 L8 —0.63
2 5.28 6 228 — .88
3 8.57 9 851 —0.95
4 12.16 12 220 =1.01
5 15.69 15 289 —1.05
6 19.19 18 BE=1.07
Lisépisteet 23.84 35 25— 0.68
3 samaa 21.66 22 256 =0.98
4 samaa 13.10 22 % =0.6
Téyskési 22.59 25 259 - 0.9
Pieni suora 29.46 30 246 = 0.98
Iso suora 32.71 40 %’071 =0.82
Yahtzee 16.87 50 181 — 0.34
Sattuma 22.01 22 20 =1
Yahtzeen lisépisteet | 9.58 100 % = 0.0958

Taulukko 3: Ideaalisen ja tietokoneen simuloivien pisteiden vertailu.

Taulukon 3 sarakkeessa nelja on esitetty simuloitujen pisteiden suhde ideaali-
siin pisteisiin. Mitd lahempéané saatu tulos on ykkosté, sitd suurempi mahdollisuus
kyseisessé yhdistelmésséa on saavuttaa ideaalinen pistemédra. Kun tarkastellaan yk-
sittdisten numeroiden yhdistelmia, huomataan, etta luvuille yksi, kaksi ja kolme si-
muloidut keskiarvot ovat pienempié, kuin ideaaliset pisteet. Kun puolestaan luvuille
nelja, viisi ja kuusi simuloidut keskiarvot ovat suurempia, kuin ideaaliset pisteet.
Tama viittaa siihen, ettd optimaalisessa pelissi tavoitellaan keskiarvoa suurempia
lukuja. Liséksi huomataan, ettd simuloitujen keskiarvojen suhde ideaalisiin pistei-
siin kasvaa tasaisesti luvusta yksi lukuun kuusi. Tama viittaa puolestaan siihen, etta
mitd suurempi silméluku on, sitd todenndkoéisemmin se sailytetaan.

Tiedetddn myos, ettd tavoitteena on saada kaikki yhdistelmét taytettyd, mut-
ta kaikkien lukuyhdistelmien tdyttdminen on todella epdtodennékoistd saavuttaa.
Tarvitsemme siis tiedon myos siitd mitka lukuyhdistelmét kannattaa mahdollisesti
merkita nollaksi, jos sopivaa lukuyhdistelméa ei saavuteta. Taulukossa 4 on esitetty
todennakoisyydet eri erikoisyhdistelmille, mihin merkittiin tietokoneen simuloivassa
pelissa nolla.



Yhdistelmé | Todennékdisyys, | Arvioitu pisteméaéréd | Arvioitu pistemé&aré

ettd nolla ensimmaisella viimeisella eli 13.
heittokierroksella heittokierroksella

Yahtzee 66% 27 2.5

4 samaa 36% 13 6

Iso suora 18% 33 10

Téyskisi 9.5% 21.5 9.5

3 samaa 3% 29 19

Pieni suora | 2% 29 19

Sattuma 0% 22 22.5

Taulukko 4: Todennékéisyys, ettd nolla ja arvioidut pistemédrat heittokierroksilla
1. ja 13.

Taulukon 4 mukaan pelin epatodennéikéisin yhdistelméa on Yahtzee-yhdistelma.
Pelin aikana pelaaja heittda keskiméaardn 0.6 Yahtzee-yhdistelméaa. Sen heittédmisen
todennakdisyys on noin % kierroksesta. Téasta syystd Yahtzee-yhdistelmé on toden-
nékoisin yhdistelmé, johon pelaaja kirjaa nollan. Tietokoneen simuloivassa pelissa
Yahtzee-yhdistelméén kirjattiin 66 % todennéakoisyydella nolla.

Toiseksi yleisin yhdistelmé, johon pelaaja joutuu kirjaamaan nolla, on nelja sa-
maa -yhdistelmé. Simulaatio antaa todennékoisyydeksi 36 %, ettd pelaaja kirjaa
neljd samaa- yhdistelméan nolla. Tahén valintaan vaikuttaa, ettei yleisesti nelja
samaa- yhdistelmé tuota pelaajalle riittavan suurta tulosta, koska pelaaja heittda
keskiméarin 13.10 pistettd kyseiseen yhdistelméén (Taulukko 3), mikd on alhaisem-
pi kuin yksittédisen heiton odotusarvo.

Kolmanneksi todennékoisin yhdistelma, johon pelaaja kirjoittaa nollan 18 % to-
dennékoisyydelld, on iso suora (1-2-3-4-5 tai 2-3-4-5-6). Yhdistelmén saavutetta-
vuus on hankalaa, koska se vaatii viisi perakkiistd silmalukua. Tamaén tavoittelu
optimaaliselle pelaajalle ei ole kannattavaa, koska sitéd ei pysty yhdistdmé&an usean
muun yhdistelmén tavoittelun kanssa. Ison suoran tavoittelu on kannattavaa tilan-
teessa, jossa silméalukujen yhdistelmé on pieni suora ja heittoja on vield jaljelld, ja
pienté suoraa tai sattuma ei ole viela téaytetty.

Tayskési on yleisesti numeroyhdistelma, jota on vaikea tavoitella muiden lukuyh-
distelmien nojalla, koska se koostuu kolmesta samasta luvusta ja parista. Paras tapa
tavoitella tayskattd on heittdd ensimméiselld heitolla kaksi tai kolme samaa ja luot-
taa onneen. Tamaé tilanne on vield helppo yhdistda muihin lukuyhdistelmiin, kuten
kolmeen samaan, neljaan samaan, Yahtzeen tai yksittdisen numeron yhditelméaén.
Pelaaja varmasti nopeasti ajattelee, jos hian heittda kaksi paria, ettd se olisi hyva
mahdollisuus tavoitella tdyskéttd. Se onkin tilanteessa, jossa sattumaa ei ole viela
taytetty, koska kahta paria ei pysty sijoittamaan muualle, jos tayskatta ei saavute-
ta. Tavoitellessa tayskittd, kun sattuma on kiytetty ja pelaaja heittaéa kaksi paria,



paremmat mahdollisuudet pelaaja antaa itselleen, kun hén sailyttad vain pareista
silméluvultaan suuremman.

Pelaajalla on mahdollisuus saada yksittdisten numeroiden yhdistelmisté lisdpis-
teitd, kun yhdistelmien yhteenlaskettu summa on vdhintdédn 63. Huomataan, etta
optimaalisessa pelissd pelaaja tdyttdd suurempien silmélukujen yhdistelmiin ide-
aalisia pisteitd suurempia arvoja. Pelaajan on siis mahdollisuus saada lisdpisteet,
vaikka joutuisi merkitseméaén silméluvun 1 pisteiksi nollan. Pelaajan ei kuitenkaan
optimaalisen pelaamisen tavoittelussa kannata merkita yksittdisten numeroiden yh-
distelmiin pienempid arvoja kuin ideaalisissa pisteissd ennen kuin hén on saavutta-
nut johonkin ndmé yliméaaraiset pisteet, koska se hankaloittaa lisépisteiden saamista.
Pelaajan kannattaa tavoitella yksittdisten numeroiden yhdistelmien taytossa 35 li-
sdapisteen lunastamista.

4.2 Markovin ketju

Markovin ketju on matemaattinen menetelmé, joka madrittdd sarjan satunnaisia
tapahtumia, missé toiseen tilaan siirtyminen riippuu vain nykyisesté tilasta. Ketju
on siis riippumaton menneisté tiloista. [4]

Maaritelma 5. Olkoon K = K, K;... satunnaismuuttujien sarja, joka saa arvoja
tilajoukossa S. Sarja on Markovin ketju, jos se tayttaa seuraavan ehdon [4]

P(Kn+1 - in—‘rl’Kn - ina Kn—l - in—l; ceey KO - Zo) - P(Kn+1 - in+l‘Kn - Zn)7
missd n > 0 ja ig, 21, ..., lpp1 € S.

Tatd Markovin ominaisuutta kutsutaan nimelld muistittomuus. Tama viittaa
sithen, ettd menneilla ja tulevilla tapahtumilla ei ole vaikutusta nykytilaan.

Markovin ketjun siirtyméatodenndkoisyytta tilasta toiseen edustaa siirtyméamat-
riisi, jota téssd tutkielmassa merkitdan T. Kelvollisen siirtymamatriisin rivien pitaisi
summautua ykkoseksi, silla kaikkien tilojen siirtymien todennékoisyyksien summan
pitdd olla yksi. Kun tarkastellaan tila-avaruutta, missé S = {1,2,...,n} siirtymé-
matriisi ilmaistaan seuraavasti [4]

tir tiz ... tin

toy tas ... lon
oo |t 2 2

tl Tho .. Ton

Tata kyseistd menetelméad voidaan kiyttdd myos Yahtzeen tulkitsemiseen, koska
muistittomuus tekee siita erittdin hyodyllisen yathzee-pelin analysointiin. Tarkastellaan
seuraavaksi Markovin ketjua Yahtzee yhdistelmien todennékosyyksien laskemisessa
ja perehdytddn liahteen [5] esittdméén tapauskeen. Valitaan 5 yhdistelmdd seuraa-
valla tavalla:

Tila 1: kaikki viisi arpakuutiot eriarvoisia



Tila 2: ainakin paria
Tila 3: Kolme samaa
Tila 4: nelja samaa
Tila 5: viisi samaa

Tavoitteena on loytaa siirtymématriisi 71" siten, ettd T'r = b, missd r=tamaéan
hetkinen tila ja b=uusi tila. Seuraava siirtyméamatriisi esittdd tarkastellussa olevat
tilat:

120
200 0
900 120
1296 216
T— |20 80 2

1296 216 36
2 15 10
1296 216 36
111
| 1296 216 36

o= ol O O O
_ o O O O

Tarkastellaan tarkemmin tapausta, jossa olemme tilassa 2 ja pelaajalla on viela
kaksi heittoa jaljelld ja ndhdaéan, miten Markovin ketju toimii. Alkutilannevektori
on muotoa:

&
I
o o o — o

Tx kertoo todennakoisyyden, ettd pelaaja on jossain muussa tilassa heitettya
kolme noppaa uudelleen, kun hén séilyttaa parin

(10 o o 0 0] [o 0
2o 12 g 0 of |1 0.55555...
To= |20 8 23 g . |0 =0.37037..
215 1005 g0 o ]0.06944...
% 75 % & L [0]  |0.00427...

Tx kertoo nyt todennédkoisyyden muille tiloille, kun tilassa kaksi on heitetty
kerran.

Haluamme kuitenkin tietdd todennékdisyydet muiden tilojen vililla kaikkien kol-
men heiton jalkeen. Voidaan soveltaa kaavaa niin, ettd saadaan todennakoisyydet
muihin tiloihin siirtymisestd kahden heiton jélkeen tilassa 2., kun pelaaja siilyttda
jokaisella heittokierroksellaan parin
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0 1 o
0.55555... 0.30864...
T*v=T(Tz)=T- |0.37037...| = |0.46296...
0.06944... 0.19933...
0.00427... | 0.02906...

Tamé vektori kertoo todennékoisyydet milla pelaaja heittaéd kyseiset tilat, jos han
on tilassa 2, ja hanelld on kaksi heittoa jaljelld. Todennakoisyys, etta pysyy tilassa
2 on 30.6 %, siirtyy tilaan 3 on 46.3 %, tilaan 4 on 19.9 % ja tilaan 5 on 2.9 %.

Taman tyylisella Markovin ketjulla pystyy siis laskemaan monimutkaisempiakin
Yahtzee yhdistelmien todennikdisyyksia paitsi pientd ja isoa suoraa, koska niiden
ratkaisemiseen tarvitaan liséd siirtyméamatriiseja.

4.3 Esimerkkipeli

Téssé luvussa kiyddédn 1api kirjan [1] esittdmia hypoteettisia vuoroja, joita optimaa-
linen pelaaja suorittaa yhden pelin aikana. Tutkitaan tarkemmin pelaajan ensim-
méistéd heittovuoroa. Pelaaja heittda ensimmaiselld heitollaan seuraavat silméluvut:

L

Kuva 1: vuoro 1, heitto 1

Yleisinta on sailyttda ensimmaéiselld heitolla saavutettu pari, joka antaa téssa
tapauksessa hyvin mahdollisuuden heittda yksittdisten numereroiden yhditelmiin
kolmoset tai erikoisyhdistelmiin 3 samaa, 4 samaa tai Yahtzeen. Pelaajalla on myo6s
mahdollisuus yrittda isoa suoraa, yrittdmalla seuraavilla heittokierroksilla heittda
nelosta. Tama ei tuota kuitenkaan pelaajalle tilastollisesti suurempia pisteitd kuin
parin sailyttdminen. Pelaaja paattaa sailyttda kolmoset.

Toisella kierroksella pelaaja heittdd kolmella nopalla seuraavat silméaluvut:

I

Kuva 2: vuoro 1, heitto 2

Pelaajalla on nyt mahdollisuus sailyttaa ykkoset ja edellisellda kierroksella hei-
tetyt kolmoset tavoitellen tayskaden heittoa. Pelaaja voi myos sailyttda vain toisen
pareistaan, mieluusti aina suurempi silmélukuiset eli téssé tapauksessa kolmoset ja
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tavoitella kolmosia, 3 samaa, 4 samaa ja Yahtzeeta. Kuitenkin pisteet jaavat kol-
mosilla suhteellisen pieniksi eiké se ole kannattavaa. Olisi eri asia, jos kyseisesséi ta-
pauksessa toinen pareista olisi heitetty suuremmilla silméluvuilla kuten kuutosilla.
Pelaajalla on my6s mahdollisuus merkita kolmosiin kuusi, jos kolmosia ei tule lisaa.
Pelin alkuvaiheella, kun yksittdisten numeroiden yhdistelmiin ei ole kertynyt viela
hyvityspisteitd kannattaa olla varuillaan, ettei lisdpisteet kuitenkaan jéisi saamat-
ta. Pelaaja paattas sailyttad ykkoset sekd edellisen kierroksen kolmoset tavoitteena
tayskési.

Pelaaja heittdd kolmannella eli vuoronsa viimeiselld heitollaan yhtd noppaa ja
heittda seuraavan silméaluvun:

Kuva 3: vuoro 1, heitto 3

Pelaajalla kivi nyt hyva onni ja héan on kerdnnyt vuoronsa péaétteeksi seuraavat
silmaluvut:

L

Kuva 4: vuoron 1 lopputulos

Pelaajalla on kaksi vaihtoehtoa, mihin yhdistelmé&édn héan voisi sijoittaa heitté-
ménsé silmaluvut. Han voisi sijoittaa kolmosiin yhdeksén, miké olisi pelin kannalta
erittdin hyodyllinen valinta, mutta optimaalisesti hyodyllisempad on tayttad he-
ti pelin alkupuolella tayskési. Silld tadyskéisi on suhteellisen harvinainen eiké pelin
loppuvaiheella sen tavoittelu yleensa tuota haluttua tulosta. Tayskdden tavoittelu
pelin loppupuolella kahdella parilla on jopa hyddytontéd, koska se todennékoisesti
johtaa téayskidden epadonnistumiseen, eikd sitéd pystyta sijoittamaan endéd optimaali-
sesti muuhun lukuyhdistelméén, koska pdytéakirjasta on yleisesti taytetty jo mah-
dolliset yhdistelmat. Pelaaja paattaa sijoittaa tuloksensa tayskateen. Koska pelaaja
saa heitettya tdyskidden jo peli alkuvaiheessa, se edes auttaa pelaajaa saavuttamaan
optimaalisen lopputuloksen.
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Yhdistelmét: | Pelaajan pisteet:

1
2
3
4 16
3
6

Lisapisteet

3 samaa

4 samaa

Téayskasi 25

Pieni suora

Iso suora

Yahtzee

Sattuma
Yheenséa 41

Taulukko 5: Pelaajan poytékirja vuoron kaksi jalkeen.

Taulukosta 5 ndhdéén, mitka yhdistelmét pelaaja on pelannut vuorojensa 1 ja 2
aikana. Seuraavaksi kiydaan tarkemmin lapi pelaajan kolmas heittovuoro. Pelaaja
heittda ensimmaiselld heitokierroksellaan seuraavat silmaluvut:

3 2 HH R B>

Kuva 5: vuoro 3, heitto 1

Heiton jalkeen pelaaja paattad sailyttaa kaksi vitosta, koska ne antavat hyvin
lahtokohdan vitosten, 3 samaa, 4 samaa tai Yahtzeen tavoitteluun. Pelaaja heittda
kierroksen toisella heitolla kolmella nopalla seuraavat silméaluvut:

[eod]ees

Kuva 6: vuoro 3, heitto 2

Pelaaja sdilyttaa taltakin kierrokselta kaksi vitosta, koska hénelld on viela kol-
mannella heitolla mahdollisuus saada Yahtzee. Viimeisella heitolla pelaaja heittda
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yhden nopan ja saa siitd seuraavan silméluvun:

Kuva 7: vuoro 3, heitto 3

Vuoron péitteeksi pelaaja on siis heittényt itselleen seuraavat silméluvut:

N R R R

Kuva 8: kierros 3, heitetyt nopat

Pelaajalla on poytéakirjassaan tyhjana vield 3 samaa, 4 samaa ja vitoset, joihin
heitetyt vitoset olisivat mahdollista sijoittaa. Kuitenkin 4 samaa on optimaalisesti
hyodyllisempi tayttda ennen 3 samaa, jos se on vield kdyttamatta. Pelaaja saisi 4
samasta kohtalaisen korkeat 22 pistetta, ja etulyontiaseman saavuttaa optimaalisen
lopputuloksen. Pelaajan pitdd kuitenkin ottaa huomioon yksittdisten numeroiden
lisdpisteiden térkeys, koska pelaajalla on poytéikirjassaan jo nelosten kohdalla 4 hy-
vityspistettd ideaalisiin pisteisiin verrattuna, niin pelaaja kerryttéisi yhteensé 9 hy-
vityspistettd sijoittamalla vitosiin 20 pistettd. Tama toisi samalla pelaajalle joustoa,
koska se mahdollistaa ykkosiin ja kakkosiin jopa nollan merkkaamisen ja silti mah-
dollistaa lisdpisteiden saamisen. Pelaaja paattda sijoittaa tuloksensa vitosiin, koska
se lisda pelaajalle turvaa lisépisteiden saavuttamiseen.

Taulukossa 6 on esittetty pelaajan poytakirja neljannen vuoron jalkeen.
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Yhdistelmét: | Pelaajan pisteet:
1

2

3

4 16
5 20
6

Lisapisteet

3 samaa

4 samaa 22
Téayskasi 25
Pieni suora

Iso suora
Yahtzee

Sattuma
Yheensa 83

Taulukko 6: Pelaajan pdytéakirja vuoron nelja jalkeen.

Tarkastellaan pelaajan seuraavaa eli viidettd heittovuoroa tarkemmin. Ensim-
maiselld heitolla han heittda seuraavat silmaluvut:

Kuva 9: vuoro 5, heitto 1

Pelaajalla olisi mahdollisuus yrittda muodostaa suoria, koska niité ei ole viela
heitetty. Pientéd suoraa voisi yrittda sailyttamaélla 4, 5, 6 ja yrittda heittad kahdella
nopalla kolmonen tai isoa suoraa sailyttamaélla 2, 4, 5, 6 ja yrittda saada yhdella
nopalla kolmonen. Suoran yrittdminen olisi myos kiytannollisté, koska pelaajalla on
sattuma kayttdmattd. Yhden nopan varassa on kuitenkin peini todennékoisyys heit-
taa suora. Pelaajalle paras vaihtoehto kuitenkin on sailyttaé silméaluku kuusi, koska
pelaajalta puuttuu kuutoset ja se mahdollistaa eri yhdistelmien tavoittelun. Pelaaja
voisi tassa tilanteessa heittdd myos kaikki nopat uudelleen, mutta silmaluku kuusi
tuo kuitenkin suurta arvoa kokonaissummaan vuoron paitteeksi. Pelaaja paittiaa
siis sailyttad ainoastaan kuutosen.

Toisella heitolla pelaaja heittdéd nelja noppaa ja saa silméluvut:
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Kuva 10: vuoro 5, heitto 2

N—

Pelaaja heittdd kakkosista parin ja paattad jattda heittonsa jéalkeen kakkoset
ja heittdd kolmannella kierroksella jattdmaénsa kuutosen uudelleen. Tamé tilanne
mahdollistaa pelaajalle saada kakkosiin riittdvan hyvin tuloksen ja voi saavuttaa 3
samaa. Kolmannella kierroksella pelaaja heittdaa seuraavat silméluvut:

HE:

Kuva 11: kierros 5, heitto 2

Vuoron péitteeksi pelaaja on heittanyt itselleen seuraavat silméaluvut:

° o.][o °

Kuva 12: kierros 5, heitetyt nopat

Pelaaja ei saavuttanut itselleen optimaalista pisteytysvaihtoehtoa. Pelaaja voisi
kayttda tyhjana olevan sattuman téssa vaiheessa, ja kerdté sinne 20 pistettd. Pelaa-
jalla on kuitenkin talla hetkelld yksittdisten numeroiden yhditelmissa 9 hyvityspis-
tettd, joita voidaan hyvin kiyttéda téllaisissa tilanteissa. Pelaajalle on kannattavam-
paa kirjata kakkosiin 4 kuin kuutosiin 12, koska pelaaja menettda nain vihemman
pisteita. Pelaaja paattaa sijoittaa kakkosiin pisteensd, koska sattuma on hyva jattaa
vield avoimeksi siltd varalta, ettd suorat eiviat onnistu.
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Yhdistelmét: | Pelaajan pisteet:
1

2 4

3

4 16
5 20
6 18
Lisapisteet

3 samaa

4 samaa 22
Téayskasi 25
Pieni suora

Iso suora 40
Yahtzee

Sattuma

Yheensa 145

Taulukko 7: Pelaajan pdytékirja vuoron seitsemén jélkeen.

Talukossa 7 on esitetty pelaajan seitseméannen vuoron jalkeen kerdédmét pisteet.
Seuraavaksi tarkastellaan pelaajan kahdeksatta heittovuoroa. Hén heittdd ensim-
méiselld heitollaan seuraaavat silméaluvut:

Kuva 13: vuoro 8, heitto 1

Pelaaja ei saa erityisen hyvid silmélukuja ensimmaiselld heitolla. Eikd pelaa-
ja kannata téllaisella heitolla ldhted tavoittelemaan yksittdisten numeroiden yhdis-
telmiin ykkosia eikd kolmosia. Pelaaja voisi sailyttda vain kuutoisen ja kasvattaa
korkeampaa kokonaispistesummaan vuoronsa loppuun, mutta tdma ei ole erityisen
hyodyllista, jos pelaaja ei saisi vield kahta kuutoista lisdd ja néin saisi taytettya
3 samaa. Pelaajalta puuttuu vield pieni suora ja hin pystyisi tavoittelemaan sitéa
jattamalla 4, 5, 6 sdiloon. Taméa on pelaajalla téssa vaiheessa suotuisin vaihtoehto,
vaikka mikdan vaihtoehto ei ole optimaalisen pelin kannalta hyvé. Pelaaja lahtee siis
tavoittelemaan pienta suoraa ja hén heittaé toisella kierroksella kahta noppaa, jotka
antavat silméluvut:
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Kuva 14: vuoro 8, heitto 2

Pelaaja ei saanut haluamaansa kolmosta, joten pelaaja voisi tédssé tapaukses-
sa ottaa toisella heitolla heitetyn nelosenkin talteen,ja tavoittella mahdollisimman
suurta sattumaa. Tama ei kuitenkaan ole kannattavaa, vaikka vaikuttaakin silta, silla
kahden nopan heittéaessé silmélukujen odotettu kokonaissumma on seitsemén. Kan-
nattavampaa olisi heittdd molemmat nopat uudelleen, koska todennéakoisesti kahden
nopan summa olisi suurempi kuin viisi ja hén voisi tavoitella pieneen suoraan tar-
vittaa kolmosta. Pelaaja paattad heittdd molemmat toisella kierroksella heitetyista
nopista uudelleen. Kolmannella heittokierroksella pelaaja heittda seuraavat silméalu-
vut:

Kuva 15: vuoro 8, heitto 3

Pelaaja on heittédnyt kolmannen heittonsa jalkeen seuraavat silmaluvut:

o..l[oo :: o 0

Kuva 16: vuoron 8 heitetyt nopat

Pelaaja sai parhaan mahdollisen lukuyhdistelmén tdhan kohtaan, koska pienen
suoran heittdmistd on vaikea yhdistdd muihin jaljella oleviin lukuyhdistelmiin ja
pelaaja pystyy vield pitda sattumaa avoimena. Pelaaja sijoittaa heittonsa siis pieneen
suoraan.
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Yhdistelmét: | Pelaajan pisteet:

1

2 4
3

4 16
5 20
6 18
Lisépisteet 35
3 samaa

4 samaa 22
Téayskasi 25
Pieni suora 30
Iso suora 40
Yahtzee

Sattuma 23
Yheensa 242

Taulukko 8: Pelaajan pdytéakirja vuoron 10 jalkeen.

Taulukosta 8 huomataan, ettd pelaajalla on todella hyva mahdollisuus péaasta
optimaaliseen tulokseen pelin paatyttyd. Haneltd puuttuu enda ykkoset, 3 samaa ja
Yahtzee. Ykkoset ovat viaha arvoisia, koska ne tuottavat vahan pisteité ja yksittais-
ten numeroiden lisépisteet on jo saavutettu. Tarkastellaan vield pelaajan yhdestois-
ta vuoro. Pelaaja aloittaa taas heittamalla viittd noppaa, jotka antavat seuraavat
silmaluvut:

Kuva 17: vuoro 11, heitto 1

On yleensé automaattista, ettd pelaaja séilyttéaisi kolme samaa eli téssa tapauk-
sessa kakkoset. Pelaajan ei kannata myoskdan sailyttaa ykkosia, koska niiden keraé-
minen yksittaisten numeroiden yhdistelmééan ei endé ole optimaalisesti tarpeellista.
Pelaaja paattaa sailyttdad kakkoset ja yrittda saavuttaa niilla Yatzeeta, koska kol-
meen samaan ne tuottavat pienet pisteet. Pelaaja luottaa onneensa, koska Yahtzeen
saavuttamisen todennakoisyys on hyvin pieni ndin myohéisessa vaiheessa pelid. Toi-
sella heitolla han heittdd seuraavat silmaluvut:
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Kuva 18: vuoro 11, heitto 2

Pelaaja tietdd, ettd kolmella kakkosella, nelosella ja vitosella hén saavuttaa 3
samaan liian pienet pisteet tavoitellen optimaalista tulosta, joten hén pa&attéaa viela
heittda toisella kierroksella heittdménsd nopat uudelleen tavoitteena Yahtzee. Pe-
laaja heittdd vuoronsa viimeiselld heitollaan seuraavat silméluvut:

|

Kuva 19: vuoro 11, heitto 3

Pelaaja on vuoronsa paatteeksi heittanyt siis silmaluvut:

.Ho. o |[o |[o

Kuva 20: vuoro 11 heitetyt nopat

Pelaaja ei saavuttanut Yathzeeta ja hén pystyy sijoittamaan joko ykkdosiin 1
pisteen tai 3 samaan 9 pistetta. 9 pistettd on 3 samaan heikko tulos, koska keskiar-
vollisesti siihen sijoitetaan 23 pistettd. Kuitenkaan Yahzeen nollaaminenkaan ei ole
optimaalista, koska pelaaja voi tehdd huomattavasti huonommat pisteet ykkosiin,
vaikka heittaisi niitd viisi jaljelld olevilla vuorolla. Pelaaja pienentéisi todella pal-
jon pisteiden odotettua kokonaispisteméaaraé, jos han ei tayttéisi tdmén kierroksen
paatteeksi ykkosiin 1. Pelaaja paattad sijoittaa ykkosiin 1 ja jatkaa vielda kahdella
viimeisella vuorollaan suurempien pisteiden tavoittelua 3 samaan.

Pelaaja on heittanyt kaikki vuoronsa ja hénen tuloksensa ovat esitetty seuraa-
vassa taulukossa 9. Pelaaja sai rakennettua itselleen optimaalisen pelin ja saavutti
tietokoneen simulaatiota suuremmat yhteispisteet pelin lopuksi.

20



Yhdistelmét: | Pelaajan pisteet:

1 1
2 4
3 9
4 16
5 20
6 18
Lisépisteet 35
3 samaa 22
4 samaa 22
Téayskasi 25
Pieni suora 30
Iso suora 40
Yahtzee 0
Sattuma 23
Yheensa 265

Taulukko 9: Pelaajan poytéakirja pelin padtyttya.

Tassé oli hypoteettinen esitys optimaalisesta pelisté, jossa ollaan kaytetty edel-
listen lukujen tuloksia hyodyksi ja analysoitu erillaisia vaihtoehtoja heittovuorojen
toteutukseen ja valittu niistd paras. Peli on todella optimaalinen esimerkki, missa
pelaajan onni on ollut myds lasna.

5 Yhteenveto

Tutkielmassa tutkittiin Yahtzeen optimaalista pelitapaa kiyttden apuna todenna-
koisyyslaskentaa. Luvussa 2 on esitelty pelin sddnnot ja pisteytys, jonka jélkeen
seuraavissa luvuissa kidydaan pelin pelaamista lévitse tavoitteena optimaalinen pe-
laaminen.

Luvussa 3 maériteltiin klassinen todenn#koéisyys, mihin valinnat pelissad perus-
tuu. Klassinen todennéakoisyydesséd kaikki mahdolliset tapaukset ovat yhta toden-
nékoisid. Luvussa 3 kaytiin myo6s ldpi kombinatoriikan peruslaskuja ja mista pelin
odotusarvot tulevat.

Luvussa 4 tarkasteltiin pelin optimaalista pelitapaa tietokonesimulaation tuotta-
mien tuloksien avulla ja néista tuloksista tehtiin johtopédatelmié. Luvussa 4 kiytiin
myos lavitse hypoteettinen peli, jossa pelaaja tavoitteli yhtd hyvaa tulosta kuin tie-
tokonesimulaatiolla saatiin tuotettua.
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Tutkielmassa pelin optimaaliseksi kokonaispisteméaaraksi tietokonesimulaation
pohjalta saatiin 254.6 pistettd. Yahtzeen pelaaminen ei kuitenkaan ole yksinker-
taista, koska siihen vaikuttaa pelaajan taidot sekd hénen onnensa.
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