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1 Johdanto

Java-ohjelmointikieltd ja erityisesti silld luotavia appletteja on perinteisesti
pidetty ldhinnd web-sivuja rikastuttavana elementtind. Fortran, C ja C++
ovat kielid, joita on totuttu kiyttiméaan matemaattisissa ohjelmointitoissa.
Mahdollisesti nuoresta idstdan johtuen on Javan soveltuminen tdménkaltai-
siin tehtaviin jadnyt vihemmaélle huomiolle. Téssa tyossa tutkitaan, miten
Java-kielelld sujuvat esimerkiksi lineaarialgebran tehtédvéit, numeerinen in-
tegrointi sekd derivointi. Lukuisia tehtévia esitelldén ja niihin annetaan rat-
kaisuesimerkkejé Java-kielen keinoin. Osa tehtavistd perustuu Helsingin yli-
opistossa kevialla 1999 pidetyn kurssin ’Numeeriset menetelmét ja C-kieli’
[23| harjoitustehtaviin.

Javan valmiit luokkakirjastot eivit ole riittdvid vaativiin matemaattisiin
tehtéviin, joten sellaisia varten on luotava omia ohjelmia ja/tai kiytettéva
muualla luotuja luokkakirjastoja. Téssé esitellyissi tehtavissé, erityisesti line-
aarialgebran osassa, on kiytetty JAMA-kirjastoa |3|, joka on tehty matriisien
monipuoliseen késittelyyn.

My6s numeerisen datan esittdminen halutulla tavalla (muotoilu, tasaus)
on ollut Javalla hankalaa. Kielen uusin versio sisdltdd printf ()-metodin,
jolla tulostusta voidaan muotoilla esimerkiksi C-kielestéd tutulla tavalla. Nyt
annettavat esimerkit on kuitenkin kirjoitettu kiyttamailld Java-kielen van-
hempaa versiota. Ongelman ratkaisuksi 10ytyivit Henrik Bengtssonin teke-
mét luokat [1], joiden avulla pafstdin samaan lopputulokseen.

Kolmas térked luokkakirjasto oli JSGL [5], joka sisdltdéd luokkia erilais-
ten kuvaajien piirtdmiseen.! Silli on my6s helppo toteuttaa ohjelmia, jotka
vaativat interaktiivisuutta kiyttdjén kanssa.

Osa funktioita késittelevistd ohjelmista on toteutettu niin, ettd kaytta-
ja voi itse syottda haluamansa funktion. Témén toteuttamiseksi on kiytetty
JeksParser-kirjastoa [4], jonka luokat mahdollistavat funktion muodostami-
sen merkkijonosyOtteestd ja sen evaluoinnin annetussa pisteessa.

!Esimerkkien yhteydessé, olevat kuvat poikkeavat painoteknisisti syisti viirien ja koon
puolesta siitd, mitd ne todellisuudessa ovat.



Interpolointiin 16ytyi hyodyllisid luokkia osoitteesta [2].

Tutkielmassa esitetyt teoriaosuudet (ja myds osa ohjelmista) pohjautu-
vat eri numeerista laskentaa késitteleviin kirjoihin ja verkkodokumentteihin,
jotka on lueteltu tutkielman lopussa kirjallisuusluettelossa. Osa lahteista k-
sittelee aihetta yleisesti, osa tietyn ohjelmointikielen ndkokulmasta.

Esimerkkiohjelmien lisdksi on luotu muutamia apuluokkia, ldhinné line-
aarialgebran tarpeisiin. Kaikki ohjelmat perivit Base-nimisen luokan, johon
on koottu usein tarvittuja metodeja. Osa toteutetuista ohjelmista sisaltaa
valmiita yksittdisid metodeja, joiden ldhteet on mainittu. Omien apuluok-
kien ldhdekoodit ovat tutkielman lopussa liitteen4.

Tutkielmaan liittyy kirjallisen osan lisiksi CD-ROM-levy seké internet-
sivusto [6], joilta loytyvit itse tutkielma, suoritettavat esimerkkiohjelmat
lihdekoodeineen seké kiytettyjen valmisohjelmien lahdekoodit, joita laajuu-
destaan johtuen ei katsottu jarkeviksi liittaa kirjalliseen osaan.



2 Perusasiolta numeerisista menetelmista

2.1 Menetelmista ja virhelidhteista

Monet matemaattiset tehtdvat ovat niin vaikeita tai muuten luonteeltaan sel-
laisia, ettei niitd voida ratkaista analyyttisesti. Téllaisia ongelmia varten on
kehitetty erilaisia numeerisia menetelmid. Niilli approksimoidaan ja yksin-
kertaistetaan ongelmia niin, ettd ne ovat laskettavissa tietokoneella, riitté-
villa tarkkuudella. Esimerkkind numeerinen integrointi, jossa integraalia ap-
proksimoidaan aarelliselld summalla. Yleisimmistd tehtiavityypeistd, kuten
juuri integroinnista, on kehitetty monia algoritmeja, jotka toimivat ihanteel-
lisesti juuri tietyntyyppisille ongelmille — integrointi ddrettoman vélin yli,
jaksollisen funktion integrointi jne.

Numeerisia menetelmia kiytettaessi tai ylipadtdaan koneilla laskettaessa ei
voida valttya erityyppisilta virheilta. Virheet johtuvat joko menetelmisti tai
kiytetysta laitteistosta. Menetelmévirheitd syntyy esimerkiksi, jos kuvatta-
vasta ilmidsta luodaan liian yksinkertainen matemaattinen malli tai mallissa
kiytetyt lukuarvot ja vakiot ovat vadrin valittuja.

Laitteistovirheitd syntyy, kun laskenta annetaan koneiden tehtéviksi. Tie-
tokoneet toimivat dérelliselld tarkkuudella, joten niilld ei valttdmétta padsta
tarkkoihin tuloksiin. Lisdksi ne kayttavit sisdisessd laskennassaan binédari-
lukuja, joten esimerkiksi desimaalilukua 0,1y ei voida esittda tarkasti, kos-
ka kaksikantaisessa lukujérjestelméssa sitd esittdd paattyméton jaksollinen
binddriluku 0,0001100115 . ... Téstad seuraa pyoristysvirheitd yksinkertaisis-
sakin laskuissa. Java-kielessd ongelma on periaatteessa kierrettivissa luok-
kien BigInteger ja BigDecimal (jotka mallintavat rajattoman tarkkuuden
kokonais- ja reaalilukuja) avulla, mutta tilloin koodista tulee kémpeldé ja
ohjelman suoritus hidastuu.

Numeerisia menetelmid kehitettdessa pyritddan tunnetut virhetekijat mi-
nimoimaan ottamalla huomioon esimerkiksi paras laskujérjestys: Jos on las-
kettava a+b—c, voi jirkevin tapa (lukujen suuruusluokasta riippuen) ollakin
a + (b — c). Vastaavasti lausekkeen /22 + y? arvo kannattaa laskea muo-



dossa |z|-y/1+ (y/x)?, kun x ja y ovat itseisarvoltaan suuria. Liukulukujen
esitystarkkuuteen liittyen: jos on laskettava pitkd summalauseke, esimerkiksi
Y, 1/n, on summaus jarkevintd aloittaa pienimmésté luvusta. Talloin vél-
tytdan eri suuruusluokkaa olevien lukujen yhteenlaskuilta, jotka heikentévit
tuloksen tarkkuutta.

Perusteellista tietoa virhetarkastelusta ja numeerisesta laskennasta ylei-
sesti 10ytyy esim. kirjasta [21].

2.2 Liukulukuaritmetiikasta

Tietokoneiden aarellisestd muistista ja tehosta johtuen reaalilukuja ja niiden
laskutoimituksia ei voida esittdad tarkasti, vaan on kiytettiava liukulukuarit-
metitkkaa. Java-kielessi laskentaa voidaan suorittaa kahden tyyppisilla liu-
kuluvuilla: Perustarkkuuden liukuluvut, joita vastaa tyyppi float, ovat 32
bitin kokoisia ja niiden (positiivinen) arvoalue on noin 1,4-107%5...3,4-10%.
Kaksoistarkkuuden liukuluvut (double) ovat 64 bitin kokoisia ja niiden ar-
voalue on noin 4,9 - 107324 ... 1,8 - 103" . Tutkielman esimerkit on toteutettu
64-bittisid liukulukuja kiyttden. Tama siitdkin syystd, ettd Java-kielen sisii-
set matemaattiset funktiot kiyttavit niita.

Tietokoneille voidaan laitteistokohtaisesti méaaritelld ns. konevakio tai
kone-epsilon €xone , joka on pienin liukuluku, joka toteuttaa epéyhtalon

1,0 + €kone > 1,0 .

Luku kuvaa tietokoneen suhteellista aritmeettista tarkkuutta. Konevakio voi-
daan laskea seuraavan esimerkin tapaan:

Ohjelmaesimerkki 2.1
package examples;

// konevakion midritys
import com.braju.format.x*;

public class MachineEpsilon extends Base {
public void main() {
showText () ;
println("Lasketaan konevakio kiyttden\n"
+"32- ja 64-bittisid liukulukuja.\n");

float fEps=1.0f;



do {
fEps/=2.0f;
} while (1.0f+fEps>1.0f);

println(Format.sprintf ("Konevakio (32-bit) = %-10.4e",
new Parameters(fEps)));

double dEps=1.04;
do {
dEps/=2.0d;
} while (1.0d+dEps>1.0d);

println(Format.sprintf ("Konevakio (64-bit) = %-10.4e",
new Parameters(dEps)));

Ohjelman tulostus:

Lasketaan konevakio kayttéden
32- ja 64-bittisid liukulukuja.

Konevakio (32-bit)
Konevakio (64-bit)

5.9605e-08
1.1102e-16

Konevakio kertoo, millaiseen tarkkuuteen eri algoritmeilla voidaan paasta.
Toisin sanoen, jos esim. funktion nollakohdalle xy on laskettu likiarvo xy’, on
syytd olettaa, ettd |29 —x¢’| > €xone , koska tietokone ei yleisessi tapauksessa
endd erota naitd lukuja toisistaan (olettaen, etté |zo| > 1).

2.3 Kiintopistemenetelmé

Matemaattiset tehtivit voidaan usein ratkaista monella eri tavalla. Tarkastel-
laan esimerkkiné erdadn juurenhakumenetelmén variaatioita, jotka poikkeavat
numeerisilta suorituskyvyiltaan.

Kiintopistemenetelmdn nimitys tulee siitd, ettd yhtalon z = g(x) juuri
ei muutu kuvauksessa ¢g; se on kuvauksen kiintopiste. Mielivaltainen yhtélo
f(z) = 0 voidaan palauttaa edelliseen tilanteeseen huomaamalla, ettd yht&lot
f(z)=0jag(r) =z+af(zr) =z, a #0, ovat ekvivalentteja. Tastd saadaan
iteraatio

Thi1 = g(T) = T + af (k) -



Iteraatiota jatketaan, kunnes saavutetaan riittava tarkkuus tai on suoritettu
riittdvin monta iteraatiota (estetdén ikuinen silmukka).

Menetelmé voidaan johtaa muillakin tavoilla. Onkin suositeltavaa kayttaa
useampia tapoja, silld iteraatio ei aina suppene tai voi supeta hyvin hitaasti.

Se, mikd menetelméa milloinkin suppenee, seuraa Banachin kiintopistelausees-
ta ([11], s. 205):

Lause 1 (Banachin kiintopistelause). Jos g on kutistava kuvaus vdlilld
la, b , niin pisteesti xy € [a, b] alkava kiintopisteiteraatio suppenee kuvauksen
g yksikdsitteiseen kiintopisteeseen x* € |a, b] .

Tutkitaan yht#lod z3 + 422 — 10 = 0, jolla on yksikisitteinen juuri vililld
[1,2]. Tarkasteltava yhtilo saadaan esimerkiksi seuraaviin muotoihin:

r =g (v) =1 —2°—42® + 10

10
v =gi(x) = 44z

2+ 422 — 10
T =gslw) = - 312 + 8z

Alin kaava on Newtonin menetelmdn (kappale 2.5) mukainen. Aloitetaan ite-
raatio kohdasta xq = 1,5 ja listataan suppenevien menetelmien antamat juu-
ren likiarvot 20 ensimmaiselté iteraatiokierrokselta.

Ohjelmaesimerkki 2.2
package examples;

// kiintopistemenetelmd
// FPI = Fixed Point Iteration

import com.braju.format.x*;

public class FPI extends Base {
public void main() {
showText (80, 30);
println("Etsitd&n yhtdlon x~3+4x~2-10=0 juuri "



+"vdliltd [1,2].\nKiytetddn viittd erilaista yht&d16&,\n"
+"joiden kiintopisteend on ko. juuri.\n");

boolean converging[]=new boolean[5];
double a[] [IJ=new double[21] [5];

java.util.Arrays.fill(converging, true);
java.util.Arrays.fill(a[0], 1.5);

for (int i=1, n=a.length; i<n; i++) {
for (int j=0, m=a[i].length; j<m; j++) {
if (converging[j]l) {
alil[jl=val(ali-11[j1, j);

if (Math.abs(alil[j]1-1.5)>1.0) {
converging[jl=false;
println("iteraatio "+(j+1)+" ei suppene.'");
}
}
}
}

for (int i=0, n=a[0].length; i<n; i++) {
if (converginglil) {
print (Format.sprintf("%11ls ",
new Parameters("iteraatio "+(i+1))));

println();

for (int i=0, n=a.length; i<n; i++) {
for (int j=0, m=a[i].length; j<m; j++) {
if (converging[jl) {
print (Format.sprintf ("%11.6f ", new Parameters(alil[j1)));
}
¥

println();

public double val(double x, int i) {



switch (i) {
case 0: return x*(1.0-x*(x-4.0))+10.0;
case 1: return Math.sqrt(10.0/x-4.0%x);
case 2: return 0.5*Math.sqrt(10.0-x*x*x);
case 3: return Math.sqrt(10.0/(4.0+x));

return x- (x*x*(x+4.0)-10.0)/(x*(3.0%x+8.0)); // case 4
}
}

Ohjelman tulostus:

Etsitd8n yhtdlon x~3+4x~2-10=0 juuri vdliltd [1,2].
Kaytetddn viittd erilaista yhtdls4,
joiden kiintopisteend on ko. juuri.

iteraatio 1 ei suppene.

iteraatio 2 ei suppene.

iteraatio 3 iteraatio 4 iteraatio 5
1.500000 1.500000 1.500000

1.286954 1.348400 1.373333
1.402541 1.367376 1.365262
1.345458 1.364957 1.365230
1.375170 1.365265 1.365230
1.360094 1.365226 1.365230
1.367847 1.365231 1.365230
1.363887 1.365230 1.365230
1.365917 1.365230 1.365230
1.364878 1.365230 1.365230
1.365410 1.365230 1.365230
1.365138 1.365230 1.365230
1.365277 1.365230 1.365230
1.365206 1.365230 1.365230
1.365242 1.365230 1.365230
1.365224 1.365230 1.365230
1.365233 1.365230 1.365230
1.365228 1.365230 1.365230
1.365231 1.365230 1.365230
1.365230 1.365230 1.365230
1.365230 1.365230 1.365230

Kolme viimeisté iteraatiota suppenevat; viimeinen eli Newtonin mene-
telma hyvinkin nopeasti. Juuren likiarvoksi saadaan x* ~ 1,365230. Kak-
si ensimmaisté iteraatiota eivit sen sijaan suppene. Tutkimalla menetelmia



huomataan, etti kiintopisteen z* liheisyydessa |g;'(z*)| > 1, kun ¢ = 1,2,
mutta |g;'(z*)] <1, kun i =3,4,5.

Johtopddtos: matemaattisesti ekvivalentit algoritmit voivat numeerisilta
ominaisuuksiltaan poiketa suuresti toisistaan. Etusija on luonnollisesti pyrit-
tdvd antamaan tarkimmalle menetelmaélle.

2.4 Valinpuolitusmenetelma

Valinpuolitus on juurenhakumenetelmé, joka perustuu Bolzanon lauseeseen
([11], s. 444):

Lause 2 (Bolzanon lause). Olkoon funktio g jatkuva suljetulla vililla |a, c].
Jos g(a) ja g(c) ovat erimerkkiset, niin funktiolla g on ainakin yksi nolla-
kohta vdlilli (a, c). Pisteilld a ja ¢ aloitettu valinpuolitusmenetelmd suppenee
funktion g nollakohtaan vdililld (a,c) .

Ratkaistava yhtdlé muutetaan ensin muotoon g(x) = 0. Iteraatiota var-
ten tarvitaan funktion g méadrittelyvilin kaksi pistettd a ja ¢, a < ¢, joissa
funktio g(z) saa erimerkkiset arvot (jolloin g(a)g(c) < 0). Vililla (a,c) on
Bolzanon lauseen nojalla ainakin yksi nollakohta. Laskemalla funktion arvo
valin puolivélissi, pisteessi b = (a+c¢)/2, voidaan tutkittavaa vilid kaventaa
puoleen valitsemalla uudeksi tarkasteluvéliksi aina se puolikas, [a, b] tai [b, ],
jonka pédtepisteissd funktio saa erimerkkiset arvot. Vilin kavetessa saadaan
yhtédlon juurelle aina tarkempia likiarvoja; n iteraation jilkeen vilin pituus
on (¢ — a)/2™. Tterointia jatketaan, kunnes haluttu tarkkuus saavutetaan.
Menetelmé on turvallinen, koska silld padstdén aina ratkaisuun: haettava
nollakohta pysyy aina tarkasteluvalilla.

On huomattava, ettd jos funktiolla on tarkasteluvalilld useita nollakoh-
tia, on vili jaettava tarpeeksi pieniin osavileihin ja sovellettava menetelmaa
kuhunkin niista erikseen.

Menetelmélld ei 10ydetd nollakohtia funktiolle, joka ei vaihda merkkidan
nollakohdassa, esim. y = 2.

Etsitdin uudelleen yhtdlon 23 + 422 — 10 = 0 juuri, nyt vilinpuolitus-
menetelmélld. Tarkasteluvéliksi valitaan [1,2] jonka padtepisteissd funktio
g(z) = 2 + 42? — 10 saa erimerkkiset arvot. Ohjelma on toteutettu niin, et-
td se kysyy funktion kiyttajalta, joten se soveltuu yleisempéaidnkin kiyttoon.
Liséksi tarkistetaan, ettd kiyttdjan antamissa pisteissa funktio saa erimerk-
kiset arvot.

Ohjelma piirtdd lisdksi funktion kuvaajan tarkasteluvalilld (ks. kuva 1).
Siitd ndhdaan, onko vililli on muitakin nollakohtia. Nadmé voidaan etsié ka-
ventamalla tarkasteluvélia.



Ohjelmaesimerkki 2.3

package examples;
// vilinpuolitusmenetelmi

import com.braju.format.x*;
import com.eteks.parser.x*;
import java.awt.Color;

import uk.co.jscieng.Plottable;

public class IntHalv extends Base implements Plottable {
CompiledFunction f;

public void main() {
double a, b, ¢, ga, gb, gc, dx, dy;

showText (80, 35);
println("Etsitd&8n yht&dlon g(x)=0 juuri\n"
+"vdlinpuolitusmenetelmdlls.\n");

try {
print ("Syotd funktio g(x): ");
f=new FunctionParser().compileFunction("g(x)="+readln());

boolean loop=false;

do {
print("Syotd tarkasteluvdlin alkupiste: ");
a=Double.value0f (readln()) .doubleValue();

print("Syotd tarkasteluvdlin loppupiste: ");
c=Double.valueOf (readln()) .doubleValue();

if (c<a) {
double temp=a;
a=c;
c=temp;

¥

ga=f (a);

ge=f(c);

dx=(c-a)/128.0;
dy=(Math.abs(gc-ga)+4)/128.0;

10



if (gaxge>=0.0) {

println("Funktion arvot v&lin pditepisteissd "
+"ovat samanmerkkiset.");

loop=true;

} else {
loop=false;

}

} while (loop);

if (ga<ge) {

showGraph(a, c, ga-2, gc+2, PTS, PTS);
} else {

showGraph(a, c, gc-2, ga+2, PTS, PTS);
}

functionPlot(this, a, ¢, Color.red, 1);

println(Format.sprintf("\n%10s %12s",
new Parameters("x").add("g(x)")));

do {
b=0.5%(a+c);
gb=£(b);
ga=f(a);
ge=f(c);

println(Format.sprintf ("%10.6f %12.4e",
new Parameters(b).add(gb)));

if (gaxgb>0) { // ga ja gb samanmerkkiset
a=b;
} else { // ga ja gb erimerkkiset
c=b;
}
} while (Math.abs(gb)>1.0e-7);

plotMark(b, gb, dx, dy);

catch (Exception exception) {
print ("Virhe:\n"+exception);

11



public double f(double x) {
return f.computeFunction(new double[] {x1});
}
}

Ohjelman tulostus:

Etsitd&8n yhtdlon g(x)=0 juuri
vdlinpuolitusmenetelmdlls.

Syotd funktio g(x): x~3+4%x~2-10
Syotd tarkasteluvédlin alkupiste: 1
Syotd tarkasteluvdlin loppupiste: 2

x g(x)
.500000  2.3750e+00
.250000 -1.7969e+00
.375000 1.6211e-01
.312500 -8.4839e-01
.343750 -3.5098e-01
.359375 -9.6409e-02
.367188  3.2356e-02
.363281 -3.2150e-02
.365234  7.2025e-05
.364258 -1.6047e-02
.364746 -7.9893e-03
.364990 -3.9591e-03
.365112 -1.9437e-03
.365173 -9.3585e-04
.365204 -4.3192e-04
.365219 -1.7995e-04
.3656227 -5.3963e-05
.365231 9.0310e-06
.365229 -2.2466e-05
.365230 -6.7174e-06
.365230 1.1568e-06
.365230 -2.7803e-06
.365230 -8.1176e-07
.365230 1.7251e-07
.365230 -3.1962e-07
.365230 -7.3556e-08

O el e e T T T i = S e e e e N N S e

20 iteraatiolla padstdin tassd esimerkissd samaan tarkkuuteen kuin edel-
liselld kiintopistemenetelmall.

12



File

10.000000000

|

Kuva 1: Funktion g(z) = 2* + 42? — 10 kuvaaja vililld [1,2].

2.5 Newtonin menetelma

Newtonin menetelmd on suosittu yhtilonratkaisumenetelma. Se kiyttad hy-
vikseen funktion derivaattaa. Menetelmé voidaan johtaa seuraavasti: Olkoon
xo yhtélon f(z) = 0 ratkaisun ensimmainen likiarvo. Pisteeseen (xz¢, f(xo))
asetetun tangentin yhtalo on

y — [(xo) = f'(wo)(x — x0) .

Asettamalla edelliseen yhtéloon y = 0 saadaan tangentin ja x-akselin leik-
kauspiste
f(zo)

f(xo)

1 = Ty —

13



Jos f'(x¢) # 0, voimme toivoa, ettd x; on lihempéna todellista juurta kuin
Zo . Néin ollen saadaan iteraatio

f(zy)

Tht1 = Tk — F(zr) )

jota jatketaan, kunnes |z — x| on tarpeeksi pieni tai jokin ennalta rajoi-
tettu maara iteraatioita on jo suoritettu.

Menetelmé epédonnistuu, jos jossain vaiheessa f'(z)) = 0. Téll6inhén kaa-
vassa jaetaan nollalla ja uusi iteraatti karkaa ddrettomyyteen. Juuren senhet-
kistd arvoa voidaan yrittdéd vield parantaa muilla menetelmilld, kuten vélin-
puolituksella.

Seuraavan ohjelman avulla kiyttdja voi ratkaista haluamansa yhtilon
Newtonin menetelmén avulla. Jos funktion derivaattaa ei syotetd, se las-
ketaan kiayttden keskeisdifferenssid:

ooy 9@+ h)—glx—h)
g'(x) ~ o7 :

missi askeleeksi h on valittu 1077 . Optimaalisin askelpituus 64-bittisisi liu-
kulukuja kiytettiessi olisi h ~ \/€one ~ 1078 ([13], 5. 23).

Etsitdan funktion

e2 sin(2x)

Vita @

nollakohta Newtonin menetelmélld (ks. kuva 2).

g(x) =z +

Ohjelmaesimerkki 2.4

package examples;
// Newtonin menetelmd

import com.braju.format.x*;
import com.eteks.parser.x*;
import uk.co.jscieng.Plottable;

public class Newton extends Base implements Plottable {
private CompiledFunction f, df;

public void main() {
showText (80, 35);
println("Etsit&&n yht&dlon g(x)=0 juuri "
+"Newtonin menetelm&lli.\n");

14



try {
print ("Systd funktio g(x): ");
f=new FunctionParser().compileFunction{("g(x)="+readln());

print ("Sydtéd derivaatta g’(x) tai anna tyhja sydte: ");
String input=readln();

if (input.equals("")) {
df=null;
} else {
df=new FunctionParser().compileFunction("dg(x)="+input);
}
} catch (Exception exception) {
print ("Virhe:\n"+exception);

b

print ("Syétd juuren alkuarvaus: ");
double x=Double.valueOf (readln()).doubleValue();

print ("Sydtd juuren hakualueen pituus: ");
double d=Double.valueOf(readln()) .doubleValue();

double fO=f(x-0.5x*d),
f1=f (x+0.5%d),
fx=f(x);

showGraph(x-0.5%d, x+0.5%d,
Math.min(f0, f1)-1.0, Math.max(f0, f1)+1.0, PTS, PTS);
functionPlot (this, x-0.5*d, x+0.5*d, colors([8], 1);

println(Format.sprintf("\n%10s %10s\n%10.6f %10.4e",
new Parameters("x").add("g(x)").add(x).add{(fx)));

while (Math.abs(fx)>1.0e-9) {
x-=fx/df (x);
fx=f(x);
println(Format.sprintf ("%10.6f %10.4e",

new Parameters(x).add(fx)));

plotMark(x, fx, d/128.0, (Math.abs(f1-f0)+2.0)/128.0);
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public double f(double x) {
return f.computeFunction(new double[] {x1});

3

private double df (double x) {
if (df==null) {
double eps=1.0e-7;

return (f.computeFunction(new double[] {x+eps})
-f.computeFunction(new double[] {x-eps}))/(2.0%eps);

return df.computeFunction(new double[] {x1});
}
}

Ohjelman tulostus:

Etsitd8n yhtdlon g(x)=0 juuri
Newtonin menetelm&dlli.

Syotd funktio g(x): x+texp(2+sin(2+*x))/sqrt(1+x~2)
Syotd derivaatta g’(x) tai anna tyhjé sydte:
Syotd juuren alkuarvaus: O

Syo6td juuren hakualueen pituus: 8

x g(x)
0.000000 1.0000e+00
-0.200000 2.5003e-01
-0.291099 2.8594e-02
-0.304375 4.6020e-04
-0.304596 1.2237e-07
-0.304596 8.6597e-15

Iteraatio suppeni melko nopeasti nollakohtaan x* ~ —0,304596 . Kuvaa-
jan avulla voidaan etsid muut valilla nakyvat nollakohdat, kun alkuarvaukset
valitaan tarpeeksi liheltd niit.

Newtonin menetelmékiin ei aina toimi tai se suppenee hitaasti, jos aloi-
tuspiste valitaan huonosti. Yhtilolld e” = 3z? on kaksi juurta vélilla (0,4).
Yritetadn ratkaista yhtalo Newtonin menetelmailld lahtemalld pisteista x; =
0,27, 7=0,1,2,...,20. Suoritetaan kuusi iteraatioaskelta ja katsotaan sup-
peneeko iteraatio jompaakumpaa positiivista juurta kohti.
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File

G.000000000d[

-4.000000000]

|

Kuva 2: Funktion (1) kuvaaja vélilla [—4,4].

Ohjelmaesimerkki 2.5
package examples;
// Newtonin iteraation suppenemistarkastelu
import com.braju.format.*;
public class NewtConv extends Base {
public void main() {

showText (80, 30);
println("Tutkitaan, suppenevatko yhtdlén\n"
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+"exp(x)=3x"2 pisteistd x_j = j*0.2, j =0, 1, 2,
+"aloitetut Newton-iteraatiot kuudella askeleella\n"
+"kohti jompaakumpaa positiivista juurta.\n");

println(Format.sprintf ("%10s %15s %13s",
new Parameters("alkuarvaus").add(
"6. iteraatti").add("virhe")));

for (int i=0; i<21; i++) {
double x=0.2%*i,
fx=Ff (%),
dfx=df (%) ;

print (Format.sprintf ("%10.1f", new Parameters(x)));

for (int j=1; j<7; j++) {
x=x-fx/dfx;
fx=Ff (x);
dfx=df (x);

}

println(Format.sprintf ("%16.5f %13.5e",
new Parameters(x).add(Math.abs(f(x)))));

private double f(double x) {
return Math.exp(x)-3.0%x*x;

3

private double df (double x) {
return Math.exp(x)-6.0%x;
b
}

Ohjelman tulostus:

Tutkitaan, suppenevatko yhtdlon

exp(x)=3x~2 pisteistd x_j = j*0.2, j =0, 1, 2, ..., 20,
aloitetut Newton-iteraatiot kuudella askeleella

kohti jompaakumpaa positiivista juurta.

alkuarvaus 6. iteraatti virhe
0.0 -0.45896 1.11022e-16
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0.2 -1.60747  7.55152e+00
0.4 0.91001  4.44089e-16
0.6 0.91001  4.44089e-16
0.8 0.91001  4.44089e-16
1.0 0.91001  4.44089e-16
1.2 0.91001  4.44089e-16
1.4 0.91001  4.44089e-16
1.6 0.91001  4.44089e-16
1.8 0.91001  4.44089e-16
2.0 0.91001  4.44089e-16
2.2 0.91001  4.44089e-16
2.4 0.91001  4.44089e-16
2.6 -0.45896 1.11022e-16
2.8 -0.62018 6.16021e-01
3.0 3.74792  2.9195be-01
3.2 3.73308 2.73772e-11
3.4 3.73308  7.10543e-15
3.6 3.73308  7.10543e-15
3.8 3.73308  7.10543e-15
4.0 3.73308  7.10543e-15

Huomataan, ettd aivan kaikista pisteistd ei iteraatio suppene (ainakaan
nopeasti) kohti juurta. Kahdesta pisteestd paddyttiin tarkasteluvilin ulko-
puolella olevaan negatiiviseen juureen. Tdmé on osoituksena ja varoituksena
siitd, ettd hyvitkddn menetelmét eivit aina toimi, ainakaan jos alkuarvaus
valitaan huonosti. (T#ssé esimerkissé iteraatioita lisddmalld kaikista pisteista
lopulta paadyttiin johonkin juurista.)

2.6 Puolisuunnikassaanto

Puolisuunnikassadinté on keskipistesddnnon jalkeen yksinkertaisin numeeri-
seen integrointiin kehitetty menetelma. Se on yksi suljetuista Newtonin ja
Cotesin kaavoista (suljettu tarkoittaa tdssd yhteydessi sitd, ettd funktion
arvoja integrointivilin paitepisteissi kiytetddn hyvéksi, toisin kuin avoimas-
sa kaavoissa). Newtonin ja Cotesin kaavat perustuvat funktion interpolointiin
(kappale 4.2).

Puolisuunnikassddnnossi funktiota interpoloidaan lineaarisesti ja inte-
graalia approksimoidaan summalla, jossa kiytetddn funktion arvoja vain in-
tegrointivilin paatepisteissia ([22], s. 100 ):

b b—a
[ s~ 250 @) + 1),
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Jos integrointivili jaetaan n osaan ja sovelletaan menetelmid joka osavililla,
saadaan yhdistetty puolisuunnikassddanto:

b
/ f($)dxzh<%f0+fl+f2++fn—1+%fn) )

missd, h = b_Ta ja fi = f(a+1ih), i =0,1,2,...,n. Puolisuunnikassaannon
kertaluku on 1, joka tarkoittaa, ettd vain ensimmaéisen asteen polynomit in-
tegroituvat tarkasti. Kappaleessa 5.1 esitellddn korkeamman kertaluvun me-
netelma.

Integroidaan kaksi erilaista funktiota puolisuunnikassdannon avulla. Oh-

jelma pyytda integroitavan funktion ja integrointivilin kayttajalta.

Ohjelmaesimerkki 2.6

package examples;
// puolisuunnikassddntd

import com.braju.format.x*;
import com.eteks.parser.x*;
import matutl.Maths;

public class PSS extends Base {
private CompiledFunction f;

public void main() {
showText () ;
println("Lasketaan funktion mddritty integraaliln"
+"puolisuunnikasséd8dnnén avulla 1, ..., 10000 jakov&lilld.\n");

try {

print ("Syotd integroitava funktio: ");

f=new FunctionParser().compileFunction("f(x)="+readln());
} catch (Exception e) {

print ("Virhe:\n"+e);

}

print ("Syotéd integrointivdlin alkupiste: ");
double a=Double.value0Of (readln()) .doubleValue();

print ("Syotd integrointivdlin loppupiste: ");
double b=Double.valueOf (readln()) .doubleValue();
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println(Format.sprintf ("\n}%10s %14s",
new Parameters("jakovdlejd").add("integraali")));

for (int N=1; N<=10000; N*=10) {
double[] y=new double[N+1];
double h=(b-a)/N;

for (int j=0; j<=N; j++) {

y[j]=f.computeFunction(new double[] {a+j*h});
}

double I=Maths.trapezoid(y, h);

println(Format.sprintf("%10d4 %14.7f",
new Parameters(N).add(I)));

Ohjelman tulostus syotteelld y = 2z + 4:

Lasketaan funktion m&rdtty integraali
puolisuunnikassdinnén avulla 1, ..., 10000 jakovdlilli.

Syotd integroitava funktio: 2*x+4
Syotd integrointivdlin alkupiste: -1
Syotd integrointivédlin loppupiste: 4

jakovidleji integraali
1 35.0000000

10 35.0000000

100 35.0000000

1000 35.0000000

10000 35.0000000

Lineaarisen funktion integraali on tarkka, kuten menetelmin kertaluku

lupaa.
Ohjelman tulostus syotteelld y = sin(x):

Lasketaan funktion mé@&ratty integraali
puolisuunnikass&innén avulla 1, ..., 10000 jakov&lilla.

Syotd integroitava funktio: sin(x)
Syoté integrointivélin alkupiste: O
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Syotd integrointivdlin loppupiste: 3.1415926535

jakovidleja integraali
1 0.0000000

10 1.9835235

100 1.99983556

1000 1.9999984

10000 2.0000000

Yksinkertaisuudestaan huolimatta yhdistetty puolisuunnikassdanto on te-
hokas menetelmi, kun integroidaan jaksollista funktiota jaksonpituuden mit-
taisen vélin yli.

2.7 Monte Carlo -menetelma

Monte Carlo -menetelmd on satunnaislukujen systemaattiseen kiyttoon pe-
rustuva integrointimenetelma. Siiné integroitavan funktion f(u) arvoja las-
ketaan integrointivilin [a, b] satunnaisissa pisteissi u; yhteen, kerrotaan vélin
pituudella b — a ja jaetaan pisteiden lukumaéralla N:

b—a
Iyve = N Zf(uz)

i=1

Satunnaismuuttujan /y;c odotusarvoksi saadaan

E(Iyc) = (b—a)

I
s&
o
=
8
= .
&
I
i\'

joka on juuri laskettavan integraalin tarkka arvo ([15], s. 37).
Integroidaan taas kaksi funktiota, nyt Monte Carlo -menetelmélla. Ohjel-
ma kysyy integroitavan funktion ja integrointivélin.

Ohjelmaesimerkki 2.7

package examples;

// Monte Carlo -integrointi
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import com.braju.format.x*;
import com.eteks.parser.x*;
import Jama.Matrix;

public class MonteCarlo extends Base {
private CompiledFunction f;
public void main() {
showText () ;
println("Lasketaan funktion mi&drédtty integraali\n"
+"Monte Carlo -menetelmdn avulla kiyttamalla "
+"10, ..., 100000 pistettd.\n");

try {

print ("Sy6td integroitava funktio: ");

f=new FunctionParser().compileFunction("f(x)="+readln());
} catch (Exception e) {

println("Virhe:\n"+e);

}

print ("Sydtéd integrointivdlin alkupiste: ");
double a=Double.valueOf(readln()) .doubleValue();

print ("Sydtéd integrointivdlin loppupiste: ");
double b=Double.valueOf (readln()).doubleValue(),
d=b-a;

println(Format.sprintf("\n%10s %14s",
new Parameters("pisteitd").add("integraali")));

for (int N=10; N<=100000; N*=10) {
double I=0.0;

for (int j=0; j<=N; j++) {

I+=f.computeFunction(new double[] {at+d*«Math.random()});
}
Ix=(d/N);

println(Format.sprintf("%10d4 %14.7£f",
new Parameters(N).add(I)));
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Ohjelman tulostus syotteelld y = x:

Lasketaan funktion médrdtty integraali

Monte Carlo -menetelmdn avulla kayttamalld 10, ., 100000 pistetti.
Syotd integroitava funktio: x

Syotd integrointivédlin alkupiste: O

Syotd integrointivédlin loppupiste: 4

pisteité integraali
10 6.5203216

100 7.9465665

1000 7.7170939
10000 7.9623797
100000 8.0038272

Ohjelman tulostus syotteelld y = e”:

Lasketaan funktion mad&rdtty integraali
Monte Carlo -menetelmdn avulla kiytté&mdlld 10,

Syotd integroitava funktio: exp(x)
Syotd integrointivélin alkupiste: O
Syétd integrointivédlin loppupiste: 1

pisteité integraali
10 1.8713101

100 1.7136253

1000 1.7212639
10000 1.7102512
100000 1.7166354

., 100000 pistetta.

Ensimmiisen integraalin tarkka arvo on 8 ja toisen e — 1 ~ 1,7182818.
Vaikka pisteitd olisi paljonkin, ei menetelma silti anna kovin tarkkoja arvoja.
Satunnaislukuihin perustuvaa menetelméé tulisikin soveltaa niin, etté laske-
taan esim. 10 arvoa ja niistd keskiarvo, jolloin satunnaisuudesta johtuvat
virheet kumoavat toisiaan ja saadaan tarkempi likiarvo.
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3 Numeerinen lineaarialgebra

Lineaarialgebra on tarked matematiikan osa-alue, joka késittelee mm. vekto-
reita, matriiseja ja lineaarisia yhtaloryhmié. Eri luonnontieteistd 16ytyy pal-
jon lineaarialgebran sovelluskohteita. Tamaé kappale siséltdéd useita erityyp-
pisia tehtévia, joissa kisitelladn vektoreita ja matriiseja.

3.1 Vektorilaskentaa

Kerrataan lyhyesti vektorilaskennan alkeita.
Vektori on yksiulotteinen lukutaulukko. Vektoria @, jonka alkiot (tai kom-

ponentit) ovat x;, ¢ = 1,...,n, merkitdin joko
I
z=1: 1,
x’n

joka on wvaakavektori. Asiayhteydesté yleensé selvidd, kumpaa tarkoitetaan.
Vektorin pituus on sen alkioiden nelididen summan neligjuuri:

2] = \fad -+ a2

Vektoreiden yhteen- ja vihennyslasku tapahtuu alkioittain:
rty==z,

missa z; =x; ty;, t=1,...,n.
Skalaarilla kerrottaessa jokainen vektorin alkioista kerrotaan erikseen:

c-x=(cxy - cxy).



Vektoreiden x ja y skalaari- tai pistetulo on
Ty =Tyt Tl

Jos skalaaritulo on nolla, ovat vektorit kohtisuorassa toisiaan vastaan.
Kolmiulotteisen avaruuden vektoreille voidaan méaritella risti- tai vekto-
ritulo ja skalaarikolmitulo.
Ristitulo méaaritelladn
t 3 k
T XY=2=|21 Ty T3|,
Y1 Y2 Ys

missi 2, J ja k ovat avaruuden kantavektorit. Vektori z on kohtisuorassa vek-
toreita @ ja y vastaan ja sen pituus |z| on ndiden méaarittdméan suunnikkaan
pinta-ala.

Skalaarikolmitulo mééaritelldan

Ty T2 T3

T-YXZ=T XY 2= Y1 Y2 Y3
Z1 =22 =3

Taman itseisarvo on vektoreiden virittdmén sadrmion tilavuus.
Seuraava esimerkki sisdltda kootusti peruslaskutoimituksia vektoreilla.

Ohjelmaesimerkki 3.1

package examples;
// vektorilaskennan peruslaskutoimituksia

import com.braju.format.x*;
import matutl.Vec;

public class VecCalc extends Base {
public void main() {
Vec A=new Vec(new double[] {1.0, 2.5, 4.03}),
B=new Vec(new double[] {-3.0, 0.0, 1.5}),
C=new Vec(new double[] {6.0, 5.0, -3.5});

showText () ;

println("Ohjelma esittelee vektorilaskennan\n"
+"peruslaskutoimituksia.\n");
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tulosta("A", A, 1);
tulosta("B", B, 1);
tulosta("C", C, 1);

println("Pituus: |A] = "

+Format.sprintf ("%7.5f", new Parameters(A.norm(2))));
tulosta("\nSumma: A + B", A.plus(B), 2);
tulosta("Erotus: A - B", A.minus(B), 2);

tulosta("Skalaarilla kertominen: 3 * C", C.times(3.0), 2);

println("Skalaaritulo: A

tulosta("\nRistitulo: A x B",
print("Skalaarikolmitulo: A .

Ohjelman tulostus:

Ohjelma esittelee vektorilaskennan

peruslaskutoimituksia.

. B = "+A.dotProd(B));

A.crossProd(B), 2);
B x C = "+A.scalar3Prod(B, C));

A= 1.0 2.5 4.0

B = -3.0 0.0 1.5

C = 6.0 5.0 -3.5

Pituus: |A| = 4.82183

Summa: A + B = -2.00 2.50 5.50

Erotus: A - B = 4.00 2.50 2.50

Skalaarilla kertominen: 3 * C = 18.00 15.00 -10.50
Skalaaritulo: A . B = 3.0

Ristitulo: A x B = 3.75 -13.50 7.50

Skalaarikolmitulo: A

.BxC=-71.25
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3.2 Matriisilaskentaa

Lukutaulukkoa A, jossa on m rivid ja n saraketta, kutsutaan matriisiksi ja
merkitdan
aix -+ Ain
A= Amxn = (aij) =

Am1 * - Amn

Merkintd A € R™*" kertoo, ettd m x n matriisin A alkiot ovat reaaliluku-
ja. Kompleksiarvoinen m x n matriisin B tapauksessa kiytetdin vastaavasti
merkintdd B € C™*™.

Matriisi, jossa on vain yksi rivi tai sarake, voidaan samaistaa vastaavat
alkiot sisdltavan vektorin kanssa.

Neliomatriisissa on yhtd paljon riveja ja sarakkeita. Talloin ei tarvitse
kiyttda kahta alaindeksif, vaan voidaan kiyttda merkintad A, .

Neliomatriisi D,, on diagonaalinen, jos siind on nollasta poikkeavia arvoja
vain lavistajalla:

D, = = diag(dy, ..., d,).
0 dnn

Identiteettimatrizsi I on diagonaalimatriisi, jonka lavistdjaalkiot ovat ykko-
si.

Matriisi K,, on kvasidiagonaalinen, jos se voidaan kirjoittaa lohkomuo-
dossa

K 0
K, = = diag(Ky, ..., Ky),
0 K,
missi lohkot K7, ..., K ovat neliomatriiseja (voivat olla vaihtelevan kokoi-

sia).

Matriisin A transponoitu matriisi AT saadaan vaihtamalla matriisin rivit
ja sarakkeet kesken#én (sama pétee vektoreille). Matriisi A on symmetrinen,
jos AT = A.

Kompleksiarvoisen matriisin adjungoitu matriisi saadaan kompleksikon-
jugoinnin ja transponoinnin yhdistelmini: A* = AT . Titd toimenpidettd
kutsutaan myos hermitoinniksi, merkitiin A . Jos matriisi A on reaaliar-
voinen, niin A* = AH = AT

Jos reaaliarvoinen neliématriisi A,, toteuttaa yhtalon

ATA = AAT = 1,
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niin sanotaan, ettd matriisi A on ortogonaalinen. Jos kompleksiarvoinen ne-
liomatriisi B,, toteuttaa yhtalon

B*B=BB*=1,,

sitd sanotaan unitaariseksi ([22], s. 193-194).

My6s matriisi A € R™*™ | m # n, voi olla ortogonaalinen siind mielessa,
etti ATA=1,.

Matriisi U on yldkolmiomatriisi, jos w;; = 0,1 > j, eli sen alkiot la-
vistdjan alapuolella ovat nollia. Vastaavasti maaritellidn alakolmiomatriisi
L:l;=0,j>¢1.

Matriisien yhteen- ja vihennyslasku sekd skalaarilla kertominen tapahtu-
vat alkioittain, kuten vektoreillakin.

3.2.1 Matriisien kertolaskua

Matriisien A;yx,, ja By, xrn tulo on matriisi Cjy, , joka mééritellidn seuraavasti:
221 ayibin - - Zzl a1bin

C= : :
Z:-il agbi - Z:’;l abin

Matriisien ja vektoreiden kertolasku on myo6s mahdollinen, kunhan niiden
dimensiot tasméaavat. Vektori ajatellaan talloin matriisiksi, jonka toinen di-
mensio on yksi (edelld [ tai n).

Seuraavassa ohjelmassa lasketaan kahden matriisin tulo. Matriisien di-
mensiot pyydetadn aluksi, jotta kertolasku varmasti onnistuu. Toimintavar-
muuden lisddmiseksi varmistetaan, ettd dimensiot ovat positiivisia kokonais-
lukuja. Todetaan myds, ettd reaaliarvoisia matriiseja koskeva yhtélo

(AB)T = BT AT

toteutuu laskemalla ||(AB)T — BT A”||;, jonka pitiisi olla nolla. || - ||; on
matriisin I-normi eli sarakesummien maksimi:

HNMZQ%E:WA
7

Tamé& on vain yksi matriisilaskennassa kiytossa olevista matriisinormeista.
Funktio || - || : R™ — R on matriisinormi, jos se toteuttaa ehdot

L |A][ =0
2. [|[All=0«<=A=0
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3. [[eAll = |al ||A]], « € R
4. [|A+ Bl < [[All + 1| BI|
kaikille matriiseille A, B € R™*" ([22], s. 189).

Ohjelmaesimerkki 3.2

package examples;
// matriisien kertolasku

import com.braju.format.x*;
import Jama.Matrix;
import matutl.MatrixIO;

public class MatMul extends Base {
public void main() {
showText (80, 35);
println("Ohjelma laskee matriisien A ja B tulon ja "
+"tarkistaa, ettd\n (AB)"T = B"T * A~T.\n"
+"Matriisien dimensiot: A: i x j, B: j x k, i, j, k > 0.\n");

int v=valinta(),
i=dimensio("i", 1),
j=dimensio("j", 1),
k=dimensio("k", 1);
Matrix A, B;

if (v==1) {
A=luoMatriisi("A", i, j);
B=luoMatriisi("A", j, k);
} else {
A=Matrix.random(i, j).times(5);
B=Matrix.random(j, k).times(5);
}

Matrix AB=A.times(B),

ABT=AB.transpose(),

BTAT=B.transpose() .times(A.transpose());
int decim=desimaalit();

tulosta("A", A, 5, decim);
tulosta("B", B, 5, decim);
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tulosta("AB", AB, 5, decim);

tulosta("(AB)~T", ABT, 5, decim);

tulosta("B~T * A~T", BTAT, 5, decim);

print("|| (AB)"T - BT * A~T|| = "+Format.sprintf("%-8.3e",
new Parameters(ABT.minus(BTAT) .norm1())));

}
public int dimensio(String nimi, int min) {
int n=0;
do {
print ("Anna dimensio "+nimi+": ");
try {

n=Integer.parselnt(readln());
} catch (Exception e) {}
} while (n<min);

return n;

by

Ohjelman tulostus:

Ohjelma laskee matriisien A ja B tulon ja tarkistaa, ettd
(AB)"T = B°T * A°T.
Matriisien dimensiot: A: 1 x j, B: j x k, i, j, k¥ > O.

Valitse 1, jos haluat syottdd luvut itse.

Valitse 2, jos haluat ohjelman generoivan satunnaiset luvut.
Valinta: 2

Anna dimensio i: 3

Anna dimensio j: 4

Anna dimensio k: 2

Matriisialkiot esitetddn oletusarvoisesti kolmella desimaalilla.
Hyvaksy oletus antamalla tyhji sydte tai

anna uusi desimaalien madra: 4

A:
2.5663 2.0494 0.0997 3.0407
4.2022 0.8966 3.6905 2.7982
2.9726 3.0699 2.9790 2.8314
B =

3.6166 4.0402
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1.6108 4.6471
3.0113 .1084
0.7856 2.2609

(@)

15.2717  26.7778
29.9535  27.8707
26.8908 33.0001

(AB)°T =
16.2717 29.9535  26.8908
26.7778  27.8707  33.0001

B°T *x AT =
15.2717  29.9535  26.8908
26.7778 27.8707  33.0001

|| (AB)"T - B~T * A~T|| = 0.000e+00

3.2.2 Neliomatriisin kidinteismatriisi ja determinantti
Neliématriisin A,, kddnteismatriisi A~' on matriisi, jolle pitee
AAT = ATTA=1T,.

Neliomatriisi on sdanndllinen, jos silli on kiddnteismatriisi, muuten se on
singulaarinen. Ortogonaaliselle nelidmatriisille A=! = AT .
Kainteismatriisin avulla voidaan esimerkiksi ratkaista yhtaléryhmé

1121 + Q12T + *++ + ATy = bl
2121 + 9299 + -+ aA9n Ty — b2

an1T1 + An2T2 +--+ Apnlp = bn
muuntamalla se ensin matriisimuotoon
Ax =0b,

missd matriisi A siséltdé kertoimet a;; , vektori & tuntemattomat z; ja vektori
b kertoimet b; . Kertomalla yhtilo vasemmalta matriisilla A~! saadaan « :

A"Az =2 =A"'b.

Kéaytannon sovelluksissa kddnteismatriisin laskeminen eksplisiittisesti on
turhan tyolds operaatio. Niinpd yhtaloryhmét ratkaistaan yleensa eri tavalla,
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joko Gaussin eliminoinnilla (kappale 3.2.3) tai erilaisista matriisihajotelmis-
ta, joihin palataan mychemmin. Erityisesti tapauksessa, jossa suuri osa ker-
roinmatriisin A alkioista on nollia (ns. harva matriisi), Gaussin eliminointi
voi olla merkittavasti tehokkaampi kuin kiddnteismatriisin kiayttoon perustu-
va menetelmé. Harvan matriisin kidnteismatriisi on nimittéiin yleensé tiheé
([13], s. 37).

Neliomatriisin A,, determinantti |A| = det(A) on luku, joka voidaan maa-
ritelld esimerkiksi seuraavan rekursion avulla:

|A1| = a1,
n

|An| = Z aijCij
j=1

missd Cj; = (—1)*9) det(A;;) on alkion a;; komplementti. AlimatriisiA;;
saadaan, kun pyyhitdin alkuperiisestd matriisista pois ¢:s vaakarivi ja j:s
pystyrivi.

Determinantti voidaan kehittdd minkd tahansa vaakarivin suhteen, ts.
edellisessi kaavassa ¢ voidaan valita vapaasti. Determinantti voidaan kehittaa
my6s minkd tahansa pystyrivin suhteen vaihtamalla summausindeksiksi 7 .

Determinantin laskeminen rekursiivisesti vaatii n! yhteenlaskua, jossa jo-
kainen yhteenlaskettava on n:n luvun tulo ja niissdkin jonkin verran redun-
danssia. Isoilla matriiseilla tdmé olisi hidasta ja epdkdytdnnollistd. Determi-
nantti voidaan laskea nopeammin matriisin L U-hajotelmasta (kappale 3.2.4).

Seuraavassa esimerkissd kiyttajaltd pyydetddn nelidmatriisi, josta laske-
taan determinantti ja kidfdnteismatriisi. Kadnteismatriisin oikeellisuus tarkis-
tetaan laskemalla normi [|[AA™! — I||; . Jos matriisi on singulaarinen, anne-
taan virheilmoitus.

Ohjelmaesimerkki 3.3
package examples;

// kdanteismatriisi ja determinantti

import com.braju.format.x*;
import Jama.Matrix;

public class InvDet extends Base {
public void main() {
showText (80, 35);
println("Ohjelma laskee nelidmatriisin A "
+"kddnteismatriisin X ja\ndeterminantin [A[|.\n");
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int v=valinta(),
n=lukumaara("rivien", 1);

Matrix A;
if (v==1) {
A=luoMatriisi("A", n, n);
} else {
A=Matrix.random(n, n).times(10);
}

int decim=desimaalit();
tulosta("A", A, decim);

try {
Matrix X=A.inverse();
double diff=A.times(X).minus(Matrix.identity(n, n)).norm1();

tulosta("X", X, decim);
println(Format.sprintf("||AX - I|| = %-8.3e",
new Parameters(diff)));
} catch (Exception e) {
println("Virhe: "+e);
} finally {
print (Format.sprintf ("|Al = %-8.3e",
new Parameters(A.det())));

Ohjelman tulostus:

Ohjelma laskee nelidmatriisin A k&&nteismatriisin X ja
determinantin |A].

Valitse 1, jos haluat sy6ttdd luvut itse.

Valitse 2, jos haluat ohjelman generoivan satunnaiset luvut.
Valinta: 2

Anna rivien lukum&idra: 3

Matriisialkiot esitetd&n oletusarvoisesti kolmella desimaalilla.
Hyvdksy oletus antamalla tyhji syote tai

anna uusi desimaalien mddra: 4

A=
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9.8799 4.9830 1.9219
2.2111 1.8119 6.1845
8.6704 4.4951 1.6305

X=
3.3880 -0.0701 -3.7274
-6.8203 0.0756 7.7524
0.7869 0.1646  -0.9387

[ IAX - I|| = 8.438e-15

[Al = -7.333e+00

3.2.3 Gaussin eliminointi

Gaussin eliminointi on tirked algoritmi, jota tarvitaan mm. lineaaristen yh-
taloryhmien ratkaisemisessa. Sen avulla yhtéloryhm& Ax = b muutetaan
ekvivalenttiin muotoon Ux = g missd matriisi U on yldkolmiomatriisi. Tés-
td muodosta tuntematon & on helppo ratkaista. Muunnos suoritetaan kiyt-
tamalla matriisioperaatioita

e rivin kertominen nollasta eroavalla luvulla
e kahden rivin vaihto
e rivin lisddminen toiseen riviin nollasta eroavalla luvulla kerrottuna.

Kéyddin menetelmé tarkemmin ldpi seuraavan ohjelman avulla. Se on
toteutettu ilman matriisi- ja vektoriluokkia, jotta se olisi mahdollisimman
riippumaton. Lisdksi tavallisten taulukoiden kiytto yksinkertaistaa koodia ja
nopeuttanee ohjelman suoritusta.

Yhtéloryhmésta Ax = b, joka sisidltda n yhtaloa ja tuntematonta, muo-
dostetaan augmentoitu matriisi [A]b], joka saadaan lisddmalld vektori b mat-
riisin A viimeiseksi sarakkeeksi. Tamé muutetaan ylla esitellyilld matriisio-
peraatioilla porrasmuotoon [Ulg|, eli muotoon

T up wis -+ uin | 1
0 1 wugg -+ uzp| go

00 1 ---us| g3

00 0 - 11gn

Jos matriisi A on singulaarinen, menetelmé epdonnistuu eiké yhtaloryh-
malld ole ratkaisua.
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Vektori & eli yhtiloryhmén tuntemattomat saadaan nyt ratkaistua takai-
sinsijoituksella: Augmentoidun matriisin alimmalta riviltd saadaan suoraan
Tn = gn . Loput muuttujat ratkaistaan kaavalla

n
Tk = gk — E upjTj, k=n—1n-2...,1.
j=k+1

Tulokset tarkistetaan laskemalla residuaali |Ax — b|.

Ohjelmaesimerkki 3.4

package examples;
// yht&loryhmén ratkaiseminen Gaussin eliminoinnilla
import com.braju.format.x*;

public class GaussElim extends Base {
private int n;
private double[][] aug;
private double[] x;

public void main() {
showText (80, 35);
println("Ratkaistaan yht&l6ryhmd Ax = b "
+"(n yhtdlod, n tuntematonta)\nGaussin eliminoinnilla.\n");

int v=valinta();
n=lukumaara("yhtdldiden", 1);
aug=new double[n] [n+1];

if (v==1) {
for (int i=0; i<n; i++) {
for (int j=0; j<n; j++) {
print ("Anna AC"+(i+1)+", "+ (GHD+") M) ;
aug[i] [j1=Double.valueOf (readln()) .doubleValue();
}

print ("Anna b("+(i+1)+"): ");
aug[i] [n]=Double.valueOf (readln()) .doubleValue();
}
} else {
for (int i=0; i<mn; i++) {
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for (int j=0; j<=n; j++) {
augl[i] [j1=1.0*(int) (10.0*Math.random(}-5.0);
}
}
}

int decim=desimaalit();
String format="%"+(5+decim)+"."+decim+"f";

println("\nMuodostetaan augmentoitu matriisi [Alb]...");

if (n<21) {
printAug(format) ;
} else {
println("Matriisi on liian suuri tulostettavaksi (n>20).");

b

if (compute()) {
if (n<21) {
println("\n\nGaussin eliminoinnilla "
+"saadaan yht&dldryhmd porrasmuotoon");
printAug(format) ;
by

println("\n\nYhtd16ryhmd11l4d on ratkaisu [x]\n");

for (int i=0; i<m; i++) {
println(Format.sprintf(format, new Parameters(x[il)));

b

print (Format.sprintf ("\nResiduaali [|Ax-b| = %-8.3e",
new Parameters(residual())));
} else {
print ("\nYht&16ryhmill3 ei ole ratkaisua.");

private void printAug(String format) {
for (int i=0; i<mn; i++) {
println();

for (int j=0; j<=n; j++) {
print (Format.sprintf (format, new Parameters(auglil[j1)));
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private double residual() {
double r=0.0;

for (int i=0; i<mn; i++) {
double diff=augli] [n];

for (int j=0; j<n; j++) {
diff-=augli] [j1*x[j]1;
}

r+=diffxdiff;
+

return Math.sqrt(r);
}

// original code by Stephen R. Schmitt written in Java Script
// http://home.att.net/ srschmitt/script_gauss_elimination3.html
// modified by Ari Heino

// compute solution to system of linear equations
public boolean compute() {

x=new double[n];

java.util.Arrays.fill(x, 0.0);

// solve using Gaussian elimination with back substitution
if (eliminate()) {

substitute();
} else {

return false;

3

return true;

// convert matrix [A] to upper diagonal form
private boolean eliminate() {
for (int i=0; i<n; i++) {
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int max_row=i;

// find row with maximum in column i
for (int j=i+1; j<n; j++) {
if (Math.abs(auglj][i])>Math.abs(auglmax_row] [i])) {
max_row=j;
}
}

// swap max row with row i of [AlDb]
for (int j=i; j<=n; j++) {

double tmp=aug[i][j];

auglil [j1=aug[max_row] [j1;

aug [max_row] [j]1=tmp;

}

// pivot approx. zero => algorithm fails
if (Math.abs(augl[i] [i])<1.0e-8) {
return false;

by

// 1’s to diagonal

for (int j=n; j>=i; j--) {
augl[il [j1/=auglil [i];

}

// eliminate lower diagonal elements of [A]
for (int j=i+1; j<n; j++) {
for (int k=n; k>=i; k--) {
aug[j] [k]-=(augl[i] [k]1*aug[jl[i]);
}
}
}

return true;

}
// compute the values of vector x starting from the bottom
private void substitute() {
for (int j=n-1; j>=0; j--) {
double diff=auglj][n];

for (int k=j+1; k<n; k++) {
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diff-=augl[j] [k]*x[k];
}

x[jl=diff;
3
+
X

Ohjelman tulostus:

Ratkaistaan yhtdldryhmd Ax = b (n yhtdldd, n tuntematonta)
Gaussin eliminoinnilla.

Valitse 1, jos haluat sy6ttdd luvut itse.

Valitse 2, jos haluat ohjelman generoivan satunnaiset luvut.
Valinta: 2

Anna yht&ldiden lukumddrid: 3

Matriisialkiot esitet&&n oletusarvoisesti kolmella desimaalilla.
Hyvdksy oletus antamalla tyhji syote tai

anna uusi desimaalien m&&r&: 4

Muodostetaan augmentoitu matriisi [A|Db]

0.0000 -2.0000 4.0000 -4.0000
-2.0000 2.0000 -1.0000 2.0000
0.0000 -3.0000 2.0000 0.0000

Gaussin eliminoinnilla saadaan yht&ldryhmd porrasmuotoon
1.0000 -1.0000 0.5000 -1.0000
0.0000 1.0000 -0.6667 0.0000
0.0000 0.0000 1.0000 -1.5000
Yhtdl6ryhmdlld on ratkaisu [x]
-1.2500
-1.0000
-1.5000
Residuaali [Ax-b| = 1.110e-16
3.2.4 LU-hajotelma

Yksi tarkeimmistd matriisihajotelmista on L U-hajotelma, jonka olemassaoloa
koskee seuraava lause ([22], s. 234):
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Lause 3 (LU-hajotelma). Jokaista sidanndllistd matriisia A kohti on ole-
massa permutaatiomatriisi P siten, etta LU-hajotelma

PA=LU

voidaan muodostaa. Permutaatiomatriisi P voidaan valita siten, ettd alakol-
miomatriisin L alkiot toteuttavat ehdon |l;;| < 1.

JAMA-kirjastossa LU-hajotelma voidaan laskea myos muille kuin sdén-
nollisille neliomatriiseille. Matriisin A,,x,, m > n, LU-hajotelma koostuu
talloin alakolmiomatriisista L,,x,, yldkolmiomatriisista U, sekéd sellaisesta
permutaatiomatriisista P, , ettd PA = LU .

Permutaatiomatriisi P tarvitaan numeerisen stabiilisuuden parantami-
seksi: Hajotelma lasketaan Gaussin eliminointia soveltaen ja osittaistuennan
johdosta matriisin riveja joudutaan yleensd vaihtamaan keskendin. Permu-
taatiomatriisilla kertomalla rivit palaavat alkuperdisille paikoilleen. Esimer-
kiksi permutaatiomatriisi

010
P=1100
001

kertoo, ettd hajotelmassa on vaihdettu alkuperdisen matriisin kaksi ylinta
rivid keskendén.

LU-hajotelma voidaan esittdd myos muodossa A = PLU, mutta tésta
paastadn helposti edelld esitettyyn muotoon:

A=PLU < PTA=LU,

koska kaikki permutaatiomatriisit ovat ortogonaalisia ([22], s. 203 ).

Hajotelmat ovat siis permutaatiomatriisia lukuun ottamatta samat. Mo-
nilla matriiseilla A on olemassa myos puhtaasti muotoa A = LU oleva hajo-
telma. Esimerkiksi matriisilla

126
A=1[041
822
on hajotelmat
1 00 12 6
LU=10 1 0 04 1
8§ -3:1/) \00 —42]
ja
001 100 82 2
PTLuU=1(010 010 04 1 |,
100 sl 0053
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mutta esimerkiksi matriisille
01
(10)

ei voida laskea LU-hajotelmaa ilman tuentaa ([12], s. 58 ). LU-hajotelma ei
ole yksikéasitteinen; permutoimalla matriisin riveja eri tavoilla saadaan erilai-
sia hajotelmia.

Permutaatiomatriisia P tarvitaan, kuten edelld mainittiin, erityisesti pa-
rantamaan numeerista stabiilisuutta hajotelmaa koneella laskettaessa. Tuen-
taan on turvauduttava myos silloin, kun matriisin lavistajalla on nollia tai
niitd syntyy hajotelmaa laskettaessa. Stabiilisuutta kaivataan erityisesti sil-
loin, kun matriisit ovat isoja tai lihes singulaarisia. LU-hajotelma voidaan
laskea myo0s singulaarisille matriiseille.

Seuraavan ohjelma laskee LU-hajotelman matriisille A,,«,, m > n. Las-
ketaan hajotelmat seki neliomatriisille, ettd matriisille, jossa on riveji enem-
man kuin sarakkeita.

Ohjelmaesimerkki 3.5

package examples;
// LU-hajotelma

import com.braju.format.x*;
import Jama.x*;
import matutl.Maths;

public class LUtest extends Base {
public void main() {
showText (80, 35);
println("Lasketaan m x n matriisin A LU-hajotelma (m >= n).\n");

int v=valinta(),
m=lukumaara("rivien", 1),
n=lukumaara("sarakkeiden", 1, m);
Matrix A;

if (v==1) {
A=luoMatriisi("A", m, n);
} else {
A=Matrix.random(m, n).times(10);

}

LUDecomposition LUD=new LUDecomposition(A);
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Matrix L=LUD.getL(),
U=LUD.getUQ),
P=Matrix.identity(m, m).getMatrix(LUD.getPivot(), 0, m-1),
PA=P.times(4),
LU=L.times(U);

int decim=desimaalit();

tulosta("A", A, decim);

tulosta("L", L, decim);

tulosta("U", U, decim);

tulosta("P", P, decim);

print("||PA - LUI| = "+Format.sprintf ("%-8.3e",
new Parameters(PA.minus(LU) .norml1())));

Ohjelman tulostus (valitaan m = n):

Lasketaan m x n matriisin A LU-hajotelma (m >= n).

Valitse 1, jos haluat sydttdd luvut itse.

Valitse 2, jos haluat ohjelman generoivan satunnaiset luvut.
Valinta: 2

Anna rivien lukum&dra: 4

Anna sarakkeiden lukumdérad: 4

Matriisialkiot esitetd&n oletusarvoisesti kolmella desimaalilla.
Hyvaksy oletus antamalla tyhji syfte tai

anna uusi desimaalien m3&ri:

A=
4.786 1.425 5.269 7.616
6.557 7.729 6.944 3.018
6.548 8.164 1.233 3.860
9.967 6.665 5.412 7.472
L =
1.000 0.000 0.000 0.000
0.657 1.000 0.000 0.000
0.658 0.884 1.000 0.000
0.480 -0.469 0.291 1.000
U =
9.967 6.665 5.412 7.472

0.000 3.786 -2.322 -1.049
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0.000 0.000 5.435 -0.970

0.000 0.000 0.000 3.819
P =

0.000 0.000 0.000 1.000

0.000 0.000 1.000 0.000

0.000 1.000 0.000 0.000

1.000 0.000 0.000 0.000
| IPA - LUI| = 2.220e-16

Ohjelman tulostus (valitaan m > n)

Lasketaan m x n matriisin A LU-hajotelma (m >= n).

Valitse 1, jos haluat sy6ttdd luvut itse.

Valitse 2, jos haluat ohjelman generoivan satunnaiset luvut.
Valinta: 2

Anna rivien lukum&dra: 3

Anna sarakkeiden lukumd&rd: 2

Matriisialkiot esitetddn oletusarvoisesti kolmella desimaalilla.
Hyvéksy oletus antamalla tyhjd sydte tai

anna uusi desimaalien m&dra:

A:
4.845 0.029
4.311 6.931
4.986 8.897
L =
1.000 0.000
0.972 1.000
0.865 0.088
U:
4.986 8.897
0.000 -8.616
P =
0.000 0.000 1.000
1.000 0.000 0.000
0.000 1.000 0.000
| |IPA - LU|| = 4.441e-16
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LU-hajotelma on hyddyllinen, jos on ratkaistava useita yhtaloryhmié, jois-
sa vain oikean puolen vektori vaihtuu: LU-hajotelmahan koskee vain vasem-
man puolen kerroinmatriisia. Yhtaloryhman Ax = b ratkaisu tapahtuu tél-
16in seuraavasti ([12], s. 57):
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e muodostetaan matriisin A LU-hajotelma PA = LU
e ratkaistaan z yhtilostd Lz = Pb

e ratkaistaan x yhtilostda Ux = z.

TAaméi tuottaa oikean ratkaisun, silld
PAx = LUx = L(Ux) = Lz = Pb.

Koska L ja U ovat kolmiomatriiseja, on edelld mainitut yhtalot helppo rat-
kaista (vrt. Gaussin eliminoinnin takaisinsijoitusvaihe).

Vield turvallisemmin yhtaloryhma voidaan ratkaista kiayttamalla tdydel-
listi tuentaa, jossa vaihdetaan kerroinmatriisissa A sekéd riveja ettd sarak-
keita. Téasta syystd myos muuttujien jarjestys vaihtuu. Taydellistd tuentaa
kiytettidessd LU-hajotelma on muotoa

PAIl = LU,

missd Il on uusi permutaatiomatriisi. Yhtaloryhmén ratkaisemisessa on tél-
16in seuraavat vaiheet ([12], s. 66-67):

e muodostetaan matriisin A LU-hajotelma PAIl = LU
e ratkaistaan y yhtélosta Ly = Pb

e ratkaistaan z yhtilostd Uz =y

e permutoimalla saadaan x = I1z.

Téydellinen tuenta vaatii kuitenkin niin paljon lukujen vertailuja (jolloin
algoritmin suoritusaika pitenee), ettd yleensi tyydytddn osittaistuentaan.

LU-hajotelmaa kiyttden neliomatriisin A determinantti voidaan laskea
helposti: Tunnetusti nelidmatriisien X; tulolle patee ([12], s. 2)

Soveltamalla tdta matriisin A LU-hajotelmaan saadaan

PA=LU = det(PA) =det(LU)
<= det(P) det(A) = det(L) det(U)
< +1-det(A) =1-det(U)
<= det(A) = £det(U) = £tr(U).
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Mielivaltaisen ala/ylikolmiomatriisin K determinantti on sen lavistijialkioi-
den tulo eli jdlki, merkitddn tr(K). Matriisin L lavistajdalkiot ovat ykkosid,
joten det(L) = 1. Permutaatiomatriisin determinantti on aina %1 riippuen
siitd, onko hajotelmassa vaihdettu riveja parillinen vai pariton méaira. Mat-
riisin transponointi ei vaikuta determinantin arvoon.

3.2.5 Matriisin ominaisarvot ja -vektorit
Neliématriisin A,, ominaisarvo A on (kompleksi)luku, jolle pitee
Ax = \x

jollekin vektorille & # 0. Téta vektoria sanotaan ominaisvektoriksi ([13], s.
351).
Koska Ax = A, missd [ on identiteettimatriisi, niin

Az = x <= (A- M)z =0<= |A - \I|=0.

Polynomia |A — A\I| sanotaan matriisin A karakteristiseksi polynomiksi. Mat-
riisin A ominaisarvot ovat tdmén astetta n olevan polynomin juuret ([22],
s. 188). Ominaisarvoja on n kappaletta, joista osa voi olla yhtdsuuria tai
kompleksisia. Ominaisvektorit x; l6ydetddn ratkaisemalla yhtéloryhmat

Oletetaan, ettd matriisilla A,, on n erisuurta ominaisarvoa \; ja vastaavat
lineaarisesti riippumattomat ominaisvektorit x;. Kootaan ominaisvektorit
matriisiksi V' = (& @3- -+ @,,) . Télloin

AV = Al 2 -+ )
= (Axy Axy -+ Ax,)
= (>\1$1 Aoy - - - )\nafn)
= (x1 @y @) -diag(A Ao+ - Ap)
=VD.

Tastd saadaan seuraava lause:

Lause 4 (Ominaisarvohajotelma). Olkoon diagonaalimatriisin D livistd-
jalla matriisin A ominaisarvot ja matriisin V' sarakkeina vastaavat ominais-
vektorit. Edellyttien, etta V on neliomatriisi, voidaan matriisi A kirjoittaa
muodossa

A=VDV™,

jota sanotaan matriisin A ominaisarvohajotelmaksi. Jos matriisi A on sym-
metrinen, matriisi V. on ortogonaalinen [7].
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JAMA-kirjaston EigenvalueDecomposition-luokka on edellisen lauseen
mukainen. Lisdksi, jos matriisi A ei ole symmetrinen, D on kvasidiagonaali-
nen: reaaliset ominaisarvot ovat 1 x 1 lohkoina ja kompleksiset ominaisarvot
(A\j £ip;) 2 x 2 lohkoina muodossa

{ Aj #j] _

—Hj A

Matriisin A ollessa symmetrinen (jolloin matriisi V' on ortogonaalinen) hajo-
telma voidaan kirjoittaa muodossa

A=VDVT.

Seuraavan ohjelman avulla voidaan etsid neliomatriisin ominaisarvot ja
-vektorit sekd néistd saatava ominaisarvohajotelma.

Ohjelmaesimerkki 3.6

package examples;
// ominaisarvohajotelma

import com.braju.format.x*;
import Jama.x*;
import matutl.Maths;

public class EVtest extends Base {
public void main() {
showText (80, 35);
println("Lasketaan n x n matriisin A ominaisarvohajotelma.\n");

int v=valinta(),
n=lukumaara("rivien", 1);

Matrix A;
if (v==1) {
A=luoMatriisi("A", n, n);
} else {
A=Matrix.random(n, n).times(10);
}

EigenvalueDecomposition EVD=new EigenvalueDecomposition(4);
Matrix V=EVD.getV(),
D=EVD.getD();
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int decim=desimaalit();

tulosta("A", A, decim);
tulosta("V", V, decim);
tulosta("D", D, decim);

if (Maths.isSymmetric(4)) {
Matrix M=V.times(D).times(V.transpose());

println("A on symmetrinen.");
tulosta("VDV~T", M, decim);

print("||A - VDV"T|| = "+Format.sprintf("%-8.3e",
new Parameters(A.minus(M) .normi())));
} else {

Matrix M=V.times(D).times(V.inverse());

tulosta("VDV~(-1)", M, decim);
print("||A - VDV~(-1)|| = "+Format.sprintf ("%-8.3e",
new Parameters(A.minus(M) .normi())));

Ohjelman tulostus (symmetrinen matriisi):

Lasketaan n x n matriisin A ominaisarvohajotelma.

Valitse 1, jos haluat sydttdd luvut itse.
Valitse 2, jos haluat ohjelman generoivan satunnaiset luvut.
Valinta: 1
Anna rivien lukum&dréa: 2
Anna A(1,1): 1
Anna A(1,2): 2
Anna A(2,1): 2
Anna A(2,2): 1
Matriisialkiot esitetddn oletusarvoisesti kolmella desimaalilla.
Hyvaksy oletus antamalla tyhji syfte tai
anna uusi desimaalien m3dr&: b5
A =
1.00000 2.00000
2.00000 1.00000

0.70711 0.70711
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-0.70711 0.70711

D=
-1.00000 0.00000
0.00000 3.00000

A on symmetrinen.
VDV-T =
1.00000 2.00000
2.00000 1.00000

[1A - VDV-T|| = 4.441e-16

oo 12 . .
Néahdaéan, ettd matriisin 91 ominaisarvot ovat —1 ja 3. Vastaavat

ominaisvektorit ovat \% < _11) ja \/Li (1) Tarkkoja arvoja ei tietenkdin

saada, mutta tédssi esimerkissd ne voidaan arvata ja tarkistaa kéisin laske-
malla. Kerroin \/ié tarvitaan, jotta matriisi V' olisi ortogonaalinen.

Ohjelman tulostus (epasymmetrinen matriisi ja reaaliset ominaisarvot):

Lasketaan n x n matriisin A ominaisarvohajotelma.

Valitse 1, jos haluat sy6ttdd luvut itse.

Valitse 2, jos haluat ohjelman generoivan satunnaiset luvut.
Valinta: 1

Anna rivien lukum&drd: 2

Anna A(1,1): 1

Anna A(1,2): O

Anna A(2,1): -1

Anna A(2,2): 2

Matriisialkiot esitetd&n oletusarvoisesti kolmella desimaalilla.
Hyvdksy oletus antamalla tyhji syote tai

anna uusi desimaalien md&rd: 5

A=
1.00000 0.00000
-1.00000 2.00000
vV =
-0.70711 0.00000
-0.70711  -1.41421
D =

1.00000 0.00000

20



0.00000 2.00000
VDV~ (-1) =
1.00000  -0.00000
-1.00000 2.00000
[|A - VDV~ (-1) || = 6.796e-16

Ohjelman tulostus (epdsymmetrinen matriisi ja kompleksiset ominaisar-

vot):

Lasketaan n x n matriisin A ominaisarvohajotelma.

Valitse 1, jos haluat sydttdd luvut itse.
Valitse 2, jos haluat ohjelman generoivan satunnaiset luvut.

Valinta: 1

Anna rivien lukum&dréa: 2
Anna A(1,1):
Anna A(1,2):
Anna A(2,1):
Anna A(2,2):
Matriisialkiot esitetddn oletusarvoisesti kolmella desimaalilla.
Hyvaksy oletus antamalla tyhji syfte tai

anna uusi desimaalien m3dr&: 2

1
-2
2
1

A =
1.00 -2.00
2.00 1.00
V:
-1.00 0.00
0.00 1.00
D=
1.00 2.00
-2.00 1.00
VDV~ (-1) =
1.00 -2.00
2.00 1.00
[lA - VDV~ (-1)|] = 0.000e+00

Matriisin ( 1

21

) ominaisarvot ovat siis 1 £+ 2¢. Vastaavat ominaisvek-
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. -1\ . 0
torit ovat ( 0 )Ja (1>

Monista numeerisista menetelmistd on kehitetty versioita, jotka toimivat
joissakin erityistapauksissa. Myos matriisin ominaisarvot ja -vektorit voidaan
tietyissid tapauksissa laskea helpommin kuin edelld esitettiin. Seuraavassa
yksi esimerkki.

Jos n x n matriisi T on tridiagonaalinen (t;; = 0, jos [i—j| > 1) ja lisdksi
muotoa

/Udu

T = 0w d--- )
niin sen ominaisarvot ovat

)\S:d+2u*rcos<s*ﬂ>, r=+v/u,s=1,...,n

n+1

ja vastaavat ominaisvektorit

N SEEEY _
gl JToT T —1... . n.
v(s); =r sm( 3 ), J RN )

Seuraavassa ohjelmassa kayttajialta pyydetdidn tarvittavat parametrit ja
lasketaan ominaisarvot ja vektorit yo. kaavoista. Todetaan, etta kaikilla omi-
naisarvoilla ehto

[|T % vg — Ag * v]|1 < 107°

toteutuu hyvin (padstiddn paljon tarkempiinkin tuloksiin).
Ohjelmaesimerkki 3.7

package examples;
// tridiagonaalimatriisin ominaisarvot ja -vektorit

import com.braju.format.x*;
import Jama.Matrix;
import matutl.*;

public class TriDiag extends Base {
public void main() {
showText (80, 35);
println("Luodaan n x n tridiagonaalimatriisi A ja tutkitaan "
+"ehdon\n e_s = ||A*v_s - 1_s*v_s|| < 1.0E-5 , 1 <= s <= n"
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+"\ntoteutumista. 1_s on s. ominaisarvo ja "
+"v_s vastaava ominaisvektori.\n");

int n=lukumaara("rivien", 3);

print("Anna l&vistdjdalkio d: ");
double d=Double.valueOf(readln()) .doubleValue();

print("Anna l3vistdjdn yl&puolinen alkio u: ");
double u=Double.valueOf (readln()).doubleValue();

print ("Anna l3vistdjdn alapuolinen alkio v: ");
double v=Double.valueOf (readln()).doubleValue();

double r=Math.sqrt(v/u);
Matrix A=Maths.triDiagonal(n, v, d, u);
int decim=desimaalit();

tulosta("A", A, decim);

for (int s=1; s<=n; s++) {
double eigenval=d+2.0*uxr*Math.cos(s*Math.PI/(n+1.0));
Vec eigenvec=new Vec(n);

for (int j=1; j<=n; j++) {
eigenvec.set(j-1,
Maths.power(r, j)*Math.sin(j*s*Math.PI/(n+1.0)));

print (Format.sprintf ("\nl_%1d = %5.3f\nv_%1d =",
new Parameters(s).add(eigenval).add(s)));
tulosta(eigenvec, decim);

Vec left=eigenvec.times(A.transpose()),
right=eigenvec.times(eigenval);

println(Format.sprintf("e_}%1d = %7.3e",
new Parameters(s).add(left.minus(right) .norm(2))));
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Ohjelman tulostus:

Luodaan n x n tridiagonaalimatriisi A ja tutkitaan ehdon
e_.s = ||Axv_s - 1_sxv_s|| < 1.0E-6 , 1 <= s <=n
toteutumista. 1_s on s. ominaisarvo ja v_s vastaava ominaisvektori.

Anna rivien lukumdéra: 4

Anna l&vist&jdalkio d: 2

Anna 1l&vist&jén ylépuolinen alkio u: .5

Anna 1&vist&jdn alapuolinen alkio v: 1.5

Matriisialkiot esitetd&n oletusarvoisesti kolmella desimaalilla.
Hyvdksy oletus antamalla tyhji syote tai

anna uusi desimaalien md&rd: 5

A=
2.00000 0.50000 0.00000 0.00000
1.50000 2.00000 0.50000 0.00000
0.00000 1.50000 2.00000 0.50000
0.00000 0.00000 1.50000 2.00000

1.1 = 3.401

v_l = 1.01807 2.85317 4.94183 5.29007

e_1l = 3.580e-15

1.2 = 2.535
v_2 = 1.64728 1.76336  -3.05422 -8.5569561

e_2 = 0.000e+00

= 1.465
= 1.64728 -1.76336  -3.05422 8.55951

e_3 = 3.689%e-15

1.4 = 0.599
1.01807 -2.85317 4.94183  -5.29007

S
Il

I(D
S
1]

0.000e+00

3.2.6 Singulaariarvohajotelma ja yleistetty ki&nteismatriisi

Tarkastellaan matriisin singulaariarvohajotelmaa, joka liittyy my6s matriisin
ominaisarvoihin. Sen méérittelee seuraava lause ([22], s. 204 ):
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Lause 5 (Singulaariarvohajotelma). Jos matriisi A € R™ ™ niin on
olemassa ortogonaalimatriisit U € R™ ™ ja V € R™"™ siten, ettd

UTAV =¥ = diag(o1,09,...,01) € R™™ |k =min{m,n}.

Diagonaalimatriisin 3 lavistdjdaalkiot, joita kutsutaan matriisin A singulaa-
riarvoiksi, toteuttavat ehdon
012092 ...20, 20,41 =...=0 =0,

missi r = t(A) on matriisin A aste eli sen lineaarisesti riippumattomien
vaaka/pystyrivien lukumddrd.

Matriisin A singulaariarvohajotelma on lauseen nojalla
A=UxvT,

koska matriisit U ja V' ovat ortogonaalisia. Singulaariarvot o; ovat matriisin
AT A ominaisarvojen )\;, i = 1,...,n (jotka kaikki ovat > 0), nelidjuuret
suurimmasta pienimpéén (|22], s. 205).

JAMA-kirjaston SingularValueDecomposition-luokka poikkeaa lauseen
méadritelméstd matriisien dimensioiden osalta: matriisi U € R™*™ |V € R™*"
ja X € R m > n. Tapauksessa m > n matriisi U on ortogonaalinen siiné
mielessi, ettd UTU = 1, .

Kompleksiarvoisella matriisilla B on singulaariarvohajotelma

B=UXV".

Matriisit U ja V' ovat tdlloin unitaarisia ja singulaariarvot saadaan matriisin
A* A ominaisarvoista, jotka my0s ovat reaalisia ja > 0 ([17], s. 93).

Singulaariarvohajotelman avulla voidaan laskea matriisin A pseudoin-
verssi eli yleistetty kddanteismatriisi

A" =VSU*,

missi X~ = diag(o; Y, 05, .. .,074,0,...,0) ([12],s. 139).

Seuraava ohjelma laskee annetun matriisin A singulaariarvohajotelman
ja pseudoinverssin A~ . Todetaan myds, ettd UTU = VIV = I,,. Pseudoin-
verssin laskemisessa kiytetddn singulaariarvojen “editointia”: singulaariarvot,
jotka ovat pienempii kuin oy - eps (eps on pieni luku, tyypillisesti 107°), kor-
vataan nollilla. Tamé& lisdd numeerista stabiilisuutta, kun matriisi on ldhes
singulaarinen ([18], s. 63-65).
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Ohjelmaesimerkki 3.8

package examples;
// singulaariarvohajotelma

import com.braju.format.x*;
import Jama.x*;
import matutl.Maths;

public class SVtest extends Base {
public void main() {
showText (80, 35);
println("Lasketaan m x n matriisin A "
+"singulaariarvohajotelma (m >= n).\n");

int v=valinta(),
m=lukumaara("rivien", 1),
n=lukumaara("sarakkeiden", 1, m);

Matrix A;
if (v==1) {
A=luoMatriisi("A", m, n);
} else {
A=Matrix.random(m, n).times(10);
}

SingularValueDecomposition SVD

=new SingularValueDecomposition(4);
Matrix U=SVD.getUQ),

S=SVD.getS(),

V=SVD.getV(),

USV=U.times(S) .times(V.transpose());
int decim=desimaalit();

tulosta("A", A, decim);

tulosta("U", U, decim);

tulosta("U~TU", U.transpose().times(U), decim);

tulosta("S", S, decim);

tulosta("V", V, decim);

tulosta("V~TV", V.transpose().times(V), decim);

tulosta("USVx", USV, decim);

println("|lA - USV*|| = "+Format.sprintf("%-8.3e",
new Parameters(A.minus(USV).norm1())));
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tulosta("A:n pseudoinverssi A-",
Maths.pseudoinverse (A, true), decim);

Ohjelman tulostus:

Lask

Vali
Vali
Vali
Anna
Anna
Anna
Anna
Anna
Anna
Anna
Anna
Matr
Hyvéa
anna
A =

U:

U~TU

etaan m x n matriisin A singulaariarvohajotelma (m >= n).

tse 1, jos haluat syottdd luvut itse.
tse 2, jos haluat ohjelman generoivan satunnaiset luvut.
nta: 1

rivien lukumddrid: 3

sarakkeiden lukum&&réa: 2

A(L,1): 1
A(1,2): 1
A(2,1): 2
A(2,2): 2
A(3,1): 2
A(3,2): 2

iisialkiot esitetddn oletusarvoisesti kolmella desimaalilla.
ksy oletus antamalla tyhji sydte tai
uusi desimaalien m&drd: 5

1.00000 1.00000
2.00000 2.00000
2.00000 2.00000

0.33333 -0.66667
0.66667 0.66667
0.66667 -0.33333

1.00000 -0.00000
0.00000 1.00000

4.24264 0.00000
0.00000 0.00000

0.70711 -0.70711
0.70711 0.70711
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V°TV =
1.00000 0.00000
0.00000 1.00000

USVx* =
1.00000 1.00000
2.00000 2.00000
2.00000 2.00000

| IA - USVx|| = 2.220e-16

A:n pseudoinverssi A- =
0.05556 0.11111 0.11111
0.05556 0.11111 0.11111

Pseudoinverssia kiayttamalla voidaan esimerkiksi etsia likimaéraisratkai-
su ylideterminoidulle (yhtdloitd enemmén kuin muuttujia) yhtéloryhmaélle
Ax = b, missd kerroinmatriisi A € R™*" m > n. Voidaan osoittaa, etti
x = A~ b on tilloin yhtaloryhmén ratkaisu pienimmdn neliésumman mieles-
s (|19], s. 114), eli se minimoi Euklidisen normin

m n 2

Z Zaijxj — bl = |A.’E — bl .

i=1 \j=1

Seuraava ohjelma ratkaisee yhtdloryhmén pienimmén neliGsumman mie-
lessd. Kannattaa huomata, ettd jos A € R™ " ja yhtaloryhmalld on tarkka
ratkaisu, niin se on sama kuin yo. menettelyn antama ratkaisu.

Ohjelmaesimerkki 3.9

package examples;
// yht&ldryhmdn ratkaiseminen singulaariarvohajotelman avulla

import com.braju.format.x*;
import Jama.Matrix;
import matutl.Maths;

public class SVsolve extends Base {
public void main() {
showText (80, 35);
println("Ratkaistaan yhtdloryhmd Ax = b,\n"
+"jossa yhtd16itd on vihintd&n yhtd paljon kuin muuttujia.\n"
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+"Kdytetd&dn hyvdksi A:n singulaariarvohajotelmaa.\n");

int v=valinta(),
m=lukumaara("yhtdldiden", 1),
n=lukumaara("muuttujien", 1, m);
Matrix A, b;

if (v==1) {
A=luoMatriisi("A", m, n);
b=luoMatriisi("b", m, 1);

} else {
A=Matrix.random(m, n).times(10);
b=Matrix.random(m, 1).times(10);

3

Matrix x=Maths.SVDsolve(A, b, true);
int decim=desimaalit();

tulosta("A", A, decim);
tulosta("b", b, decim);
tulosta("x", x, decim);
print("|Ax - b| = "+Format.sprintf("%-8.3g",
new Parameters(A.times(x) .minus(b).normF())));

Ohjelman tulostus (singulaarinen kerroinmatriisi):

Ratkaistaan yht&dloryhmd Ax = b,
jossa yht&loitd on vihint&8n yhtd paljon kuin muuttujia.
K&ytetdan hyvéksi A:n singulaariarvohajotelmaa.

Valitse 1, jos haluat sydttdd luvut itse.

Valitse 2, jos haluat ohjelman generoivan satunnaiset luvut.
Valinta: 1

Anna yhtdldiden lukumddrid: 2

Anna muuttujien lukum&drd: 2

Anna A(1,1): 1

Anna A(1,2): 1

Anna A(2,1): 1

Anna A(2,2): 1

Anna b(1,1): 2

Anna b(2,1): 4

Matriisialkiot esitet&&n oletusarvoisesti kolmella desimaalilla.
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Hyvdksy oletus antamalla tyhjd syote tai
anna uusi desimaalien md&ri:

A:
1.000 1.000
1.000 1.000
b:
2.000
4.000
X:
1.500
1.500

|Ax - b| = 1.41

Yhtaloryhmén

T+ x93 =2
T+ x90 =4

likiméaaraisratkaisuksi saatiin intuitiivisestikin selvé ratkaisu z; = zo = 3/2.
Ohjelman tulostus (ylideterminoitu yhtaloryhmé):

Ratkaistaan yhtdloryhmd Ax = b,
jossa yhtdloitd on vdhintddn yhtd paljon kuin muuttujia.
Kéytet&ddn hyvéksi A:n singulaariarvohajotelmaa.

Valitse 1, jos haluat syo6ttdd luvut itse.

Valitse 2, jos haluat ohjelman generoivan satunnaiset luvut.
Valinta: 2

Anna yht&ldiden lukumddrid: 3

Anna muuttujien lukumd&ri: 2

Matriisialkiot esitet&&n oletusarvoisesti kolmella desimaalilla.
Hyvdksy oletus antamalla tyhji sydte tai

anna uusi desimaalien md&r&: 5

A=
2.33630 4.57693
3.08518 3.81666
1.96314 2.31848
b =
7.50131
2.07295
7.23264
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X:
-0.89659
2.03565

[Ax - bl = 5.19

3.2.7 QR-hajotelma

Kiésitelladn vield yhtd matriisihajotelmaa ([22], s. 241):

Lause 6 (QR-hajotelma). Jokainen reaaliarvoinen matriisi Ay , M > 10
votdaan esittdd matriisitulona
R
A=
2(1).

missi matriisi Q,, on ortogonaalinen, R, ylikolmiomatriisi ja 0 € RUm—)xn

Taméa matriisin A QR-hajotelma voidaan esittdd my6s muodossa
A=QR,

misséd CNQan sisdltdd n ensimmaistd saraketta matriisista (). Se on orto-
gonaalinen siind mielessd, ettd Q7Q = I, ([19], s. 82). JAMA-kirjaston
QRDecomposition-luokka on toteutettu tdmén jalkimmdiisen mééritelman
mukaisesti.

QR-hajotelman tarkein kiyttotarkoitus on ylideterminoitujen lineaaris-
ten yhtaloryhmien ratkaiseminen. Alkuperdisen yhtéloryhmén ratkaiseminen
muuttuu talléin helpomman yldkolmioyhtéaloryhmén ratkaisemiseksi:

Ax = QRx = b <= Rx = Q"b.
Seuraavassa esimerkissd lasketaan matriisin QR-hajotelma.

Ohjelmaesimerkki 3.10

package examples;
// QR-hajotelma
import com.braju.format.x*;

import Jama.*;
import matutl.MatrixIO;
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public class QRtest extends Base {
public void main() {
showText (80, 35);
println("Lasketaan m x n matriisin A "
+"QR-hajotelma (m >= n).\n");

int v=valinta(),
m=lukumaara("rivien", 1),
n=lukumaara("sarakkeiden", 1, m);

Matrix A;
if (v==1) {
A=luoMatriisi("A", m, n);
} else {
A=Matrix.random(m, n).times(10);
}

QRDecomposition QRD=new QRDecomposition(A);
Matrix Q=QRD.getQ(),

R=QRD.getR(),

QR=Q.times(R);
int decim=desimaalit();

tulosta("A", A, decim);

tulosta("Q", Q, decim);

tulosta("R", R, decim);

tulosta("QR", QR, decim);

tulosta("Q"T*Q", Q.transpose().times(Q), decim);

print("|IA - QR|| = "+Format.sprintf("}%-8.3e",
new Parameters(A.minus(QR).norml1())));

Ohjelman tulostus:

Lasketaan m x n matriisin A QR-hajotelma (m >= n).

Valitse 1, jos haluat sy6ttdd luvut itse.

Valitse 2, jos haluat ohjelman generoivan satunnaiset luvut.
Valinta: 2

Anna rivien lukum&dra: 4

Anna sarakkeiden lukumd&rd: 2

Matriisialkiot esitetddn oletusarvoisesti kolmella desimaalilla.
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Hyvaksy oletus antamalla tyhji sydte tai
anna uusi desimaalien mddri:

A=

1.299 8.326

4.812 6.067

4.715 2.765

6.083 2.614
qQ =

-0.142 0.907

-0.525 0.265

-0.514 -0.138

-0.663 -0.297
R =

-9.169 -7.519

0.000 8.004
QR =

1.299 8.326

4.812 6.067

4.715 2.765

6.083 2.614
Q°T*Q =

1.000 -0.000

-0.000 1.000
[IA - QR|| = 5.773e-15

JAMA-kirjastossa on vield luokka CholeskyDecomposition, jolla voidaan
laskea symmetrisen positiividefiniitin ([22], s. 194) matriisin A Choleskyn

hajotelma
A=LL",

missd L on alakolmiomatriisi ( [22], s. 235).

3.2.8 Newtonin menetelmi epélineaarisille yhtaloryhmille

Kappaleessa (2.5) esiteltiin Newtonin menetelmé yhden muuttujan funktioil-
le. Menetelmé voidaan yleistdd myos useammalle muuttujalle ([13], s. 173)
matriisien avulla.

Olkoon ratkaistavana yhtalé f(x) = 0, missad f : R” — R" on jatkuvas-
ti derivoituva funktio. Pisteessd x + s funktiota voidaan arvioida Taylorin
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sarjalla

flx+s)= f(x)+ J(x)s,

missd J on Jacobin matriisi J;; = 0f;/0x; . Asetetaan f(x + s) =0, jolloin
ratkaistavaksi jid yhtaloryhma

Tamé on lineaarinen yhtaloryhmaé, josta askel s voidaan ratkaista. Saadaan
iteraatio (vrt. yhden muuttujan tapaus)

sp = —J (@k) f (k)
T+l = T + Si

Iteraatiota jatketaan, kunnes |sy| on tarpeeksi pieni. Ylemmaissé yhtalossé ei
tietenkdédn eksplisiittisesti kiytetd Jacobin matriisin kddnteismatriisia, vaan
sen LU-hajotelmaa.

Ohjelmaesimerkki 3.11

package examples;
// Newtonin menetelmi epdlineaarisille yht&loryhmille

import com.braju.format.x*;
import com.eteks.parser.x*;
import Jama.Matrix;

import matutl.x*;

public class NewtNonlin extends Base {
private CompiledFunction[] func;
private int n;

public void main() {
showText () ;
println("Ratkaistaan epdlineaarinen yhtdléryhm&d f(x) = 0,\n"
+'"missid x = (x0, x1, x2, ..., xn), Newtonin menetelmdll&i.\n");

try {
n=lukumaara("yhtdldiden (ja muuttujien)", 1);

func=new CompiledFunction[n];

for (int i=0; i<m; i++) {
String name=funcName (i) ;
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print ("Systd funktio "+name+": ");
func[il=new FunctionParser().compileFunction(
name+"="+readln());

Matrix x=new Matrix(m, 1, 1.0);
double eps=1.0e-8,

norm;
do {
Matrix J=jacobian(x),
val=f(x),

step=J.solve(val);
x.minusEquals(step);
norm=step.normF () ;
} while (norm>eps);

for (int i=0; i<n; i++) {
println(Format.sprintf("x"+i+" = %-12.6g",
new Parameters(x.get(i, 0))));

print (Format.sprintf (
"If(x)| = %-9.3e", new Parameters(norm)));
} catch (Exception exception) {
print ("Virhe:\n"+exception);

private Matrix f(Matrix m) {
Matrix val=new Matrix(n, 1);
double[] x=m.getColumnPackedCopy();

for (int i=0; i<n; i++) {

val.set(i, 0, func[i].computeFunction(x));
T
return val;

// Laskee funktion Jacobin matriisin keskeisdifferenssin avulla
private Matrix jacobian(Matrix x) {
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Matrix jacobi=new Matrix(m, n);
double h=1.0e-6,
h2=1.0/(2.0%h);

for (int i=0; i<mn; i++) {
Matrix e=new Matrix(n, 1, 0.0),
df;

e.set(i, 0, h); // j:s yksikkovektori * h
df=(f (x.plus(e)) .minus(f(x.minus(e)))) .timesEquals (h2);
jacobi.setMatrix(0, n-1, i, i, df);

}

return jacobi;

private String funcName(int num) {
String name="f"+num+" (x0";

for (int i=1; i<mn; i++) {
name+=(",x"+1) ;

}

return name+")";

3

Ohjelman tulostus:

Ratkaistaan epdlineaarinen yhtdléryhmd f(x) = O,
missd x = (x0, x1, x2, ..., xn), Newtonin menetelmilli.

Anna yht&léiden (ja muuttujien) lukum&drd: 2
Syotd funktio f0(x0,x1): exp(x0)-x0-x1-1
Syotd funktio f1(x0,x1): x0-x1*x1+1

x0 = 1.36001

xl = 1.53623

[£(x)| = 1.334e-11
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4 Numeerinen approksimointi ja interpolointi

Approksimoinnilla tarkoitetaan jonkin tunnetun ilmion likiméaaraista kuvaa-
mista. Kaytettavd data voi sellaisenaan olla lilan hankalaa suoraan kiytet-
taviksi, mutta pienia likimaaraistyksid sallimalla voidaan luoda malli, jota
on helppo hallita ja joka silti kuvaa riittdvin tarkasti kisiteltdvin suureen
kiyttaytymistd. Mallissa esiintyvien parametrien lukuméérd on tyypillisesti
paljon pienempi kuin datapisteiden maara.

Jatkuvassa approksimoinnissa etsitdén tunnetulle, hankalalle funktiolle
f(z) jokin helpommin késiteltava funktio f(z), joka kuitenkin approksimoi
alkuperiistd funktiota riittavan tarkasti.

Diskreetissd approksimoinnissa tunnetaan funktiosta f(x) vain dérellinen
méird arvoja f; pisteissd x; . Tahén pistejoukkoon {(w;, fi)} pyritdén sovit-
tamaan pisteiden jakaumaa approksimoiva funktio f(z). Jos vaaditaan, etta
funktion kuvaaja kulkee pisteiden kautta, on kyseessa interpolointitehtdvd.

4.1 Pienimméan neliosumman approksimointi

Data-aineiston approksimointi voidaan tietysti tehdd monella tapaa. Yksin-
kertaisin tapa on sovittaa pistejoukkoon suora. Parhaiten aineistoa kuvaava
suora loydetadn pienimmdn neliosumman approksimoinnilla: jos on koottu
mittaussarja, joka koostuu pisteista (x;,y;), 4 = 1,...,n, niin suoralle voi-
daan johtaa [9] yht&lo

y=a+bx.

Kertoimien a ja b méarittdmiseksi lasketaan keskiarvot

3 1
T=— X
n

B 1
Yy=—- Yi



ja neliGsummat

S84y = Z(ZBZ —z)?
SSyy = Z(Z/z —5)?
SSpy = Z(Iz’ —Z)(yi — ¥) -

Néiden perusteella voidaan laskea regressiokerroin

Ss
p— 2w
SSpa
vakiotermi
a=19y—bx
ja korrelaatiokerroin
58y

r=———.
Mita lahempéana korrelaatiokertoimen 7 itseisarvo on ykkosta, sitd paremmin
havainnot osuvat suoralle.

Seuraavan esimerkin avulla voidaan annettuun dataan sovittaa pienim-
méin neliGsumman suora. Suoran yhtélon lisiksi lasketaan korrelaatiokerroin
ja piirretddn havainnot ja suoran kuvaaja.

Ohjelmaesimerkki 4.1
package examples;

// pienimmdn nelidsumman suora

import com.braju.format.x*;
import uk.co.jscieng.Plottable;

public class PNS extends Base implements Plottable {
private double[] x, y, params;
private int xMin=0, xMax=0, yMin=0, yMax=0;

public void main() {
showText (80, 35);
println("Generoidaan pisteet (x_i, y_i) ja sovitetaan siihen\n"
+"pienimmén nelidsumman suora.\n");

int v=valinta(),
n=lukumaara("pisteiden", 2);
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if (v==1) {
x=luoVektori("x", n).getColumnPackedCopy();
y=luoVektori("y", n).getColumnPackedCopy();

findXminMax () ;

} else {
x=new double[n];
y=new double[n];

for (int i=0; i<n; i++) {
x[1]=0.3%1;
y[il=x[i]-1.0+2.0*Math.random() ;
}

xMin=0;
xMax=n-1;

params=matutl.Maths.leastSquaresFitting(x, y);
findYminMax () ;

double dx=Math.max(0.01, x[xMax]-x[xMin]),
dy=Math.max(0.01, y[yMax]-y[yMinl);

showGraph (x[xMin] -0.1*dx, x[xMax]+0.1*dx,
y[yMin]-0.1*dy, y[yMax]+0.1xdy, PTS, PTS);

plotData();

functionPlot(this, java.awt.Color.red, 4);

println(Format.sprintf(
"\ny = a + bx,\na = %-10.6f\nb = %-10.6f",
new Parameters(params[0]).add(params([1])));
print (Format.sprintf (
"\nKorrelaatiokerroin r = %-10.6f",
new Parameters(params[2])));

public double f(double x) {
return params[0]+params[1]*x;

3
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private void findXminMax() {
for (int i=1, n=x.length; i<n; i++) {
if (x[il<x[xMin]) {
xMin=i;
} else if (x[il>x[xMax]) {
xMax=1i;
}
b
}

private void findYminMax() {
for (int i=1, n=y.length; i<n; i++) {
if (y[il<yl[yMinl) {
yMin=1i;
} else if (y[il>y[yMax]) {
yMax=1;
}
}
}

private void plotData() {
double dx=(x[xMax]-x[xMin]+1)/128.0,
dy=(y[yMax]-y[yMin]l+1)/128.0;

for (int i=0, n=x.length; i<n; i++) {
double xx=x[i],
yy=y[il;

plotMark(xx, yy, dx, dy);
}
}
}

Ohjelman tulostus:

Generoidaan pisteet (x_i, y_i) ja sovitetaan siihen
pienimmin nelidsumman suora.

Valitse 1, jos haluat sy6ttdd luvut itse.
Valitse 2, jos haluat ohjelman generoivan satunnaiset luvut.
Valinta: 2

Anna pisteiden lukumddri: 20

y = a + bx,
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0.203825
0.951811

o
non

Korrelaatiokerroin r = 0.960200

6.0Q00000000

B.ooooooooo,

Kuva 3: Pienimman nelidsumman suoran sovitus annettuun dataan.

4.2 Polynomi-interpolaatio

Kun halutaan, ettd data-aineistoon sovitettava kiyra kulkee tdsmaélleen kaik-
kien pisteiden kautta, puhutaan interpoloinnista. Késitellddn tdssd interpo-
laatiota polynomien avulla.
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Kahden pisteen ldpi kulkee yksikésitteinen suora, kolmen pisteen kautta
vksikiisitteinen paraabeli jne. Yleisesti, n + 1 pisteen (z;,v;),7 = 0,...,n
kautta kulkee yksikisitteinen n asteen polynomi. Yksi sen esitysmuodoista
on Lagrangen interpolaatiopolynomsi

n
r—x9) (v —ziq)(x—xip1) - (x —2x
Pn(llf) _ Z ( 0) ( ¢ 1)( Z+1) ( n) (2)

(@i — 20) -+ (w5 — i) (@ — Tig1) - (w5 —w0)

=0

Téssd muodossaan se on hankala kiyttiaa eiki sitd yleensd kannata ratkaista
eksplisiittisesti, jos halutaan laskea vain muutamia funktion arvoja.

Interpolaatiopolynomi voidaan laskea kayttdmalla Newvillen algoritmia,
jonka C-kielinen implementointi 16ytyy kirjasta [18], s. 108. Algoritmi vaatii
syoOtteekseen pisteet, joiden kautta funktio kulkee, sekd pisteen, jossa funk-
tion arvo halutaan laskea. Tdmé& on mielekistd tietenkin vain darimmaisten
datapisteiden vilissd. Funktion arvon lisdksi algoritmi antaa myo6s virhear-
vion.

Luokan Maths metodi polint on em. algoritmin suora kiddnnos Java-
kielelle. Seuraavassa ohjelmassa kiyttoesimerkki.

Ohjelmaesimerkki 4.2

package examples;
// polynomi-interpolaatio

import com.braju.format.x*;
import matutl.Maths;

public class Polint extends Base {
public void main() {
showText (80, 35);
println("Etsitd4n annettujen pisteiden (x_i, f_i) kautta "
+"kulkeva\ninterpolaatiopolynomi ja approksimoidaan "
+"funktion arvoja\nmielivaltaisissa pisteissd.\n");

int v=valinta(),
n=lukumaara("pisteiden", 2);
double[] x, y;

if (v==1) {
x=luoVektori("x", n).getColumnPackedCopy() ;
y=luoVektori("y", n).getColumnPackedCopy();
} else {
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x=new double[n];
y=new double[n];

for (int i=0; i<n; i++) {
x[il=i-n/2;
y[il=x[1]*x[i]-3.0*Math.random();
}
}

println("Pisteists:");

for (int i=0; i<n; i++)
println(Format.sprintf ("%8.3f %10.3f",
new Parameters(x[i]).add(y[i]1)));

boolean loop=true;

do {
print ("Anna piste, jossa funktiota approksimoidaan: ");

try {
double arg=Double.valueOf (readln()).doubleValue();
double[] ans=Maths.polint(x, y, n, arg);

println(Format.sprintf (
"Funktion arvo = %-9.4g\nvirhearvio = %-7.4g",
new Parameters(ans[0]).add(ans[1])));
} catch (Exception e) {
print ("Ohjelman suoritus on loppunut.");
loop=false;
}
} while (loop);
}
}

Ohjelman tulostus:

Etsit3dn annettujen pisteiden (x_i, f_i) kautta kulkeva
interpolaatiopolynomi ja approksimoidaan funktion arvoja
mielivaltaisissa pisteissa.

Valitse 1, jos haluat sydttdd luvut itse.

Valitse 2, jos haluat ohjelman generoivan satunnaiset luvut.
Valinta: 2
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Anna pisteiden lukumdidri: 4

Pisteisto:
-2.000 2.493
-1.000 -0.806
0.000 -1.832
1.000 0.124

Anna piste, jossa funktiota approksimoidaan: -1.5
Funktion arvo = 0.6042

virhearvio = 0.04436

Anna piste, jossa funktiota approksimoidaan: 0.1
Funktion arvo = -1.783

virhearvio = 0.02732

Anna piste, jossa funktiota approksimoidaan: 1
Funktion arvo = 0.1236

virhearvio = 0.000

Anna piste, jossa funktiota approksimoidaan:
Ohjelman suoritus on loppunut.

Jos interpolaatiopolynomi halutaan ratkaista eksplisiittisesti, se voidaan
tehda seuraavasti:

Oletetaan, ettd data-aineisto sisdltda pisteet (z;,y;),7 = 0,...,n — 1.
Haettava interpolaatiopolynomi on siis muotoa y = a,_ 12" ' +-- -+ a2 +ag
ja se saa jokaisessa pisteessd z; arvon y; . Saadaan yhtéloryhma

-1
12y 4+ a1mo + ap = Yo

)

n—1
Ap—1T, 1 + a1+ a0 = Yn1

joka voidaan kirjoittaa matriisimuodossa

n—1 an—1
xo e :'CO 1 yo
n—1 a1
LTpq1 " Tp—1 1 Yn—1
Qo

Tuntemattomat polynomin kertoimet voidaan ratkaista esim. LU-hajotelmaa
kiyttaen.

Seuraavassa esimerkissa Lagrangen polynomin kertoimet lasketaan luokan
LagrangeInterpolation avulla [2]. Siind muodostetaan matriisiyht&lo ylla
kuvatulla tavalla. Yhtilo ratkaistaan JAMA-kirjaston Matrix-luokan solve-
metodilla, eli LU-hajotelmaa kiyttden.
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Ohjelmaesimerkki 4.3

package examples;
// Lagrangen interpolaatiopolynomi

import com.braju.format.x*;
import no.geosoft.cc.math.calculus.LagrangeInterpolation;
import uk.co.jscieng.Plottable;

public class Lagrange extends Base implements Plottable {
double([] x, y, factors;
double xInset=0.5, yInset=5.0;
int xMin=0, xMax=0, yMin=0, yMax=0;

public void main() {
showText (80, 35);
println("Generoidaan pisteiden (x_i, y_i) kautta kulkeva\n"
+"Lagrangen interpolaatiopolynomiln"
+"y = a_(n-1) * x~(n-1) + ... +a_1l * x + a_0.\n");

int v=valinta(),
n=lukumaara("pisteiden", 2);

if (v==1) {
x=luoVektori("x", n).getColumnPackedCopy();
y=luoVektori("y", n).getColumnPackedCopy();

findXminMax () ;

} else {
x=new double[n];
y=new double[n];

for (int i=0; i<n; i++) {
x[i]=1.0+1;

y[i]=(double) (int) (10.0*Math.random()) ;
}

xMin=0;
xMax=n-1;

factors=LagrangeInterpolation.findPolynomialFactors (x, y);
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findYminMax () ;
showGraph (x [xMin] -xInset, x[xMax]+xInset,
y[yMin] -yInset, y[yMax]+yInset, PTS, PTS);
plotData();
functionPlot (this, java.awt.Color.red, 1);

for (int i=0; i<mn; i++) {
println(Format.sprintf("a_%1d = %-10.5f",
new Parameters(n-i-1).add(factors[i])));

public double f(double x) {
double val=factors[0];

for (int i=1, n=factors.length; i<n; i++) {
val=x*val+factors[i];

3

return val;

¥

void findXminMax() {
for (int i=1, n=x.length; i<n; i++) {
if (x[il<x[xMin]) {
xMin=i;
} else if (x[il>x[xMax]) {
xMax=1i;
}
}
}

void findYminMax() {
for (int i=1, n=y.length; i<n; i++) {
if (y[il<y[yMinl) {
yMin=1i;
} else if (y[il>y[yMax]) {
yMax=1;
b
}
}

void plotData() {
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double dx=(x[xMax]-x[xMin]+2*xInset)/128.0,
dy=(y [yMax] -y [yMin] +2*yInset) /128.0;

for (int i=0, n=x.length; i<n; i++) {
double xx=x[i],
yy=yL[il;

plotMark(xx, yy, dx, dy);
}

Ohjelman tulostus:

Generoidaan pisteiden (x_i, y_i) kautta kulkeva
Lagrangen interpolaatiopolynomi
y = a_(n-1) * x~(n-1) + ... + a_1 * x + a_0.

Valitse 1, jos haluat sydttdd luvut itse.

Valitse 2, jos haluat ohjelman generoivan satunnaiset luvut.
Valinta: 2

Anna pisteiden lukumddrid: 6

a_b = 0.43333

a_4 = -7.20833

a_3 = 44.58333

a_2 = -126.29167

a_1l = 160.48333

a_0 = -66.00000

4.3 Splini-interpolaatio

Data-aineiston interpolointi ei yleensad parane nostamalla interpoloinnin ker-
talukua, silld korkea-asteiset polynomit heittelehtivit entistd rajummin pis-
teiden vililla. Jarkevimpédd on jakaa interpolointivili lyhyempiin osavileihin
ja kayttad palapolynomeja, eli funktioita, jotka voidaan paloittain ilmaista
polynomeina. Palapolynomin aste on p, jos kunkin osan asteluku on p. Pa-
lapolynomin ei tarvitse olla jatkuva solmupisteissd eli palojen paatepisteissa.
Kéytannossa jatkuvuutta (ja differentioituvuutta) kuitenkin vaaditaan, joten
paloittaiseen interpolointiin kiytetdankin yleensé splineji. Ne ovat astetta p
olevia palapolynomeja, joiden derivaatat ovat jatkuvia kertalukuun p—1 asti
([13], s. 97-98).

Yksinkertaisin, 1. asteen splini on datapisteiden kautta kulkeva murto-
viiva. Téllaisen konstruointi on triviaalia eikd se ole kovin kiytanndllinen.

7



File

13.000000000

-3.000000000

|

Kuva 4: 5. asteen Lagrangen interpolaatiopolynomi.

Parempi ja suosituin splini on kuutiollinen splini, joka nimensid mukaisesti
koostuu paloittain méaaritellyistd kolmannen asteen polynomeista. Solmukoh-
dissa vaaditaan splinin itsensi lisdksi sen ensimmaisen ja toisen derivaatan
jatkuvuus. Graafisesti tarkasteltuna tdmé tarkoittaa sité, ettd kuutiosplinin
kuvaaja kaareutuu kaikkialla kauniisti.

Tietokoneiden kehityksen myo6té splinien kidytto on mahdollistanut mm.
korkeatasoisen 3D-grafiikan tuottamisen ([16], s. 453-495).

Seuraava ohjelma sovittaa datapisteistoon vertailun vuoksi sekd B-splinin
ettd, Catmull-Rom-splinin. B-splini ei yleensé interpoloi pisteitd, vaan ainoas-
taan approksimoi. Catmull-Rom-splini sen sijaan on "aito” interpolaatiopo-
lynomi.
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Ohjelmaesimerkki 4.4

package examples;
// splini-interpolaatio

import java.awt.Color;
import matutl.Vec;
import no.geosoft.cc.geometry.spline.SplineFactory;

public class Splines extends Lagrange {
public void main() {
showText (80, 35);
println("Generoidaan pisteitd (x_i, y_i) interpoloivat\n"
+"B-splini ja Catmull-Rom-splini.\n");

int v=valinta(),
n=lukumaara("pisteiden", 2);

if (v==1) {
x=luoVektori("x", n).getColumnPackedCopy();
y=luoVektori("y", n).getColumnPackedCopy();

findXminMax () ;

} else {
x=new double[n];
y=new double[n];

for (int i=0; i<n; i++) {
x[1]=10.0%*i/n;
y[1]=10.0*Math.random() ;
}

xMin=0;

xMax=n-1;
find¥YminMax () ;
xInset=yInset=1.0;
showGraph (z [xMin] -xInset, x[xMax]+xInset,

y[yMin] -yInset, ylyMax]+yInset, PTS, PTS);
plotData();
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double[] data=new double[3*n];

for (int i=0; i<mn; i++) {
data[3*i]=x[i];
data[3*i+1]=y[i];
data[3%i+2]=0.0;

}

int nParts=10%*n;
double[] bs=SplineFactory.createCubic(data, nParts),
cr=SplineFactory.createCatmullRom(data, nParts);

print("B-splini n&kyy punaisena,\n"
+"Catmull-Rom-splini sinisend.");

drawSpline(bs, Color.red);

drawSpline(cr, Color.blue);

private void drawSpline(double[] spline, Color col) {
line(spline[0], spline[1], spline[3], spline[4], col);

for (int i=6, sl=spline.length; i<sl; i+=3) {
line(spline[i], spline[i+1], col);
b
}

Ohjelman tulostus:

Generoidaan pisteitd (x_i, y_i) interpoloivat
B-splini ja Catmull-Rom-splini.

Valitse 1, jos haluat syottdd luvut itse.

Valitse 2, jos haluat ohjelman generoivan satunnaiset luvut.
Valinta: 2

Anna pisteiden lukumddrid: 8

B-splini nékyy punaisena,

Catmull-Rom-splini siniseni.

4.4 Numeerinen derivointi

Tassa esiteltavé derivointimenetelma perustuu aiemmin esiteltyyn Lagrangen
interpolaatiopolynomiin (2, s. 72) ja erityisesti tapaukseen, jossa kdytetain
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Kuva 5: B-splini ja Catmull-Rom-splini.

funktion viitta tasavilisesti sijaitsevaa pistettd x4+ ¢h ja vastaavia funktion
arvoja f;, i = —2,...,2 ([10], s. 879, 25.2.15):

fp = f(xO +ph)
(p> — Lp(p — 2)

~ 2 =
(p- 1)12(1)2 —4) Fn (»* — 11(192 —4) 1
(p+ 1)p(p® —4) (p> — L)p(p +2)
— 6 fi+ 21 fa
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Derivoimalla tdmé polynomi saadaan funktion derivaatalle approksimaatio
([10], s. 883, 25.3.6)

fp' = f'(zo +ph)
1 (2 =3 —p+1
NE( 12

4p —3p® —8p + 4

- 6 fo1+

_ApP+3p® —8p—4
6

[

2p® — bp
Py

2p3—|—3p2—p—1f
12 2

fi+

Seuraavan ohjelman avulla voidaan piirtdd funktion ja sen derivaatto-
jen kuvaajat. Kéayttdja voi valita, montako derivaatan kuvaajaa piirretdan.
Korkeamman kertaluvun derivaatat lasketaan soveltamalla ylldolevaa kaavaa
toistuvasti. Piirtoalueelta voidaan lisiksi valita yksi piste, jossa funktion ja
sen derivaattojen arvot lasketaan. Kunkin derivaatan (liki)arvo ko. pistees-
sd lasketaan kayttdmaélla lineaarista interpolointia kahden l&himmén pisteen
valilla.

Piirretddn esimerkkind funktion

-2+ —12
y(r) = 1 (3)

ja sen kolmen derivaatan kuvaajat. Lasketaan funktion ja derivaattojen arvot
pisteessa © = 3.,5.

Ohjelmaesimerkki 4.5
package examples;

// numeerinen derivointi
import com.braju.format.x*;
import com.eteks.parser.x*;
import java.awt.Color;

import matutl.Maths;
import uk.co.jscieng.Plottable;

public class Derivative extends Base implements Plottable {
CompiledFunction f;

public void main() {
showText () ;
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println("Piirretd&n funktio ja sen derivaattojen "
+"kuvaajia.\nFunktio piirret&8n siniselld, "
+"derivaatat eri vdreilld.\nLasketaan funktion ja"
+"derivaattojen arvo annetussa pisteessd.\n");

try {
print ("Sydtd derivoitava funktio: ");
f=new FunctionParser().compileFunction("f(x)="+readln());
double x0=-10.0,
x1=10.0,
y0=-10.0,
y1=10.0;

println("Piirtoalueen oletusrajat: -10<x<10, -10<y<10.\n"
+"Valitse 1, jos haluat hyvdksyd oletusarvot.\n"
+"Valitse 2, jos haluat syottdd uudet rajat.");

if (valinta2()==2) {
print ("Syotd piirtoalueen vasen raja: ");

x0=Double.valueOf (readln()) .doubleValue();

print ("Syotd piirtoalueen oikea raja: ");
x1=Double.valueOf (readln()) .doubleValue();

print ("Sydtd piirtoalueen alaraja: ");
yO=Double.value0f (readln()) .doubleValue();

print ("Sy6td piirtoalueen ylédraja: ");
y1=Double.valuelf (readln()) .doubleValue();
double dxx=(x1-x0)/128.0,

dyy=(y1-y0)/128.0;

print ("Sydtd piirtovdliltd piste, jossa\n"
+"funktion ja derivaattojen arvot lasketaan: ");

double xx;

do {
xx=Double.valueOf (readln()) .doubleValue();
} while (xx<x0 || xx>x1);
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showGraph(x0, x1, yO, yl, PTS, PTS);

functionPlot (this, x0, x1, colors[0], 1);

println(Format.sprintf("x = %-10.3f\nf(x) = %-10.3f",
new Parameters(xx).add(f(xx))));

plotMark(xx, f(xx), dxx, dyy);

double y[l=new double[PTS],
x[]=new double[PTS];

double h=(x1-x0)/PTS;

int 1i=0;

for (int i=0; i<PTS; i++) {
x[1]=x0+ixh;
y[il=£f(x[i]);

if (xx>=x[i]) {
ii=i;
}
¥

print ("Sydtéd piirrettdvien derivaattojen lukum&&drd: ");
int n=Integer.parselnt(readln());
String deg="";

for (int i=1, j=colors.length; i<=n; i++) {
double[] dy=Maths.numDer(y, h, PTS);
deg+="\ on ;

point(x[0], dy[0], colors[i%jl);

for (int k=1; k<PTS; k++) {
line(x[k], dy[k], colors[i%jl);
+

y=dy;
double yy=(y[ii+1]-y[ii])*(xx-x[ii])/h+y[ii];

println(Format.sprintf ("f"+deg+"(x) = %-10.2f",
new Parameters(yy)));
plotMark(xx, yy, dxx, dyy);
}
} catch (Exception e) {
println("Virhe:\n"+e);
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public double f(double x) {
return f.computeFunction(new double[] {x});
}
}

Ohjelman tulostus:

Piirretdin funktio ja sen derivaattojen kuvaajia.
Funktio piirretddn siniselld, derivaatat eri vireilla.
Lasketaan funktion jaderivaattojen arvo annetussa pisteessi.

Syotd derivoitava funktio: (x~3-x"2+x-12)/4
Piirtoalueen oletusrajat: -10<x<10, -10<y<10.
Valitse 1, jos haluat hyvdksyd oletusarvot.
Valitse 2, jos haluat syd0tt&d uudet rajat.
Valinta: 1

Syotd piirtovalilti piste, jossa

funktion ja derivaattojen arvot lasketaan: 3.5
x = 3.500

f(x) = 5.531

Syotd piirrettédvien derivaattojen lukumd&rd: 3
f7(x) = 7.69

£22(x) = 4.75

£722(x) = 1.50
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Kuva 6: Funktion (3) ja sen kolmen derivaatan kuvaajat.
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5 Numeerinen integrointi

Integrointi on keskeinen matemaattinen tehtéavi, joten sitd varten on kehitet-
ty useita erilaisia menetelmia. Tarkastellaan téssd yhteydessd kahta yleistéa
menetelmaa.

5.1 Simpsonin saanto

Simpsonin sddnto on aiemmin esiteltyd puolisuunnikassddntod parempi in-
tegrointimenetelmé. Sen kertaluku on kolme, eli kaikki korkeintaan kolman-
nen asteen polynomit integroituvat tarkasti. Menetelméassd kaytetdan in-
tegrointivilin paatepisteiden liséksi keskipistetta ([22], s. 100 ):

[ r@ar=g (1w +ar (“50) +10))
b—a

missa h = 5 -

Jos integrointivili jaetaan n osaan (n parillinen) ja sovelletaan menetel-
méa joka osavalilla, saadaan yhdistetty Simpsonin sdadnta:

b
[ 1@ e S (ot A+ 20+ 2+ U+ ),

missd f; = f(a+1ih), i=0,1,2,....,n.
Integroidaan kaksi erilaista funktiota Simpsonin sd&nnén avulla. Ohjelma
pyytdd integroitavan funktion ja integrointivilin kayttajalta.

Ohjelmaesimerkki 5.1

package examples;
// Simpsnin s3&ntd

import com.braju.format.x*;



import com.eteks.parser.x*;
import matutl.Maths;

public class Simpson extends Base {
private CompiledFunction f;

public void main() {
showText () ;
println("Lasketaan funktion md&ritty integraaliln"
+"Simpsonin s&&nndn avulla 2, ..., 2000 jakov&lill&.\n");

try {

print("Syotd integroitava funktio: ");

f=new FunctionParser().compileFunction("f(x)="+readln());
} catch (Exception e) {

print("Virhe:\n"+e);

¥

print ("Syotéd integrointivdlin alkupiste: ");
double a=Double.value0Of (readln()) .doubleValue();

print("Syotd integrointivdlin loppupiste: ");
double b=Double.value0f (readln()) .doubleValue();

println(Format.sprintf ("\n%10s %14s",
new Parameters('"jakovdlejd").add("integraali')));

for (int N=2; N<=2000; N%=10) {
double[] y=new double[N+1];
double h=(b-a)/N;
for (int j=0; j<=N; j++) {

y[j]=f.computeFunction(new double[] {a+j*h});
¥

double I=Maths.simpson(y, h);

println(Format.sprintf ("%10d %14.7f",
new Parameters(N).add(I)));

Ohjelman tulostus syotteelld y = (x + 2)(z + 1)(x — 4):
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Lasketaan funktion mé&rdtty integraali
Simpsonin s&innén avulla 2, ..., 2000 jakov&lillA.

Syotd integroitava funktio: (x+2)=*(x+1)*(x-4)
Syotd integrointivédlin alkupiste: -2
Syotd integrointivédlin loppupiste: 2

jakovéleji integraali
2 -37.3333333

20 -37.3333333

200 -37.3333333

2000 -37.3333333

Ohjelman tulostus sy6tteelld y = x sin(z):

Lasketaan funktion mé&rdtty integraali
Simpsonin sdinnén avulla 2, ..., 2000 jakovalilli.

Syotd integroitava funktio: x*sin(x)
Syd6td integrointivédlin alkupiste: O
Syotd integrointivélin loppupiste: 10

jakovileji integraali
2 -41.0311610

20 7.8502925

200 7.8466945

2000 7.8466942

Kolmannen asteen polynomi integroituu odotetusti tarkasti. Toisenkin
funktion kanssa padstddn seitsemin desimaalin tarkkuuteen 2000 jakovélilla.

Korkean kertaluvun Newtonin ja Cotesin kaavat ovat numeerisesti epésta-
biileja, silld ne sisdltdavit negatiivisia painokertoimia. Suurempaan tarkkuu-
teen pyrittdessd on parempi kiyttaa erityyppisid integrointimenetelmia.

5.2 Gaussin integrointi

Newtonin ja Cotesin kaavojen ohella tunnetuimpia integroimissdantoji ovat
Gaussin saannot. Ne on madritelty vélille [—1, 1], mutta mielivaltaiselta (44~
relliselti) véliltd [a, b] voidaan muuttujanvaihdoksella

b—a b+a
z = T+

2 2

siirtyé vélilla [—1, 1] méaériteltyyn integroimismuuttujaan x .
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Gaussin ja Legendren sdadntd perustuu Legendren polynomeihin, jotka
ovat Legendren differentiaaliyhtalon

(1-2?)y" =22y +n(n+1)y=0
ratkaisuja. Ne voidaan esittdd muodossa

1 4dn n
Pul) = g 0 1)

Kaksi ensimmaéistd Legendren polynomia ovat Py(z) = 1 ja Pi(z) = x.
Kéyttamalla rekursiota

n+1)Pii(x) — (2n+ DazP,(z) + nP,_1(z) =0

voidaan ratkaista korkeamman asteen polynomit ([20], s. 162).

Gaussin ja Legendren sddnnon solmupisteet x,(cn) ovat polynomin P, nol-
lakohdat. Vastaavat painokertoimet ovat

2

()

2P, (2"
w2

W™ =

Niiden perusteella voidaan kirjoittaa Gaussin ja Legendren integrointisdinto

/_ 11 fla)de ~ kiw,g") 7 (=)

vélille [—1,1] ja

J
b b—a e~ (n b—a ) b+a
/f(x)dmz 5 Zw,§>f(—2 5 )
a k=1

mielivaltaiselle vilille [a, b] ([20], s. 222).

Ohjelmaesimerkissé kiytetty integrointimetodi on suora kdinnds Java-
kielelle C-kielisesta lahteestd ([18], s. 152). Ohjelma tulostaa myds kéytetyt
solmupisteet ja painokertoimet.
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Ohjelmaesimerkki 5.2

package examples;
// integrointi Gaussin s&&nn&lla

import com.braju.format.x*;
import com.eteks.parser.x*;
import matutl.Maths;

import uk.co.jscieng.Plottable;

public class Gauleg extends Base implements Plottable {
private CompiledFunction f;

public void main() {
showText () ;
println("Lasketaan funktion md&drédtty integraalil\n"
+"kdyttden Gaussin ja Legendren kvadratuuria.\n");

try {

print ("Sy6td integroitava funktio: ");

f=new FunctionParser().compileFunction("f(x)="+readln());
} catch (Exception e) {

print ("Virhe:\n"+e);

3

print ("Sydtd integrointivalin alkupiste: ");
double a=Double.valueOf(readln()).doubleValue();

print ("Sydtéd integrointivdlin loppupiste: ");
double b=Double.valueOf (readln()).doubleValue();

int n=lukumaara("kvadratuurin pisteiden", 1);
double[] x=new doublel[n+1],

w=new double[n+1];
double I=Maths.gauleg(a, b, x, w, n, this);

println("Kvadratuurin pisteet ja painokertoimet:");
for (int i=1; i<=n; i++) {

println(Format.sprintf("x_"+i+" = %-10.5f"
+'w_"+i4" = %-8.5f", new Parameters(x[i]).add(w[i])));
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print(Format.sprintf ("Integraalin arvo = %-12.6f",
new Parameters(I)));

public double f(double x) {
return f.computeFunction(new double[] {x1});
}
}

Ohjelman tulostus:

Lasketaan funktion mi&rdtty integraali
kdyttéden Gaussin ja Legendren kvadratuuria.

Syotd integroitava funktio: exp(-x)
Syotd integrointivédlin alkupiste: O
Syotd integrointivédlin loppupiste: 4
Anna kvadratuurin pisteiden lukumiri: 4
Kvadratuurin pisteet ja painokertoimet:

x_.1=0.27773 w_1 = 0.69571
x_2 =1.32004 w_2 = 1.30429
x_.3 = 2.67996 w_3 = 1.30429
x_4 = 3.72227 w_4 = 0.69571

Integraalin arvo = 0.981662

Integraalin likiarvo kuudella desimaalilla on 0,981684 , joten jo neljilla
pisteelld saatiin hyva likiarvo.
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6 Differentiaaliyhtalot

Differentiaaliyhtdl6illda voidaan kuvata monia ilmi6itd niin fysiikassa kuin
muissakin luonnontieteissd. Differentiaaliyhtédlot voidaan jakaa alkuarvo- ja
reuna-arvotehtdviin. Ensimmaisen tyypin tehtdvissd ratkaistavan systeemin
tila lahtopisteessd (ajan hetkelld ¢ = 0 tms.) tiedetdén. Jalkimmaéisissi taas
tunnetaan ehtoja, jotka systeemin on toteutettava tarkasteluvilin molemmis-
sa pdissd. Reuna-arvotehtivien ratkaiseminen on vaikeampaa kuin alkuarvo-
tehtavien, eikd ratkaisun olemassaolokaan ole aina itsestddn selvia.

6.1 Differenssimenetelma

Tarkastellaan differenssimenetelmdd, joka soveltuu reuna-arvotehtivien rat-
kaisemiseen. Differenssimenetelméssi funktion derivaatat korvataan sopivil-
la erotusosamaéarilla ja alkuperdisti yhtaloa approksimoidaan yhtéloryhmén
avulla diskreetissé pisteistossd ([13], s. 209 ).

Johdetaan menetelmé toisen kertaluvun (kertaluku ilmoittaa korkeimman
derivaatan asteluvun) reuna-arvotehtéville

y" +p@)y’ +q@)y=r(), yla)=a,ybd)=0. (4)
Derivaattojen diskretointi: ensimmaistd derivaattaa approksimoi lauseke

y,%y(fﬁrh)—y(fv—h)

2h
ja toista
v Y@ +h) —2y(x) +y(z —h)
y ~ h2 *
Muuttujien diskretointi: Jaetaan tarkasteluvili [a,b] n:&én osaviliin, jolloin
askel h = b’Ta jax; =a-+1th,1=0,...,n. Vastaavasti kiiytetdin merkintaa

fi = f(x;) = f(a+ih). Kohdassa z; differentiaaliyhtélo saa siis muodon

Yit1 — 2y Ty +p, Yt Ui

h? ! 2h

+ijj:7“j, 0<j<n.



Jérjestelemills termit uudestaan ja kertomalla termilli A% saadaan

h h .
(1—§pj) Yj—1 — (2—h2qj)yj—|— (1+§pj) yj+1:h27“j, 0<] <n.

Tama voidaan esittda matriisimuodossa

missd (huomaa kerroinmatriisin tridiagonaalisuus)

24 1+p 0 0
1—2p, —241n%gp 14 L4p, 0
A= : - : )
0 1- %pn72 _2+hQQn72 1+%pnf2
0 o 0 1= 2poy =2+ h%gn
Y1 h27“1—(1—%p1)0z
Y2 h?ry
y=| : ja b= :
Yn—2 h2rn—2
Yn—1 h27ﬂn—1 - (1 + %pn—l) ﬁ

Tamé matriisiyhtdlo voidaan ratkaista normaalisti LU-hajotelmaa kiyttien
(tridiagonaalimatriisiyhtéloille on kehitetty myos omia, tehokkaampia ratkai-
sumenetelmii).

Seuraavan ohjelman avulla voidaan etsid likimé#raisratkaisuja yhtdlon (4)
kaltaisille differentiaaliyhtéloille. Ratkaistaan esimerkkind Besselin differen-
tiaaliyhtdlo ([20], s. 150, 27.1)

22y 4wy’ + (2 —nPy =0, (5)

kun n = 0. Tamén ratkaisu on Besselin funktio ([20], s. 150, 27.5)

22 x? 28

JO(x):1_§+22_42_22_42,62—‘_'“

Ohjelmaa varten yhtélo (5) on muutettava muotoon
1 1 !/
y' -y +y=0. (6)

Valitaan tarkasteluviliksi [0;11,7915], missé oikea péaitepiste on funktion
Jo(z) neljannen nollakohdan likiarvo ([20], s. 254 ). Selvéisti Jy(0) = 1.
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Ohjelmaesimerkki 6.1

package examples;

// FDM = Finite Difference Method

// lineaarisen reuna-arvoteht&dvén

/7y (x) + p()y’(x) + gy = rx), y()
// ratkaiseminen differenssimenetelmidlli

alfa, y(b) = beeta

import com.braju.format.*;
import com.eteks.parser.x*;
import Jama.Matrix;
import matutl.Maths;

public class FDM extends Base {
private CompiledFunction p, q, T;
private Matrix X, Y;
private double h, h2;

public void main() {
showText (80, 35);
println("Ratkaistaan reuna-arvotehtava\n"
My (x) + p(R)y’(x) + gX)y () = r(x), "
+"y(a)=alfa, y(b)=beeta,\n"
+"differenssimenetelmilli.\n");

try {
print ("Sy6td funktio p(x): ");
p=new FunctionParser().compileFunction("p(x)="+readln());

print ("Sydtd funktio q(x): ");
g=new FunctionParser().compileFunction("q(x)="+readln());

print ("Sydtd funktio r(x): ");

r=new FunctionParser().compileFunction("r(x)="+readln());
} catch (Exception exception) {

print ("Virhe:\n"+exception);

3

print("Anna alkupiste a: ");
double a=Double.valueOf(readln()).doubleValue();

print ("Anna reuna-arvo alfa: ");
double alpha=Double.value0f(readln()).doubleValue();
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print("Anna loppupiste b: ");
double b=Double.value0f (readln()) .doubleValue();

print("Anna reuna-arvo beeta: ");
double beta=Double.valueOf(readln()) .doubleValue();

print("Anna menetelmén osavdlien lukumddrd : ");
int n=Integer.parselnt(readln());

X=new Matrix(n+1, 1);

Y=new Matrix(n+1, 1);

Matrix triDiag=new Matrix(n-1, n-1, 0.0),
rhs=new Matrix(n-1, 1);

h=(b-a)/n;
h2=h*h;
double x=ath;

X.set(0, 0, a);
Y.set(0, 0, alpha);
rhs.set (0, 0, h2*r(x)-(1-0.5*%h*p(x))*alpha);

for (int i=0; i<m-1; i++) {
X.set(i+1l, 0, x);

if (>0) {
triDiag.set(i, i-1, 1.0-0.5*xh*p(x));
}
triDiag.set(i, i, -2.0+h2*q(x));
if (i<n-2) {
triDiag.set (i, i+l, 1.0+0.5*h*p(x));
T
if (>0 && i<n-2) {
rhs.set(i, 0, h2*xr(x));
}

x+=h;
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rhs.set(n-2, 0, h2*r(x)-(1+0.5*h*p(x))*beta);
X.set(n, 0, b);

Y.set(n, 0, beta);

Y.setMatrix(1, n-1, 0, O, triDiag.solve(rhs));

println("Differentiaaliyhtéldn ratkaisu:");
println(Format.sprintf("%6s %10s",
new Parameters("x").add("f(x)")));

for (int i=0; i<=n; i++) {
println(Format.sprintf ("%6.3f %10.5f",
new Parameters(X.get(i, 0)).add(Y.get(i, 0))));

double xMin=Maths.getMin(X, 0)-1.0,
xMax=Maths.getMax (X, 0)+1.0,
yMin=Maths.getMin(Y, 0)-1.0,
yMax=Maths.getMax (Y, 0)+1.0,
dx=(xMax-xMin)/128.0,
dy=(yMax-yMin)/128.0;

showGraph (xMin, xMax, yMin, yMax, PTS, PTS);

for (int i=0; i<=n; i++) {
plotMark(X.get(i, 0), Y.get(i, 0), dx, dy);
T

point(X.get (0, 0), Y.get(0, 0), colors[8]);

for (int i=1; i<=n; i++) {
line(X.get(i, 0), Y.get(i, 0), colors[8]);
¥
}

private double p(double x) {

return p.computeFunction(new double[] {x});
}
private double g(double x) {

return q.computeFunction(new double[] {x});

}

private double r(double x) {
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return r.computeFunction(new double[] {x});
}
}

Ohjelman tulostus:

Ratkaistaan reuna-arvotehtiva
y2(x) + p(X)y’(x) + q®y) = r(x), y(a)=alfa, y(b)=beeta,
differenssimenetelmdllsi.

Syotd funktio p(x): 1/x

Syotd funktio q(x): 1

Syotd funktio r(x): O

Anna alkupiste a: O

Anna reuna-arvo alfa: 1

Anna loppupiste b: 11.7915

Anna reuna-arvo beeta: O

Anna menetelmén osavdlien lukumddrid : 32
Differentiaaliyht&ldn ratkaisu:

X f(x)
.000 1.00000
.368 1.06467
737 0.98985
.105 0.83743
474 0.63110
.842 0.39445
211 0.15214

.79  -0.07196
.948  -0.25706
.316 -0.38754
.685  -0.45443
.063  -0.45618
.422  -0.39854
.790  -0.29355
.169  -0.15797
.5627  -0.01102

0 00 N NNOOOL oo P WO~ PP, O OO

.896 0.12790
.264 0.24155
.633 0.31685
.001 0.34622
.370 0.32828
.738 0.26773
.107 0.17449
.475 0.06222
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© 0w

.844
.212
.581
.949
10.
10.
11.
11.
11.

318
686
055
423
791

-0.
-0.
-0.
-0.
-0.
-0.
-0.
-0.

05354
15745
23632
28074
28612
25314
18749
09895
.00000

File

2.0n00000000

-1.000000000

|

Kuva 7: Differentiaaliyhtélon (6) ratkaisun kuvaaja.
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7 Muita matemaattisia sovelluksia

Tarkastellaan lopuksi vield kidyrdn ja pinnan piirtdmistd sekd erdstd histo-
riallisestikin tarkedtd esimerkkid matematiikan maailmasta.

7.1 Kayran piirtiminen

Niin kdyrdn kuin pinnankin piirtdmiseen luodut luokat toimivat niin, ettd
niille voidaan antaa komentoriviparametrina piirrettdvan funktion lauseke.
Valinnaisilla parametreilla voidaan sdddelld piirtoalueen kokoa. Ohjelma si-
sialtdd myods mahdollisuuden verkossa suorittamiseen. Talloin parametrit syo-
tetddn vasta ohjelmassa. Jos ohjelma suoritetaan komentoriviltd, on oikea
kutsu muotoa

java examples.Graph ’’f(x)’’ [xMin xMax [yMin yMax]]
Hakasulkeissa olevat, piirtoalueen méarittelevit parametrit ovat valinnaisia.
Verkossa ajettaessa ainoa ero on se, ettd piirrettdvia funktiota ei laiteta
lainausmerkkeihin.

Jos piirtoaluetta ei méaritelld erikseen, kdytetdin ohjelman oletuspiirto-
vilia —8 < x < 8. Pystysuunnassa piirtoaluetta skaalataan niin, ettd funk-
tion kuvaaja nakyy kokonaisuudessaan.

Ohjelmaesimerkki 7.1

package examples;
// komentoriviparametrina annetun funktion piirtdminen

import com.braju.format.x*;

import com.eteks.parser.x*;

import java.util.StringTokenizer;
import uk.co.jscieng.*;

public class Graph extends Base implements Plottable {
private CompiledFunction f;



private double xMin, xMax, yMin, yMax;
public Graph() {3}

public Graph(CompiledFunction cf,
double x0, double x1, double yO, double y1) {
f=cf;
xMin=x0;
xMax=x1;
yMin=yO0;
yMax=y1;

public Graph(CompiledFunction cf,
double x0, double x1) {
f=cf;
xMin=x0;
xMax=x1;
yMin=1.0E10;
yMax=-1.0E10;

for (int i=0; i<PTS; i++) {
try {
double y=f(xMin+i*(xMax-xMin)/PTS);

if (y>Double.NEGATIVE_INFINITY &&

y<Double.POSITIVE_INFINITY) {
yMin=Math.min(yMin, y);
yMax=Math.max(yMax, y);

}

} catch (Exception exception) {
showText () ;
println("Virhe:\n"+exception);

3

public void main() {
showText () ;
println("Sydtd piirrettdvan funktion f(x) lauseke.\n"
+"Lisdksi voit sydttédd piirtoalueen rajat.\n"
+"Erota argumentit v&lilyonneill&d.");
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StringTokenizer st=new StringTokenizer(readln(), " ");
int n=st.countTokens();
String[] args=new String[n];

for (int i=0; i<n; i++) {
args[i]=st.nextToken() ;

by

main(args) ;

public static void main(String[] args) {
Graph g;

try {
switch (args.length) {
case 1:
g=new Graph(
new FunctionParser().compileFunction("f(x)="+args[0]),
-8.0, 8.0);
break;
case 3:
g=new Graph(
new FunctionParser().compileFunction("f(x)="+args[0]),
Double.valueOf (args[1]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[2]) .doubleValue());
break;
case 5:
g=new Graph(
new FunctionParser().compileFunction("f(x)="+args[0]),
Double.valueOf (args[1]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[2]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[3]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[4]) .doubleValue());
break;
default:
throw new Exception(
"Funktio virheellinen tai muu virhe.");

g.draw();
} catch (Exception exception) {
showText () ;
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print ("Virhe:\n"+exception+"\nKayttoesim.: "
+"java examples.Graph \"sin(x)*cos(x)\" -6 6 -3 3"
+"\nLainausmerkkejd tulee k3yttdd vain"
+"komentoriviltd ajettaessa.");

public void draw() {
showText () ;
print ("Piirretd&n funktio "+f.getDefinition()+"...");
showGraph (xMin, xMax, yMin, yMax, PTS, PTS);
functionPlot(this, xMin, xMax, colors([8], 1);

public double f(double x) {
return f.computeFunction(new double[] {x1});
}
}

Piirretaén esimerkkind funktion f(z) = zsinz kuvaaja ja maaritelldén
piirtoalueeksi —6 < z, y < 6 (ks. kuva 8). Komentorivilld annetaan t&lléin
késky

java examples.Graph ’’x*sin(x)’’ -6 6 -6 6

Ohjelman tulostus (komentorivi):
Piirretddn funktio f(x)=x#*sin(x)...

Ohjelman tulostus (appletti):

Syotd piirrettdvin funktion f(x) lauseke.
Lisdksi voit syO6ttdd piirtoalueen rajat.
Erota argumentit vdlilyonneilld.

x*sin(x) -6 6 -6 6

Piirretddn funktio f(x)=x*sin(x)...

7.2 Pinnan piirtiminen

Pinnan piirtdminen tapahtuu samaan tyyliin kuin kdyrédnkin piirtdminen.
Késky komentorivilld on nyt muotoa

java examples.Graph ’’f(x,y)’’ [xMin xMax [yMin yMax] [zMin zMax]
[viivojen 1km]]
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Kuva 8: Funktion f(x) = xsin(x) kuvaaja.

Hakasulkeissa olevat parametrit ovat jélleen valinnaisia. Nyt voidaan méa-
ritelld myos z-koordinaatin rajat sekii viivojen (tai oikeastaan viivojen vé-
liin jadvien ruutujen) lukuméirs, joka madrad, montako viivaa (ruutua) z-
ja y-suunnassa piirretddn. Oletusarvo on 32. Piirtoalueen oletusrajat ovat
—8 < z,y < 8. Pystysuunnassa piirtoaluetta skaalataan jilleen kuvaajan
mukaan.

Kannattaa huomata, etta piirtoikkunassa nékyvét koordinaatit tarkoitta-
vat nyt y- ja z-koordinaatteja, koska alustana toimii edelleen SciGraph, joka
on tarkoitettu vain kaksiulotteisten kdyrien piirtdmiseen. Kuvaan saadaan
kolmiulotteisuuden tuntua projisoimalla x-koordinaatti sopivasti tasoon.
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Ohjelmaesimerkki 7.2

package examples;
// komentoriviparametrina annetun funktion piirt&dminen

import com.braju.format.x*;

import com.eteks.parser.x*;

import Jama.Matrix;

import java.util.StringTokenizer;
import uk.co.jscieng.*;

public class Graph3D extends Base {
public static final int GRID=32;
public static final double C=1.0/(2.0*Math.sqrt(2.0));
private CompiledFunction f;
private double xMin, xMax, yMin, yMax, zMin, zMax;
private int grid;
private Matrix zMat;

public Graph3D() {}

public Graph3D(CompiledFunction cf,
double x0, double x1, double yO, double y1, int g) {
f=cf;
xMin=x0;
xMax=x1;
yMin=yO0;
yMax=y1l;
zMin=1.0E10;
zMax=-1.0E10;
grid=g;
zMat=new Matrix(grid+l, grid+1);

for (int i=0; i<=grid; i++) {
double x=xMin+ix*(xMax-xMin)/grid;

for (int j=0; j<=grid; j++) {
try {
double z=f(x, yMint+j*(yMax-yMin)/grid);

if (z>Double.NEGATIVE_INFINITY &&
z<Double.POSITIVE_INFINITY) {
zMin=Math.min(zMin, z);
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zMax=Math .max (zMax, z);
zMat.set (i, j, z);
}

} catch (Exception exception) {
showText () ;
println("Virhe:\n"+exception);

}

}
}
}

public Graph3D(CompiledFunction cf,
double x0, double x1, double yO, double yi,
double z0, double zl, int g) {
this(cf, %0, x1, y0, yi, g);

zMin=z0;
zMax=z1;

¥

public void main() {
showText () ;
println("Syotd piirrettdvin funktion f(x,y) lauseke.\n"
+"Lis8ksi voit sy0ttdd piirtoalueen rajat sekd viivojen
+"lukumdiran. \nErota argumentit v&dlilydnneill&.");

StringTokenizer st=new StringTokenizer(readln(), " ");
int n=st.countTokens();
String[] args=new String[n];

for (int i=0; i<mn; i++) {

args[i]=st.nextToken();

¥

main(args) ;

public static void main(String[] args) {
Graph3D g;

try {

switch (args.length) {
case 1:
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g=new Graph3D(
new FunctionParser().compileFunction("f(x,y)="+args[0]),
-8.0, 8.0, -8.0, 8.0, GRID);
break;
case 2:
g=new Graph3D(
new FunctionParser().compileFunction("f(x,y)="+args[0]),
-8.0, 8.0, -8.0, 8.0, Integer.parselnt(args[1]));
break;
case 3:
g=new Graph3D(
new FunctionParser().compileFunction("f(x,y)="+args[0]),
Double.valueOf (args[1]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[2]) .doubleValue(),
-8.0, 8.0, GRID);
break;
case 4:
g=new Graph3D(
new FunctionParser().compileFunction("f(x,y)="+args[0]),
Double.valueOf (args[1]).doubleValue(),
Double.valueOf (args[2]) .doubleValue(),
-8.0, 8.0, Integer.parselnt(args[3]));
break;
case 5:
g=new Graph3D(
new FunctionParser().compileFunction("f(x,y)="+args[0]),
Double.valueOf (args[1]).doubleValue(),
Double.valueOf (args[2]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[3]).doubleValue(),
Double.valueOf (args[4]) .doubleValue(), GRID);
break;
case 6:
g=new Graph3D(
new FunctionParser().compileFunction("f(x,y)="+args[0]),
Double.valueOf (args[1]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[2]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[3]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[4]) .doubleValue(),
Integer.parselnt (args[5]));
break;
case 7:
g=new Graph3D(
new FunctionParser().compileFunction("f(x,y)="+args[0]),
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Double.valueOf (args[1]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[2]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[3]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[4]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[5]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[6]) .doubleValue(}, GRID);

break;

case 8:

g=new Graph3D(
new FunctionParser().compileFunction("f(x,y)="+args[0]),
Double.valueOf (args[1]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[2]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[3]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[4]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[5]) .doubleValue(),
Double.valueOf (args[6]) .doubleValue(),
Integer.parselnt (args[7]));

break;

default:

throw new Exception(

"Funktio virheellinen tai muu virhe.");

g.draw();
} catch (Exception exception) {
showText () ;
print("Virhe:\n"+exception
+"\nKayttoesim.: java examples.Graph3D \"sin(x)#*cos(y)\" "
+"-3 3 -3 3 -3 3 64\nlainausmerkkejd tulee kayttdd vain"
+"komentoriviltd ajettaessa.");

public void draw() {
showText () ;
print ("Piirretddn funktio "+f.getDefinition()+"...");

showGraph(Math.min(-C*xMax, yMin),
Math.max(-C*xMin, yMax), Math.min(-C*xMax, zMin),
Math.max(-C*xMin, zMax), PTS, PTS);

line(-C*xMax, -C#*xMax, -C*xMin, -C#*xMin);

double dx=(xMax-xMin)/grid,
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dy=(yMax-yMin)/grid;

for (int i=0; i<grid; i++) {
for (int j=0; j<grid; j++) {
double x=xMin+i*dx,
y=yMin+j*dy;

line(y-C*x, zMat.get(i, j)-Cxx,

(y+dy)-C#*x, zMat.get(i, j+1)-C*x, colors[8]);
line(y-C*x, zMat.get(i, j)-Cxx,

y-C*(x+dx), zMat.get(i+1, j)-C*(x+dx), colors[8]);

public double f(double x, double y) {
return f.computeFunction(new double[] {x, y});

b

Piirretisin funktion f(x,y) = 2sin(z?+5?)/(2? +9?) kuvaaja ja méiritel-
ladn piirtoalueeksi —6 < z, y < 6,—5 < z < 5 (ks. kuva 9). Komentorivilla
annetaan nyt kisky

java examples.Graph3D ’’2*sin(x~2+y~2)/(x"~2+y~2) 7’

-6 6 -6 6 -5 b 64

Ohjelman tulostus (komentorivi):

Piirret&dn funktio f(x,y)=2*sin(x"2+y~2)/(x"2+y~2)...

Ohjelman tulostus (appletti):

Syotd piirrettédvin funktion f(x,y) lauseke.

Lisdksi voit syottdd piirtoalueen rajat sekd viivojen lukumdlrén.
Erota argumentit vdlilyonneilld.

2¥sin(x~2+y~2)/(x"2+y"2) -6 6 -6 6 -5 b 64

Piirretddn funktio f(x,y)=2*sin(x"~2+y~2)/(x~2+y~2)...

7.3 Hypergeometrinen funktio

Hypergeometrinen differentiaaliyhtdlo on toisen kertaluvun differentiaaliyh-
talo, jolla on kolme sddnnollistd singulaaripistettd. Sopivalla lineaarimuun-
noksella yhtélo saadaan muotoon

r(l—2)y"+ (c—(a+b+ 1))y —aby=0.
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Kuva 9: Funktion f(z,y) = 2sin(2? + y?)/(2? + y?) kuvaaja.

Tamén differentiaaliyhtdlon ratkaisu voidaan esittaé sarjakehitelména

ab ala+1)b(b+1) ,

F(a,b;c;x):2F1(a,b;CQ$):1+1,C£ 1-2-¢(c+1)
B2 "

jota kutsutaan (Gaussin) hypergeometriseksi funktioksi. Kaavassa kiytetty
merkintéd
(@)p=ala+1)---(a+n—-1), (a)y=1

on ns. Pochhammerin symboli [8].
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Sarjakehitelmé (7) on mééritelty myos kompleksiluvuille z ja se suppenee
vksikkdympyran |z| = 1 sisdlla. Ympyran kehilld sarja

e hajaantuu, jos Re(c —a —b) < —1
e suppenee, jos Re(c—a—0) >0

e suppenee ehdollisesti, jos —1 < Re(c — a — b) < 0; poislukien piste
z=1.

Parametrien a tai b kokonaislukuarvoilla sarja katkeaa polynomiksi ([10], s.
556 ).

Erityispiirteidensa vuoksi Gaussin funktiota on tutkittu jo vuosisatojen
ajan ja se on merkittdvissa roolissa koko erikoisfunktioiden tutkimuksen sa-
ralla.

Seuraavan ohjelman avulla voidaan piirtda hypergeometrisen funktion o £}
kuvaajia eri parametreilla (ks. kuva 10). Funktion arvot lasketaan kaavasta

(7). Summaan otetaan sarjan alusta termit, joiden itseisarvo on suurempi
kuin 10717

Ohjelmaesimerkki 7.3

package examples;
// hypergeometrinen funktio 2F1

import com.braju.format.x*;
import java.awt.Color;
import uk.co.jscieng.Plottable;

public class HypGeom extends Base implements Plottable {
protected final int N=colors.length;
protected double a, b, c;

public void main() {

showGraph(-1.1, 1.1, -1.0, 7, PTS, PTS);

showText () ;

println("Piirretd&n hypergeometrinen funktio\n2Fi(a, b; c; x) "
+"= 1 + ab/(1!c)x + ala+)b(b+1)/(2tc(c+1))x~2 + ... \n\n"
+"Piirtdmisen j&lkeen\n"
+"valitse 1, jos haluat syodttdd uudet arvot, tailn"
+"valitse 2, jos haluat tyhjentdd ruudun.");

int i=0;
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while (true) {
a=param("a");
b=param("b");
c=param("c");

functionPlot (this, -0.999, 0.999, colors[i++}N], 1);
println(Format.sprintf(

"Piirretddn 2F1(}%3.1f, %3.1f; %3.1f; x).",

new Parameters(a).add(b).add(c)));

if (choose()==2) {
clear();
}
b
}

public double f(double x) {
return hypGeom(a, b, c, x);

}

public double param(String name) {
print("Anna parametri "+name+": ");
try {

return Double.valueOf (readln()) .doubleValue();
} catch (Exception e) {
print("Yritd uudelleen. ");

return param(name);
}
}

// 2F1(a,b,c;x) =1 + ab/(1tc)x + a(a+t)b(b+1)/(2'c(c+1))x"2 + ...

public static double hypGeom(
double a, double b, double ¢, double x) {
double sum=1.0, term=1.0;
int j=1;

do {
termx=(a*b/(j*c)*x) ;
sumt=term;
a+=1.0;
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b+=1.0;
c+=1.0;
jtts
} while (Math.abs(term)>1.0e-17 && j<25000);

return sum;

}

public int choose() {
int ¢=0;
do {

print ("Valinta: ");

try {
c=Integer.parselnt(readln());
} catch (Exception e) {}
} while (c'=1 && c!'=2);

return c;

}

Ohjelman tulostus:

Piirret&in hypergeometrinen funktio

2F1(a, b; ¢; x) =1 + ab/(1tc)x + a(atl)b(b+1)/(2'c(c+1))x"2 + ...

Piirtadmisen j&lkeen

valitse 1, jos haluat syd0tt&d uudet arvot, tai
valitse 2, jos haluat tyhjentdd ruudun.
Anna parametri a: 1

Anna parametri b: 1

Anna parametri c: 1

Piirret&sn 2F1(1.0, 1.0; 1.0; x).
Valinta: 1

Anna parametri a: .2

Anna parametri b: .3

Anna parametri c: .4

Piirretdsn 2F1(0.2, 0.3; 0.4; x).
Valinta: 1

Anna parametri a: 1

Anna parametri b: 3

Anna parametri c: 5
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Piirretddn 2F1(1.0, 3.0; 5.0; x).
Valinta: 1

Anna parametri a: -1

Anna parametri b: -1

Anna parametri c: 1

Piirretddn 2F1(-1.0, -1.0; 1.0; x).
Valinta:

7.000o0o0ood
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Kuva 10: Hypergeometrisen funktion o/} kuvaajia eri parametreilla.

Toteutuksen tarkkuutta voidaan arvioida tarkastelemalla identiteetin

a(c—b)x

o F1(a, b4 15 ¢+ 15 2) — o Fi(a, by c; ) = (et )

oFi(a+1,b+1;¢+2;2) (8)

114



virhettd eri parametreilla. Seuraava ohjelma piirtda kuvaajan (ks. kuva 11)
virheen logaritmista lg(|virhe| + €) , missé € = 10716 estéiéi logaritmin ottami-
sen nollasta. Perimalld edelld olevan HyperGeom-luokan ohjelman koodia on
saatu lyhyemmaéksi.

Ohjelmaesimerkki 7.4

package examples;
// hypergeometrista funktiota 2F1 koskeva identiteetti

import java.awt.Color;
import uk.co.jscieng.Plottable;

public class HypGeomId extends HypGeom implements Plottable {
final static double invLn10=1.0/Math.log(10);

public void main() {

showGraph(-1.1, 1.1, -16.0, 1.0, PTS, PTS);

showText (55, 30);

println("Testataan identiteetti\n"
+"2F1(a, b+l; c+1; x) - 2F1(a, b; c; x)\n"
+"= a(c-b)x/(c(c+1)) * 2F1(a+l, b+l; c+2; x)\n"
+"piirtémé&ll4 virheen itseisarvon 10-kantainen logaritmi.\n\n"
+"Piirtdmisen j&lkeen\n"
+"valitse 1, jos haluat sydttdd uudet arvot, tailn"
+"valitse 2, jos haluat tyhjentdd ruudun.");

int i=0;

while (true) {
a=param("a");
b=param("b");
c=param("c");

functionPlot(this, -0.99, 0.99, colors[i++}N], 2);
if (choose()==2) {
clear();
}
}
}

public double f(double x) {
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return Math.log(1l.0e-16+Math.abs(hypGeom(a, b+1.0, c+1.0, x)
-hypGeom(a, b, c, x)
-ax(c-b)*x/(c*(c+1.0))*hypGeom(a+1.0, b+1.0, c+2.0, x)))
*¥invLnlO;

Ohjelman tulostus:

Testataan identiteetti

2F1(a, b+1l; c+1; x) - 2F1i(a, b; c¢c; x)

= a(c-b)x/(c(c+1)) * 2F1(a+1l, b+1l; c+2; x)

piirt&mdlld virheen itseisarvon 10-kantainen logaritmi.

Piirt&dmisen jalkeen

valitse 1, jos haluat syS6tt&d uudet arvot, tai
valitse 2, jos haluat tyhjentdi ruudun.
Anna parametri a: 3

Anna parametri b: 2

Anna parametri c: 1

Valinta: 1

Anna parametri a: .2

Anna parametri b: .4

Anna parametri c: .2

Valinta:

Kuvassa y-akselilla luku 1.0 (ylh#alld) tarkoittaa virhettd 101 = 10 ja
—15.0 (alhaalla) virhettd 107 . Koska virhe on keskiméidrin vain luokkaa
1071 ...107*2, voidaan toteutusta pitii onnistuneena.
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Kuva 11: Identiteetin (8) virheen kuvaajia eri parametreilla.
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8 Loppusanat

Esimerkkien laatiminen, testaus ja taustatiedon hankkiminen on ollut haas-
tavaa ja mielenkiintoista. Paljon jai vield tekeméattakin. Tyo jatkuu.

Tutkielmassa esitellyt lukuisat esimerkit toivottavasti osoittavat, ettd ma-
temaattisten ongelmien ratkaisuun on mahdollista toteuttaa ohjelmia Java-
kielelldkin. Heikkouksiakin toki on, mutta kielen alustariippumattomuus ja
mahdollisuus suorittaa ohjelmia verkossa ovat ehdottomasti sen vahvuuksia
muihin ohjelmointikieliin verrattuna. Internetissa kahlatessa sen myos huo-
maa: pienelld hakemisella erilaisia Java-kielelld toteutettuja matemaattisia
luokkakokonaisuuksia alkaa 16ytya.

Java-kieli ja sen standardikirjastot ovat suhteellisen nuoresta idstdén joh-
tuen vield kehitysvaiheessa ja erityisesti matemaattisiin ominaisuuksiin on
yleisesti kaivattu parannuksia. Téassékin tyosséa kdytettyd JAMA-kirjastoa on
esimerkiksi esitetty Java-kielen lineaarialgebran peruskirjastoksi.

Talla hetkelld Javan ja numeriikan ala tuntuu elévin hiljaiseloa. Ehka
kaikkialla odotetaan, mitd kielessd tapahtuu. Nyt ja tulevaisuudessa onkin
mielenkiintoista seurata, miten kieli kehittyy ja 16ytaako se lopulta paikkansa
“vanhojen konkareiden” joukosta, kun kyse on matemaattisesta ohjelmoinnis-
ta. Ennen sitd on kehitystd tapahduttava ja monia ennakkoluuloja murret-
tava.
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A examples-kirjasto

Kaikki esimerkkiohjelmat kuuluvat examples-kirjastoon.

A.1 Base

Esimerkkiohjelmat periytyvit Base-luokasta, johon on koottu usein tarvittu-
ja metodeja. Base

package examples;

// kaikkien esimerkkiluokkien yl&luokka,
// sisdltdd usein kéytettyji rutiineja ja attribuutteja

import Jama.*;

import java.awt.Color;

import matutl.*;

import uk.co.jscieng.SciGraph;

public abstract class Base extends SciGraph {
public static final int DECIM=3,
PTS=512;

//piirtdmisesséd kéytetyt virit

public static final Color[] colors=new Color[] {
Color.blue, Color.cyan, Color.darkGray, Color.gray, Color.green,
Color.magenta, Color.orange, Color.pink, Color.red, Color.yellow

s
public abstract void main();
public int valinta() {

println("Valitse 1, jos haluat syottdd luvut itse.");
println("Valitse 2, jos haluat ohjelman generoivan "



+"satunnaiset luvut.");

return valinta2();

b

public int valinta2{() {
int v=0;
do {

print("Valinta: ");

try {
v=Integer.parselnt (readln());
} catch (Exception e) {}
} while (v!=1 && v!=2);

return v;

3

public int lukumaara(String minka, int min) {
return lukumaara(minka, min, Integer.MAX_VALUE);

}

// pyytdd kokonaisluvun (lukumddrén esim. matriisin riveille)
// vdlilt&d min...max
public int lukumaara(String minka, int min, int max) {

int r=0;

do {
print("Anna "+minka+" lukumd&rd: ");

try {
r=Integer.parselnt (readln());
} catch (Exception e) {}
} while (r<min || r>max);

return r;

}

// 1luo m x n mariisin

public Matrix luoMatriisi(String nimi, int m, int n) {
Matrix A=new Matrix(m, n);
boolean uudestaan=false;

IT



for (int i=0; i<m; i++) {
for (int j=0; j<n; j++) {
do {
try {
print ("Anna "+nimi+"("+(i+1)+","+(GHLIH"M) 0 M)
A.set(i, j, Double.valueOf(readln()).doubleValue());
uudestaan=false;
} catch (Exception e) {
uudestaan=true;
i
} while (uudestaan);
+
}

return A;

}

// luo n alkion vektorin

public Vec luoVektori(String nimi, int n) {
Vec A=new Vec(n);
boolean uudestaan=false;

for (int i=0; i<mn; i++) {
do {
try {
print ("Anna "+nimi+"("+(i+1)+"): ");
A.set (i, Double.valueOf(readln()) .doubleValue());
uudestaan=false;
} catch (Exception e) {
uudestaan=true;
¥
} while (uudestaan);

3

return A;

}

// tulostettavien desimaalien lukumd&ri
public int desimaalit() {
print ("Matriisialkiot esitet&d&n oletusarvoisesti "
+"kolmella desimaalilla.\nHyv&dksy oletus antamalla "
+"tyhjd sydte tai\nanna uusi desimaalien md&rd: ");
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String input=readln();

if (input.equals("")) {
if ("0123456789".index0f (input)<0) {
println("Desimaalien m3&rd: "+DECIM);

¥

return DECIM;
}

return Integer.parselnt(input);

public void tulosta(String nimi, Matrix M, int des) {
println(nimi+" =\n"+MatrixIO.matrixToString(M, des));

}

public void tulosta(String nimi, Matrix M, int kok, int des) {
println(nimi+" =\n"+MatrixIO.matrixToString(M, kok, des));

3

public void tulosta(Vec V, int des) {
println(MatrixI0.vecToString(V, des));

}

public void tulosta(String nimi, Vec V, int des) {
println(nimi+" = "+MatrixI0.vecToString(V, des));

}

// piirtdd pisteen
public void plotMark(double x, double y, double dx, double dy) {
line(x, y, x, y);
line(x-dx, y+dy, x+dx, y+dy);
line(x+dx, y-dy);
line(x-dx, y-dy);
line(x-dx, y+dy);
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B matutl-kirjasto

Itse tehtyjd matemaattisia apuluokkia.

B.1 Vec

Vektoriluokka, jonka toteutus perustuu JAMA-kirjaston Matrix-luokkaan.
package matutl;

// Luokka, joka mallintaa vektorin.
// Toteutus ja metodit pohjautuvat Jama-kirjaston Matrix-luokkaan.
// Kaikkia Matrix-luokan metodeja ei ole toteutettu.

import Jama.Matrix;

public class Vec implements Cloneable, java.io.Serializable {
private Matrix mat;
private int m, n;
private boolean isRow;

public Vec(int n) {
mat=new Matrix(l, n);

m=1;
this.n=n;
isRow=true;

}

public Vec(int n, double g) {
mat=new Matrix(l, n, 8);
m=1;
this.n=n;
isRow=true;



public Vec(double[I[] A) {
mat=new Matrix(A);
m=mat .getRowDimension();
n=mat.getColumnDimension() ;

if (m!'=1 && n'=1) {
throw new IllegalArgumentException(
"Row or column dimension must be equal to one.");

isRow=(m==1) ;

public Vec(double[] A) {
mat=new Matrix(A, 1);
m=1;
n=mat.getColumnDimension() ;
isRow=true;

3

public Vec(Matrix mat) {
this.mat=mat;
m=mat .getRowDimension();
n=mat.getColumnDimension() ;
isRow=(m==1) ;

public double[] getColumnPackedCopy() {
return mat.getColumnPackedCopy() ;

¥

public double[] getRowPackedCopy() {
return mat.getRowPackedCopy() ;
}

public int getRowDimension() {
return m;

}

public int getColumnDimension() {
return n;

¥
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public boolean isRow() {
return isRow;

}

public double get(int i) {
return isRow 7 mat.get(0, i) : mat.get(i, 0);

}

public void set(int i, double s) {
if (isRow) {
mat.set(0, i, s8);
} else {
mat.set(i, 0, s);
}
}

public void setVec(int i0, int il, Vec X) {
if (isRow) {
mat.setMatrix(0, 0, i0, il, X.getMatrix());
} else {
mat.setMatrix(i0, i1, 0, 0, X.getMatrix());
}
}

public void setVec(int[] c, Vec X) {
if (isRow) {
mat.setMatrix(0, 0, c, X.getMatrix());
} else {
mat.setMatrix(c, 0, 0, X.getMatrix());
}
¥

public Matrix getMatrix() {
return mat;

b

public double minValue() {
double min=mat.get(0, 0);

for (int i=0; i<m; i++) {

for (int j=0; j<m; j++) {
min=Math.min(min, mat.get(i, j));
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return min;

3

public double maxValue() {
double max=mat.get(0, 0);

for (int i=0; i<m; i++) {
for (int j=0; j<n; j++) {
max=Math.max (max, mat.get(i, j));
b
}

return max;

}

public double norm(int p) {
if (p<1) {
throw new IllegalArgumentException(
"Argument must be positive");
} else if (p==1) {
return mat.norml();

3

double norm=0.0;

for (int i=0; i<m; i++) {
for (int j=0; j<n; j++) {
norm=Maths.nRoot (norm, Math.abs(mat.get(i, j)), p);
}
}

return norm;
public double normInf() {

return mat.normInf();

3

public Vec plus(Vec B) {
return plus(B.getMatrix());
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public Vec plus(Matrix B) {
return new Vec(mat.plus(B));

b

public Vec minus(Vec B) {
return minus(B.getMatrix());

3

public Vec minus(Matrix B) {
return new Vec(mat.minus(B));

}

public Vec times(double s) {
return new Vec(mat.times(s));

}

public Vec times(Matrix B) {
int k=B.getRowDimension();

if (k==n) {
return new Vec(mat.times(B));
} else if (k==m) {
return new Vec(mat.times(B.transpose()));

}

throw new IllegalArgumentException(
"Vector dimensions must agree.");

public double dotProd(Vec B) {
return dotProd(this, B);
}

// vektorien A ja B pistetulo
public static double dotProd(Vec A, Vec B) {
int na=A.getColumnDimension(),
nb=B.getColumnDimension() ;

if (na==nb) {
double dp=0.0;
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for (int i=0; i<na; i++) {
dp+=A.get (i)*B.get (i) ;
¥

return dp;
} else {
throw new IllegalArgumentException(
"Argument Vecs differ in length");

// vektorien A ja B ristitulo
public static Vec crossProd(Vec A, Vec B) {
if (A.getColumnDimension()==3 && B.getColumnDimension()==3) {
double ax=A.get(0),
ay=A.get (1),
az=A.get(2),
bx=B.get (0),
by=B.get (1),
bz=B.get(2);
double[] cp={ay*bz-az*by, az*bx-ax*bz, ax*by-ayxbxl};

return new Vec(cp);
} else {
throw new IllegalArgumentException(
"Arguments must be Vecs of three elements");

public Vec crossProd(Vec B) {
return crossProd(this, B);

¥

// skalaarien A, B ja C skalaarikolmitulo

public static double scalar3Prod(Vec A, Vec B, Vec C) {
return dotProd(A, crossProd(B, C));

}

public double scalar3Prod(Vec B, Vec C) {
return scalar3Prod(this, B, C);
}
}



B.2 Maths

Rutiineja mm. numeeriseen integrointiin ja derivointiin, interpolointiin seka
yhtalonratkaisemiseen.

package matutl;

import Jama.*;
import uk.co.jscieng.Plottable;

public class Maths {

* Raise a double to a positive integer power.

* Fast version of Math.pow.

* Q@param x number to be taken to a power.

* Q@param n power to take x to. 0 <= n <= Integer .MAX_VALUE
* Negative numbers will be treated as unsigned positives.
* Qreturn x to the power n
* Qauthor Patricia Shanahan pats@acm.org

public static double power(double x, int n) {
int bitMask=n;
double evenPower=x,
result;

if ((bitMask & 1)!'=0)
result=x;

else
result=1;

bitMask >>>= 1;

while (bitMask!=0) {
evenPower *= evenPower;

if ((bitMask & 1) !'= 0)
result *= evenPower;

bitMask >>>= 1;
} // end while

return result;
} // end power
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// (a*n + b"n)~(1/n) ilman yli/alivuotoa.
public static double nRoot(double a, double b, int n) {
if (Math.abs(a)>Math.abs(b))
return Math.abs(a)*Math.pow(l.0O+power(b/a, n), 1.0/n);

return Math.abs(b)*Math.pow(l.0O+power(a/b, n), 1.0/n);
}

public static boolean isSymmetric(Matrix mat) {
int n=mat.getRowDimension();

if (n!=mat.getColumnDimension())
throw new IllegalArgumentException("Matrix non-diagonal");

for (int i=0; i<mn; i++)
for (int j=i+1; j<n; j++)
if (Math.abs(mat.get(i, j)-mat.get(j, i))>1.0e-10)
return false;

return true;

}

public static Matrix diagonal(int n, double diag) {
Matrix dm=new Matrix(n, n, 0.0);

for (int i=0; i<n; i++)
dm.set(i, i, diag);

return dm;

¥

public static Matrix triDiagonal(
int n, double lower, double diag, double upper) {
Matrix tdm=diagonal(n, diag);

tdm.set (0, 1, upper);
for (int i=1; i<m-1; i++) {
tdm.set(i, i-1, lower);

tdm.set (i, i+1, upper);
}
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tdm.set(n-1, n-2, lower);

return tdm;

// Matriisin A pseudoinverssi,
// mddritetddn singulaariarvohajotelman avulla.
public static Matrix pseudoinverse(Matrix A, boolean edit) {
SingularValueDecomposition SVD=A.svd();
Matrix U=SVD.getUQ),
S=SVD.getS(),
V=SVD.getV();
double[] sv=SVD.getSingularValues();
double eps=sv[0]*1.0e-6;

for (int i=0; i<sv.length; i++) {
if (sv[i]>0.0) {
if (edit && sv[il<eps)
S.set(i, i, 0.0);
else
S.set(i, i, 1.0/sv[il);

return V.times(S).times(U.transpose());

public static Matrix SVDsolve(Matrix A, Vec B, boolean edit) {
return SVDsolve(A, B.getMatrix().transpose(), edit);

3

// Yhtdloryhmén ratkaiseminen singulaariarvohajotelman avulla.
// Mahdollisuus singulaariarvojen editointiin.
public static Matrix SVDsolve(Matrix A, Matrix B, boolean edit) {
if (B.getRowDimension() t=A.getRowDimension())
throw new IllegalArgumentException(
"Matrix row dimensions must agree.");

return pseudoinverse(A, edit).times(B);

}

public static double getMin(Matrix mat, int col) {
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double min=mat.get(0, col);

for (int i=1; i<mat.getRowDimension(); i++)
min=Math.min(min, mat.get(i, col));

return min;

3

public static double getMax(Matrix mat, int col) {
double max=mat.get(0, col);

for (int i=1; i<mat.getRowDimension(); i++)
max=Math.max(max, mat.get(i, col));

return max;

}

// Palauttaa taulukon [a b r], missi
// a ja b ovat pienimmdn nelidsumman suoran y=a+bx kertoimet ja
// r korrelaatiokerroin.
public static double[] leastSquaresFitting(
double[] x, double[] y) {
int n=x.length;
double xAv=0.0, yAv=0.0, a, b, r, ssxx=0.0, ssyy=0.0, ssxy=0.0;

for (int i=0; i<m; i++) {
xAv+=x[i];
yAv+=y[i];

}

xAv/=n;
yAv/=n;

for (int i=0; i<mn; i++) {
ssxx+=power (x[i]-xAv, 2);
ssyy+=power (y[i]-yAv, 2);
ssxy+=(x[i]-xAv) *(y[i]-yAv);
}

b=ssxy/ssxx;
a=yAv-b*xAv;
r=ssxy/Math.sqrt (ssxx*ssyy) ;
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return new double[] {a, b, r};

}

// puolisuunnikassdintd

public static double trapezoid(double[] fx, double h) {
int n=fx.length-1;
double sum=(fx[0]+fx[n])/2;

for (int i=1; i<n; i++)
sum+=Ffx[i];

return h*sum;

}

// Simpsonin s&intd
public static double simpson(double[] fx, double h) {
int n=fx.length-1;

if (n%2!=0)
throw new IllegalArgumentException("Array length even");

double sum=fx[0]+fx[n];

for (int i=1; i<n; i+=2)
sum+=4xfx[i] ;

for (int i=2; i<n; i+=2)
sum+=2*fx[i];

return h/3*sum;

// Original algorithm: Numerical Recipes.
// Given the lower and upper limits of integration x1 and x2
// and given n, this routine returns arrays x[0..n-1] and
// wl0..n-1] of length n containing the abscissas and weights of
// the Gauss-Legendre n point quadrature formula.
public static void gauleg(double x1, double x2,
double[] x, double[] w, int n) {
double xm=0.5%(x2+x1),
x1=0.5*%(x2-x1),
EPS=3.0e-11; // EPS is the relative precision.
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// Loop over the desired roots. The roots are symmetric
// in the interval, so we only have to find half of them.
for (int i=1, m=(n+1)/2; i<=m; i++) {

// Starting with the approximation below to the ith root,
// we enter the main loop of refinement by Newton’s method.
double z=Math.cos(Math.PI*(i-0.25)/(n+0.5)),

z1l, pp;

do {
double p1=1.0,
p2=0.0;

// Loop up the recurrence relation to get the
// Legendre polynomial evaluated at z.
for (int j=1; j<=n; j++) {
double p3=p2;
p2=p1;
p1=((2.0%j-1.0) *z*p2-(j-1.0)*p3)/j;
}

// pl is now the desired Legendre polynomial. We next
// compute pp, its derivative, by a standard relation
// involving also p2, the polynomial of one lower order.
pp=n*(z*pl-p2)/(z*z-1.0);
zl=z;
z=z1-p1l/pp; // Newton’s method.

} while (Math.abs(z-z1)>EPS);

x[i]=xm-x1*z; // Scale the root to the desired interval,
x[n+1-i]=xm+x1*z; // and put in its symmetric counterpart.
w[i]=2.0*x1/((1.0-z*z)*pp*pp); // Compute the weight and
wln+l-i]=w[i]; // its symmetric counterpart.

public static double gauleg(double x1, double x2,
double[] x, double[] w, int n, Plottable p) {
gauleg(xl, x2, x, w, n);
double I=0.0;

for (int i=1; i<=n; i++) {
I+=(wlil*p.f(x[i1)); // I=sum(w_ixf(x_i))
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return I;

}

// routine adapted from Numerical Recipes in C
// converting to java and modification 19.09.2004 by Ari Heino
public static double[] polint(
double[] xb, double[] yb, int n, double x) {
int ns=1;
double den, dif, dift, ho, hp, w, y, dy=0;
double[] xa=new double[n+1],
ya=new double[n+1],
c=new double[n+1],
d=new double[n+1];

// input arrays are assumed to be unit-offset.
System.arraycopy(xb, 0, xa, 1, n);
System.arraycopy(yb, 0, ya, 1, n);

dif=Math.abs(x-xal[1]);

// find the index ns of the closest table entry
for (int i=1; i<=n; i++) {
if ((dift=Math.abs(x-xali]))<dif) {
ns=i,;
dif=dift;
}

//initialize the tableau of c¢’s and d’s
clil=yalil;
dlil=yalil;

y=yalns--1; // initial approximation to y

// for each column of the tableau,
// loop over the current c’s and d’s and update them
for (int m=1; m<n; m++) {
for (int i=1; i<=n-m; i++) {
ho=xali]-x;
hp=xali+m]-x;
w=c[i+1]-d[i];
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if ((den=ho-hp)==0.0)
throw new IllegalArgumentException(
"Two input xa’s are (to within roundoff) identical.");

den=w/den;
cli]l=ho*den; // c’s and d’s
d[i]=hp*den; // are updated

// After each column in the tableau is completed,

// we decide which correction, ¢ or d,

// we want to add to our accumulating value of y,

// i.e., which path to take through the tableau

// -forking up or down. We do this in such a way as to take
// the most "straightline" route through the tableau

// to its apex, updating ns accordingly to keep track of

// where we are. This route keeps the partial approximations
// centered (insofar as possible)on the target x.

// The last dy added is thus the error indication.
y+=(dy=(2*ns<(n-m) 7 c[ns+1] : d[ns--1));

double[] ans={y, dy};

return ans;

3

// Derivaatan numeerinen arvio. Algoritmi perustuu viiden pisteen
// kaavaan Abramowitz-Stegun 25.3.6. Sydtteend annetaan funktion
// arvoja f(a+ih), i=0, ..., n-1, askel h seki pisteiden m#ird n.
public static double[] numDer(double[] arril, double h, int n)

throws Exception {

if (n<B) {
throw new
Exception("Too few points for numerical differentiation.");

double[] arr2=new double[n];
for (int i=0, p; i<n; i++) {

if (i<=2) {
p=i-2;

XVIII



} else if (i>2 && i<=n-3) {
p=0;

} else {
p=i-n+3;

3

double p2=p*p,
p3=p*p2,
a=(2%p3-3*p2-p+1)/12.0,
b=(4*p3-3*p2-8*p+4) /6.0,
c=(2xp3-5*p) /2.0,
d=(4*p3+3xp2-8%p-4)/6.0,
e=(2*p3+3*p2-p-1)/12.0;

arr2[i]=((a*arri[i-p-2]1)-(b*arri[i-p-1])
+(c*arri[i-pl)-(d*arri[i-p+1])+(e*arrl[i-p+2]))/h;

return arr2;
}
}

B.3 MatrixIO
Matriisien ja vektoreiden tulostusrutiineja.

package matutl;

import com.braju.format.x*;
import Jama.Matrix;

public class MatrixIO {
public static String vecToString(Vec vec, int fpart) {
return matrixToString(vec.getMatrix(), 5, fpart);

}

public static String matrixToString(Matrix mat) {
return matrixToString(mat, 5, 3);

}

public static String matrixToString(Matrix mat, int fpart) {
return matrixToString(mat, 5, fpart);

}
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// matriisin muuttaminen merkkijonoksi
// ipart=kokonaisosan pituus
// fpart=desimaalien lukum3&ri
public static String matrixToString(
Matrix mat, int ipart, int fpart) {
int m=mat.getRowDimension(),
n=mat.getColumnDimension() ;
String format="%"+(ipart+fpart+1)+"."+fpart+"f";
StringBuffer s=new StringBuffer ("");

for (int i=0; i<m; i++) {
for (int j=0; j<n; j++)
s.append (Format . sprintf (

format, new Parameters(mat.get(i, j))));

s.append ("\n") ;
}

return s.toString();
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