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Téssa tutkielmassa tutkitaan lukion pitkdn matematiikan pakollisia kursseja ja on
keskitytty juuri sellaisiin matematiikan alueisiin, joita voi ratkaista wxMaximan
avulla. Tutkielmassa ei ollenkaan opeteta wxMaximan kidyttod, mutta ohessa on
kirjoittajan tekemé kandin tyo, wxMaximan pikaopas, jossa neuvotaan wxMaximan
kiyttod. Tutkielmasta on kuitenkin jatetty pois geometrian, trigonometrian ja vek-
torien osuudet, koska kolmioita ja vektoreita on hankala piirtdd wxMaximan avul-
la. Néin ollen my6s trigonometriset laskut on jitetty pois raja-arvon, derivaatan
ja integraalin yhteydestd. Tutkielmasta on jitetty pois myos lukujonot, lukuteoria
ja todistaminen. Sen sijaan tutkielmaan on otettu pitkin matematiikan syventivis-
td kursseista puolisuunnikassdanto, Newtonin menetelmé ja laajennettu raja-arvon
sekd integraalin osa-alueita. Ekstra asiaa kohdissa késitelldén asioita, jotka ovat ko-
konaan lukion pitkdn matematiikan kurssien opetuksen ulkopuolella.

Tutkielman toisessa luvussa kerrotaan, mitd lukion opetussuunnitelman perusteet
eli OPSin (2015) kurssien siséltdjé, tutkielman luvat vastaavat. Kurssien OPS (2015)
tavoitteissa kerrotaan vain se osuus OPSin kurssien sisélldisté, joita tdssd tutkiel-
massa késitelladn. Mukaan on laadittu my6s tuntisuunnitelma, kuinka monta tuntia
mihinkin lukuun voisi kiyttaé aikaa, jos tutkielmaa kiytettiisiin pitkin matematii-
kan kertauskurssina lukiossa.

Tutkielman lopussa on kaikkiin tehtdviin vastaukset. Ensin 16ytyy pelkit loppuvas-
taukset ja sitten on tdydelliset vastaukset, jotka on tehty wxMaximalla. Varmaan
moniin laskuihin 16ytyisi toinenkin tapa ratkaista ne.

Taéllaisen tutkielman tekeminen on ajan kohtainen, silld vuonna 2019 matematiikan
yo-kirjoitukset muuttuvat sidhkodiseen muotoon. wxMaxima on valittu juuri yhdeksi
ohjelmaksi, jota voi kiyttda sihkoisissé kirjoituksissa.

Avainsanat: Lukion pitkd matematiikka, wxMaxima
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1 Johdanto

Téssa tutkielmassa on keskitytty pitkdn matematiikan pakollisiin kursseihin
(1,2,4,6,7,8,9 ja 10) ja syventévien kurssien asioista kisitelldén puolisuun-
nikkassddntod, Newtonin menetelmid ja laajennetaan raja-arvon ja integraa-
lin osaamista.

Tutkielmaa voi kiyttad lukion asioiden kertaamiseen. Tutkielman laskut
voi tehdd kahdella eri tavalla. Ensin eri lukujen laskut voi laskea kynan ja
funktiolaskimen avulla. Laskujen vastaukset 10ytyvét sivulta 128 alkaen. Sen
jalkeen voi laskea samat laskut wxMaximan avulla. Kirjan sivulta 132 al-
kaen 10ytyy kaikkiin laskuihin yksityiskohtaiset ratkaisut, jotka on tehty wx-
Maximalla. Téssa tutkielmassa ei anneta ohjeita, miten wxMaximaa kéyte-
tddn. Sen sijaan tutkielman ohessa on wxMaximan pikaopas, jonka tietoja
voi kiyttad ratkaistessa tehtavid wxMaximan avulla. wxMaximan pikaoppas
on kertauskurssin laatijan kandintyo.

Tutkielman esimerkkilaskut ovat itselaadittuja paitsi tutkielman kaksi esi-
merkkiéd: esimerkki 12 sivulla 46 ja esimerkki 2 sivulla 122. Laskutehtavit
ovat itselaadittuja paitsi yksi yo-tehtévi, joka on tehtidvien joukossa nume-
rolla 83 sivulla 105. Tutkielman esimerkki- ja tehtavilaskut ovat samantyyp-
pisid, joita lukion pitkdn matematiikan kirjoissa on. Raja-arvo laskuissa on
esimerkkitehtivit 3 ja 4 sivulla 63, joiden tyyppisid laskuja lukion pitkdn ma-
tematiikan kirjoissa ei lasketa, mutta joita hyvin voitaisiin laskea. Raja-arvo
ja jatkuvuus luvun laskutehtévissid on myos syventédvien kurssien tehtavia.

Tutkielman ldhdekirjallisuutena on kiytetty padasillisesti lukion pitkan
matematiikan Sigma-sarjaa sekd Reijo Lundahlin Pitkin matematiikan ker-
tauskansiota. Ekstra asiaa olevissa kohdissa on kiytetty lihdekirjallisuutena
yliopistokirjallisuutta. Yliopistokirjallisuus késittda kirjoja ja luentomonis-
teita. Paitsi Newtonin menetelmén esimerkki, joka on internetisti olevista
luentomuistiinpanoista.

wxMaximan voi ladata ilmaiseksi omalle koneelleen sivustolta, joka l6ytyy
andrejv.githubio/wxmaxima/. wxMaximan voi ladata Windows, Mac OS X
ja Source koneille.

Turussa 2016.



2 Tutkielman luvut, OPS(2015) ja tuntisuun-
nitelma

Tamén tutkielman tarkoituksena on selvittdd, mita padasiallisesti pitkin ma-
tematiikan pakollisissa kursseissa opetetaan ja miten tehtivid ratkaistaan
wxMaximalla. Tutkielmaan valittiin pdaasiallisesti lukion pitkdn oppiméa-
ran pakollisten kurssien sellaiset aihealueet, joita oli helppo ratkaista wx-
Maximan avulla. Tutkielmaa tehdessi on ollut vield voimassa OPS(2003),
joten lukion kirjoja, joita on kiytetty ldhdekirjoina ei ole vield kirjoitettu
OPS(2015) mukaisesti.

Tasséa tutkielman luvussa halutaan kertoa tutkielman eri luvuista, mitd
ne sisaltiavit, minkd OPS(2015) kurssin sisilt6ja ne ovat, mitd OPS(2015)
mukaan eri matematiikan aihealueista pitéisi oppia [30] ja mit& 1&hdeteoksia
eri luvuissa on kiytetty.

3 luku: Polynomifunktiot

Sisaltaa asiat: lauseke, polynomi, suoran yhtélo, ensimmaéisen, toisen ja
korkeamman asteen polynomiyhtalot, yhtalopari ja yhtaloryhmaé.

2015 OPS: Kurssin 2 sisidltod asiat: toisen asteen ja korkeamman asteen
polynomifunktiot sekd polynomiepayhtilét. Tavoite on oppia ratkai-
semaan toiseen asteen ja korkeamman asteen polynomiyhtéloita seké
polynomiepéayhtiloita. Tavoite on oppia kiyttdmédn teknisid apuvéli-
neitd, kun tutkitaan polynomifunktiota ja kun ratkaistaan polynomiyh-
taloita tai polynomiepéayhtéldiden ongelmia.

Kurssin 5 sisdlto asiat: suora, parabeeli, pisteen etiisyys suorasta. Ta-
voite on oppia suorien ja paraabelin yhtdlot sekd kidyttdmaan teknisid
apuvilineitd ongelmien ratkaisemisessa.

Lihteet: Lukion pitkin matematiikan oppikirjoja [1], [2], [3], [12], [13], lu-
kion pitkéin matematiikan kertausmateriaalia [31], maol taulukot [21],
yliopistokirjallisuus [16], |23], [29], [39], [42]




4 luku: Muita funktioita

Sisaltdd asiat: itseisarvofunktio, potenssi- ja eksponenttifunktiot, juurifunk-
tio ja logaritmifunktio.

2015 OPS: Kurssi 5 sisiltod asiat: itseisarvokasite, itseisarvoyhtélot ja it-
seisarvoepayhtélot. Tavoite on oppia ratkaisemaan itseisarvoyhtaloita
ja itseisarvoepayhtiloita kiytten hyvéksi teknisid apuvilineité.

Kurssi 8 sisaltod asiat: potenssilaskut, juuri-, eksponentti- ja logaritmi-
funktiot. Tavoite on oppia juuri-, eksponentti- ja logaritmifunktioden
ominaisuudet ja oppia ratkaisemaan funktiot kiyttden teknisid apuvéli-
neitd. Tavoite on oppia mallintamaan erilaisia ilmioté, joissa tapahtuu
vahenemisté ja kasvamista, eksponenttifunktioiden avulla.

Lihteet: Lukion pitkdn matematiikan oppikirjoja [1], 3], 6], [11], lukion
pitkdin matematiikan kertausmateriaalia [31|, yliopistokirjallisuus [16],
[35]

5 luku: Raja-arvo ja jatkuvuus
Sisdltaa asiat: raja-arvo, raja-arvo ddrettomyydessé ja jatkuvuus.

2015 OPS: Kurssi 6 sisdltdd asiat: funktion raja-arvo ja jatkuvuus. Tavoite
on oppia kisitykset raja-arvosta ja jatkuvuudesta ja oppia kdyttamain
teknisid apuvélineitd apunaan, kun tutkii raja-arvoa ja jatkuvuutta.

Kurssi 13 sisaltda asian: funktioiden raja-arvot ddrettomyyksissa. Ta-
voite on oppia laskemaan fuktioiden raja-arvoja darettomyydessa seka
kiyttamaan teknisid apuvilineitd téllaisia laskuja laskettaessa.

Lihteet: Lukion pitkin matematiikan oppikirjoja ja etélukio netissé [5],
[20], [8], lukion pitkin matematiikan kertausmateriaalia [31], yliopis-
tokirjallisuus [40], [39]




6 luku: Derivaatta
Sisdltaa asiat: derivaatta, ddriarvokohdat ja sovellukset.

2015 OPS: Kurssi 6 sisdltad asiat: derivaatta, dériarvojen méaérittdminen.
Tavoite on oppia derivoimaan, madrittaméan ddriarvot ja tulkitsemaan
derivaatan avulla polynomifunktion kulkua. Derivaatta laskuissa on hy-
va, osata kiyttaa teknisid apuvélineita.

2015 OPS: Kurssi 8 sisiltdd asiat: juuri-, eksponentti- ja logaritmifunktioi-
den derivaatat. Tavoite on oppia tutkimaan derivaatan avulla juuri-,
eksponentti- ja logaritmifunktioita. Osata hyodyntda eksponenttifunk-
tioita, kun mallintaa ilmi6itd, joissa on vihenemisté ja kasvamista. Osa-
ta kiyttad teknisid apuvélineitd, kun selvittdd sovellusongelmia, jotka
liittyvét juuri-, eksponentti- ja logaritmifunktioiden derivoimiseen.

Lihteet: Lukion pitkdin matematiikan oppikirjoja [5], [6], lukion lyhyen ma-
tematiikan oppikirja |37, lukion pitkdin matematiikan kertausmateriaa-
lia [31], ammattikorkeakoulukirjallisuus [28|, yliopistokirjallisuus [24],
[26], [41], [33]

7 luku: Integraalifunktio
Sisdltaa asiat: integraali, méaratty integraali ja tilavuus.

2015 OPS: Kurssi 9 sisaltdd asiat: Integraali. Tavoite on oppia integroi-
maan erilaisia alkeisfunktioita ja kisittdmaan integraalin merkitys. Ym-
méartdd, mitd merkitsee méariatty integraali ja osata laskea méadrdtyn
integraalin avulla pinta-aloja ja tilavuuksia. Osata integraalilaskuja las-
kiessa kdyttad hyviksi teknisia apuvilineitd. Integraalilaskujen yhtey-
dessd perehdytdan sovellutuksiin, joita tehddédn integraalin avulla.

Kurssi 13 siséltaé asian: Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurs-

si. Tavoite on tdydentdd integraalilasku taitoja.

Lihteet: Lukion pitkin matematiikan oppikirjoja [7], [14], [18], lukion pit-
kén matematiikan kertausmateriaalia [31], yliopistokirjallisuus [16], [25]




8 luku: Tilasto
Sisaltdd asiat: tunnusluvut ja normaalijakauma.

2015 OPS: Kurssi 10 sisiltda asiat: tilastollinen jakauma, joka on diskreet-
ti tai jatkuja. Jakauman tunnusluvut. Normaalijakauma. Tavoite on
osata havainnollistaan jakaumia, jotka ovat jatkuvia tai diskreetteja.
Osata kiyttda teknisid apuvilineitd tiedon hakemisessa, tiedon késit-
telyssd, tulkitsemisessa ja tunnuslukujen maarittdmisessd. Ymmartaa
jatkuvan todennikoisyys kisitteen ja osaa kiyttdd normaalijakaumaa.
Osata kayttad teknisid apuvilineitd, kun lasketaan erilaisia todenné-
koisyysjakaumia parametrien avulla.

Lihteet: Lukion pitkdn matematiikan oppikirjoja [4], [17], yliopistokirjalli-
suus [32]

9 luku: Todennékoisyys

Sisdltaa asiat: klassinen, tilastollinen ja geometrinen todennéikdisyys, kom-
binatoriikka, kompleksisadnto, kerto- ja yhteenlaskusddnnot ja binomi-
todenndisyys.

2015 OPS: Kurssi 10 sisdltdaa asiat: kombinatoriset menetelmét, todennéaki-
syyden laskusddnnot. Tavoite on perehtyd todennédkdisyyden kisittee-
seen, laskusdantoihin, kombinatorisiin menetelmiin sekd oppia kaytta-
médn teknisid apuvilineitd todennikoisyyksia laskettaessa.

Lihteet: Lukion pitkin matematiikan oppikirjoja ja etédlukio netissd [4],
[17], 19] yliopistokirjallisuus [43], |10]

10 luku: Matemaattiset menetelméit
Sisaltdd asiat: puolisuunnikassdinto, Newtonin menetelma.

2015 OPS: Kurssi 12 sisaltaé asiat: puolisuunnikassdanto ja Newton-Raphnonin
menetelmé. Tavoite on oppia oppia ymmartaméaan algoritmeja seké
kiyttamaan teknisid apuvilineitd algoritmien laskutoimituksissa.

Lihteet: Lukion pitkdn matematiikan oppikirjoja [15], [19], yliopistokirjal-
lisuus [38], [36]




Tuntisuunnitelma

Tuntisnunnitelma 45 min tunti| 75 min tunti
1. Polynomifunktiot 3 2
2. Muita funktioita 4 2
3. Raja-arvo ja jatkuvous 3 2
4. Derivaatta 4 3
5. Integraalifunktio 4 3
6. Tilasto 2 1
7. Todenndkdisyys 3 2
8. Matemaattiset menetelmat 2 1
Yhteensd 25 16

Kuva 1: Tuntisuunnitelmat eri pituisille tunneille



3 Polynomifunktiot

3.1 Lauseke

Lauseke muodostuu numeroista ja kirjaimista, joiden avulla voidaan laskea
laskutoimitus. Esimerkkeji lausekkeista ovat (2—xz)(4—=), 2a*+bx+c,
6, 2¢ — 1.

Lausekkeen arvon laskeminen tarkoittaa sitd, ettd lausekkeen kirjaimien
kohdalle laitetaan numerot. Kun lauseke on (v — 2)(z —4) ja z = 1,
niin lausekkeen arvo on (1 —2)(1 —4) = 3.

Lausekkeen sieventdminen tarkoittaa, ettd suoritetaan lauseessa olevat
laskutoimitukset. (z — 2)(z — 4) = 2% — 6z + 8



3.2 Polynomi

Polynomiksi kutsutaan lauseketta P(z) = a,2™ + ap_12™ ' + ... + agz? +
a1 + ag. Kirjaimet a,,a,_1,...,a; ja ag ovat vakiota ja niitd sano-
taan kertoimiksi. Kertoimet ovat reaalikertoimia eli ne voivat saada re-
aalilukuarvoja. Kirjain  on muuttuja. Polynomin termeja ovat a,xz",
An_12" 1 asx? ja ajx. Vakiotermi on ay. Polynomin asteluvun kertoo
suurin potenssiluku, jonka kerroin a, ei ole nolla.

Esim. 1 Polynomi on 322 + 2z.
Polynomin termeji on kaksi 322 ja 2z.
Polynomin kertoimia ovat 3 ja 2.
Muuttujaosia ovat z2 ja z.
Polynomin asteluku on 2.

Polynomin yhteenlaskussa samaa astetta olevat muuttujatermit ja va-
kiotermit lasketaan yhteen.

Esim. 2 Laske (32% + 5z) + (222 — 3x).

Ratkaisu :
(32% 4 5z) 4+ (222 — 3x) = 32* + bz + 22 — 3 = 5a? + 2z

Polynomin vihennyslaskussa samaa astetta olevat muuttujatermit ja va-
kiotermit vahennetiin toisistaan. Miinus sulkeen edessi muuttaa kaik-
kien sulkeessa olevien termien merkit vastaluvuiksi.

Esim. 3 Laske (322 + 5x) — (22% — 3z).

Ratkaisu :
(322 + 5x) — (222 — 3z) =322 + hx — 222 + 3z = 2* + Tx

Polynomin kertolaskussa eriastetta olevia muuttujatermejé ja vakiota ker-
rotaan keskendin tietyssé jarjestyksessa.

Esim. 4 Laske (322 + 5z)(22% — 3z).

Ratkaisu :
(32% 4 5x) (22 — 3z) = 322 - 222 + 3% - (—3x) + 5z - 202 + 5z - (—3x) =
62 — 923 + 102% — 1522 = 62* + 23 — 1522



Tarkeat kaavat:

(a+b)(a—b) =a?—b?
(a+ b)* = a® + 2ab + b*
(a —b)? = a® — 2ab + b*

Polynomien jakolasku eli rationaalilauseke on muodoltaan
Molemmat P(x) ja Q(z) ovat polynomeja ja Q(x) # 0.

Tarkeat kaavat:

Ft o= Ltlbc nimittdjat samannimisiksi.
4 & — edbe pimittdjit samannimisiksi.
a.c

b d d . . .

75 =1%-% Jjakajasta kiédnteisluku.

. 1 1
Esim. 5 Laske yhteenlasku 5 + _=.

P(z)
Qz)"

Ratkaisu :
L_’_L — z—1 + z+1 — x—lta+41 __ 2z
x+1 z—1 (z4+1)(z—1) (z+1)(z—1) (z+1)(z—1) (z+1)(z—1)
Esim. 6 Laske vihennyslasku ;—ﬂ — i—ﬁ
Ratkaisu :
241 z—1 _ (z+l)(z+1) (z=1)(z—=1) _ (z+1)(z+1)—(z—1)(z=1) _ 22 H2x+1—(22—22+1) _
z—1 241 (z—1)(z+1) (z+1)(z—1) (z+1)(z—1) (z+1)(z—1)
24 2x+1—a?F2x—1) 4z _ 4x
(z+1)(z—1) T (1) (z—1) T 221
Esim. 7 Laske kertolasku ”T(z?;ffﬂ) : 5&%1_)?
Ratkaisy : ,
z(z?4+22+1) Sz(z—1) _ z(xz+1) Sx(z—1) __ _ 2
z—1 Ttz T z—1  (@+lz ($+1)5$ = 577 + b
Esim. 8 Laske jakolasku —* : —*5.
Ratkaisu :
T r _ _ T z—1 __ z z—1 __ 1
22—1 " z—1  22-1 =z _ (e+)(=—1) &  a+1



Tehtavia

1 Laske lausekkeiden arvot a) (—z — 2)(4 — z) b) L2241 () 142
kinzx=-2, x=0jax=1.

2 Sievenni a) (2a + 3b)? — (2a — 3b)?, b) 2(—4b + 3)* — (—24b +9)2,
¢) (24 22)(2 —2z) — (2 — 2x)?

3 Sievenni a) (z +1)%, b) (2z —2)%, ¢) (2z + 1)*(2z — 1)

4 Laske polynomien P(z) =2? — 2z —2ja R(z) = 2? — 3x + 1
a) summa P(x) + R(z), b) erotus R(z) — P(x) ¢) erotus P(x) — R(x)

d) kertolasku P(z)R(z), €) jakolasku 72, kun R(z) = 2? — 3z + 2.

z2—1 + 2z b) 2(a—b) . 2(b—a) ) 12(a?42a+1)  6(a—1)

5 Sievennd a) T + . a1 * l1-a 1(a®—2a+1)2 " (a+1)3

6 Tupu ja Hupu laskevat kotilaskua L : £EL Tupu sai vastaukseksi 1 ja

Hupu ﬁ a) Kumpi sai oikean vastauksen? b) Mink& virheen toinen
poika teki heti laskunsa alussa?

10



3.3 Swuoran yhtilo

Suoran yhtélo on yleisessd muodossa ax +by+c = 0, kun z ja y € R. Suoran
yhtilo voidaan kirjoittaa myds ratkaistussa muodossa y = kx + b.

Suoran yhtidlon y = kxr + b muodostaminen ja suorien ominaisuuksia:

e Kun tunnetaan kaksi pistetta (z1,y1) ja (z2,y2), niin ndiden pis-
teiden kautta kulkevan suoran kulmakerroin lasketaan kaavalla

k= % Kulmakerroin &k kertoo suoran kaltevuuden.

e Suoran yhtélo voidaan laskea, kun tiedetdén yksi piste (z1,y1) ja

kulmakerroin k. Suoran yhtélo on y — y; = k(x — x1).

e Suoran yhtdlo on laskeva, kun kulmakerroin k on negatiivinen.

(k <0).

e Suoran yhtdlé on nouseva, kun kulmakerroin %k on positiivinen.

(k> 0).

e Kun kulmakerroin on nolla (k = 0), on suora z-akselin suuntainen
ja muotoa y = b.

e Kun kulmakerrointa ei ole ollenkaan eli kulmakerrointa ei voi
madritelld, on suora y-akselin suuntainen ja muotoa = = a.

e Mitd suurempi kulmakertoimen itseisarvo on, sitd jyrkempi on
suora.

e Suoran yhtédlon y = kx + b vakiotermi b kertoo, missd kohdin
suora leikkaa y-akselin.

e Kun kulmakertoimet ovat yhtasuuret (k; = kz), ovat suorat yh-
densuuntaisia ja tatd merkitdén lyhyesti s||¢. Taméan helposti voi
selvittdd vertailemalla suoran yhtéloitd y = kx + b toisiinsa.

e Jos kulmakertoimet ovat yhtésuuret (k; = ko) ja vakiotermit ovat
yhtésuuret (b; = bs), on kyseessd sama suora.

e Jos suora on muotoa y = kz, suora kulkee origon kautta.

e Jos kahden suoran kulmakertoimien tulo on miinus yksi
(k1 - ko = —1) ovat suorat kohtisuorassa toisiinsa nidhden ja tata
merkitdan lyhyesti s L ¢.
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k1—ko
1+k1ko "

e Kahden suoran vilinen kulma on tan a = |

e Suoran ax + by + ¢ = 0 etdisyys pisteesta (o, yo)
on d = lazo+byo+-c|
VaTtiE

Muita tarkeitd kaavoja :

e Kahden pisteen vilinen vélinen etdisyys on |AB| = \/(IQ —21)% + (y2 — 11)?,
kun A = (x1,y1) ja B = (22, Y2).

e Kun janan péaitepisteet ovat A = (z1,y1) ja B = (x2,y2), on
janan keskipiste (£1f%2 #13¥2)

Esim. 1 a) Mikd on kahden pisteen (1,2) ja (2, 3) vélisen suoran kulmaker-
roin. b) Muodosta suoran yhtélo. ¢) Onko suora nouseva vai laskeva?
d) Kuinka kaukana piste (1,2) on pisteesta (2,3) ?

Ratkaisu :
a) k= % = % =1
b) y —y1 = k(z — 1)
y—2=1x—1)
y=x—1+2
y=x+1
¢) Suora on nouseva, koska kulmakerroin on positiivinen.

d) \/($2—$1)2+(y2—y1)2= \/(2—1)2—1—(3—2)2:\/124—12:\/§_

Esim. 2 a) Laske kahden suoran y = 22+ 3 ja y+ 3z +2 = 0 vilisen kulman
suuruus. b) Miké on pisteen (2,3) etiisyys suorasta y = 2z + 37

Ratkaisu :

aA)y+3r+2=0<=y=—-3x—2.

Suorien kulmakertoimet ovat k; = 2 ja ky = —3
_ | k1i—k 1 2=(=3) | _ 15 _ _ o

tan o = llik1,j2| = |1+2.(_3)\ = =% =1, a=45°.

b)y=2r+3<= 20+y—3=0

d = lazotbyotrel _ [=224134(3) _ |=4 _ 4 _ 4V5
Va2+b2 \/(_2)2+12 V5 5 5 °

12



EXTRA ASIAA

Jos suora on muotoa y = kz, suora kulkee origon kautta. Tdmé& suora
kulkee my6s pisteen (1, k) kautta. Sen sijaan téitd suoraa kohtisuorassa oleva
suora kulkee pisteen (—k, 1) kautta.
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Tehtavia

7 Maaritd suoran yht#lo, kun pisteet ovat a) (1,2) ja (4,5) b) (=1,1) ja
(27 _2) C) (270) ja (27 _2) d) (_17 1) ja (17 1)

8 Kolmion kérkipisteet ovat (—1,1), (4,5) ja (6, —3). Laske kolmion sivujen
kautta kulkevat suorat.

9 Kolmion kirkipisteet ovat (1,2), (2,4) ja (3,1). Laske kolmion ala.

10 Janan paitepisteet ovat (3,2) ja (—3,4). a) Maérita janan keskipisteen
kautta kulkevan suoran yhtilo, joka kulkee myds pisteen (1,1) kautta.

b) Laske janan ja suoran vilisen kulman suuruus yhden desimaalin
tarkkuudella.

11 Laske suorien 9z — 3y + 15 = 0 ja 122 — 4y — 8 = 0 vélinen etiisyys
kahden desimaalin tarkkuudella.

12 Tupu, Hupu ja Lupu ovat metsinkorvessa. He ovat todella visyneité.
Heidén sijaintinsa Ankkalinnan kartalla on (5,5). a) Laske minne heil-
14 on lyhyin matka Ankka Hotelliin, jonka sijainti on (2,2), omaan ko-
tiin (8, 3) vai Akun mokille (6,9). b) Médritd lyhyimmén polun tarkka
reitti, eli suoran yhtalo.
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3.4 Ensimmaiisen asteen polynomifunktio

Funktio on ensimméisen asteen polynomifunktio, jos funktio on sievennetty-
nid muotoa azx + b = 0, missé a ja b ovat vakiota, x € R ja a # 0.

Ensimmaéiisen asteen polynomifunktion ratkaiseminen:

e Muuttujatermit siirretdiin yhtalon vasemmalle puolelle ja vakio-
termit oikealle puolelle.

e Yhtilon kummallekin puolelle lisdtdin sama termi tai vakio.
e Yhtalon kummaltakin puolelta vihennetdin sama termi tai vakio.

e Yhtdlon kummatkin puolet kerrotaan samalla luvulla. Luku ei
saa olla nolla.

e Yhtédlon kummatkin puolet jaetaan samalla luvulla. Luku ei saa
olla nolla.

e Jos polynomifunktio siséltdd murtolukulausekkeita, kannattaa ni-
mittdjat ensiksi poistaa. Tama tapahtuu kertomalla polynomin
kummatkin puolet samalla luvulla.

e Jos vastaukseksi saadaan 0 = 0, polynomin vastauksia ovat kaikki
reaaliluvut.

e Jos vastaukseksi saadaan n = 0, n € R, polynomilla ei ole rat-
kaisua.

15



Esim. 1 Ratkaise 3(2z 4+ 1) = 2(2z + 3).

Ratkaisu :
32z +1) =222+ )
6r+3=4r+9 | —4x
6r—4r+3=4x —4x+9

20+3=9|-3
2r+3—-3=9-3
20 =6 | :2

r=3

Esim. 2 Ratkaise 2z — 6‘%6 = g

Ratkaisu :
20— 850 = 7 |1
6-20—6-%20 =62
122 — (62 + 6) = 3z
12z — 6z — 6 =3z
6x — 6 = 3x |+6
6r—6+6=3x+6
6r =3z +6 |3z
6r—3r=3x—3x+6
3r =63
T =2

EXTRA ASIAA

Lauseke voidaan merkité funktioksi esimerkiksi muodossa f(z) = 3z + 2.
Lauseke on funktio, jos f : A — B on bijektio. Joukkoa A kutsutaan méaarit-
telyjoukoksi. Ja joukkoa B arvojoukoksi. Funktio on bijektio, jos se on seké
injektio ettd surjektio. Eli funktio on injektio, jos joukon B alkiota b kohti
on olemassa korkeintaan yksi alkio a joukossa A. Funktio on surjektio, jos
jokaisella joukon B alkiolla b on olemassa viahintddn yksi alkio a joukossa
A. Bijektio merkitsee, etti jokaista joukon B alkiota kohti 16ytyy tdsmélleen
yksi alkio joukosta A. T#atd merkitaan lyhyesti f(a) = b.

16



Tehtavia

13 Ratkaise a) 4(2z +2)3 = 3(4x +4)2 b) 3(3 + 52)6 = 6(3z + 2)5
¢) 2(—5z + 2)4 = 3(2z — 3)4

14 Ratkaise a) 2(x +3z) — 522 +3) =5Db) —=5(—22+7) +4(3—22) =1
c) =82+z)—2y+5)2=-y+3x—y)+zx

15 Ratkaise a) —3z + 2* — 30+ 322 = 42* —8xr — 5
b) 3(z* +3z+1) —4(2* +br +2) = —2* — 132 — 9

16 Ratkaise fysiikan kaavoja.
a) A=?kun p= 1L,
b) F =7 kun p = £,
¢) h =7 kun p = hpg,
d) p =" kun p = hpg,
k

e)k =? kun E, = Lka’.

17 Akun palkkapussista meni viime kuussa 25% veroihin, neljisosa vuok-
raan, kuudesosa auton kustannuksiin ja muuhun eldmiseen jii 800 eu-
roa. Kuinka paljon Aku tienasi?

18 Tupu, Hupu ja Lupu olivat hiihtolomalla toissd. He saivat eri suuret palk-
kapussit. Hupu sai 25 euroa enemmén kuin Tupu. Lupu sai 77 euroa
vihemman kuin Tupu. Yhteensd he saivat 1448 euroa. Laske, kuinka
paljon kukin poika sai palkkaa.
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3.5 Toisen asteen polynomifunktio

Funktio on toiseen asteen polynomifunktio, jos funktio on sievennettyna muo-
dossa f(z) = ax® + bx + ¢, missi b, c ja z € R ja a#£0.

Toisen asteen polynomifunktion ominaisuuksia:

Kuvaaja on paraabeli.
On ylospain aukeava paraabeli, jos a > 0.
On alaspiin aukeva paraabeli, jos a < 0.

Nollakohdat saadaan laskettua toisen asteen yhtéalon ratkaisukaa-

. _ /b2 _
valla eli x = W.

Jos b? + 4ac > 0, on funktiolla kaksi nollakohtaa.
Jos b 4 4ac = 0, on funktiolla yksi nollakohta.
Jos b + 4ac < 0, ei funktiolla ole yhtiin nollakohtaa.

Huippu on sielld, missi funktio saa suurimman tai pienimmé&n
arvonsa.

Huipun z-koordinaatti saadaan laskettua kaavalla xq = Lﬁ
missi xq ja xo ovat funktion nollakohdat.

Y

K2+ 2% +1
()

Kuva 2: Ylospiin aukeneva paraabeli, jolla yksi nollakohta.

18



S22+ IS
()

helposti, kun on ratkaistu funktion nollakohdat.

e Jos funktiolla on kaksi nollakohtaa x; ja x»,
on f(z) =a(zr — x1)(x — x9).

e Jos funktiolla on yksi nollakohtaa 1, on f(z) = a(z — x1)%

e Jos funktiolla ei ole nollakohtia, ei funktioita voi jakaa tekijéihin.
Vaillinainen toisen asteen funktion ominaisuuksia:

e Jos funktiolta puuttuu ¢, funktio on muotoa f(z) = ax? + bux.
Funktio ratkaistaan laskemalla z(az + b) = 0.
Funktion ratkaisut ovat = 0 tai (ax 4+ b) = 0.
r=0talzr= —2.

e Jos funktiolta puuttuu b, funktio on muotoa f(z) = ax? + c.
Funktio ratkaistaan laskemalla az? = —c.
Ratkaisut ovat = £,/—%. (=< >0)

e Jos funktiolta puuttuu b ja c. Funktio on muotoa az? = 0.
Funktion ratkaisu on = = 0.

Esim 1 Funktio f(z) = 32% + 3z — 6 on toisen asteen polynomifunktio.
a) Onko funktio ylospéin vain alaspiin aukeneva polynomifunktio?
b) Laske funktion nollakohdat. ¢) Laske funktion huippu. d) Piirré funk-

tio f(x).
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Ratkaisu :

IM2+3 %6

a) Funktio on ylospéin aukeneva polynomifunktio, koska a on positii-
vinen luku.

b) Lasketaan funktion nollakohdat toisen asteen ratkaisukaavalla.
—344/32—4.3.(—6)

23
_ —34+/0472
="
T = —316\/87
_ =39
r= =5
x =1 tai x = —2. Funktion nollakohdat ovat x =1 ja x = —2

¢) Huippu lasketaan &dsken saatujen nollakohtien avulla.
_ zi4xe _ 14-2-1
To="%5"="5 73 )

Siis huipun z-koordinaatti on =-.
Huipun y-koordinaatti saadaan sijoittamalla z = ’71 polynomifunktion
lausekkeeseen.

Yo =3 - (_71)2 +3- _71 —6= —% = —6%. Huippu on (—%,—6%).

I i SRS

'
(s3]

Kuva 4: Funktio f(z) = 322+ 3z — 6
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Ratkaisu :
Funktion nollakohdiksi saatiin x = 1 ja x = —2. Funktion a on 3, joten
funktio tekijoihin jaettuna on 3(x — 1)(z — (—2)) = 3(z — 1)(x + 2).

Esim 3 a) Ratkaise 22 — 121 =0 b) 2% + 22 = 0.

Ratkaisu :

a) 22 — 121 = 0
2?2 =121
z =411

b) 2% + 2z =0
z(z+2)=0
r=0talx = -2

21



Tehtavia

19 Funktio on f(z) = 2? 4+ 4 + 4. a) Laske funktion nollakohdat. b) Laske
funktion huippukohta. c¢) Piirrd funktio xy-koordinaatistoon. d) Jaa

20 Funktio on g(z) = 222 + z — 3. a) Laske funktion nollakohdat. b) Laske
funktion huippukohta. c¢) Piirrd funktio xy-koordinaatistoon. d) Jaa

21 Funktio on [(z) = —22? + 3z — 3. a) Laske funktion nollakohdat. b)
Laske funktion huippukohta. ¢) Piirrd funktio zy-koordinaatistoon. d)

22 Ratkaise
a) 222 + 5+ 6x — 20 — 2x + 22 =0
b) 2z +5=2*—5r—6
¢) 2x — 10 = —4a® — z
d) 2 + = —2® + 5w — 2

23 Ratkaise
a) 622 = 42?
b) 422 —x = 3z
c) b —125=0
d) 322 +10=0

24 Tupu, Hupu ja Lupu loysiviat kadulta karhukoplan aarrekartan. Kartassa
luki, ratkaise, missi polynomifunktiot f(z) = 52% — 4z — 1 ja g(x) =
4% —2x+2 leikkaavat toisensa. Leikkauspisteiden koordinaatit 16ytyviit
Ankkalinnan kartalta. Katkomme ovat leikkauspisteissa.
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3.6 Korkeamman asteen polynomifunktio

Korkeamman asteen polynomifunktion on yleisessd muodossa
f(z) = apz" + ap12" 1+ ...+ a1x + ag = 0, missi an,a,_1, ...,a1, ap € R,

ja a,##0.

Korkeamman asteen polynomifunktion ominaisuuksia:

Funktion asteluku on korkeampi kuin kaksi.
Funktio on kaikkialla méaritelty.
Funktio on kaikkialla jatkuva.

Funktiolla on enintddn n kappaletta nollakohtia.

f(z) = alr — z1)(x — x3)...(z — x,), missid a on korkeimman
asteen termin kerroin.

Jos funktiolla on n-kertainen nollakohta, merkitdan sen nollakoh-

Korkeamman asteen polynomifunktion ratkaiseminen:

Yhteisen tekijan ottaminen.
33 — 42? — 322 =0
z(32% —4x —32) =0

r=0taiz=4taizx=—-88=-22

3

wloo

Ryhmitteleminen.

P +202 -1 —-2=0

(23 +22%) — (z+2)=0
?(r+2)—(z+2)=0
(r+2)(x2—1)=0
r=-—2tair=—-1taiz=1

Neljannen asteen yhtdlon muuttaminen toisen asteen yhtéloksi.
—42* + 422 — 1 = 0 korvataan y = 22
—4y? + 4y —1=0

y=3
Nytx21:%
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e Jos kokonaisluku polynomilla on rationaali juuria, voidaan ne las-
kea ag ja a, avulla. Jos p on ap:n jokin tekiji ja ¢ on a,:n jokin
tekijd. Niin polynomin juuri voi olla ’é, —%, 1 tai —1.
3+ 42> +2 -6 =0.

Mahdollisia nollakohtia ovat * = £6 , v = £3 x = +2 jax = £1.
Kokeilemalla huomataan, ettd x = 1 toteuttaa yhtalon.
1P+4-124+1-6=0.

Yhtilo on jaollinen (x — 1).

(23 + 422 + 2 —6)/(x — 1) = 2% + 5z + 6.

(x—1)(z* +52+6)=0

r=1taix=—-2taiz=-3

Korkeamman asteen polynomifunktion kuvaajia:

1

05

0 L.
-1

-15

4P+

-2

-2 15 -1 05 0 05 1 15 2
X

Kuva 5: Kaksi nollakohtaa.

)3+ N2 +x-6
[

Kuva 6: Kolme nollakohtaa.
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Tehtavia

25 Ratkaise.
a) —3x3 + 4x? + 4z =0
b) 423 +42? —x—1=0
¢) 2+ 522 +8x+4=0
d) 4 -2t +422 —4=0

26 Ratkaise.
a) 223 — 2% = —23 — 22 + 2
b) 70x® — 8z* + 1 = =53 + 172 + 3z
¢) 12 — 2? = 122% — 24 — 2*

27 Muodosta polynomin yleinen muoto,
a) kun korkeimman asteen termin kerroin on 2 ja polynomin kaikki yk-
sinkertaiset nollakohdat ovat 1, —2 ja 3.
b) kun korkeimman asteen kerroin on —3 ja kaksinkertaiset nollakoh-
dat ovat —1 ja yksinkertainen nollakohta on 1.
¢) kun korkeimman asteen termin kerroin on 4 ja polynomilla on kol-
minkertainen nollakohta 2.

28 a) Funktiolla f(x) on kolme yksinkertaista nollakohtaa z = —1, z =1 ja
x = 2. Funktio on f(3) = 16. Maarita f(x).
b) Funktiolla g(z) on yksinkertaisia nollakohtia z = —1 ja 2 = 3 ja
kaksinkertainen nollakohta = = —2. Funktio ¢g(2) = 144. M&aritd g(x).

29 Laske, koska funktiot f(z) = 2®> —2?—z+1ja g(x) = 2° —42? — 112+ 30
leikkaa z-akselin.

30 Tupu, Hupu ja Lupu kulkevat Ankkalinnassa mutkittelevaa polkua pit-
kin, jota kuvaa funktio f(z) = x* — 4% Aku kulkee Ankkalinnassa
mutkittelevaa polkua g(z) = 22 — 8z. Missii kartan koordinaateissa
Tupu, Hupu ja Lupu voivat torméatd Akuun eli polut leikkaavat aivan
toisensa.
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3.7 Yhtilopari ja yhtaloryhméi
3.7.1 Yhtalopari

Yhtalopari muodostuu kahdesta lineaarisesta yhtélostéd eli kahdesta ensim-
maéisen asteen yhtalostd. Naissd yhtdloissd x ja y ovat tuntemattomia. En-
simmaisen yhtdlon muuttujien kertoimista A; ja B; vain toinen voi olla nolla.
Samoin toisen yhtalon muuttujien kertoimista A, ja By vain toinen voi olla

nolla.
A+ By =G,
AQ.T + Bgy = CQ

Yhtédloparin ratkaisujen lukuméira:

e Ratkaisuja on yksi, jos kaksi suoraa leikkaa toisensa.

e Ratkaisuja ei ole, jos suorat ovat yhdensuuntaiset ja suorien va-
kiotermit ovat eri. (Eli suorat ovat s || ¢, kulmakertoimet ovat
a; = as ja vakiotermit ovat by # by. Suorien kulmakertoimet ja
vakiotermit ndhdain yhtalon muodosta y = ax + b.)

e Ratkaisuja on ddreton méaérd, jos suorat ovat yhdensuuntaiset ja
suorien vakiotermit ovat samat. Toisin sanoen yhtilot kuvaavat
samaa suoraa. (Eli suorat ovat s || ¢, kulmakertoimet ovat a; = ay
ja vakiotermit ovat by = by.)

Yhteenlaskumenetelmi ensimmaisen asteen yhtiloparin ratkaisemisessa:

e Kerro toinen tai molemmat yhtélot. Tavoitteena on saada toisen
muuttujan kertoimet toistensa vastaluvuiksi.

e Laske yhteen yhtdlot tai vihennd yhtalot toisistaan. Tavoite on,
ettd toinen muuttuja havida pois.

e Ratkaise saatu ensimmadisen asteen yhtalo.

e Sijoita saatu muuttujan arvo toiseen yht#dloon. Ratkaise toisen
muuttujan arvo.
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Esim 1 a) Ratkaise.

20+ 2y =6
—4xr +y = —2

Ratkaisu :

20 +2y =6
—dr+y=-2| -2

20 +2y =6
8r —2y =4

10z =10 | :10
r=1
Sijoitetaan saatu x = 1 toiseen yhtiloon.
—Adr+y=-2 |z=1

—4-1+y=-2

M A o . o o,

-1 05 0 05 1 15 2 25 3
X

Kuva 7: Suorat 2x + 2y = 6 ja —4x + y = —2. Suorat toisessa muodossa
kirjoitettuna y = 3 — x ja y = 4x — 2.
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Sijoitusmenetelma yhtiloparin ratkaisemisessa:

Ratkaise toinen yhtéld toisen muuttujan suhteen.
Sijoita saatu lauseke toiseen yht&loon.
Ratkaise saatu ensimmaéisen asteen yhtalo.

Sijoita saatu muuttujan arvo toiseen yhtdlodn. Ratkaise toisen muuttujan
arvo.

Jos yhtéloparista toinen ei ole lineaarinen eli ei ole ensimméisen asteen yh-
talo, yhtaloparin ratkaisu onnistuu usein sijoitusmenetelmalld. Télloin yhté-
l6paria ratkaistessa voidaan tarvita toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaa.

Esim 2. a) Ratkaise.

2420 —y=—1
20—y = =2
Ratkaisu :

2 +2z—y=-1
y=2x+2

2+ 22— (20 +2)= -1
2 4+2r—20—-2+1=0
22—-1=0

2?2 =1
r=1taxr=-1
Sijoitetaan saatu arvo xz = 1 jalkimmaiseen yht&loon.
2r—y=-2 |z=1
2-1—y=-2
2—y=-2

y=4
Sijoitetaan saatu arvo x = —1 jidlkimmadiseen yhtaloon.

2 —y=-2 |z=-1
2. 1—y=—2
9 y=-2

y=0
Suora ja paraabeli leikkaavat toisensa pisteissd (1,4) ja (—1,0).
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XM 2+D% x+1 '/’
4 L Pu+2

Kuva 8: Paraabeli 22 + 22 — y = —1 ja suora 2z — y = —2. Yht#lot toisessa
muodossa kirjoitettuna y = 22 + 2z + 1 ja y = 2z + 2.

3.7.2 Yhtaloryhma

Yhtaloryhméan ratkaiseminen:

Muodosta yhtéaloista kaksi yhtéloparia.

Eliminoi yhtédlopareista sama muuttuja. Voit kiyttdad yhteenlasku- tai sijoi-
tusmenetelméa.

Muodosta saaduista yhtaloista yhtalopari.
Ratkaise yhtaloparin muuttujat.
Ratkaise kolmas muuttuja jonkun alkuperdisen yhtdlon avulla.

Yhtaloryhmélla on ratkaisu, jos kaikki yhtalot leikkaavat toisensa samassa
pisteessa.

Tarkasta saatu vastaus, sijoittamalla saadut muuttujan arvot kaikkiin yhtéa-
16ihin.

Esim 3. a) Ratkaise.
20 +3y+z2=4
—3r —y+22=28
r—2y—22=-9

Ratkaisu :

Ensimmaéinen yhtilopari

20 +3y+z2=4
-3z —y+2z=28|-3
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2+ 3y+z2=4
—9r —3y+62=24
—Tx + 7Tz =28

Toinen yhtélopari
—3r—y+22=8|-—-2
r—2y—22=-9

r+2y—4z=-16
T —2y—22=-9

Tr — 6z = —25
Uusi muodostettu yhtélopari
—Tx + 7Tz =28
Tr — 6z =—25
z=3

Lasketaan muuttujan x arvo sijoittamalla z = 3 toiseen yhtal6on
Tr —6z=—25.
T —6z=-25 |z=3
Tx—6-3=-25
Tr — 18 = =25

Te =—7
r=—1

Lasketaan muuttujan y arvo, sijoittamalla x = —1 ja z = 3 alkuperéiiseen
toiseen yhtdloon —3x —y + 2z = 8.

—3r—y+22=8 |z=—-1ljaz=3
—3.-1-y+2-3=38
3—y+6=38
y=1
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Yhtalot leikkaavat toisensa pisteessa (—1,1,3).

EXTRA ASIAA
Yhtiloparin ratkaiseminen:
Yhtalopari voidaan ratkaista matriisien avulla. Yhtaloparin kertoimista a, b, ¢

ja d tehdédin kerroinmatriisi. Kerroinmatriisista tehdadn kiddnteismatriisi, jo-
ka kerrotaan yhtaloparin oikealla olevista luvuista tehdylla pystyvektorilla.

ar+by=e
cx+dy=f

Kerroinmatriisi on muotoa

Pystyvektori on muotoa

Ratkaisu lasketaan.
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Esim 4. Ratkaise yhtilopari matriisin avulla

Tx + 5y =17
dr + 3y = 10

Ratkaisu :
Kerroinmatriisi on muotoa

()

Pystyvektori on muotoa

Kéainteismatriisi lasketaan.

Ratkaisu
T\ 3 =5 17
y ) o\ =4 7 10

Yhtalon ratkaisu on x =1 ja y = 2.

Yhtaloryhmén ratkaiseminen:

Yhtaloryhméa voidaan laskea my6s matriisien avulla. Yhtaloryhmén voi rat-
kaista matriisien avulla monella tavalla. Yksi tapa on laskea alkeismuunnos-
ten avulla. Silloin kerroinmatriisista tehdién laajennettu kerroinmatriisi, jo-
hon otetaan vasemmaksi pystyriviksi yhtaloryhmaéan yhtaloiden oikean puolen
luvut. Tarkoituksena on tehdé laajennetusta kerroinmatriisista porrasmatrii-
si, jolloin matriisiin tulee nollia vasempaan alanurkkaan. Porrasmatriisi saa-
daan aikaiseksi kertomalla, jakamalla, lisddmalla tai vihentadmélla matriisin
rivejd keskendén. Porrasmatriisista saadaan helposti laskettua yhtaléryhmén
ratkaisu, ratkaisemalla yksinkertaisempia yhtaloité, joita muodostuu kerroin-

matriisiin.
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Esim 5. Ratkaise yhtidloryhméa matriisin avulla

T+ 3y +2z=10
20 4+ 2y — 32 = -3
3r+y+2z=11

Kerroinmatriisi on muotoa

13 1 | 10
A=|22 -3 | -3
31 2 | 11

Matriisin rivin loppuun on laitettu luku, milld koko rivi kerrotaan.
Rivin lopussa oleva x—merkki merkitsee, ettd kerrottu rivi lisitddn tdhén
riviin yhteenlaskulla.

Matriisin alimmalta riviltd saadaan yhtdlé 9z = 27. Taméi ratkaisemalla
saadaan, ettd z = 3.

Matriisin keskimdiseltd riviltd saadaan yhtdlo —4y — 52 = —23. Té&héin yh-
taloon sijoitetaan dsken ratkaistu z = 3. Ratkaisemalla yhtilo saadaan, etté
y = 2.

Matriisin ylimmalta riviltd saadaan yhtalo x + 3y + z = 10. Tdhén yhtaloon
sijoitetaan z = 3 ja y = 2. Ratkaisuksi saadaa, ettd v = 1.

Yhtéloryhmén ratkaisu on z =1, y =2 ja 2 = 3.
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Tehtavia

31 Ratkaise

a) v +2y—3=0 b) ] 3z —-2=2y
1-2r=y 243y =4z

32 Suora s kulkee pisteiden (—1,1) ja (1,2, ) kautta. Suora [ kulkee pisteiden
(2,4) ja (4,2) kautta. Misséi pisteesséd suorat s ja [ leikkaavat toisensa.

33 Funktio on f(z) = 42® — az? — 24z — b. Funktion tekijoitd ovat (z — 5) ja
(x+1).
a) Ratkaise a ja b.
b) Maarita f(x).

34 Ratkaise

a) [ 22 +3y+4:=3 b) | 3+3x+2y=-3z
—2y+224+3r =9 10z + 3 + 2z = 3y
—dz+5r —y=—2 y+2z-3=-uw

35 Funktio on muotoa f(z) = ax® + bz? — cx. Funktio saa seuraavat arvot
F(1) =6, F(~1) =6 ja f(2) = 12

a) Ratkaise a, b ja c. Maarita f(x).

b) Jaa funktio f(z) tekijoihin.

¢) Mitké ovat funktion nollakohdat.

36 Akun perhe on lihdossé viikon vaellusretkelle luontoon. Ennen retked
kiyddan kaupassa ostamassa vihén herkkuja patikoinnille. Tupu osti 3
suklaalevyé, 2 purkkapussia ja 3 salmiakkiaskia. Tupun ostokset maksoivat
yhteensd 19,90 dollaria. Hupu osti 2 suklaalevyéa, 3 purkkapussia ja 4
salmiakkiaskia. Hupun ostokset maksoivat yhteensa 23,30 dollaria. Lupu
osti 5 suklaalevyi, 2 purkkapussia ja 2 salmiakkiaskia. Lupun ostokset
maksoivat yhteensé 22,20 dollaria. Miten paljon Akun ostokset maksoivat,
kun hén osti 4 suklaalevyi, 1 purkkapussin ja 2 salmiakkiaskia.
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4  Muita funktioita

4.1 Ttseisarvofunktio
4.1.1 Itseisarvo

Itseisarvo :

Lukusuoralla itseisarvo kertoo, kuinka kaukana luku on nollasta. Senpa takia
luvun itseisarvo on aina positiivinen luku. |a| >0

la| = a, kun a > 0

la| = —a, kun a < 0

Luku ja sen vastaluku |a| = | — al.

Luvun itseisarvon nelis |a|? = a?.

Tulon itseisarvo |ab| = |a||b|.

la|

Osaméadarin itseisarvo |%| = -

Lukujen a ja b etdisyys toisistaan on |a — b|.

Itseisarvolauseke ilman itseisarvomerkkeja.

—f(x) Jkun f(x) <0
|f(z)| = { f(x)  kun f(x) >0

Esim. 1 Laske 2|2+ (=5) - 2| : —4 — 2| — 2|,

Ratkaisu :

2024 (=5)-2[: —4—2| —22 =
202 —-10]: —4—2-22 =

2 —8|:—4—2-4=

2:8: —4—-8=

16: —4—-8 =

—4—-8=-12

Esim. 2 Laske, kuinka kaukana luvut —87 ja —15 ovat toisistaan.

Ratkaisu :

| = 87— (-15)| =
| — 87+ 15| =

| = 72| =172
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Esim. 3 Poista itseisarvomerkit |x* + 3z + 2|.

Ratkaisu :
Olkoon f(z) = 2%+ 3z + 2
Laske yhtalon nollakohdat.

22 4+3r+2=0
—34+v32—-4.1-2
2-1

x _—
= —3:!:29—8
T —3+V1
Tk

==5
r=—1talx = -2

Piirra funktion kulku.

05

*xA2+3%+2
(=)

-05

Kuva 9: Paraabelin 2% + 3z + 2 arvot ovat negatiivisia vililli —2 < 2 < —1
ja positiivisia vileilld x < —2 ja x > —1.

o) = 2 + 3242 kun z < —2jaxz > —1
T —a?—32-2 kin —2<a < —1

4.1.2 TItseisarvoyhtilo

Itseisarvoyhtalo :
Kun itseisarvoyht&lé on muotoa |f(z)| = a ja a > 0,

niin itseisarvoyhtédlon ratkaisut ova
Eli |f(z)]=a <= f(z)=atai f

Kun itseisarvoyhtdlé on muotoa | f
ei itseisarvoyhtélolla ole ratkaisua.

—~ —~ =&
8
— =
I
|
S

36



e Kun itseisarvoyhtélo on muotoa |f(x)| = |g(x)|, niin ratkaisut ovat
f(x) = g(x) tai f(z) = —g(x).
Eli [f(z)] = |g(z)] <= [(x) = g(z) tai f(2) = —g(z).

Esim. 4 Ratkaise 2| — 222 + 3| — 2 = 0.

Ratkaisu :
2] — 222 4+3|—2=0 |+2
2] — 2224+ 3| =2 |:2

|—2x2—|—3|:1

—22243=1 |—3 222 +3=-1 |-3
22 =-2 |:-2 —20?=—4 |:-2
22 =1 ly/ 2 =2 |\/

r=1taiz=-1 r= /=2 taix =2
Itseisarvoyhtilon ratkaisut ovat © = /=2 tai © = —1 tai x = 1 tai = /2.

Esim. 5 Ratkaise |3z + 5| — |4z + 8| = 0.

Ratkaisu :
|3x + 5| — |4z + 8| =0
|3z + 5| = |4z + §|

Muodostetaan kaksi yhtéaloa.

3r+5=4r+8 3z + 5= —(4z + 8)
3r—4r=8-15 3x+5=—4r -8
—r =3 3r+4r=-5-8
r= —! Tr = —13 |7
r==3
Itseisarvoyhtélon ratkaisut ovat x = —3 tai z = —1—73 = —lg

4.1.3 Itseisarvoepayhtalo

Itseisarvoepayhtalo :

e Kun itseisarvoepiyhtilé on muotoa |f(z)] < a ja a > 0, niin epdyhtélon
ratkaisut ovat —a < f(z) < a.

e Kun itseisarvoepiyhtilé on muotoa |f(x)| < a ja a < 0, ei epdyhtaldlld ole
ratkaisua.
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e Kun itseisarvoepiyhtdléo on muotoa |f(x)| > a ja a > 0, niin epiyhtélon
ratkaisut ovat f(z) < —a tai f(z) > a.

e Kun itseisarvoepédyhtdlé on muotoa |f(z)| > a ja a < 0, niin epayhtilo
toteutuu kaikilla funktion f(x) méérittelyalueen luvuilla.

e Kun itseisarvoepayhtilo on muotoa |f(z)| < |g(x)|, niin ratkaisut ovat muo-

toa (f(x))* < (g(=))*.

Esim. 6 Ratkaise | — 2z 4 6| < 2.

Ratkaisu :

| —22+4+6| <2

—2< 2xr+6<2 |—6

—2-6<-2x+6-6<2—-6

—8< 2z <—4 |:-2

4>x>2

Itseisarvoepayhtilon ratkaisu on 2 < z < 4.

(Laskussa jaettiin negatiivisella luvulla, niin silloin epéyhtélomerkin suunta
vaihtuu.)

Esim. 7 Ratkaise 322 + 4z + 1| > 1.

Ratkaisu :

1322 + 4z + 1| > 1

Muodostetaan kaksi epayhtalod. Epayhtalot muutetaan yhtdloiksi ja laske-
taan yhtaldiden nollakohdat.

32 +4r+1>1 32 +4rx+1< -1
3x24+4r+1—-1>0 3x2+4r+1= -1
32 +4x =0 322 +4x+2=0
.l‘(S;I‘ + -l) =0 xr = _4t‘(;f;_w
11?:013&11‘-:—%:—1% r = =4£V/16-24

6
—44,/—8
6
el nollakohtia.

I =
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2
15 +
1
> 05}
£
5{, 0
25
£ -05 ¢
-1
15
2 .
-3 2 -1 0 1 2
X

Kuva 10: Funktion f(z) = 322 4 4z kuvaaja.

[tseisarvoepayhtalon ratkaisu on z > 0 tai z < —1%.

EXTRA ASIAA

Kolmioepayhtalot ||z| — |y|| < |z +y| < |z| + |y| ja
llz] = |y|| < |z —y| < |z| — |y| ovat voimassa kaikilla z jay. z € Rjay € R

Esim. 8 Ajatellaan, ettd |z — 6] < 57 ja |y — 8] < 5722

Onko |z +y — 12| < 57217

Ratkaisu :

Kolmioepayhtélostd saamme

lt+y—12|=]z—6+y—8| <|z—6|+ |y — 8|

Kéytetdan hyviksi saatuja alkuoletuksia. Arvioidaan sen jilkeen ylospéin.
|z — 6|+ |y -8 <5 M +52 <52 4+52=2.52<5.522=572
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Tehtavia

37 Laske.

a) 16 : [(=2)- 1] 2 — |2 (=2)]
b)3|—2+4+|—-2]2]:2—|—-3+2]
38 Poista itseisarvomerkit.

a) |2z — 5|

b) |2? — 2z — 3|

c) |o3 — 3z + 2|

39 Ratkaise.

a) 3|z =5 —3=0
b) [bx —2[:2—-3=1
c) 3|z —4]2=2

40 Ratkaise.

a) [3x + 2| =| — 4x — 4]
b) |2z + 4| — |6z — 4| =0
¢) bx+5|:|—4dx—-2]=1

41 Ratkaisu.

a) | —3x—2|<1

b) 322 — 10z + 5| < 2

c) |4z —3| > 9

d) [pa? — 4z +2| >3

e) |3x| > |2z + 4]

42 Tupu, Hupu ja Lupu kévelevit polkua f(x) = 3z pitkin. Aku kévelee
toista polkua g(z) = 2z — 4 pitkin. Laske, missd kartan pisteisséd polkujen
etiisyys on toisistaan tasan 5 karttayksikkoa. Siis pojilla ja Akulla on sama
z-koordinaatti. (Pojat ovat (a,b) ja Aku on (a, c)). Piirré tilanteesta kuvaaja.
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4.2 Potenssi- ja eksponenttifunktiot
4.2.1 Potenssi

Potenssilasku on yksinkertaisimmillaan ¢ =a-a-a-...-a. Lukua, joka on
kirjaimen a paikalla sanotaan kantaluvuksi ja lukua joka on kirjaimen n
paikalla sanotaan eksponentiksi. n € N. a € R.

Potenssisddnnét : (a ja b € R sekd m,n € N)

Samankantaisten potenssien tulo a™ - a" = a™™"

Eksponentti on nolla a® =1, a # 0
Tulon potenssi (ab)” = a™b"
Potenssin potenssi (a™)" = a™"

Samankantaisten potenssien osaméira % = a™ " a#0
an b
e es e . n
Osamédrin potenssi (3)" = 5=, b#0

Negatiivinen potenssi a™" = - a#0

am™’?

Negatiivinen potenssi ($)™ = ()", a#0jab#0
Sulut tulevat, kun kantaluku on negatiivinen tai murtoluku.

Sulut tulevat, kun lauseke korotetaan potenssiin.

Esim. 1 Laske (—2)° =272+ (2)2 4+ (3)72 — (22)? + 22

23"
Ratkaisu :
(—2)° —22 +(2)2+ () -2+ 5 =
1 — 2+ +(2)2 222_'_22 3:

1—*-|— +22 24 + 52
i, 1 1 11
l—3+5+4-16435=—105

] ) o 62302 _
Esim. 2 Sievennj 9%5%% + (%)~2,

3x2atx z
Ratkaisu :
3§ a4z + (2 ) 76?:1;4‘(%2)2 = §§3§4+a2 — 2430244 % = Qxa_z—l—
ig + 2 a2 2! 2 2

41



4.2.2 Potenssiyhtilo

Potenssiyhtilo

Potenssiyhtdlé on muotoa x" = a.
Parillisessa potenssiyhtélossd n on parillinen.

Parillisella potenssiyhtilolla on ratkaisuja kaksi x = a ja © = —{/a, kun
a> 0.

Parillisella potenssiyhtélolla ei ole yhtédan ratkaisua, kun a < 0.
Parittomassa potenssiyhtalossid n on pariton.

Parittomalla potenssiyhtéldssa on aina yksi ratkaisu. Se on x = /a.

Esim. 3 Ratkaise 3z* = 768.

Ratkaisu :
3zt =768 |:3
z* = 256

x = v/256

r =44

Esim. 4 Ratkaise 4z° = 128.

Ratkaisu :
42° =128 |:4
x® =32

T =32

r =2

Esim. 5 Ratkaise 52% + 3645 = 0.

Ratkaisu :

525 4+ 3645 =0 | — 3645

528 = —3645 |:5

2% = —729

x = ~/—T729

Ei ole ratkaisua parillisella potenssiyhtélolla, kun a on negatiivinen luku.
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Esim. 6 Piirrd potenssifunktiot f(z) = 3z ja g(z) = 4°.

th

4T s ———
2t
0t
o1
4 L

4 2 0 2 4

X

Kuva 11: Parilliset potenssifunktiot muistuttavat aina muodoltaan potens-
sifunktioita f(z) = 3x? ja parittomat potenssifunktiot muistuttavat aina
muodoltaan potenssifunktiota g(x) = 42°.

4.2.3 Eksponenttiyhtilo

Eksponenttifunktio :

Eksponenttifunktio on muodoltaan f(z) =a®. a >0, a # 1.
Eksponenttifunktion méérittelyjoukko on R ja arvojoukko on R,.

Eksponenttifunktio on monotoninen, eli se saa kaikki arvonsa vain yhden
kerran.

Eksponenttifunktio on aidosti kasvava, nouseva, kun a > 1.
Eksponenttifunktio on aidosti vihenevi, laskeva, kun 0 < z < 1.
Kun a =1 kyseessi ei ole eksponenttifunktio, vaan suora y = 1.

Kaikki eksponenttifunktiot kulkevat pisteen (0,1) kautta.
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Eksponenttiyhtiloé ratkaiseminen :

Pyri kirjoittamaan eksponenttiyhtdlon molemmat puolet samankantaisiin po-
tensseihin. a/® = ¢9(*). Ratkaise sen jilkeen f(z) = g(z).

Toisinaan. Kirjoita eksponenttiyhtalo toiseen asteen yhtaloksi, tekemalld si-
joitus a” = t. Ratkaise toisen asteen yhtilo ja lopuksi ratkaise x arvo, kun
tiedetddn ¢ arvo.

Jos et pysty kirjoittamaan eksponenttiyhtdlon molempia puolia samankan-
taisiin potensseihin, niin ota yhtdlon molemmilta puolilta logaritmi lg.

1

Kuva 12: f(z) = (;)” on vihenevi eksponenttifunktio ja g(x) = 2% on kasvava

eksponenttifunktio.

Esim. 7 Ratkaise yhtiilo 3373 . 93¢ — 97245,

Ratkaisu :

33x+3 . 9390 — 272x+5
33x+3 . (32)3x — (33)2x+5
33x+3+6x — 361+15

39243 = 362415 gamat kantaluvut, siksi voidaan kirjoittaa

9z + 3 =62 + 15
3r=12 |3
r=4
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Esim. 8 Ratkaise yhtdlo 4 - 5 + 257 = 725.

Ratkaisu :

4-5% +25% =725

4-5% 4 (5%)* — 725 =0

4-5% 4 (5%)2 =725 =0

(5%)2 4+ 4-5* =725 =0

Tehd&aén sijoitus t = 5%

2+ 4t —T725=0

Ratkaistaan toisen asteen yhtilo.

| —444/42-4-1.(-725)

21

oy — —EV/I6+2900
= 2
442916

L= 2

g =Bl

2
r =25 tai x = —29.

Tehdain takaisin sijoitus.

¥ =25<4=x=2

5% = —29 ei ratkaisua.
Eksponenttiyhtilon ratkaisu on z = 2.

Esim. 9 Ratkaise yhtilo 5*+! = 625.
Kaytetadn hyviksi tietoa log,x" = rlog,x.

Ratkaisu :

571 = 625

lg 571 =lg 625

(x4 1)- 1gh =lg 625 |:1gb
r+1= lglg%

r+1=4

r=3

4.2.4 Eksponenttiepayhtilo

Eksponenttiepidyhtdlon ratkaiseminen :

Kun eksponenttiepidyhtdlo on muotoa a* > a’ ja a > 1, ratkaise epiayhtilo
u > v. Tama siksi, siksi ettd kidyrd y = a” on aidosti kasvava.

Kun eksponenttiepayhtdlo on muotoa a* > a’ ja 0 < a < 1, ratkaise epéyh-
talo u < v. Tama siksi, siksi ettd kiyrd y = a® on aidosti viheneva.

45



Esim. 10 Ratkaise epiyhtilo 42 > 64.

Ratkaisu :

427 > 64

42x > 43

Funktio 4* on aidosti kasvava. Kantaluvut voidaan jattid pois ja epayhtélo-
merkki sailyttdd suuntansa.

2z > 3

x> %

T > 1%

Esim. 11 Ratkaise epédyhtilo (

Ratkaisu :
>
(1) > (zl)

Funktio (;)* on aidosti laskeva. Kantaluvut voidaan jéttdd pois ja epdyhté-

D g

lomerkin suunta vaihdetaan.
20 <2 |:2
Tz <1

EXTRA ASIAA
Laskutoimitus 0° ei ole mééritelty.

Esim. 12 Jos 0 méiiriteltiisiin niin, ettii 0° = 1, voitaisiin paityi vastauk-
seen %, joka ei ole méairitelty, silld nimittdja ei saa koskaan olla nolla.
1=0"=0""=0'"=216].

Eksponenttia ei saa supistaa.

Esim. 13 Eksponenttifunktio on muodoltaan f(z) = a®, a > 0. Miksi kan-
taluku ei voi olla a < 07

Ratkaisu :
Lasketaan lasku (—27)3 kahdella tavalla .

(—27)3 = /=27 = -3
(—27)3 = (=27)5 = §/(=27)% = /7290 = 3

Saadaan kaksi erilaista vastausta, siksi kantaluvun pitda olla aina a > 0.
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Tehtavia

43 Laske. \
a) —32—1—32'32—30—3_1—(%)_3—3——(3'2)2

b) 396;’4261754230 + (%)—2

44 Ratkaise.
a) 6z = 486
b) 3z° +3072 =0
c) 42® +1024 =0

45 Ratkaise.
a) 4% = 256

3x—2 —z—1 _ 1
b) %297t =
¢) g - 12572 = 625

46 Ratkaise.

a) 4 4+ 16 — 4160 = 0

b) 3-2% 4+ 4* = 1120
c)207—5-3"—2-9"=0

47 Ratkaise.

a) 6% = 46656

b) 4-5" — 500 =0

c) 6-3*72 —4374 =0

d) 3-2% > 48

e)4- (%)49& <2

48 Roope ankan kilpailijalla Pennosella oli vuoden 2001 alussa 900 kanaa.
Hénen kanojensa mééra tilalla lisadntyi vuosittain 1,5 %.

a) Muodosta funktio, jonka avulla voit laskea, kuinka monta kanaa Pennosella
on jonkun tietyn vuoden lopussa.

b) Kuinka paljon kanoja Pennosella on vuoden 2015 lopussa?

c¢) Koska Pennosella oli kanoja 1044 kappaletta?

d) Koska Pennosella tulee olemaan kanoja yli 1300 kappaletta?
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4.3 Juurifunktio
4.3.1 Neli6juuri
NeliGjuuri :

Nelidjuuren mééritelmi on v/a = b, kun a > 0, b > 0 ja b* = a.
Lukua a, joka on juuren alla, sanotaan juurrettavaksi ja lukua b sanotaan
neliGjuureksi.

Neligjuuren neli6 (1/a)* = a, kun a > 0.
Nelion neliéjuuri va? = |a|, kun a € R.
Tulon nelijuuri vab = \/a - vb, kun a > 0 ja b > 0.
Osamadran neliojuuri \/% = %, kun a > 0ja b > 0.

Potenssin nelidjuuri va?* = y/(a™)? = |a"| = |a|™, kun a € R, n € N.
Tekijin siirtaminen va2b = |a|v/b, kun a € R ja b > 0.

Juurrettava eikd juuren arvo eivit voi olla negatiivisia lukuja.

Esim. 1 Laske (\/5)2—\/?%—\/3-\/_—%—\/%—1- V323,
Ratkaisu :

(\/5)2—\/2_2+\/3-f—%—\/7_5+ 323 =
3-2+v55— /% —v55-3+,/(3%)2=
3—-2+V25— V19— v52.3+3% =
3—245—-7T—-5V3+27=

26 — 5v/3

Esim. 2 Laske (\/Zx — \/ﬁ)\/g =4,
Ratkaisu :

(Viz —V12)V3 =14

Vizv3 —V12V/3 =14
V4-3x—+/12-3=14
23z — /36 =4

23z — 6 =4
2v/3r =10 |:2V/3
_ 10
x = % lavennetaan /3
r = 3Y3
V3v3
:E: @

3
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4.3.2 Muut juuret

Kuutiojuuri :

Kuutiojuuren mééritelmi on a = b eli b> = a.

Lukua a kutsutaan kantaluvuksi.

Lukua b kutsutaan luvun a kuutiojuureksi.

Jos kantaluku a on negatiivinen, on kuutiojuuri negatiivinen.

Jos kantaluku a on positiivinen, on kuutiojuuri positiivinen.
Vab = ¥a-/b

i _
{i = %:b#0
Vi =

Esim. 3 Laske /128 - /4 + Sgi?jL =61 — R,
Ratkaisu : \

V128 - A+ B 4 =61 — /8 =

V128 4 4 BB L Y - 25 =

V5124 V729 —4 -2 =

V8 + V93 —6 =

8+9—6=11

n:s juuret :

Pariton juuri on muotoa /a = b eli b = a, missi n on pariton luonnollinen
luku. Jos kantaluku a on positiivinen luku, on juuren arvo b positiivinen. Jos
kantaluku a on negatiivinen, on juuren arvo b negativinen.

Parillinen juuri on muotoa /a = b eli b™ = a, missd n on parillinen luonnol-
linen luku. On sovittu, ettd a > 0 ja b > 0.

Vab= /a- Vb
nfa _ Xa
va™ = a, kun n on pariton luonnollinen luku.

V/a™ = |a|, kun n on parillinen luonnollinen luku.
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Esim. 4 Laske v/6561 + \5/(— \/ 5307 .
Ratkaisu :

VB56T + §/(—3)7 + {/(—5)6 — Y22

V81 - /81 —3+|—5| - \/—1024_

V3t V31— 3+y—5y J/—1024 =

3:3—=34+5—4/(—-4)p =

9—3+4+5—(—4)=15

Murtopotenssi:

Murtopotenssit ovat muotoa a» = /a™. Kantaluku a on aina positiivinen.
Osoittajana oleva m on aina kokonaisluku ja nimittdjind oleva n on aina
positiivinen kokonaisluku.

Vinkkeja murtopotenssin sieventdmiseen :

Kirjoita kantaluku potenssimuodossa, jos se on mahdollista.
Jos potenssi on suurempi kuin yksi, kirjoita potenssi sekalukuna.

Ilmoita vastaus juurimuodossa.

Esim. 5 Laske 2187/5.

Ratkaisu :
21875 = (37)5 = 35 = 315 = 3+

SIS
I
w
—
w
(SN
I
w
o
w
[\
I
w
S
Ne)

4.3.3 Juuriyhtilo

Juuriyhtalo :

Juuriyhtélo on muotoa ¥z = a. Tuntematon esiintyy ainakin juurrettavana.

Parillinen juuriyhtilé on muotoa {/x = a, missi n on parillinen positiivinen
kokonaisluku ja a > 0. Esimerkki parillisesta juuriyhtalosta on +/5x +5 =
2T + 5.

Pariton juuriyhtilé on muotoa on {/r = a, missi n on pariton positiinen
kokonaisluku. Esimerkki parittomasta juuriyhtélosta on /2 = 5

Maarittelyehdolla tarkoitetaan, ettd lasketaan, koska neliGjuuren alla ole-
va lauseke on ei-negatiivinen. Jos yhtdlossd on monta juurilauseketta, pitdé
kaikille lausekkeille laskea oma maéarittelyehto. Lopuksi katsotaan, mikd on
juuriyhtdlon yhteinen méaéarittelyehto.
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Neliéonkorotusehtolla tarkoitetaan, ettd neliGjuuriyhtélon (/P(x) = Q(x)
oikeapuoli Q(z) > 0, koska vasenpuoli /P(x) > 0.

Juuriyhtdlon vastauksen tulee kuulua yhteiseen méaarittelyehtoon ja mahdol-
liseen nelioonkorotusehtoon.

Parillisen juuriyhtédlon ratkaiseminen :

Jatéd juurilauseke yksistddn yhtalon toiselle puolelle.

Laske maérittelyehto ja nelioonkorotusehto.

Korota yhtélon molemmat puolet potenssiin n. Néin saadaan /z = a <=
r =a".

Tarkasta, ettd ratkaisuehdokkaat kuuluvat mééarittelyehtoon ja nelioonkoro-

tusehtoon.

Tarkasta vield, ettd ratkaisuehdokkaat toteuttavat alkuperdisen yhtalon.
Parittoman juuriyhtilon ratkaiseminen :

Jata neliojuurilauseke yksistddn yhtélon toiselle puolelle.
Korota yhtélon molemmat puolet potenssiin n. Niin saadaan /2 = a <=
r=a".

Tarkasta vield, ettd ratkaisuehdokkaat toteuttavat alkuperdisen yhtalon.

Esim. 6 Neliojuuriyhtilé on 3z + 4 = 2z — 4.
a) M&arita madrittelyehto.

b) Mé&éritd nelionkorotusehto.

c¢) Ratkaise yhtalo.

d) Piirra kuvaaja.

Ratkaisu :
a) Mééritetddn madrittelyehto.
3x+4>0 |—4

3z >—-4 |:3
4
x> —13

b) Madritetain nelioonkorotusehto.
20 —4>0 |+4

20 >4 |:2

T > 2
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c¢) Ratkaistaan yhtalo.

V3r+4=2z—-4 |()?

3z +4 = (2x — 4)*

3z + 4 =42% — 16z + 16

—42? +192 - 12=10
—194/192—4-(—4)-(—12)

2-(—4)
5 — —19+/361-102
= 8
_ —194+/169
r=—"_3
~194+13
T = —_3
r=3taix=14

Neliojuuriyhtdlon ratkaisu on x = 4, koska tamai ratkaisu toteuttaa maa-
rittelyehdon, nelioonkorotusehdon ja alkuperiisen yhtialon. Ratkaisuehdokas
xr = % ei toteuta nelioonkorotusehtoa.

d) Piirretdén kuvaaja.

sart(3*x+4)
2%-4

Lo 2w b

Kuva 13: Funktioiden /3z + 4 ja 2z — 4 kuvaajat.

Esim. 7 Ratkaise v/ —222 +x + 2 = x.

Ratkaisu :

V=2 +z+2=z2 |()?

222+ 2 +2 =23

B +202 -~ —-2=0

Huomataan, ettd x = 1 on yhtalon yksi ratkaisu.
(x—1) (x> +3x+2)=0

(x—1)(x+2)(x+1)=0

Ratkaisuehdokkaat ovat x = =2, x = —1 jaz = 1.
Tarkistetaan vastaukset, sijoittamalla saadut arvot alkuperdiseen yhtal6on.
Kaikki saadut ratkaisuehdokkaat ovat myos ratkaisuja.

52



Esim. 8 Ratkaise v/6x + 6 = /4x + 8 ja piirrd kuva.

Ratkaisu :

Maéritetadn maarittelyehdot.
Maéritetddn bx + 6 midrittelyehto.
5x+6>0

br>—6 |:5

x> —g

Midaritetadn 4o 4+ 8 madrittelyehto.
4dr+82>0

dr > -8 |:4

T > _78

T > —2

Ratkaistaan yhtalo.

V5rt6=vAr 18 ()

x4+ 6 =4z + &
Sr —4x = —6+ 8
Tr =2

Ratkaisu on z = 2, koska x = 2 kuuluu kumpaankin méaéarittelyehtoon ja to-
teuttaa alkuperdisen yhtalon.

6 sqrt(5*x+8) -
5t sart(4*x+8
4 1
3t
2t
|
0t
1 . .
-4 -2 0 2 4 5
X

Kuva 14: Funktioiden /5 + 6 ja v/4x + 8 kuvaajat.

23



Tehtavia

49 Laske.

a) VA? + 50— 2T — /3. VB 4+ V37 + (VA)?

b) V5 V5 — VI6+ V625 + YIIT 4 (v5)? — V72 — VD
¢) (VB)* + /8- V8 — VI 4 /=27

d) /27 = Y20+ /9 /=3 + /108

) (=37 + Y+ (2) - 20 + V5 VI35
7
VI /2 /32

3

o
SN—
4
)
oo
~—
]

|

Q

—

|
(0]
N—
[N
+

51 Ratkaise.

a) (V92 —v/25)v1 =8

b) V3(v3 + vBr) = 5

52 a) Juuriyhtilé on /3x + 1 = 2z — 6. Maaritd méarittelyehto, nelioonko-
rotusehto ja ratkaise yhtalo.

b) Juuriyhtdlo on x? + 4x — 5 — 3z + 5 = 0. Maéritd méadrittelyehto, neli-
oonkorotusehto ja ratkaise yhtalo.

53 Ratkaise.
a) vV3r2 —2r =z
b) V3x+1=+/4x —2

54 Tupu, Hupu ja Lupu saivat syntymaéapaivilahjaksi kukin kaksi kultako-
likkoa Roope-sedélta. Pojat paattivit piilottaa rahansa Mummo-ankan maa-
tilalle luontoon hyvéssi arkussa. a) Arkun avaimen karttakoordinaatit saat
ratkaisemalla funktioiden f(x) = v—2?+ 3z ja g(x) = vV—x + 4 leikkaus-

pisteen. b) Arkun karttakoordinaatit saat ratkaisemalla funktioiden

h(z) = V4x? — 4o + 4 ja m(z) = = + 1 leikkauspisteen.
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4.4 Logaritmifunktio
4.4.1 Logaritmi

Logaritmin mééritelmé on log,b =z eli a®* = b, a > 0, a # 1 ja b > 0. Lukua
a kutsutaan kantaluvuksi. Lukua b kutsutaan numerukseksi tai logaritmoita-
vaksi. Logaritmi tarkoittaa sitd, ettd luku a on korotettava potenssiin x, jot-
ta saadaan vastaukseksi luku b. Puhutaan "positiivisen luvun b a-kantainen
logaritmi log,b"[31, s. 21].

Esim. 1 Laske [0gs8.

Ratkaisu :
logs8 = 3, silld 23 = 8.
Luvun kahdeksan 2-kantainen logaritmi on kolme.

Laskusddnnét logaritmeille, kuna > 0,a # 1,0 >0,z € R, ja y€ Ry

logea =1
log,1 =0
loga% =—1
qlogar — o

log,a® =2, v € R
Tulon logaritmi: log,x + log,y = log,xy
Osamééran logaritmi: log,x — log,y = logai

Potenssin logaritmi: log,x™ = r - log,x

Kantaluvun vaihto: log,z = ﬁgZii, lisdksi b # 1
log.b = @, lisdksi b # 1

log,b - logya = 1, lisdksi b # 1

lgx = logipx. Briggsin logaritmi. Kantaluku on 10.

Inx = log.z. Luonnollinen logaritmi. Kantaluku on e eli Neperin luku.
e~ 2, 718281828 ...
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Esim. 2 Laske. a) 797> b) (logs8)' c¢) logs5= d) logav/16 ) log_5)25
f) loga(—8) g) 1g1000 h) Ine?
Ratkaisu :
) 7log715 15
b) (l0988)100 _ 1100 _ |
c) logs5= = logs3™® = =3
d) logsv/16 = 5094\/_ logid7 = 2
) log(—525. Ei médritelty, koska kantaluku on negatiivinen luku.
) log2(—8). Ei mééritelty, koska numerus on negatiivinen luku.
g) 1g1000 = 3, sillfi 103 = 1000. Briggsin logaritmi.
h) Ine® = 3, silli € = €. Luonnollinen logaritmi.

@

f

Esim. 3 Laske. a) l0g327 + logz3 b) 2109525 — logs25  ¢) logs1 + loggé
d) logs9 — logs9 e) log%81 f) logs5 - logs2

Ratkaisu :
a) 109327 + logs3 = log3(27 - 3) = logs81 = logz3* = 4
b) 2 - 10gs25 — logs25 = 109525 — logs25 = 1095625 — logs25 = log5625 =
logs25 = 2
¢) logsl +logaz = 0+ log,2™® = =3

d) 10929 — logs9 = log29 — ﬁgg—zg = 10g29 — ll:g92293 = 10g29 — l°929 2[0929
logs3* _ logs3* _ 4 __

e) log1 81 = loggz% = 10993‘%,2 =5 =-2

f) 1) l0925 logs2 =1

Eksponenttiyhtdlén ratkaiseminen logaritmin avulla. (Neuvottu tar-
kemmin luvussa potenssi- ja eksponenttifunktiot).

Esim. 4 Ratkaise 3 - 10%**2 — 753 = 0.

Ratkaisu :

3-10%2 753 =0

3-10%T2 =753 |:3

1023:—0—2 @

10%%+2 = 251 llg

1g10%*+2 = [¢251

(2x +2)-1gl0 =1g251 | :1g10

l
20 +2 =440 | -2

lg251 )
2z = 1910 2 ]:2
lg251

r = 1102 ) 1998

2
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Logaritmifunktio :

Logaritmifunktio on eksponenttifunktion kiinteisfunktio. Logaritmifunktion
saa helposti piirrettyd eksponenttifunktiosta peilaamalla suoran y = x suh-
teen. Logaritmifunktion méérittelyjoukko on positiivinen reaalijoukko. Ar-
vojoukko on koko reaalijoukko.

Logaritmifunktio on aidosti vihenevi, kun logaritmifunktion kantaluku on
0<a<l

Logaritmifunktio on aidosti kasvava, kun logaritmifunktion kantaluku a on
a>1.

4 -log(x)/log(2) ——
log(x)flog(2) ——

Kuva 15: Punainen funktio logoz on kasvava funktio ja sininen funktio log 1T
on vihenevi funktio.

4.4.2 Logaritmiyhtilo

Logaritmiyhtilo
Funktio on logaritmiyhtilo, jos tuntematon muuttuja x on kantaluvussa tai
numeruksessa. Logaritmifunktiota on perusmuodoltaan kahdenlaisia

logex =y ja log, f(z) = loga.g(x).
Logaritmiyhtdlon [og,r = y ratkaiseminen

Laske, koska logaritmiyhtalé on maaritelty. Yhtalo on méaaritelty, jos a > 0,
a+#1jax>0.

Muuta logaritmiyhtalo log,x = y eksponenttiyhtiloksi a¥ = .

Ratkaise eksponenttiyhtalo a¥ = .

Tarkasta, ettda saamasi vastaus kuuluu maarittelyjoukkoon.
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Logaritmiyht#lon log, f(x) = log,g(x) ratkaiseminen

Laske, koska logaritmiyhtalé on méaritelty. Yhtalo on méiritelty, jos a > 0,
a#1, f(x) >0jag(x) >0
Jos yhtélossd on erikantaiset logaritmit, muuta ne samankantaisiksi.

Logaritmifunktio on aidosti kasvava tai vihenevi. Sen takia logaritmiyht&lo
log.f(x) = log,g(z) voidaan ratkaista muodosta f(x) = g(x).

Ratkaise f(z) = g(z).

Tarkasta, ettd saamasi vastaus kuuluu maéarittelyjoukkoon.

Esim. 5 Ratkaise. a) l0g,27 —3 =0 b) logsz — 2 = 2

Ratkaisu :

a) funktio on médritelty, kun = > 0, (27 > 0)
log,27T—3=0

l0g,27 =3

x3 =27

r =3

b) Funktio on mééritelty, kun = > 0, (5 > 0)
logse —2 =2

logsx = 4

Sl=u

r =625

Esim. 6 Ratkaise 2logs(2z + 2) = logs(8x + 8).

Ratkaisu :

Funktio on mééritelty, kun (22 +2) >0 <= 2z > -2 <=z > —1ja
B8x+8)>0<«=8r>—-8<«= x> -1

2logs(2x + 2) = logs(8z + 8)

logs(2z + 2)? = logs(8z + 8)

(22 4+ 2)? = (8z + 8)

4a? +8r +4=8x+8

4 —4=0

4 =4 |:4

2 =1

r=1talzr=~-1

Ratkaisu on z = 1, koska z = —1 ei kuulu méarittelyjoukkoon.
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4.4.3 Logaritmiepdyhtilo

Logaritmiepayhtalo
Logaritmiepayhtélot ovat perusmuodoltaan muotoa log,f(x) > log.g(z) ja
logaf(z) < l0gag(w).

Logaritmiepéyhtildiden ratkaiseminen

Laske, koska logaritmiepayhtdlé on méaritelty. Epayhtalo on méaritelty, jos
a>0,a#1, f(x) >0jag(x) >0

Jos epéyhtélossd on erikantaiset logaritmit, muuta ne samankantaisiksi.
Jos toisella puolella epdyhtédlod on pelkkéd luku, muuta se logaritmiluvuksi.

Kun kantaluku a on (1,00), on logaritmifunktio aidosti kasvava. Télloin
epayhtalomerkki séilyttaé suuntansa. Kun lasket epayhtélod log, f(z) < log.g(x),
silloin ratkaise f(z) < g(z).

Kun kantaluku a on vélilld (0, 1), on logaritmifunktio aidosti viheneva. Tal-
16in epayhtialomerkin suunta vaihtuu. Kun lasket epayhtéloa

logaf(x) > log.g(x), silloin ratkaise f(z) < g(x).

Tarkasta, ettd saamasi vastaus kuuluu maéarittelyjoukkoon.

Esim. 7 Ratkaise log: (4r —3) < 1.

Ratkaisu :

Lasketaan méérittelyalue
dr —3 >0

dr >3 |:4
x>2=0,75
Ratkaistaan epayhtalo.
log%(élx -3)<1
logy (4z — 3) < log: L'
logy (dx —3) < logs
Logarltmlfunktlo log (4x — 3) on aidosti véhenevi, siksi epdyhtialomerkin
suunta vaihdetaan.

dor — 3 > i

dr > ;+3

dx > % | - 4
x > = =0,8125
Ratkalsu on r >
alueseen.

16, koska tdama alue kuuluu kokonaisuudessaan méarittely-
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Tehtavia

55 Laske.

a) logs625  b) (logg9)?  ¢) logag; d) 8°%1° e) logsv/125  f)logs(—9)
g) log—3»9 h) 1g10000 i) lne®

56 Laske.

a) 1094644109416  b) log3243—2-1ogs9 c¢) logs6-loge3 d) l0932i7+l0931
e) logs8 + loge8  f) log132

57 Ratkaise.
a) 4- 1032=7 — 400 = 0
b) 24x+1 — 3

58 Ratkaise.

a) 109,243 —5=0
b) 2-log,64 =6

¢) lnx =5

d) lgx =10

e) 2-lnx =2

f) logex —2 =1

) 3-logsx —1=5

59 Ratkaise.

a) logz(3z + 2) = logs(z* + 4)
b) loga[3(z + 2)] = logax + log»9
¢) logs(2x — 1) < logyx

d) log%(élx —-3)—-3<0

60 Roope-ankka antoi aikoinaan Tupulle, Hupulle ja Lupulle yhteiseksi syn-
tymaépaivilahjaksi 3000 dollaria, kun he tayttivit 3 vuotta. Aku-ankka laittoi
rahan heti pankkiin kasvamaan korkoa. Raha on kasvanut korkoa vuosittain
2,5 %. Pojat ovat paittineet lahted maailmanympérysmatkalle, sitten kun
tililld on yli 6000 dollaria. Laske, kuinka vanhoja pojat tuolloin ovat, kun he
lahtevat matkalleen.

o
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5 Raja-arvo ja jatkuvuus

5.1 Raja-arvo

Oikeanpuoleinen raja-arvo :
Kun muuttuja = ldhestyy x-akselilla oikealta puolelta lukua a, samalla funk-
tion arvo ldhestyy lukua b.

a:ligl—l- f(l’) =b
Vasemmanpuoleinen raja-arvo :
Kun muuttuja x lahestyy xz-akselilla vasemmalta puolelta lukua a, samalla
funktion arvo ldhestyy lukua b.

Jim fo) =0
Raja-arvo :
Oikean puoleinen raja-arvo on sama kuin vasemman puoleinen raja-arvo ja
raja-arvot ovat darelliset.

lim f(z) =0= lim f(x)

T—a— r—a+

lim f(z) = b
On hyva muistaa, ettd funktiolla voi olla raja-arvo sellaisessa kohdassa, missa
funktio ei ole edes maéritelty.

Raja-arvon laskeminen suoraan sijoittamalla onnistuu polynomifunk-

tiolla, potenssifunktiolla, eksponenttifunktiolla, juurifunktiolla, logaritmifunk-
tiolla, rationaalifunktiolla ja trigonometrisilla funktiolla silloin, kun funktiot

ovat madriteltyja. Téllaisista funktioista voidaan muodostaa summa, erotus,

kertolasku, osaméari, kddnteiskuvaus sekd yhdistetty kuvaus, joille voidaan

laskea raja-arvo, kunhan funktiot ovat méaritelty.

lim P(x) = P(a)

r—a
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Raja-arvon laskusdintoja :

Funktioilla f ja g on raja-arvo kohdassa a.

e limk==F, kon vakio

Tr—a

o limzr=u

¢ Tyl el = Inde) H iy
* lim(f(x) - g(v)) = lim f(z) - lim g(x)

¢ lim(f(z)-g(x)) = lim f(z) - lim g(z)

r—a

flz) lm f(x)

® lim——==""%  jyp limg(z)#0
T—a g(l) }1_1% g’('i)

Esim. 1 Laske.

lim(z* — 22° — 37 — 5)
z—3

Ratkaisu :

lim(z* —22° =37 —-5)=3"-2.3*-3.3-5=13

r—3

Esim. 2 Laske.
hm 4\/3334-3

r—2

Ratkaisu :
Eksponenttifunktio on mééaritelty, kun 3x+3 >0 < 3xr > -3 < x> —1.

Joten funktio on méairitelty kohdassa x = 2.

lim 4V32F3 — 4v9 — 43 — 64

r—2
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Esim. 3 Laske.
lin})) vV2r +1
T
Ratkaisu :

Juurifunktio on méaritelty, kun 2r +1>0 < 22> -1 & x> —%.
Joten funktio on mééritelty kohdassa x = 3.

lir%{)/2x+1=\()/2-3+1=%
xrT—

Esim. 4 Laske.
lim logy(4x + 4)
r—3

Ratkaisu :
Logaritmifunktio on méaritelty, kun 4 +4 >0 < 4o > -4 & x> —1.
Joten funktio on mééritelty kohdassa x = 3.

liirzl))log4(4x +4) =logs(4-3+4) = 109416 = 2

Raja-arvon laskeminen rationaalifunktiolle :

Jos sijoitettava a ei ole nimittdjan nollakohta, laske raja-arvo suoraan sijoit-
tamalla a rationaalifunktioon.

Jos sijoitettava a on nimittdjan nollakohta, niin katso, onko a myds osoittajan
nollakohta. Jos a on osoittajan nollakohta, supista tekijédlld (r — a). Sen
jalkeen sijoita a rationaalifunktioon.

Jos sijoitettava a on vain nimittdjan nollakohta, laske toispuoleiset raja-
arvot. Raja-arvo on vain olemassa, jos raja-arvot ovat yhtdsuuret, joko oo
tai —oo.

Esim. 5 Laske.

o 22+ 3r 42

lim ———

z—3 x4+ 2
Ratkaisu :
Rationaalifunktiossa 3 ei ole nimittdjdn nollakohta, joten voidaan tehda suo-
raan sijoitus.

> +3r+2 3F+3-3+2 20

lim = =—=4
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Esim. 6 Laske.
2 —1

1m
z—=-1 ¢+ 1

Ratkaisu :
Rationaalifunktiossa —1 on nimittdjén ja osoittajan nollakohta, tdssa voi-
daan supistaa tekijalla (z + 1).

2 —1 . (z+D(xz—1)

lim = lim =r—1=-2
z—-1 ¢4+ 1 z——1 x+1

Esim. 7 Laske.

) 3x
lim
z—=-2x + 2
Ratkaisu :
Rationaalifunktiossa —2 on vain nimittdjan nollakohta. Ei voi voida tehd&

supistuksia.

. 3
im = —0
z—=—2+ 1 + 2
. 3z
lim =0
z—=-2x + 2

Rationaalifunktiolla ei ole raja-arvoa, koska toispuoleiset raja-arvot ovat eri
suuret.

100

0

-100
20 15 10 5 0 5 10 15 20

X

3*%/(x+2)

Kuva 16: Rationaalifunktiolla xg—fQ ei raja-arvoa kohdassa r = —2.
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Raja-arvon laskeminen neli6 juurifunktiolle :

Tarkasta, ettd neliGjuurifunktio on méaéritelty sielld, missid raja-arvo laske-
taan.

Sijoita suoraan, jos ei tule ongelmia.

Jos funktio on muotoa \/x + b, lavenna kertojalla y/x — b. Jos funktio on
muotoa \/x — b, lavenna kertojalla \/z + b.

(Kaava vz2 = |z| on térked, kun siirretdén termié nelilojuuren sisélle. Sama
kaava on téirked, kun siirretdén termié neliéjuuren sisiltd pois.)

Esim. 8 Laske.
. VT +6-3
lm —m———
r——3 xr + 3
Ratkaisu :
Rationaalifunktio on méaritelty, kun —x+6 >0 < —2> -6 < <6

i V—2+6-3 lim (V—2+6-3)(V—2+6+3) . —r 46 — 3

oot 743 a3 (24 3)(v/—2 16+ 3) =3 (2 + 3)(v—2 1 6+ 3)

—r—3 -1 -1 -1
lim = lim = = =
2=3 (r+3)(V—r+6+3) *=23\—x+6+3 —(=3)+6+3 V3+06+3

-1 _ =1 _

=1 _1

Vo+3 ~ 3+3 6

Raja-arvo darettomyydessi

Raja-arvo positiivisessa ddrettomyydessid merkitdan

lim f(x)=".

T—00

Eli kun z-arvot "suurenevat rajatta", funktio arvo lahestyy silloin lukua b.
Raja-arvo negatiivisessa darettomyydessa merkitdan

Am fe) =t
Eli kun z-arvot "pienenevit rajatta", funktion arvo ldhestyy silloin lukua b.
Raja-arvot ddrettomyyksissd voivat ldhestyd myos ddrettomyyksid. Eli kun
xr-arvot suurenevat rajatta tai pienenevit rajatta, funktio arvot kasvavat ra-
jatta tal pienevat rajatta.

Jim £(2) = 00

lim f(r) = +o0

T—r—00
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Laskusdantoja :

00 + 00 = 00

—00 + (—00) = —o0
oo+ k=00, kun k € R
—o00o+k=—00, kun k € R
00 - 00 = 00

00 - (—00) = —00

—00 - (—00) = o0
-k =00, kun k >0
-k =—00, kun k£ <0
%zO,kunkGR

-+ =0, kan k€ R

& =00, kun k£ >0
= —o0, kun £ <0

%
oo" = o0, kun r > 0

Rationaalifunktio raja-arvo ddrettomyydessa ratkaistaan supistamalla nimit-

tdjin korkeimmalla z™ termilla.

Neligjuurifunktiolla kdytetddn hyviksi aikaisempia raja-arvolaskun ohjeita.

Esim. 9 Laske.

Ratkaisu :
. Sr+5 I 957920
zggo 42 — xg& 4x?

Esim. 10 Laske.

Ratkaisu :

322 — 4o
im ———
v=00 g2 + 51 + 1

im —
2 x2 2

Py et _0-0_0_,
= 11m = = — =
— 3 emo4—S 4-0 4
32 — 4x

. —2 3-0
Jim T = -
1+24+L 14040
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Esim. 11 Laske.

-2t +1
m —
z——0co 42 +7
Ratkaisu :
lim ﬂ — lim _9354 + 5 — lim —22° + 5  —2(—00)*+0
z——oo 42 45 T——00 ti; + le z——oco 4 + :cl? 440
—2:00 __ —00 __
4 T T4 T T

Esim. 12 Laske.

xllﬁn(}(D V322 + 4x — 3z
Ratkaisu :

V322 1 A — V322 + 4
hm V322 + 41 — /32 = lim (V32?4 dx \/_:1:)( 3% + m—{—\/_x)
L0 V322 +dx 4+ /32

r 322 + 4x — 322 ) 4z _ 4
i

m = lim =lim —— =
T—00 , /3ZE2 + Ax + \/g,ZE T—00 4 /3$2 + Ay + \/gflf T—00 S:B;+4x 4 \/g

4 4 4
lim —
T—00 /3x2+4x_'_\/_ m—>oo /3+ _|_\/_ /3+ _|_\/_ \/_+\/_
4 _ 4f 4/3 _ 2v3
2v3 -6 3

5.2 Jatkuvuus

Funktio f(z) on jatkuva pisteessi x = a, jos funktion toispuoleiset raja-arvot
ja funktion arvo on samat. Funktio pitda olla tietysti maaritelty tassa pistessé
a.

lim ()= f(a) = lim f(x)

T—a— T—a+

lim f(z) = f(a)
Funktio f(z) on jatkuva valilla [a,b], jos funktio on madritelty vélilld (a,b)
ja funktiolle voidaan laskea funktion arvo kaikissa vélin pisteissda. Téamaéan li-
siksi funktio on jatkuva pisteessid a oikealta puolelta ja jatkuva pisteessé
b vasemmalta puolelta. Jatkuvuutta kuvaa hyvin se, ettd voi piirtda funk-
tion nostamatta yhtddn kertaa kynda paperista. Jos funktio ei ole jatkuva
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jossain pisteessi, sanotaan silloin, ettd funktiolla on siind pisteessd epajat-
kuvuuskohta. Piirtdessa funktiota epdjatkuvuus ilmenee silloin, kun kynalla
tehddidn pienempid tai suurempia hyppéyksia.

Jatkuvia funktioita méérittelyjoukoissaan ovat polynomifunktiot, potenssi-
funktiot, eksponettifunktiot, logaritmifunktiot, trigonometriset funktiot ja
rationaalifunktiot. Jos kaksi funktiota ovat jatkuvia, niin my6s niiden sum-
ma, erotus, tulo ja jakolasku ovat maéérittelyjoukoissaan jatkuvia.

Jos funktio on jatkuva vélilla [a, b], niin funktio saa suurimman ja pienimmén
arvonsa seka kaikki muut arvot suurimman ja pienimmén arvon vililta.

Jos funktio on jatkuvat vélilld [a, b] ja funktio saa erimerkkiset funktion arvot
funktion paatepisteissé, niin silloin voidaan sanoa, ettd funktiolla on ainakin
yksi nollakohta eli funktio leikkaa ainakin kerran z-akselin. Bolzanon lause.

Esim. 13 Onko funkio f(z) jatkuva pisteessi z = 27

2r+1 ,kunx > 2
flx)y=45 , kun x = 2
3r—1 ,kunx <2

Ratkaisu :

Vasemmanpuoleinen raja-arvo

lim 3r—1=3-2—-1=5

T—2—

Oikeanpuoleinen raja-arvo

lim 2r4+1=2-24+1=5
r—2+

Funktion arvo

f(2)=5
Funktio on jatkuva pisteessd x = 2, koska toispuoleiset raja-arvot ja funktion
arvo ovat samat.

Esim. 14 Onko funkio g(z) jatkuva pisteessid = = 07

(z) = v =3z , kun 0 < x
I\ = Vv3r+3 ,kunx >0
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Ratkaisu :
Vasemmanpuoleinen raja-arvo

lim v—-3z=+v-3-0=0

r—0—

Oikeanpuoleinen raja-arvo
li>%1+\/3w+3: v3-0+3=3

Funktion arvo

f(0)=v=3-0=0

Funktio on epédjatkuva pisteessi x = 0, koska toispuoleiset raja-arvot ovat
erisuuret.

EXTRA ASIAA

Kuristuslause eli voileipilause

Otetaan kolme funktiota g, f ja h. Namé kaikki funktiot on méaéaritelty aluella
la, ¢[. Funktiosta voidaan sanoa vield, ettd g(z) < f(x) < h(x) ja

lim, _ g(z) = lim,_, h(z) = d. Jos néin on, niin lim,_,, f(z) = d.

Esim. 15 On kolme funktiota g(x) = —350x? + 700z — 347.5,

f(x) = 0.1z + 2.4 ja h = 60022 — 1200z + 602.5 miérittelyalueella

xr € [1]. Néistd funktiosta voidaan sanoa, ettd g(x) < f(z) < h(x). Jos
otetaan yhtafin suurempi maarittelyalue, niin g(x) < f(z) < h(z) ei toteudu.
Laske lim, 1 g(z) ja lim,_,; h(x) ja pééttele, mikd on funktion f raja-arvo
kohdassa x =17

Ratkaisu :
lim, ,; g(z) = 2,5 ja lim,, h(z) = 2,5, koska g(z) < f(z) < h(z), niin
kuristuslauseen mukaan myos lim, 1 f(z) = 2,5
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T T T
04424 ——
2841 600"2-1200°%+602.5 ~ ~ ]

(350%7)+700%-347.5

244 L L L L L L L L L
0995 0996 0997 0998 0999 1 1001 1002 1003 1004 1005

Kuva 17: Funktiot g(x) — 350z% + 700z — 347.5, f(z) = 0.1z + 2.4 ja h(z) =
60022 — 1200z + 602.5

Onko funktio f jatkuva kohdassa a? :

Onko funktio f mairitelty kohdassa a?

Onko lim,_,, f(x) olemassa?

Onko lim,_,, f(x) = f(a) totta?

Funktio f on jatkuva, jos saadaan kolme kylla vastausta.

Funkiolla f on epajatkuvuuskohta kohdassa a, jos kysymyksiin kaksi tai kol-
me saadaan vastaus ei.

70



Tehtavia

61 Laske.

a) lim (32* +72z% —22° +1) b) lim 3vV*T! ¢) lim V3r —2
T—3—2 1 f r—1

T——

d) lim logs (52 — 1)

.'1‘4}5

62 Laske.

12 ) r2 _ Y " ] IQ
HJ) lim ﬂ b) lim w C) 1‘111_1

2 r+1 z——1 r+1 53— 9

63 Laske

a) I 3r+3 b . 224241 o) . 226 322 12

o0 222 1 20 lim —————— lim ——————

z——o0 212 + 21 r—oo G2 — 21 — 2 z——o0 —4x4 4 33 + 2

d = V/-x+6-2 e) lll[)lalc VAazr? 4+ 6x — 2x

64 a) Onko funktio f(x) jatkuva pisteessd x = 47

3r—2 ,kun4 <x <10
flz)=1¢ 10 ,kun x =4
2¢ +2 ,kun —10 < x <4

b) Todista, etté funktiolla f(x) on ainakin yksi nollakohta?
65 Onko funktio g(x) jatkuva pisteessd x = 07

o) = V=423 [ kunx <0
| Vdr+4 ,kunx >0

66 Tupu, Hupu ja Lupu suunnittelivat kiipedvansa korkealle Mount
Ankalle. He olivat saaneet tietdd, ettd vuori muodostui kolmesta eri funk-
tiosta. Alkunousu vuorelle tapahtuu funktion f(x) = 22+ 75 mukaisesti, kun
x € [-37,—5]. Sen jilkeen vuoren huippu muistuttaa funktiota

r(z) = —z% + 2z + 100, kun x € (—5,5). Loppulaskurinnetti kuvaa funktio
t(r) = —2x + 65, kun x € [5, 32].
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a) Auta poikia selvittdmééin, onko nousu normaalisti jalkaisin mahdollista
vai onko rintessd kohdassa z = —5 pystysuoraseinimi, jota ei voi kivelld
ylos (siis epdjatkuvuuskohta)?

b) Onko laskurinne kéveltdvissd helposti alas vai onko kohtisuora pudotus
(epdjatkuvuuskohta) kohdassa x = 57

72



6 Derivaatta

6.1 Derivaatta

Kun kiiyrdn kahden pisteen (zg, f(x0)) ja (z, f(z)) vélille piirretdén sekant-
ti, saadaan funktion f erotusosamiiri vilille [z, z]. Erotusosamairi on
sekantin kulmakerroin, joka kertoo funktion f keskim&irdisen muutosno-
peuden.

Af _ f(@)—f(wo)

Ax T—T0o
Pisteiden (xq, f(z0)) ja (z, f(x)) vélilla on etdisyyttd. Kun piste (z, f(x))
ldhestyy pistettd (xq, f(z0)), silloin etdisyys muuttuu vihitellen nollaksi ja
sekantti muuttuu pisteen (zo, f(xq)) tangentiksi. Eli kun erotusosaméérésta
otetaan raja-arvo kohdassa x(, saadaan tangentin kulmakerroin, jos se on
olemassa.

o @) = flw)

Tr—xTQ xr — xo

= ['(z)

Jos funktio on derivoituva funktion pisteessid xq, silloin toispuoleiset raja-
arvot ovat yhtasuuret.
lim = lim = lim
T—To— T—T0+ T—T0
Esim. 1 Onko funkiolla f(z) = |3x| raja-arvoa pisteessd x = 07 Onko funk-
tio f(z) derivoituva pistessd x = 07

Ratkaisu :
Aluksi avataan funktion f(x) itseisarvot.

—3r ,kunx <0
f<I>_{3x ,kun 7 >0

Lasketaan vasemmanpuoleinen raja-arvo

lim f(z) — £(0) _ 3r-3-0_ 3z __3
T—=T0— z—0 z—0 T

Lasketaan oikeanpuoleinen raja-arvo

Lo @)= f0) _3r-3-0_ 3z

e=zo+ g — 0 x—0 x

=3

Funktiolla f(z) ei ole raja-arvoa pisteessi = = 0, koska toispuoleiset raja-
arvot eivét ole yhtd suuret. Funktio f(z) ei ole derivoituva pisteessid z = 0.
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2w o

3*abs(x)

L o -~

Kuva 18: Funktiolla f(z) = |3z| ei ole derivaattaa kohdassa = = 0, koska
tdhan kohtaan ei voida piirtdd yksikasitteistda tangettia. Kohdassa on terava
kulma.

Funktiolla ei ole derivaattaa pisteessd xg, silloin kun funktiolle ei saada piir-
rettyd yksikésitteistd tangenttia pisteeseen x(. Téllaisia tapauksia on, kun
toispuoleiset raja-arvot ovat erisuuret (esim. 1), funktio ei ole jatkuva tai yk-
sikdisitteisesti saatu tangentti on pystysuorassa, silld pystysuorassa olevalla
suoralla ei ole kulmakerrointa.

Jos funktion on derivoituva vélilld |a, b[, niin funktio on derivoituva jokaisessa
pisteessa talld valilla ja funktio on myos jatkuva téalld valilld. Sen sijaan, jos
funktio on jatkuva, se ei ole aina derivoituva.

Miki on derivaatan merkitys? Derivaatan merkitys on kertoa muutos-
nopeus funktion tietyssi pisteessid xg. Se siis kertoo, funktion hetkellisen
muutosnopeuden.

Esim. 2 Miirité funktion f(z) = 222+ 32+2 muutosnopeus kohdassa z = 1

eli f'(1).

Ratkaisu :
Lasketaan funktion erotusosamaari kohdassa =z = 1.
. flx) = f(1) . 2x2+3x+2—(2-12+3-1+2) 2243 +2-7
lim —%——~% = lim = lim
71 r—1 r—1 r—1 z—1 r—1
222+ 3x—5
lim ——mM8M8
x—1 r—1

Lasketaan derivaata kohdassa x = 1. Se on erotusosaméiirin raja-arvo koh-
dassa z = 1.
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242 + 3¢ — § z—1)(2z +5
f'(1) = lim : "2 — lim (@ (22 +5) = lim 2z + !
r—1 r—1 r—1 r—1 r—1

en
{
=1

Funktion muutosnopeus on 7 kohdassa = = 1.
Derivaatan laskusiintoja :

Vakion derivaatta on nolla D(c) =0

Potenssifunktion derivaatta D(z") =nz""!, neR
Summan derivaatta D(f(x) + g(x)) = Df(z) + Dg(x)
Funktio on kerrottu vakiolla D(kf(x)) = kD(f(z))

Tulon derivaatta D(f(x) - g(z)) = f'(x) - g(x) + f(x) - ¢'(x)

Osamaéirin derivaatta D£ (( ; f(z)- 9(("”;@)1;(21) 9@ g(x) £0

Yhdistetyn funktion derivaatta D(f(g(x))) = f'(9(z)) - ¢'(x)
Eksponenttifunkion derivaatta De® = e*, Def(®) = /(@) /(1)

Yleisen eksponenttifunktion derivaatta Da® = a®lna, Da/® = af®ina- f'(z)

Logaritmifunktion derivaatta Dinz =1, x >0, Dinf(z) = J}/((;)), () >0
Dlog,x = xl—im, x>0

Summan derivaatta

Esim. 3 Derivoi f(z) = 222 + 2z + 4.

Ratkaisu :

f(z) = D(22* + 2z + 4)

= D(2z2%) + D(2x) + D(4)

= 2Dz* +2Dx + D4

=221 42271 40

=4x 42

Tulon derivaatta

Esim. 4 Derivoi f(z) = (2% + 2)(32® — 522 + 2).
Ratkaisu :

Ajatellaan, ettd f(z) = h(x) - m(zx)

h(z) =242, HK(zx)=22

m(z) =323 — 522+ 2, m'(z) =92% — 10z

f'(x) = W (x) - m(z) + h(zx) - m'(x)

f'(x) = 22(32% — 52? 4+ 2) + (2% + 2)(92® — 10z) =
62 — 1023 + 42 + 92* — 102 + 1822 — 202 = 152* — 2023 + 1822 — 162
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Osamaidrian derivaatta

Esim. 5 Derivoi f(z) = 22t

z+1
Ratkaisu :
Ajatellaan, ettd f(x) = T;
h(z) =2z +1, H(x)=2

gla)=x+1, g(z)=1

D) _ W (@) g@)-h(z)g (@)

9(x) (g(=))*

f/( ) _ 2(z+1)—(2z+1)1 _ 2242—2z—1 1

(z+1)? o (@D (a2

Yhdistetyn funktion derivaatta

Esim. 6 Derivoi h(z) = (3x + 2)3.
Ratkaisu :

D(f(g(z))) = f'(9(x)) - (x)
f@)=g(x), f(z) =3 g(x)’" =3-g(x)?
g(z) =3z +2, ¢'(z) =3,

B (2) = 3(3z 4 2)? -

Eksponenttifunktion derivaatta

Esim. 7 Derivoi D(5¢e").

Ratkaisu :
De* = e*
D(5e*) = 5De" = be®

Esim. 8 Derivoi D(e3*’+27).

Ratkaisu :

Def@) = f(@) f1(1)

f(x) =323+ 2z, f(z)=92>+2
D(€3x3+2x) _ (91’2 + 2>e3x3+2z

Yleisen eksponenttifunktion derivaatta

Esim. 9 Derivoi f(z) = 10".

Ratkaisu :
Da* = a*lna
f'(x) = 10%In10
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Esim. 10 Derivoi h(z) = 6%73.

Ratkaisu :

Da/@ = a/@ina - f'(x)
fl)=20+3, fl(zr)=2

W (x) = 62306 - 2 = 2 - 62536

Logaritmifunktion derivaatta

Esim. 11 Derivoi Din(5z?).

Ratkaisu :
Dinf(z) = L&, fx) >0
Din(sa?) = 2Ex) — 1or _ 2 4 g

Esim. 12 Derivoi D(Inz)?.

Ratkaisu :
Dinx = %, x >0,
D(Inx)* = 4(Inz)* - Dinxz = 4(Inx)* - L = dne)® £

x )

Esim. 13 Derivoi Dlogs(z? + 1).

Ratkaisu :
Dlog,x = Tim, x>0
D I2 x
DlOg3([L'2 + 1) - (x2(+1—)~_l11’1,)3 — (rzfl)lng, .',UQ + 1 > 0 =T € R

Esim. 14 Muodosta tangentin yhtalo. Tangentti sivuaa funktiota

f(x) = 22* + 3z — 5 pisteessi (2,9).

Ratkaisu :

Lasketaan tangentin kulmakerroin. Se saadaan derivoimalla funktio f(x).
f(x) =4z + 3.

Tangentin kulmakerroin pisteessi x =2 on f'(2) =4-2+3 = 11.
Tangentin yhtdlo on y —9=11(z —2) <« y=1lzr—13.
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UM +3 %5
11*%-13

Kuva 19: Funktio f(z) = 22% + 3z — 5 ja tangentti pisteessi (2,9).

EXTRA ASIAA

Osaméérin derivaatta Dﬁ = —5(,(730)%, g(z) #0.
ESim. 15 DeriVOi D(m)
Ratkaisu :
D(3x3 4 2z + 10) = 922 + 2
D( 1 ) = —(92%42) 9422
3x342x+10/ — (3x3+422+10)2 ~  (3z3+22+10)2

6.2 Airiarvokohdat

Globaalit ddriarvokohdat ovat niitd kohtia, joissa funktio saa suurimmat
ja pienimmét arvonsa. Paikalliset dariarvokohdat ovat niitd kohtia, jois-
sa funktio saa lahiympéaristoonsa ndhden suurimmat tai pienimmét arvonsa.
Adriarvokohdissa funktion kulku vaihtuu kasvavasta viheneviiéin tai vihene-
vistd kasvavaan, jos ddriarvokohta on jatkuva téssd kohdin. Airiarvokohdat
voivat olla funktion paétepisteissi, epdjatkuvuuskohdissa, derivaatan nolla-
kohdissa ja jatkuvissa kohdissa, joissa derivaattaa ei ole. Jos funktio on jat-
kuva koko méarittelyaluellaan, niin silloin 16ytyy aina suurin ja pienin arvo.
Derivaattafunktiosta ndhdéain, miten funktio kiyttaytyy. Jos derivaatta-
funktion arvot ovat positiivisia, funktio on kasvava. Jos derivaattafunktion
arvot ovat negatiivisia, funktio on viheneva. Derivaattafunktion nollakohdat
ilmoittavat, missi ovat funktion diriarvokohdat tai terassikohdat. Terassi-
kohdat ovat niitd kohtia, joissa kasvavalla funktiolla tulee vililld tasanne eli
derivaatta on nolla, mutta funktio jatkaa kohta kasvamistaan. Samoin voi ol-
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la, ettd vahenevalla funktiolla tulee vélilla tasanne, jossa derivaatta on nolla,
mutta funktio jatkaa kohta vihenemistdan.

Aidosti vihenevyys/kasvavuus :

Aidosti viheneva funktio vihenee koko ajan, silld kun a < b,
niin f(a) > f(b).
Aidosti kasvava funktio on kasvaa koko ajan, silld kun a < b,

niin f(a) < f(b).
Asriarvokohta, d#riarvo, dfriarvopiste :

Mika on dariarvokohta? Minikohda tai maksimikohta. Silloin ilmoitetaan
vain z-arvo. Esim minimikohta z = 2.

Mika on aariarvo? Miniarvo tai maksimiarvo. Silloin ilmoitetaan vain
y-arvo. Esim miniarvo —3.

Mikd on &3riarvopiste? Maksimipiste tai minimipiste. Silloin ilmoitetaan
sekd x-arvo ettd y-arvo eli (x,y). Esim minimipiste (2, —3).

Esim. 16 Funktio on f(z) = 23 + 32% — 4.
a) Mitkd ovat funktion f(z) nollakohdat?

b) Koska funktio f(z) on kasvava?

¢) Koska funktio f(z) on vihenevi?

d) Mitké ovat diriarvokohdat, dériarvot ja ddripisteet?

) Madrita derivaatat f'(—1) ja f'(—2), mitd vastaukset kertovat?
)

e
f) Piirrd funktio f(z) ja sen derivaattafunktio f’(x).
Ratkaisu :

a) f(r)=a2%+322 -4
23 +322—4=0
(=1 (z+2)(x+2)=0
Funktion f(z) nollakohdat x = =2 jax =1

b) Derivoidaan funktio f(z) = 23 + 32* — 4.
f'(z) = 3z* + 6x
Lasketaan derivaatan nollakohdat eli f/(x) = 0.
322 + 62 =0
3z(r+2)=0
r=0talzrx+2=0& x—-2
Tehddan funktion kulkukaavio.
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2 0
ff(T) L+t ]--------- [++++++]

fo) N A

max min

Kulkukaavio on tdydennetty tiedoilla f'(—3) =9, f'(—-1) = -3, f’(1) =09.
Kulkukaaviosta ndhdaan.
Funktio f(z) on kasvava vililld z < =2 jax >0

c¢) Funktio f(x) on viheneva vililldi —2 <z <0

d) Asrikohdat: minimikohta 2 = 0, maksimikohta z = —2
Agriarvot: (0) = 0% + 302 — 4 = —4, minimiarvo -4
(—2) = (=2)3 +3- (—2)?> — 4 = 0, maksimiarvo 0
Adripisteet: minimipiste (0, —4), maksimipiste (—2,0)

e) f'(=1) =3-(=1)2+6-(—1) = —3. Funktion f(x) kohdassa z = —1,
tangentin kulmakerron on —3. Funktion on laskeva kohdassa x = —1.
f'(2) =322 4+ 62 = 24. Funktion f(z) kohdassa x = 2, tangentin kulma-
kerron on 24. Funktion on nouseva kohdassa x = 2.

AL o o b

Kuva 20: Sininen funktio on f(x) ja punainen funktio on derivaattafunktio

/().

Esim. 17 Maaritd funktion f(z) = Zgiﬁx suurin ja pienin arvo vélilla
[—10, 10].

Ratkaisu :

Funktiolla on epdjatkuvuus kohta x = —%, koska nimittdja ei saa tulla nol-
laksi.

Derivoidaan funktio.
/ _ (4z-3)(2z4+1)—(222—3x)-2 _ 8x?44x—6x—3—(422—6x) _ Sx24dr—6r—3—4x3+6x

f(x) = 2 = 2 = 2
(2z+1) (2z+1) (2z+1)

4a’4+4x—3
(2z+1)2
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Derivaatan nollakohta lasketaan. Nollakohta lasketaan osoittajasta, koska
funktio on rationaalifunktio.
4a? +4xr —3=0

_ AV 44(23) | a4 T6HA8 _ 4464 _ —448
T = —% taiQ;: = % ; ; ;
Kummatkin derivaatan nollakohdista kuuluvat vélille [—10,10] eivitkd ole
funktion epajatkuvuuskohtia.
Lasketaan funktion arvot vilin paitepisteissi ja derivaatan nollakohdissa.

_ 2:(=10)2-3-(=10) __
f(=10) = 2ERETHE0 = 128

2-(—10)+1
f00) = 25kt =85
e e
I3 = i =

Suurin arvo on 8%. Pienin arvo on —12%.

Moninkertaiset derivaatat

Funktiosta voidaan ottaa mahdollisesti useampiakin derivaattoja. Jos
funktio derivoidaan kahdesti, saada helposti selville, onko ensimmaisella de-
rivoimisella ja derivaatan nollakohdan laskemisella saatu funktion dariarvo-
kohta funktion maksimi tai minimi.

Jos funktio derivoidaan toisen kerran ja toisen kerran derivoituun funktioon
sijoitetaan saatu diariarvokohta ja saadaan positiivinen luku, on dariarvokoh-
ta funktion minimikohta.

f"(¢) > 0, niin funktion f minimikohta on c.

Jos funktio derivoidaan toisen kerran ja toisen kerran derivoituun funktioon
sijoitetaan saatu ddriarvokohta ja saadaan negatiivinen luku, on &ariarvokoh-
ta funktion maksimikohta.

f"(¢) < 0, niin funktion f maksimikohta on c.

Esim. 18 Laske funktion f(z) = fa* + 22® — 32% — 62 + 4 &éiriarvokohdat
ja aariarvot.

Ratkaisu :

Lasketaan funktion ensimméinen derivaatta f'(z) = 2 4 222 — 5z — 6.
Lasketaan derivaatan nollakohdat ja saadaan nollakohdiksi z = —1, x = 2 ja
r = —3.

Derivoidaan uudestaan funktio f”(x) = 322 + 4x — 5.
f"(—=1) = —6 < 0, maksimikohta on x = —1

f"(2) = 15 > 0, minimikohta on x = 2

f"(=3) =10 > 0, maksimikohta on x = —3
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Adriarvo kohdat saadaan sijoittamalla z-arvot alkuperdiseen funktioon.
1

f(=1) =73

(2) = s}

Kuva 21: f(z) = j2* 4+ 22% — 52 — 62 + 4 #firiarvokohdat ja f#riarvot.

6.3 Sovellukset

Derivaatan &dariarvolaskujen avulla voidaan laskea monenlaisia probleemia.
Esimerkiksi koska pinta-ala on pienin, tilavuus on suurin, myynti kannatta-
vin. Sovellustehtdvd kannattaa suunnitella hyvin ja tehda vaihe vaiheelta.

Adriarvosovellustehtéivin vaiheet :

Lue tehviviananto hyvin. Kerda annetut kisitteet.

Piirrd kuva, jos on mahdollista. Valitse muuttujat.

Keksi muuttujien véliset yhteydet.

Selvitéd rajoitusehdot. Laske méérittelyalue.

Muodosta lauseke funktiolle. Lausekkeessa on vain yksi muuttuja.

Laske derivaatta. Laske derivaatan nollakohdat. Katso, kuuluvatko derivaa-
tan nollakohdat maérittelyalueelle.

Tarvittaessa selvitd funktion kulku funktion kulkukaaviosta.
Selvitd suurin tai pienin arvo.
Kirjoita vastaus kysymykseen.

Tarkista tai paattele, voiko vastauksesi olla oikea.
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Esim. 19 Kalle halusi tehda hevoselleen mahdollisimman suuren aitauksen
jarven rannalle. Yhtend aitauksen sivuna oli jirvenranta, johon aitaa ei tar-
vittu. Kallella oli ollut varaa ostaa aitamateriaalia vain 400 metria. Kalle
halusi rakentaa hevoselleen suorakulmion muotoisen aitauksen. Kuinka pitka
ja leved aitaus tulisi olemaan? Mika olisi aitauksen pinta-ala?

Ratkaisu :
Kuva aitauksesta ja jarvesta.

jarvi

Valitaan muuttujat. Aitauksen leveys on x ja pituus .
Tehddédn yhtilo aitauksen sivuista ja aidan méadrdsta. 2z + y = 400.
Ratkaistaan yhtalo y suhteen. 2z +y =400 <&y =400 — 2.

Rajoitukset: Sivut ovat positiivisia lukuja.
r>0jad00 -2z >0 <& 2x<400 <& <200

Maarittelyalue 0 < x < 200

Aitauksen ala lasketaan kaavalla f(z) = xy.
Muodostetaan yhtélo, kun pituus on y = 400 — 2x.
f(x) = zy = 2(400 — 2x) = 400z — 222

Derivoidaan yht&lo.
f(x) =400 — 4z

Lasketaan derivaatan nollakohta. f'(z) = 0.
400 -4z =0 <& 4xr=400 <& z=100.

Tehddin funktion kulkukaavio.

0 100 200

ff(‘T') [F+++++]-——————- |
f(x) VAR

max
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Vastaus: Aitauksen leveys on 100 metrid, pituus on 400 — 2 - 100 = 200.
Aitauksen pinta-ala 100 - 200 = 20000 m? tai toisella kaavalla
f(100) = 400 - 100 — 2 - (100)% = 20000 m?.

Tarkistus: 2 - 100 4+ 200 = 400 metrid aitaa.

EXTRA ASIAA

Derivointia kiytetadn hyviksi laskettaessa virhearviointeja. Virhelaskenta
laskuissa on usean muuttujan funktio, jossa on erilaisia muuttujia f(z,y, 2, ...).
Virhelaskennassa lasketaan osittaisderivaattoja. Merkinté % tarkoittaa, etté
funktio f derivoidaan x suhteen ajattelemalla, ettd muut muuttujat ovat va-
kiota. % tarkoitaa, ettd funktio f derivoidaan y suhteen ajattelemalla, etta
muut muuttujat ovat vakiota jne. Osittaisdifferentiaaleiksi sanotaan tuloja
%dm, %dm, missd dx ja dy merkitsevat muutosta, joka muuttujissa x ja y on
tapahtunut. Néiden osoittaisdifferentiaalien summaa kutsutaan kokonaisdif-
ferentiaaliksi df = %dw—i— g—idy—i- %dz—k.... Tavoite on laskea mahdollisimman
suuri yliaraja-arvio virheelle. Niinpé jokaista virhearvointia pidetdén positii-
visena lukuna, jotta eri virheet laskussa eivdt kumoaisi toisiaan. Nain ollen

virhearvointi lasku on muodossa Af = |2 |dx + \%i\dy + ...

Esim. 20 Laske funktion f = ba3y? virhe Af. Muuttujia ovat x ja v.
Tarkka-arvo on b.

Ratkaisu :
Lasketaan osittaisderivaatat. 5L = 3ba?y?, %5 = 2ba3y
Virhearvio on suurimmillaan A f < |3bz?y?|dx + |2b23y|dy

Kokonaisdifferentiaalia voidaan kiyttida myos hyvéksi, kun arvioidaan, miten
paljon funktion arvo muuttuu.

Esim. 21 Laske funktion f = bz3y? arvon muutos Af. Kun muuttuja x
muuttuu 5 — 5,05 ja muuttuja y muuttuu 3 — 2, 95. Tarkka-arvo b on 2.

Ratkaisu :

Lasketaan osittaisderivaatat. % = 3ba?y?, g—; = 2bx3y

f2(5,3) = 1350, f,(5,3) = 1500, dz = 0,05, dy = —0, 05
Kokonaisdifferentiaalin avulla laskettu Af = (3bz%y?) - do + (2023y) - dy =
1350 - 0,05 + 1500 - (—0,05) = —7,5.

Lasketaan tarkat arvot, ja verrataan tarkkojen arvojen erotusta kokonaisdif-
ferentiaalilla saatuun vastaukseen.

f(5,3) =2-5%-3%=12250 ja f(5,05,2,95) =2-5,05% 2,952 = 2241,5
Erotus on 2241,5 — 2250 = —8,5. Kokonaisdifferentiaalilla saatu vastaus
heitti 11,8 %.
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Tehtavia
67 Mairitd funktion f(r) = 423 — 322 4+ 42 muutosnopeus kohdassa x = 2.

68 Muodosta tangentin yhtiils. Tangentti sivuaa funktiota f(z) = 23+2z+1
pisteessa (—1,2).

69 Derivoi.
a) f(z) =52"+6z+5

b) m(z) = (2? + 1)(3z* + 2z — 2)
¢) k(z) = (4o — 5)*
d) f(z) = 2

e) D(10¢%)

f) D(€4x4—2x)

70 Derivoi.

a) g(x) = 200

b) h( ) 7T +2z+1
c) Dlog4(x + 22)
d) Din(6z3)

e) D(Inx)®

71 Funktion on f(z) = 2% — .
a) Mitkd ovat funktion f(z) nollakohdat?
b) Koska funktio f(x) on kasvava?
¢) Koska funktio f(z) on viheneva?
d) Mitké ovat diriarvokohdat, dériarvot ja ddripisteet?
e) Maaritd derivaatat f'(—2) ja f’(1/2), mita vastaukset kertovat?
f) Piirrd funktio f(z) ja sen derivaatta funktio f'(z).

72 Roope-ankka suunnittelee tydhuoneeseensa suorakulmion muotoista muo-
tokuvaa itsestiin. Taulun pinta-ala tulee olemaan 4 m?. Taulun kehykset
valmistetaan kullasta. Roope-ankan tavoite on, ettd kultaa kuluu mahdolli-
simman vihan kehyksiin. Laske, taulun mitat.
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7 Integraalifunktio

7.1 Integraali

Edellisessé luvussa puhuimme derivoimisesta. Jos derivoidaan funktio f(x)
saadaan derivointifunktio f’(x). Jos derivointifunktio f’(x) halutaan saada
takaisin alkuperiiseksi funktioksi f(z) joudutaan integroimaan. Jos integroi-
daan derivoitu funktio f’(x) saadaan melkein alkuperéinen funktio f(z) pait-
si ei vakiota, jollei laskulla ole jokin alkuehto. Haluttua, etsittyd funktio-
ta kutsutaan integraalifunktioksi F'(z). Derivoiminen ja integroiminen ovat
kidanteislaskutoimitukset, niin kuin kerto- ja jakolasku ovat toistensa kain-
teislaskutoimituksia. Integroinnin tunnus on [-merkki lausekkeen edessi ja
lopussa dz, jos integroidaan lauseke x suhteen.

[ f(z)dx = F(x) + C. Kirjainta C sanotaan integraalivakioksi ja C' € R.
Funktion derivoimisen avulla saadaa tietoja funktion muutosnopeuksista.
Kun integroidaan muutosnopeuksia ilmaiseva funktio, saadaan tietoja méaa-
rista.

Integraalilaskusdédnt6ja :

Vakiofunktion integraali [ kdx = kx 4+ C

Potenssifunktion integraali [2"dx = n%rlx”*l +C, n#-1
Vakion siirtdminen integroinnissa [(k - f(x))dz =k - [ f(z)dx
Summan integraali [(f(z) + g(x))dx = [ f(z)dz + [ g(x)dx
Funktion I integraali [ idz = In|z|+ C, x # 0 kaikilla vileilld

Yhdistetyn funktion integraali [(f(z))" - f'(z)dz = 5 (f(2))"" +C

Yhdistetyn funktion integraali [ J}/((;”)) dr = In|f(z)|+ C, vileilld joilla

flz) #0

Eksponenttifunktion integraali [ e®*dz = e* +C, [ f'(z)e/' @dx = /@ + C
Eksponenttifunktion integraali [a*dx = ﬁax +C

Paloittain mééaritellyn funktion integraali on aina jatkuva, silld integraali-
funktio on jatkuva, koska derivaattafunktio on jatkuva.

Osittaisintegrointi [ f(x)g'(x) = f(x)g(z) — [ f'(x)g(z), funktiot f(x) ja
g(z) ovat derivoituvia funktioita.

Rationaalifunktion integraalia laskiessa kokeile myd&s vaihtoehtoja:

. Jos nimittajassid on vain yksi termi, jaa silld osoittaja termeittain. Integroi
termit.
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2. Lisdd ja viahennd osoittajaan sama vakio. Jaa osoittaja termeihin. Integroi
termit.

3. Kun osoittajan asteluku on suurempi kuin nimittdjéin, jaa osoittaja nimitta-
jalla jakokulmassa.

e Jos jako menee tasan, integroi osamaara.

e Jos jako ei mene tasan, muodosta osamaéri ja jakojaannds. Integroi osaméara
ja jakojadnnos.

4. Jos osoittajan asteluku on pienempi kuin nimittdjan asteluku, t&alloin
muodostetaan osamurtokehitelmé.
R(z) = b = 28 o

a(z—z1)(x—22) T—x1 T—Tn

Summan integraali

Esim. 1 Integroi [(z° + 2)dz.

Ratkaisu :
(2 +2)dz = [ 2*dx + [ 2dx = ?llx3+1+2x+6’: txt+ 22+ C
Potenssifunktion integraali
Esim. 2 Integroi fx—ﬂdm.
Ratkaisu :
[ hde = [z = Tl“x_‘l“ +C=ZLas3+C=-5+C
Esim. 3 Integroi [ v/z'dx.
Ratkaisu :

4 4 5
JVatde = [a5de = g5 + O = Las 4+ C =23+ C=2aVat + C

5 5

Funktion % integraali

Esim. 4 Integroi f%dm.

Ratkaisu :
J8dx=6[1de=6-In|z|+C, x#0
Yhdistetyn funktion integraali

Esim. 5 Integroi [ x(4x?* + 2)'dz.

Ratkaisu :

Ja(4a? +2)%de = [ - 8- x(4a? + 2)*de = § [ 8x(4a? + 2)*dx =
4 +20 + C =54 +2)° + C
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Esim. 6 Integroi dz.

Ratkaisu :
de=[1.2

2 4z+5

e

dr = 5 [ =dz = Lnjdz + 5]+ C

4x+5 4x+5

Eksponenttifunktion integraali

Esim. 7 Integroi [ z3¢*" dx.

Ratkaisu :
[a3e™ dr = fi 4 gde dr = if4x3ex4dx = ie“fi +C

Esim. 8 Integroi [ 3"dx.

Ratkaisu :

f3xdx—%- 3+ C

Osittaisintegrointi

Esim. 9 Integroi [a?lnxdz.

Ratkaisu :
Muodostetaan kaikki vaihtoehdot f(x), g(z), f'(x), ¢'(z) ja sijoitetaan ndma
sitten osittaisintegrointikaavaan.

f(z) = Inz, g(z) = 32°, f'(x) = 1, ¢'(x) = 2°

2 _ 1.3 13 1 2¥me 1,2 _ 28mx 1,3
Jxilnzdr = Inz - 3 ST = ST° = s +C

Rationaalifunktion integraali

Esim. 10 Integroi f’“" =22 .

Ratkaisu :
fﬂﬁ#dx:f(;z—*)dm—f(ﬁ—l)dm:%x3—x—|—0, z 40

Esim. 11 Integroi [ = A —dr.
Ratkalsu :
dx—4f$+6 Oy =4 [(28 4+ =8))dy =4 [(Z0 — 5 )dy =

f x+6 46 46 x+6 x+6

4[(1 =65 )dm—4(:L‘—6-ln\x+6|)+C:4x—24-ln|x+6\+6’, r# —6

Esim. 12 Integroi fwdx

x+1
Ratkaisu :
eSOt gy — [ (22 4 Tw + 12)de = $2® + La? + 120+ C, 2 # -1
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Esim. 13 Integroi f"”d%f;zdx

Ratkaisu :
3
JERRR Ay = [(2® — 20+ 9 — 15)de =
s28 —2? + 92 — 16 - In|z + 2|+ C, x# -2
Esim. 14 Integroi [ mdm‘
Ratkaisu :
Muodostetaan osamurtokehitelmé m = % + x%s + x%s

Maéérittelyehto x # —3, x # 0, © # —

Kerrotaan yhtélo puolittain z(z + 3)(x — 3).

Saadaan yhtélo 1 = A(x + 3)(x — 3) + Bx(z — 3) + Cz(x + 3).
Lasketaan auki oikea puoli ja jarjestellddn termit ryhmiin.

1= A(z* —9) + B(2* — 3z) + C(2? + 3x)
1=(A+B+C)2*+ (=3B +3C)z — 94

Muodostetaan yhtialoryhmaé, joka ratkaistaan.

A+B+C=0
-3B+3C=0
-9A=1

111
19731_ 18 JlaC— 18
— 9 _i8 _18

dl’—f x ac+3+ac—3_

Yhtaloryhmén ratkaisuksi saadaan A = —
e w 1

Néiin ollen saamme f W

—glnz + Kin|lz + 3| + inlz =3[+ C

Integraalifunktion mairittiminen
Esim. 15 Maaritd funktion f(z) integraalifunktio F'(x), joka kulkee pisteen
(0,2) kautta. Tiedetéiéin, ettid f(z) = 5x? + 423 + 2x — 1.

Ratkaisu :

Integraalifunktio F(z) = [(5z? + 423 + 22 — 1)de =2° +2* + 2> — 2+ C
FO)=0°40"+0*-0+C=2eli C =2.

Integraalifunktion on F(x) = 2° +2* + 2% —z + 2
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Integraali paloittain méaritellystd funktiosta

Esim. 16 Maiiritd funktion f(x) integraali.

2 ,kunx < 3
f(x)_{Qx—él , kun x > 3

Ratkaisu :
Vasemmanpuoleinen raja-arvo

lim 2 =2

r—3—

Oikeanpuoleinen raja-arvo

lim 20 —4=2-3—4=2
r—3+

Funktion arvo

f(3) =2

Koska funktio on jatkuva pisteessd = = 3, niin silld on integraalifunktio F'(x).

Flz) = 20+ C , kun x < 3
) 22 —4x+C, ,kunx >3

Integraalifunktion F'(x) taytyy olla myds jatkuva.
F(3) =lim, 3 F(z) = lim, 34 F(x)
2-3+0C=32-4-3+0C
Ci=C+9
Integraalifunktio on
F(m):{2x+0 , kun x < 3
> —4r+C+9 ,kunx >3

7.2 Maaratty integraali, pinta-ala

Kun integraalitunnukseen [ merkitdén luvut merkin yla- ja alapuolelle, puhu-
taan madratysta integraalista. esim. ff f(z)dz. Maaratyn integraalin avulla
voidaan laskea pinta-aloja. Luvut integraalimerkin yhteydessa kertovat, mis-
ta pinta-ala lasketaan. Esimerkin tapauksessa puhutaan funktion f(x) méé-
ratysta integraalista 1:std 2:teen.
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Maiiratyn integraalin laskusdént6ja :

Vaihdetaan integroimisrajat [’ f(z)dz = — [ f(z)dx
Vakion siirtéminen integroinnissa [’k - f(z)dz =k - [7 f(z)dx

Summan integraali [°(f(z) + g(z))dz = [° f(x)dz + [° g(x)dx
Integroimisalueen jakaminen pienimpiin jakoihin [ f(x)dz =[ f(z)dx+ [ f(x)dx

Esim. 17 Integroi [{ 2?Inxdz (Sama tehtivi kuin 9, mutta nyt on vain li-
sitty integroimisrajat.)
Ratkaisu :

Muodostetaan kaikki vaihtoehdot f(x), g(z), f'(x), ¢'(z) ja sijoitetaan ndma
sitten osittaisintegrointikaavaan
f(z) = Inz, g(z) = 32°, f% )“i

[{ 2Plnzdr = |§ lnx 13 — i 1 = e jely2 — |5da® =

edlne el 1

R

Erilaisten pinta-alojen laskemiskaavoja:

Funktion ja x-akselin viliin jidvan alueen pinta-ala :

Funktio f(z) on jatkuva, integroituva, f(z) > 0 ja x € [a,b]. Kun halutaan
laskea pinta-ala, jota rajoittavat funktio f(x), z-akseli, suorat z = a jaxz = b,
lasketaan pinta-ala kaavalla A = [° f(z)dz

Funktio f(z) on jatkuva, integroituva, f(z) < 0 ja x € [a,b]. Kun halutaan
laskea pinta-ala, jota rajoittavat funktio f(x), z-akseli, suorat z = a ja x = b,
lasketaan pinta-ala kaavalla A = — [° f(z)d

Esim. 18 Laske pinta-ala, jota rajaavat suora y = 3z + 1, x-akseli ja suorat
r=1jax =4

Ratkaisu :

Funktio f(z) > 0, kun x € [1,4].
A= [{Bz+1)dx = [{(32%+7) =

3 (3-4244)—(3-1241) = (3-16+4)— (3+1) =
(24 +4) — (23) =28 —21225

1
2
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Esim. 19 Laske pinta-ala, jota rajaavat suora y = 2z — 6 ja z-akseli vililla
[—1,6].
Ratkaisu :
Lasketaan suoran nollakohta 2z —6 = 0 & 22 = 6 < x = 3. Pinta-ala jaetaan
kahteen alueeseen: z-akselin ylidpuolella olevaan alueeseen, kun x € [3,6] ja
z-akselin alupuoleiseen alueseen, kun z € [—1, 3].

= %20 — 6)dx = — [*,(22 — 6)dx + [S(22 — 6)dx = —|* ,(2® — 6z) +
§(22 —62) = =[(32=6-3) = ((=1)* = 6( = 1)] + [(6* = 6-6) — ((3)* —6-3) =
—[(9—18)—(146)]+[(36—36)—(9—18)] = —(—9—-7)+(0+9) = 16+9 = 25

Funktion ja y-akselin viliin jaadvan alueen pinta-ala :

Funktio f(y) on jatkuva, integroituva, f(y) > 0 ja y € [a,b]. Kun halutaan
laskea pinta-ala, jota rajoittavat funktio f(y), y-akseli, suorat y = a jay = b,
lasketaan pinta-ala kaavalla A = [ f(y)dy

Funktio f(y) on jatkuva, integroituva, f(y) < 0 ja y € [a,b]. Kun halutaan
laskea pinta-ala, jota rajoittavat funktio f(y), y-akseli, suorat y = a jay = b,
lasketaan pinta-ala kaavalla A = — [ f(y)dy

Esim. 20 Laske pinta-ala, jota rajaavat kiyri y = 222 + 2 ja y-akseli, kun
r €[-2,2].

Ratkaisu :
Muodostetaan funktion f(z) = 223 + 2 kiiéinteisfunktio.
y =223 + 2
20 =y —2 |2
=5y—1 |y

z=3y—1=f(y)

Ratkaistaan integroimisvili sijoittamalla alueen paatepisteet funktioon.
f(=2)=2-(-2+2=-14

fi2)=2-(22+2=18

Lasketaan, koska funktio f(z) leikkaa y-akselin.

f(0)=2-(0P+2=2

Saadaan kaksi aluetta.

Funktio f(y) > 0, kun y 6[2 18]
Ay = 5y — 1dy = [5(3y — Didy = [;* 2-3(by — D)3dy = 2 [* L3y — 1)3dy =
2[5° 1+1( y—1)5 =283 (1y —1

)
211 - 21 =200 - 1 - 3119 =
2 12

2(23/8" — 0) = 2(2V/4096) = 2(2 - 16) =

I
[\
=~



e Funktio f(y) <0, kun y €[-14,2]
f

b b=y = = 2 =
—HG (1) - D)) = =230 - 1)1 (-7 - 1)) =
—2(—37/4096) = 2(3 - 16) = 2(3-4) =24

Koko pinta-ala on A = Ay + Ay = 24 + 24 = 48

—
N[ =
l\')
—_
SN—

,J>

/-\
O
%\OO
w
A
OO
~—
S
~—
I

Funktioiden f(x) ja g(z) véliin jadvin alueen pinta-ala :

e On kaksi funktiota f(z) ja g(x). Funktioiden suuruusjirjestys on
f(x) > g(z) > 0jax € [a,b]. Kun halutaan laskea pinta-ala, jota rajoittavat
funktiot f(z) ja g(z), suorat x = a ja x = b, lasketaan pinta-ala kaavalla

A= [;(f(z) = g(x))da.
Funktioiden f(y) ja g(y) véliin jadvin alueen pinta-ala :

e On kaksi funktiota f(y) ja g(y). Funktioiden suuruusjirjestys on
fly) > g(y) > 0jay € [a,b]. Kun halutaan laskea pinta-ala, jota rajoittavat
funktiot f(y) ja g(y), suorat y = a ja y = b, lasketaan pinta-ala kaavalla

A= [2(f(y) — g(y))dy.

Esim. 21 Laske funktioiden f(x) = 22+2x+1 ja g(z) = 4z +4 viliin jidvin
alueen pinta-ala.

Ratkaisu :
Lasketaan funktioden leikkauskohdat.
f(z) = g(z)
> +2r+1=4x+4
22 —2r—-3=0
r=—1ltaix =3
Leikkauskohdat ovat —1 ja 3.
Selvitetadn, kumpi funktiosta saa korkeampia arvoja valilla [—1, 3].
f(0)=0*+2-0+1=1
g(0) =4-0+4=4eli gx) > f(2).
Lasketaan funktioden viliin j Jaava alue, kun g(z) > f(z) ja z €[-1,3].
A= P (glx) = Fla))da = %, [(4a+4) — (o + 20+ 1))dz =
e +4—2% =22 —1)de =[> (=2 + 22+ 3)dz = |* | (—32° + 27 + 32) =
(—3-3343°4+3-3) = (=5 (—1)*+(=1)*+3: (1)) = (—9+9+9)—(5+1-3) =
9412 =103
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Kuva 22: Lasketaan funktioden f(z) = 22%+ 2z + 1 ja g(r) = 4z + 4 villinen
ala.

Esim. 22 Laske suorien y = —z+6, g(y) = —y*+4y+2 viiliin jiiviin alueen
pinta-ala.

Ratkaisu :
Funktio g(y) = —y?+4y+2 ilmaistaan muuttujan y avulla. [Imaistaan suora
y = —x + 6 my0s muuttujan y avulla.

y=—zr+6<x=6—y= f(y).

Lasketaan funktioden leikkauskohdat. g(y) = f(y).

—y +4y+2=6-—y

—y2+5y—4=0

y=1tai y = 4.

Leikkauskohdat ovat y =1 ja y = 4.

Lasketaan, kumpi funktio saa korkeimpia arvoja vélilld, kun y € [1,4].
g(2)=—-22+4-2+2=06ja f(2) =6 —2=4. Siis g(y) > f(y).

Lasketaan funktioiden véliin jadvin alueen pinta-ala.

A= [Hg(y) = fy)dy = [(=y + 4y +2) = (6 —y)]dy =

S =y + 4y +2 =6+ y)dy = [}(—y* + 5y — 4)dy = [{(—3° + 55 — 4y) =
— LB (L P42 174 ) = -8 440 16— (-2 +2-4) =
22 +12 =41

7.3 Tilavuus

Funktio f(z) on jatkuva, integroiva, kun = € [a,b]. Kun tdméi funktio f(z)
pyorahtaa z-akselin ympéri, muodostuu kappale. Pyorahdyskappaleen tila-
vuus voidaan laskea kaavalla V = 7 [ f(x)?dz. Pyorihdysside on y = f(z).
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e Funktio f(z) on jatkuva, integroituva, kun z € [a, b]. Kun tdméi funktio f(x)
pyordahtdd ympéri suoran y = ¢, muodostuu kappale. Pyérahdyskappaleen
tilavuus lasketaan kaavalla V = 7 [*(f(x) — ¢)*dz.

e Funktio f(y) on jatkuva, integroiva, kun y € [a,b]. Kun tdmi funktio f(y)
pyorahtda y-akselin ympaéri, muodostuu kappale. Pyordhdyskappaleen tila-
vuus voidaan laskea kaavalla V = 7 [ f(y)2dy. Pyoréhdysside on = = f(y).

Esim. 23 Funktiot f(x) = V22 + x ja g(x) = v/6x — 6 pyorahtavit
x-akselin ympéri vélilld [0, 2]. Laske muodostuneen kappaleen tilavuus.

Ratkaisu : Pyorahdyskappaleen ulkopinta leikkaa x-akselin pisteessda x = 0.
(V02+0=0)

Pyorahdyskappaleen ulkopinnan tilavuus on

Vtkopinta = T [ (V22 + x)%dx = 7 [ (2® + z)dx = w3 (32% + L2?) =
(3224122 (3-0°+1-0%)) =7w(3+2-0) =4im.
Pyorahdyskappaleen sisédpinta leikkaa z-akselin pisteessd x = 1.
(vV6-1—6=0)

Pyordhdyskappaleen sisdpinnan tilavuus on

Viaraboloidi = T | (/62 — 6)%dx = 7 [ (62 — 6)dx = 7|2(32% — 6x) =
7(3-22-6-2—(3-12—-6-1))=7(12—-12—(3—-6)) =37
Kappaleen tilavuus on

V' = Vitkopinta — Vparavoloias = 45m — 31 = 137

5 ; .
sort(x*2+x)
sqri(6*x-6

Al art(6*x-6)

3t

21

1

O s

-1 058 .
X

Kuva 23: Funktiot f(z) = v2? + 2 ja g(z) = /62 — 6 muodostavat kappa-
leen pyorahtiessiddn r—akselin ympéri valilla [0, 2].
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Esim. 24 Funktio f(z) = 3x + 5 pyordhtdd suoran y = 1 ympéri valilla
[—1, 5]. Laske muodostuneen kappaleen tilavuus.

Ratkaisu :

Kappaleen tilavuus on

V=r[2Bx+5—1)%dz =n[°(3z +4)dz = 7|*, (32 + 42) =
m[3-524+4-5—(2-(=1)*+4-(-1))] = 7[3754+20— (2 —4)] = 7(575+21) = 60

Esim. 25 Funktio f(z) = x+5 pyorahtad y-akselin ympari, kun = on vélilla
(—4,4).

Ratkaisu :

Muodostetaan funktiosta f(z) = x + 5 kiéinteisfunktio f~!(y).
y=xr+d&r=9y—>5

Lasketaan, milla vililla kappale pyorahtaa y-akselilla.
f(=4)=—-4+5=1ja f(4)=44+5=9

Kappaleen tilavuus on

V= x[l(y—52dy = 7 [{(y* — 10y + 25)dy = 7[{(54° — 5y* + 25y) =
m[5-9°—5-92425-9—(5-13—-5-12425-1)] = 7[243—-405+225— (3 —5+25)] =
m(63 — 20%) = 4227
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Tehtavia

73 Integroi.
)f(a: + 2% + 3)dx
b) [ Hdx
)f\/_dx

d) [ Idx

e) fx(6x2 + 3)dx

74 Integroi.

3
a) o rade

b) [z’ d

c)

d) [ =2 da

) S 53"” dx

f) f x —2w2—5$+6dm

3+3 2+3 +10
g) [ da

75 Mairitd funktion f(x) = 322 + 6z + 1 integraalifunktio F(x), joka kulkee
pisteen (2,2) kautta.

@

76 Madritd funktion g(x) integraali.

(z) = 4 , kun x < 2
I\ = 52 —6 , kun x > 2

77 Tupu, Hupu ja Lupu ovat saaneet Roope-sediltd kukin oman arvotto-
man maatilkun Ankkalinnasta. Kuka pojista sai pinta-alaltaan suurimman
maatilkun?

a) Tupun maatilkkua rajaavat Lumijoki f(x) = —2x + 30 ja kartan x-akseli,
kun z € [10, 19].

b) Hupun maatilkkua rajaavat Jéijoki g(z) = 2% — 2 ja kartan y-akseli, kun
y € [—20,0].

c¢) Lupun maatilkkua rajaavat Kyntévuoristo h(z) = 322 + 3z + 2 ja Aura-
vuoristo k(x) = —2z% + 5z + 18.

78 Pelle Peloton on suunnitellut kolme koriste-esinetti. Laske, mihin
niistd tarvitaan viahiten valmistusmateriaalia kultaa. Naissa tehtavissa
vksi yksikko koordinaatissa vastaa 1 cm.

a) Maljakko: Sitd rajaavat suorat x = 2, = 7 ja y = 0. Funktiot

flz) = é:1; ja g(x) = V/10x — 25 pyéréihtiivéit x-akselinsa ympéri.

b) Astla Sité rajaavat suorat « = 0, = 2 ja y = 2. Funktiot

h(z) = 32 +5 ja l(x) = 3z — 1 pydrihtévit suoran y = 2 ympiri.
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c¢) Kulho: Sitd rajaavat suorat y = 0 ja y = 2. Funktiot

h(z) = 3o — 1 ja l(z) = o pyorédhtivit y-akselin ympéri.

d) Mitéd painaa se koriste-esine, jossa on kultaa vihiten. Kullan tiheys
on 19,3103 £
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8 Tilasto

8.1 Tunnusluvut

Tilastotieteessa kerdtddn havaintoaineistoa, joka muodostuu havaintoyksi-
koistd. Havaintoyksikoista tutkitaan jotakin /joitakin ominaisuuksia eli muut-
tujia, jotka voivat olla diskreetteja tai jatkuvia. Diskreettimuuttujat ovat ko-
konaislukuja, kuten, jos tutkitaan perheen lapsimdérdé. Sen sijaan jatkuvat
muuttujat voivat saada kaikki arvot joltain reaaliluku vililtd, kuten, jos tut-
kitaan henkiléiden painoja ja pituuksia.

Tutkimusta tehdessd voidaan tutkia kaikkia havaintoyksikoita eli perusjouk-
koa tai vain osaa perusjoukosta eli otosta. Otos on kerétty jollain otantamene-
telmalla, siten ettd havointoyksikot kuvaavat mahdollisimman hyvin kaikkia
mahdollisia havaintoyksikoita.

Tunnusluvut, luokittelemattomasta aineistosta. Tunnusluvut jaetaan
sijaintiluvuiksi ja hajontaluvuiksi. Sijaintilukuja ovat keskiarvo, moodi ja me-
diaani. Hajontalukuja on keskihajonta. Sijaintilukujen avulla voidaan péitel-
14 arvojen sijainnista, kun taas hajontalukujen avulla voidaan paatelld, miten
muuttujat ovat sijoittuneen keskiarvoon nédhden.

Moodi (Mo) eli tyyppiarvo, kertoo, mitd muuttujan arvoa on eniten.

Mediaani (Md) kertoo, mikd on havaintoyksikéiden keskimiisin muuttu-
jan arvo. Se saadaan laittamalla muuttujan arvot suuruusjirjestykseen. Muut-
tujista valitaan keskimmaisin arvo, jos muuttujan arvoja on pariton méara.
Jos muuttujan arvoja on parillinen méira, lasketaan kahdesta keskimmai-
simméstd muuttujan arvosta keskiarvo.

Aritmaattinen keskiarvo (7) kuvaa "keskimi#riistd muuttujan arvoa.

Keskiarvo lasketaan kaavalla
T = TifTotddn _ N T
— =",
n 1 n
T; = muuttujan arvo

n = havaintoyksikdiden lukuméara

Keskihajonta (s) kertoo ovatko muuttujan arvot ldhempéné vai kauempa-
na keskiarvosta.

s Z?:1 (zi—7)?
n
T =keskiarvo

r; = muuttujan arvo
n = havaintoyksikéiden lukuméara
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Esim. 1 Ankkalinnan Tipulaakson ala-asteen 1-luokan oppilailla on omia
lemmikkeja seuraavasti: 2,7,5,4,1,3,6,3,8,2,3 ja 7. Laske oppilaiden lem-
mikkien méérin a) moodi, b) mediaani, ¢) keskiarvo ja d) keskihajonta.

Ratkaisu :

Jarjestetddn luvut suuruusjirjestykseen, niin silloin on helpompi laskea tun-
nusluvut. 1,2,2,3,3,3,4,5,6,7,7,8.

a) Moodi on 3.

b) Mediaani on 24 =3 5.

¢) Keskiarvo on 122330042748 — 51 — 4 95

12
d) Keskihajonta on
\/ (1-4,25)2+2(2-4,25)2+3(3-4,25)2+(4—4,25)2+(5—4,25)2+(6—4,25)2+2(7—4,25)2+(8-4,25)2 _

12
\/ —3,25)2+42(—2,25)243(—1,25)2+(—0,25)24(0,75)2+(1,75)2+2(2,75)%+(3,75)% __

12 =
\/ 10,5625+10,125+4,6875+0,0625+0,5625+3,0625+15,125+14,0625 __

58,25 _ ~
BB = JA85A = 2,2032... & 2,2.

Muuttujan arvon normittaminen. Kun tiedetddn havaintoyksikoiden kes-
kiarvo (Z) ja keskihajonta (s), voidaan halutun havaintoyksikon muuttujan
arvo normittaa. Kun muuttujan arvo on normitettu, ilmaisee normitettu ar-
vo, miten monta keskihajontaa muuttujan arvo eroaa keskiarvosta. Jos nor-
mitettu arvo on negatiivinen, on muuttujan arvo pienempi kuin keskiarvo.
Jos normitettu arvo on positiivinen, on muuttujan arvo suurempi kuin kes-
kiarvo.

Normitettu arvo lasketaan kaavalla z = ?
z =normitettu arvo

r =muuttujan arvo

T =keskiarvo

s =keskihajonta

Esim. 2 a) Toisen luokan tyttojen pituuksien keskiarvo on 135 cm. Keski-
hajonta on 5 cm. Liisa on pituudeltaan 140 cm. Mikd on hidnen normitettu
arvonsa? Mitd tdméa normitettu arvo kertoo Liisan pituudesta?

b)Toisen luokan poikien pituuksien keskiarvo on 140 cm. Keskihajonta on 8
cm. Kuinka pitkd Pekka olisi, jos hdnelld olisi sama normitettu arvo pituu-
dessa kuin Liisalla?

Ratkaisu :

a) Liisan normitettu arvo lasketaan z =
Liisa on yhden keskihajonnan verran pitempi kuin hidnen luokan tytot ovat
keskimaérin.

140-135 _ |
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b) Pekan pituus lasketaan samalla kaavalla, nyt vain pituuden kohdalle lai-
tetaan z ja keskiarvon ja keskihajonnan arvot vaihdetaan.

== =1 2r-140=8« 2 =148 cm.

8.2 Normaalijakauma

Normaalijakaumalla on muita nimi& Gaussin jakauma, Gaussin kiyra ja Gaus-
sin kellokdyrd. Normaalijakauma muodostuu satunnaismuuttujista X. Nor-
maalijakauman tiheysfunktio on f(z) = a\}ﬁe%(%y, missé,

e = neperin luku, 2,71828...

1 = odotusarvo vastaa keskiarvoa

o = keskihajonta

07
= 06}
=
S 05}
S04}
+=
o
2 03}
S 02 |
<
S
by 01 t
4]
&2 0 L L
4 3 2 1 0 1 2 3 4
¥

Kuva 24: Normaalijakauman tiheysfunktio.

Normaalijakaumaa merkitéén lyhyesti X ~ N(u, o).

Normaalijakauman ominaisuuksia. Normaalijakauma on symmetrinen,
jossa kiayran huippukohta on odotusarvo. Normaalijakauman kiyran leveyden
maarad keskihajonta. Jos kidyrd on kapea, on pieni keskihajonta. Jos kiyra
on leved, on keskihajonta suuri.

Normaalijakauman avulla lasketaan todennékoisyyksid. Todennékoisyys las-
ketaan pinta-alan muutoksen avulla. Siis kuinka suuri pinta-ala muodostuu
tiheysfunktion, z-akselin ja tietyn arvon vilille. Kun odotusarvosta mennéin
keskihajonnan verran oikealle, télla alueella on noin 34 % aineiston arvois-
ta. Kun odotusarvosta mennéaén seké oikealle ettd vasemmalle keskihajonnan
verran, on talld alueella aineiston arvoista noin 68 %. Jos odotusarvosta men-
naan kaksi keskihajonnan verran oikealle sekid vasemmalle, on talla alueella
noin 95 % aineiston arvoista.
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Normaalijakauman odotusarvo on 0 ja keskihajonta 1. Se merkitdan lyhyesti
N(0,1). Muut normaalijakaumat voidaan normittaa, jotta ne noudattavat
normaalijakaumaa N (0, 1). Normittaminen lasketaan kaavalla z = *>F
missa

z = normitettu arvo

x = muuttujan arvo

1 = odotusarvo vastaa keskiarvoa

o = keskihajonta

Normaalijakauman laskukaavoja :

Kertyméafunktion avulla P(X < a) = ®(a)
Kompleksisuus P(X >a) =1—P(X <a)=1— ®(a)

Negatiiviset arvot P(X < —a) = P(X > a) =1 — ®(a) tai
P(X > —a)=P(X <a)=(a)

Arvot vililtd P(a < X <b) = &(b) — ®(a)

®-arvot saa laskimesta tai taulukkokirjasta.

Esim. 3 Laske P(X < 3,3).

Ratkaisu :

P(X < 3,3) = B(3,3) = ©(3,30) = 0,9995
Esim. 4 Laske P(X > 0,34).

Ratkaisu :
P(X >0,34) =1—-P(X <0,34) =1—P(X <0,34) =1—9(0,34) =
1—-0,6331 = 0,3669

Esim. 5 Laske P(X < —1,23).

Ratkaisu :
P(X < —1,23) = P(X <—1,23) = ®(—1,23) =
1—®(1,23) =1-0,8907 = 0,1093

Esim. 6 Laske P(X > —2,99).

Ratkaisu :
P(X >-29)=1-P(X <-299)=1-®(-2,99) =1—(1—-®(2,99)) =
1—1+®(2,99) = $(2,99) = 0,9986
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Esim. 7 Laske P(—0,50 < X < 1,50).

Ratkaisu :

P(—0,50 < X <1,50) = P(—0,50 < X <1,50) =

®(1,50) — &(—0,50) = ®(1,50) — (1 — ®(0,50)) = 0,9332 — 1 + 0,6915 =
0,6247

Esim. 8 Kaakkois-Suomessa tutkittiin vuosina 2000 — 2004 kettujen elinpii-
reji. Elinpiirien keskiarvo oli 6,6 km? ja keskihajonta 3,16 km?. Kuvitellaan,
ettd elinpiirin suuruudet noudattavat normaalijakaumaa.|22]

a) Laske, milld todennikoisyydelld ketun elinpiiri on vihintdéin 7 km?2?

b) Laske, milli todennikodisyydelld ketun elinpiiri on 5 — 8 km??

¢) Jos kettuja on 300 kappaletta, kuinka monen ketun elinpiiri on alle 9 km??

Ratkaisu : . ,

a) P(X > Tkm?) = P(Z > T0apbims) = P(Z > 0,1265...) = 1 — P(Z <
0,13) =

1—®(0,13) =1 —0,5517 = 0, 4483 = 0, 45.

b)P(5km? < X < 8km?) = P(R-00hms < 77 < Storebhm® )
P(=0,506... < Z < 0,443...) = ®(0,44) — ®(—0,51) = &(0,44) — (1 —
®(0,51)) = ®(0,44) — 1 + ®(0,51) = 0,6700 — 1+ 0,6950 = 0,365 ~ 0, 37

¢)P(X < 9km?) 300 = P(Z < Hm==b8m) . 300 = P(Z < 0,759...) - 300 =

$(0,76) - 300 = 0,7764 - 300 = 232,92 ~ 233

EXTRA ASIAA

Normaalijakauma on symmetrinen. Kaikki jakaumat eivit ole kuitenkaan
symmetrisid eivatkd muistuta normaalijakaumaa huippukkuutensa vuoksi.
Jakauman vinous ja huipukkuus voidaan laskea.

Vinous :
Vinous lasketaan kaavalla ¢; = 4.
2
m.

2

: ?1(%_55)

Kaavan mg keskusmonentti lasketaan ms = £ Y7 (2, — )2,

Kaavan my keskusmonentti lasketaan mq =

Kun vinoudeksi saadaan ¢; > 0, on jakauma vino oikealle. Puhutaan myos,
ettd jakauma on posiitivisesti vino.
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Kun vinoudeksi saadaan ¢; = 0, on jakauma symmetrinen.

Kun vinoudeksi saadaan ¢; < 0, on jakauma vino vasemmalle. Puhutaan
myo0s, ettd jakauma on negatiivisesti vino.

Huipukkuus, kuinka korkealla on huippu :

Huippu lasketaan kaavalla c; = 7% — 3.
2

Kaavan msy keskusmonentti lasketaan my = £ 30 (2, — 7).
Kaavan my keskusmonentti lasketaan my = £ 30 (2, — 7)*.

Kun huipukkuudeksi saadaan ¢y > 0, on jakauma huipukas. Eli jakauman
huippu on korkeammalla kuin normaalijakauman huippu on.

Kun huipukkuudeksi saadaan ¢, = 0, on jakaumalla samanlainen huipukkuus
kuin normaalijakaumalla.

Kun huipukkuudeksi saadaan ¢, < 0, on jakauma laakea. Eli jakauman huip-
pu on matalammalla kuin normaalijakauman huippu on.

Esim. 9 Laske aineiston —6, —3, —2,0, 1,8, ja 9 vinous ja huipukkuus.

Ratkaisu :

Lasketaan keskiarvo.

7 — (OB H(DH0+148+9 _

Lasketaan kesk7usmomentit.
my = 1 - 188 = 265.
mg,:;420260.
mg = 2 - 9236 ~ 1319,43.
Lasketaan vinous.
Vinous on ¢; = ™ = —% _ ~(,43. Aineisto on oikealle vino.
m2  (263)2
Lasketaan huipukkuus.
Huipukkuus on ¢y = %‘é -3 = 1(22%?23 — 3~ —1,17. Aineisto on matalampi

kuin normaalijakauma.
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Tehtavia

79 Ankkalinnan kaupassa on myytdvind monia 60 grammaisia suklaapatu-
koita. Hinnaltaan ne ovat 3.5, 4.0, 2.5, 3.5, 4.2, 4.1, 2.5, 5.0, 4.0 ja 3,8.

a) Laske suklaapatukoiden mediaani.

b) Laske suklaaputukoiden keskiarvo.

c¢) Laske suklaapatukoiden keskihajonta.

80 Kaakkois-Suomessa tutkittiin vuosina 2000 — 2004 méyrien ja supikoirien
elinpiireji. Miyrien elinpiirin keskiarvo oli 14,7 km? ja keskihajonta 8,32
km?. Supikoirien elinpiirin keskiarvo oli 3,9 km? ja keskihajonta 1,42 km?.
[22]

a) Jos yhden méyrén elinpiiri on 16 km?, miké on tdmén méyrin normitettu
elinpiirin arvo?

b) Jos tdmé méyrd voisi uudesti syntya supikoiraksi, kuinka suuri elinpiiri
silld silloin olisi, jos se liikkuisi vastaavalla tavalla kuin oli mayrané liikkunut
muihin méyriin verrattuna?

81 Laske todenndkoisyydet.
a) P(X <0,82)

b) P(X > 0,67)

c) P(X < —1,53)

d) P(X > —0,23)

e) P(—0,51 < X <0,62)

82 Kaakkois-Suomessa tutkittiin vuosina 2000 — 2004 kissojen elinpiireja .
Kissojen elinpiirin keskiarvo oli 1,5 km? ja keskihajonta 1,69 km?.[22]

a) Laske, millid todennikoisyydelld kissan elinpiiri on véihintdén 2 km??

b) Laske, milli todennikodisyydelld kissan elinpiiri on 1 — 3 km??

c) Laske, kuinka monella kissalla 200 on suurempi reviiri kuin 2,5 km??

83 Oletetaan, ettad vieston dlykkyysosaméaira noudattaa normaalijakaumaa,
N(100, 15). Maaritd odotusarvon 100 ympaériltd symmetrinen véli, johon kuu-
luu tdsmélleen puolet viestosté. (K15/6)
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9 Todennakoisyys

9.1 Klassinen todennakoisyys

Klassisessa todennikdisyydessd on yhtad suuri todennékoisyys saada suotui-
sista alkeistapauksista mika vain. Esimerkiksi rahanheitossa on yhtd toden-

nakoistd saada klaava tai kruunu.
P(A) — suotuisat

kaikki

Esim. 1 Laske todennékoisyys, ettd nopanheitossa saadaan vahintdan 4.

Ratkaisu :

Suotuisia alkeistapauksia ovat nopan luvut 4,5 ja 6.

P( silméluku vihintééin 4 ) = 3 =1

Esim. 2 : Esteratsastukseen osallistuu 4 valkoista, 6 ruskeaa ja 5 mustaa
hevosta.

a) Laske todennékdisyys, ettd voittaja hevonen on musta vériltaan.

b) Laske todennékéisyys, etta voittaja hevonen ei ole valkoinen vériltaén.

Ratkaisu :

a) P( musta ) = 74+g+5 = 1%
b) P( ei valkoinen ) = ;3400 = 12

Esim. 3 Tallilla on yhteensd 40 hevosta, niistd 19 hevosella ratsastetaan,
17 hevosella ajetaan ravia ja 7 hevosella ratsastetaan sekd ajetaan ravia.
Lopuilla hevosilla tehddan metsatoita.

a) Laske todenn#kéisyys, ettd satunnaisesti tallista valitsemallasi hevosella
ei ratsasteta eikd ajeta ravia.

b) Laske todennékdisyys, ettd satunnaisesti tallista valitsemallasi hevosella
vain ratsastetaan.

Ratkaisu :

Pelkkia ratsastushevosia on 19 — 7 = 12.

Pelkkié ravihevosia on 17 — 7 = 10.

Hevosia, joilla ei ratsasteta eikd ajeta ravia, on 40 — (12 4+ 7 + 10) = 11.
a) P( Ei ratsasteta eiki ajeta ravia ) = 1t

.40

b) P( Hevosella ratsastetaan ) = 12 = -
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9.2 Tilastollinen todennakoisyys

Tilastollista todennékoisyytta laskettaessa, kdytetddn hyviksi tilastoihin ke-
rattya tietoa.

Esim. 4 : Viikolla 36 vuonna 2015 saapui Suomeen 1153 turvapaikanhakijaa.
a) Laske, milld todennékoisyydelld Suomen kansalainen torméé seuraavalla
viikolla edelliselld viikolla tulleista pakalaisista juuri irakilaisiin tai somalei-
hin.

b) Irak ja Syyria ovat ldhi-iddn maita. Laske todenn#kéisyys, ettd kadulla
seuraavalla viikolla vastaan tuleva ldhi-idasta tullut turvapaikan hakija on
Irakista.

Ratkaisu :
Maat Turvapaikanhakijat * Turvapaikanhalijat %0 **
Afganistan 59 5.1
Irak 912 79.1
Somalia 63 5.5
Syyria 34 2.9
Muut 85 7.4

* Lahde: Maahanmuuttovirasto, Helsingin sanomat 8.9.2015
** Kirjan tekijén laskelma

Kuva 25: Maahanmuuttajat viikolla 36 vuonna 2015 [27]

Ratkaisu :
a) P(Irakilainen tai somali) = (79,14 5,5)% = 84,6% = 0, 846
b) P(Lahi-idésté tullut turvapaikan hakija on Irakista) = g3t = 52 =

0,964059... = 0,964

9.3 Geometrinen todennikoisyys

Geometrisessa todennédkoisyydessa kuvaillaan kaikkia alkeistapauksia ja suo-
tuisia alkeistapauksia janoilla, pinta-aloilla tai tilavuuksilla. Aikaan liittyvia
todennékoisyyksia lasketaan usein talla tavalla.

Esim. 5 : Laiva kulkee kolmen eri sataman valilld. Satamasta A matka kes-
tdd 15 minuuttia satamaan B. Satamassa B laiva on 10 minuuttia. Satamasta
B matka kestdd 5 minuuttia satamaan C. Satamassa C laiva on 10 minuut-
tia. Satamasta C matka kestdd 10 minuuttia satamaan A. Satamassa A laiva
on 10 minuuttia.
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a) Laske todenniikoisyys, ettd matkustaja pidsee suoraan laivaan satamassa
C.

b) Laske todenniikoisyys, ettd matkustaja joutuu odottamaan satamassa C
yli 10 minuuttia.

Ratkaisu :
10 _ 1

a) P( Paisee laivaan suoraan satamassa C ) = &5 = ¢
b) P( Joutuu odottamaan satamassa C yli 10 minuuttia ) = £ = 2

Matka A—B B:ssd Matka B—C Cssd Matka C—A Assa

15 min 10 min 5 min 10 min 10 min 10 min

Kuva 26: Aikajana laivan liikkeista.

9.4 Kombinatoriikka
Tuloperiaate :

Kokonaisuus muodostuu vaiheista, joita on k kappaletta.

Ensimmaéisessi vaiheesa on n; vaihtoehtoa, joista valittaa yksi vaihtoehto.
Toisessa vaiheessa on no vaihtoehtoa, joista valitaan yksi vaihtoehto.

jne

k vaiheessa on ny vaihtoehtoa, joista valitaan yksi vaihtoehto.

Valintamahdollisuuksia on nq - ng - ... - ng.

Esim. 6 : Liisa on ostanut kaupasta kolmet housut: veryttelyhousut, farkut
ja collegehousut. Hian on ostanut viisi puseroa: t-paidan, paitapuseron, col-
legepuseron, farkkupaidan ja royhelopuseron. Hin on ostanut myos kolmet
kengét: lenkkarit, kivelykengit ja sandaalit.

a) Kuinka monta erilaista asukokonaisuutta Liisa voi muodostaa uusista vaa-
teistaan?

b) Liisa on kutsuttu ystavinsi synttéreille. Liisa ei halua laittaa péaille ve-
ryttelyhousuja, collegehousuja eikéd lenkkareita. Kuinka monta erilaista asu-
kokonaisuutta hinelld on nyt?

Ratkaisu :
a)3-5-3=45
b)1-5-2=10
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Esim. 7 Otetaan 20 kirjainta.

a) Kuinka monta erilaista 5 kirjaimen kirjainyhdistelmad saadaan, jos sama
kirjain voin esiintyd monta kertaa?

b)Kuinka monta erilaista 5 kirjaimen kirjainyhdistelméé saadaan, jos kukin
kirjain voi esiintyd vain kerran?

Ratkaisu :
a) 20 -20-20 - 20 - 20 = 3200000
b) 20-19-18-17- 16 = 1860480

Kertoma :

Jonojen lukumaéara, kun kaikista alkioista muodostatetaan jono.

Kertoma on tulo, joka muodostetaan positiivisista kokonaisluvuista. n, n—1,
n—2,..,2jal.

Tulo lyhennetdin merkinnalla n!.
nl=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1.

Kertoman avulla voidaan laskea, kuinka monenlaisia jonoja voidaan muodos-
taa alkiosta n.

Ensimméinen jasen valitaan n alkiosta.
Toinen jdsen valitaan n — 1 alkiosta.
Toiseksi viimeinen jdsen valitaan 2 alkiosta.
Viimeista jasentd ei endd tarvitse valita.

On sovittu, ettd 0! = 1.
k-permutaatio eli variaatio :

Jonojen lukuméérs, kun n alkiosta tehdddn lyhyempié jonoja. (n > k).
Jonoja kutsutaan k-permutaatioiksi. Alkioden jirjestykselld on valia.

k-permutaatiota lyhennetdin merkinn6illd (n) ja (n%'k),

k-permutaatiota lasketaan kaavalla

(e =n-(n—1)- . (n—(k—1)) = ;2

Esim. 8 Kuinka monta erilaista jonoa voidaan muodostaa opettajasta ja
kahdeksasta oppilaasta.

a) Opettaja voi olla missé kohdin vain jonoa?

b) Opettaja on aina ensimmaéisené jonossa?

¢) Kuinka monta erilaista 4 hengen jonoa voidaan muodostaa. Opettajan ei
tarviste olla jonossa.
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Ratkaisu :

a)9!=9.-8-7-6-5-4-3-2-1= 2362880
b)1-8!=8-7-6-5-4-3-2-1=40320
¢) (9)4=9-8-7-6=23024 tai toisin

(9)a = g2y = 3024

Esim. 9 Muodosta k-permutaatiot joukon C alkoista, C' = {e, 1, 0}.

Ratkaisu :

a) 3—permutaatiot. Erilaista joukkoa 3-2-1 =6
€10, €01, 1€0, 10€, 0€l, Ole.

b) 2—permutaatiot. Erilaista joukkoa 3 -2 =6
et, €o, i€, 10, 0€, Ol.

¢) 1—permutaatiot. Erilaisia joukkoja 3

e, 1, 0

k-kombinaatio :

Osajoukkojen madra, kun alkioiden jérjestyksell ei ole valia.

Joukossa, jossa on n alkiota, voidaan muodostaa erilaisia osajoukkoja. Os-
ajoukoissa voi olla 0,1, 2, 3, ... tai n alkiota.
Kun joukossa on n alkiota, voidaan muodostaa k- alkion osajoukkoja kaavalla

n\ __ n!
k)~ (n—k)k!

Esim. 10 Muodosta k-kombinaatiot joukon C alkioista, C' = {e, i, 0}.

Ratkaisu :
a) 3—kombinaatiot.

eto
b) 2—kombinaatiot.
et, €0, 10

Siis ei ja ie ovat samoja osajoukkoja. Osajoukon alkioiden jarjestykselld ei
ole vilia.

c¢)1—kombinaatiot.

e, 1, 0

Esim. 11 Myyjiisissd on arvonta. Arpaliput on numeroitu 1 — 300. Palkin-
toja on 5 kpl. Palkinnot ovat samanlaisia.

a) Kuinka monta erilaista voittajaosajoukkoa voidaan muodostaa 300 arpa-
lipusta.

b) Milla todennékoisyydelld viiden hengen porukasta, kaksi voittaa palkin-
non?

c¢) Laske todenn#kéisyys, ettd kukaan viiden hengen porukasta ei voita.
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Ratkaisu :

300\ __ 300! __ 300! __ 300-299-298-297-296 __ 1010 A 1010
a)( 5 ) ~ (300—5)!5! — 2955 5-4-32-1 = 1,95828...-107 ~ 1,96-10

b) (5) (22)5) 10-43(5)5

= 05)315 = 0,00216277... ~ 0,00216
5 5
5 29 295
) (0()3(005)) - Egoog - O 918874 L O, 919
5 5

9.5 Komplementtisaanto

Kun perusjoukosta otetaan suotuisat tapahtumat A, jaa perusjoukkoon komple-
menttitapahtumat A.
P(A)+ P(A)=1ja P(A)=1- P(A).

Esim. 12 Korttipakassa on 52 korttia. Sieltd nostetan 5 korttia. Mikd on
todenaiisyys, ettd korteista ainakin yksi on kuvakortti. Kortteja ei palauteta
pakkaan.

Ratkaisu :

Pakassa on 12 kuvakorttia. Numerokortteja on 52 — 12 = 40.

Ainakin yksi kuvakortti tarkoittaa, ettd saadaan joko 1,2, 3,4 tai 5 kuvakort-
tia. Tehtava ratkaistaan kiayttamalla hyviksi komplementtisddntos.

P(A) =saadaan ainakin yksi kuvakortti

(A) =ei saada yhtiiéin kuvakorttia
P(A) = 1039383736 _ 2109
(4)

52-51-50-49-48 ~ 8330

=1-P(A)=1- 35 =0,7468... = 0,747

Esim. 13 Laske todennékoisyys, ettd saadaan korkeintaan 5 ykkostéd, kun
heitetddn 6 kertaa noppaa.

Ratkaisu :
P(A) =saadaa korkeintaan 5 ykkésta

P(A) =saadaan 6 kappaletta ykkosti
P(A)_%'%'%;%'%'é_%ése‘
P(A) = 1— P(A) =1 — 7t = 0,9999786... ~ 0,99998

9.6 Kertolaskusaanto

Ehdollinen todennikéisyys :

P(Aja B) = P(A)- P(B|A).
On kaksi tapahtumaa A ja B, JOlsta "A tapahtuu ja B tapahtuu, kun A on

tapahtunut"[17, s. 81]. P(B|A) Bs.
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Esim. 14 Korttipakasta otetaan 4 korttia. Lasketaan todennikéisyys, etta
kaikki kortit ovat &ssi.

Ratkaisu :
P(kaikki dssid) = 4.3 .2 L 24— 0,000003694... =~ 0,0000037

52 51 50 49 _ 6497400

Riippumattomien tapahtumien kertolasku :

On kaksi tapahtumaa A ja B. Ne ovat toisistaan riippumattomia. Todenna-
koisyys, ettd ne molemmat tapahtuvat on todennékéisyyksien tulo.

P(A jaB) = P(A)(B).

Esim. 15 Jukka on sirkuksessa ja kokeilee onneaan kahdessa heittokojussa.
Ensimmaéisessi kojussa Jukan onnistumisprosentti on 40 % ja toisessa kojussa
30 %.

a) Laske todennidkdisyys, ettd Jukka voittaa kummastakin kojusta nallen
itselleen.

b) Laske todennékéisyys, ettd Jukka ei voita kummastakaan kojusta nallea.
c¢) Laske todennékoisyys, ettd Jukka voittaa ainakin toisesta kojusta nallen.

Ratkaisu :

a) P( molemmista pelistd voitto ) =

P(1 pelisté voitto ja toisesta pelistd voitto ) =

P(1 pelisté voitto ) - ( ja 2 pelistéd voitto ) =

0,40 -0,30 = 0,12

b) P(1 pelistd ei voittoa ) - ( 2 pelisti ei voittoa ) =
(1-0,40)-(1—-0,30)=0,60-0,70 = 0,42

¢) 1 — P( ei voita kummastakaan pelistd ) = 1 — 0,42 = 0, 58

9.7 Yhteenlaskusianto

Yleinen yhteenlaskusdanto :

On kaksi tapahtumaa A ja B, jotka eivit ole erillisii. Laskettaessa todenné-
koisyytta, ettd tapahtuma A tai tapahtuma B tapahtuu, lasketaan yhteen
tapahtumien A ja B todennékéisyydet ja tdstd summasta vihennetddn to-
dennékoisyys, ettd sekd tapahtuma A ettd tapahtuma B tapahtuu.
P(AtaiB)=P(A)+P(B)—P(AjaB).

Erillisten tapahtumien yhteenlasku :
On kaksi tapahtumaa A ja B, jotka ovat erillisid. Siis ne ovat toisistaan riip-

pumattomia. Todennakoisyys, ettd ne molemmat tapahtuvat on todennikoi-
syyksien summa. P(A tai B ) = P(A) + P(B).
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Esim. 16 Laatikossa on 10 tennispalloa, joista 8 on keltaista tennispalloa ja
2 valkoista vanhan ajan tennispalloa. Lisédksi laatikossa on 8 lasten leikkipal-
loa, joista 5 on keltaista ja 3 valkoista. Kaikki pallot ovat samankokoisia

a) Laske todennikoisyys, ettd kun laatikosta otetaan silmét kiinni pallo, se
on keltainen tai tennispallo.

b) Laske todennikdisyys, ettd kun laatikosta otetaan silmét kiinni pallo, se
on joko keltainen tai tennispallo.

c) Laske todennékdisyys, ettd kun laatikosta otetaan silmét kiinni kaksi pal-
loa, niin ensimméinen pallo on keltainen tennispallo tai toinen pallo on kel-
tainen tennispallo.

d) Laske todennikdisyys, ettd kun laatikosta otetaan silmét kiinni kaksi pal-
loa, niin vain toinen pallo on keltainen tennispallo.

Ratkaisu :
a) A =pallo on keltainen, B =pallo on tennispallo

P(A ja B )= pallo on seki keltainen etti tennispallo

P(A) = % (8 Et)ennispalloa + 5 lasten palloa)

P(B): T8 - §8 .
P(AtaiB)=P(A)+P(B)—PAjaB)=1+2—-5=2=0,83333...~

b) P(joko A tai B )= P(A)+ P(B)—2-P(AjaB)=284+2-2.4 =1 =
0, 38888... = 0,389

c)A =1. pallo on keltainen tennispallo ja 2. pallo on keltainen tennispallo

B =1. on keltainen tennispallo ja 2. pallo on muunlainen

C =1. pallon on muunlainen ja 2. pallon on keltainen tennispallo
P(A)+P(B)+P(C)=% £+ % P +12- 2 =12 =0,70588... = 0,706

18 17 17 17
d) P(B)+ P(C) = {5 - 12 + 15 - 17 = 155 = 0,52287... ~ 0,523

9.8 Binomitodennikoisyys

Binomitodennakoisyydessa tehddan toistokokeita. Jokaisessa toistokokeessa
joko onnistutaan tai epdonnistutaan. Toistokokeiden tulokset ovat toisistaan
riippumattomia.

P(n kertaa toistoja, k kertaa onnistumisia) = (Z) (p)k(q)n*

n =toistojen maara

k =onnistumisten maira

p =todennikéisyys, ettd koe onnistuu

q =todennikéisyys, ettd koe epdonnistuu, 1 —p = ¢
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Esim. 17 Pekka saa korin 5 metrin etiisyydeltd 60 prosentin todennakoi-
syydella.

a) Laske todennékdisyys, etti pekka saa tasan 4 koria, kun hén heittdd kuusi
kertaa.

b) Laske todennékoisyys, ettd pekka saa ainakin 5 koria, kun hén heittda
kuusi kertaa.

Ratkaisu :

a)p=0,6jag=1-0,6=0,4

P(tasan 4 koria) = (})(0,6)(0,4)°~* = 0,31104

b) P(5 tai 6 koria) = (£)(0,6)7(0,4)%3+(¢)(0,6)9(0,4)°~0 = (£)(0,6)(0,4)' +
(0,6)¢ = 0, 23328

EXTRA ASIAA

Multinomikerroin

n _ nl
ni.no Nk nilnsl.-.nyg!

Joukosta, jossa on n kappaletta alkiota, muodostetaan osajoukkoja. Osajouk-
koja on yhteensd k kappaletta. Osajoukoissa on nq,ns---n; kappaletta al-
kioita. Kaavassa pitdd muistaa, ettd ny + ny + --- + n, = n eli kaikki al-
kiot jaetaan osajoukkoihin. Multinomikertoimen avulla voidaan laskea, kuin-
ka monella tavalla alkioiden jako osajoukkohin voidaan tehd&. Binomikaava
on multinomikertoimen erikoistapaus.

Esim. 18 Varsinais-Suomen aluekilpailuissa on 27 pikajuoksijaa. Juoksijois-
ta muodostetaan 4 alkuerdd. Ensimmaisessé, toisessa ja kolmannessa erdssi
juoksee 7 juoksijaa ja neljinnessi erassd 6 juoksijaa. Kuinka monella eri ta-
valla erien muodostaminen voidaan tehd&?

Ratkaisu :
(7??6) = 7!72!77!!6! =1,18- 10™ tavalla.

Esim. 19 Laske ( 27

7777)
Ratkaisu :
Multinokerrointa ei voi laskea, koska 74+ 7+ 7 + 7 = 28 #£ 27.
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Tehtavia

84 Ankkalinnan liikuntaluokassa on 35 oppilasta. Heista 19 pelaa amerikka-
laista jalkapalloa ja 15 pelaa golfia. Luokan oppilaista 8 pelaa sekd amerik-
kalaista jalkopalloa ettd pelaa golfia. Muut ovat uimareita.

a) Kun luokasta otetaan sattumanvaraisesti oppilas, miki on todennékoisyys,
ettd han on uimari?

b) Kun luokasta otetaan sattumanvaraisesti oppilas, mikd on todennékoisyys,
ettd han pelaa vain golfia tai amerikkalaista jalkapalloa?

85 Suomessa pois heitetddn paljon ruokaa. Maa- ja elintarviketalouden tutki-
muskeskus MTT on tehnyt tutkimuksen ruokahévikistd vuosilta 2010 —2012.
a) Laske todennikoisyys, ettd satunnaisesti roskiksiin heitetty ruoka on vi-
hanneksia, hedelmié tai marjoja.

b) Laske todennikoisyys, ettd satunnaisesti roskiksiin heitetyistd vihannek-
sista, hedelmistd ja marjoista, roskiksiin on juuri heitetty hedelmis ja mar-
joja.

BLTALEHT

Ruokahivikin jakautuminen tuoteryhmittiin Suomessa

Suurin osa kqtnalm.l.‘ssizn Suomessa pois hefttimastd ruoasta on nopeast] pllaantuvaa
tuaretavaraa ja ruoanlzitosta sekl ruckainsta vifsingtE mokaa,

j Viameset s ik Haitatuetteet Leipd a
4 19% ¥ 18 | 17% G
1, Mt Lita, ala s i et
<A mat Karansunt Valmisniok T s pasta
) 13% 7% s W 4%

Ldhde: Ruokahdvick suoy L K i . Foodspill 2000-2002, MTT

Kuva 27: Ruokahéavikki Suomessa 2010 — 2012, (IL 30.9.2015) [34]

86 Ankkalinnan saaristossa kulkee viiden eri sataman valilli pieni alus, joka
kiertad viisi satamaa tunnissa. Satamasta A matka satamaan B kestdi 6 mi-
nuuttia. Satamassa B alus on 5 minuuttia. Satamasta B matka satamaan
C kestdd 7 minuuttia. Satamassa C alus on 5 minuuttia. Satamasta C alus
jatkaa satamaan D. Matka kestdd 9 minuuttia. Satamassa D alus on 4 mi-
nuuttia. Satamasta D matka E kestdd 5 minuuttia. Satamassa E alus on 6
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87

88

minuuttia. Lopuksi alus palaa satamaa A. Matka kestdd 7 minuuttia. Sata-
massa A on 6 minuttia ennenkuin aloittaa saaristokierroksen uudelleen.

a) Laske todennékoisyys, ettd asiakas pafsee suoraan alukseen satamassa A.
b) Laske todennékdisyys, etti asiakas joutuu odottamaan satamassa D yli 4
minuuttia

Tupun, Hupun ja Lupun luokalla on 25 oppilasta.

a) Kuinka monella tavalla luokan kaikista oppilaista voidaan tehd4 jono, niin
ettd Tupu, Hupu ja Lupu ovat ensimmaisini jonossa?

b) Ankkalinnan koulun ruokalassa tehddén 8 erilaista keittoa, leivotaan 4
erilaista leipdd, tarjotaan 3 erilaista juomaa ja tarjoillaan 10 erilaista jalki-
ruokaa. Laske kuinka monta erilaista ruokalistaa voidaan tehd&?

¢) Kuinka monella tavalla poikien luokan oppilaista voidaan tehd& 6 henkinen
uintiviestijoukkue, kun uijien jarjestyksella on vilid. Tiedetdin, ettd kaikki
ankat ovat loistavia uimareita.

d) Kuinka monella tavalla voidaan tehdi 6 henkinen uintiviestijoukkue, jonka
uijien jarjestykselld on vilid, kun Tupu, Hupu ja Lupu valitaan ensimmaisiksi
kolmeksi uijaksi, koska he voittivat kesdlld ankkalinnan kesékisoissa kultaa
omalla uimajoukkueellaan? Tupun, Hupun ja Lupun jarjestys voi olla myos
eri.

e) Kuinka monella tavalla poikien luokasta voidaan tehdd 4 henkinen l&he-
tysto, joka vie luokanvalvojalleen kotiin syntymaéapaivikukkia. Luokan kaikki
oppilaat haluavat ldhetystoon.

f) Poikien luokalla on 11 tyttdd ja 14 poikaa. Laske kuinka monella tavalla
voidaan muodostaa tyttopoikapari, joka kevitjuhlassa pitdd yhdessd puheen
luokanvalvojalleen.

g) Laske todennikoisyys, ettd joku pojista Tupu, Hupu tai Lupu péésee ke-
vatjuhlan tyttopoikapariin.

a) Korttipakassa on 52 korttia. Nostetaan pakasta 4 korttia palauttamat-
ta niitd takaisin pakkaan. Laske todennikoisyys, ettd korkeintaan kolmessa
kortissa on luku viisi.

b) Heitetaén 7-sivuista noppaa 7 kertaa. Nopassa on luvut 1 — 7. Laske to-
dennikdisyys, ettd saadaan ainakin yksi 7.
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Tapio on luonnonlahjakkuus tikanheitossa ja ampumisessa. Tapion onnis-
tumisprosentti saada kymppi tikanheitossa on 80 % ja onnistumisprosentti
ampumalla osua taulun keskipisteeseen on 90 %.

a) Laske todennédkoisyys, ettd, kun Tapio heittdd yhden tikan, se osuu kymp-
piin ja kun Tapio ampuu kerran, laukaus lavistda taulun keskipisteen.

b) Laske todennédkdisyys, ettd Tapio ei saa kymppié tikanheitossa, kun han
heittdd vain yhden tikan eikd héan osu taulun keskipisteeseen, kun hin ampuu
vain yhden kerran.

¢) Laske todennékdisyys, ettd Tapio onnistuu ainakin toisessa taitolajissa.
Hén joko heittda kympin tikanheitossa yhdelld tikalla tai hin ampuessa osuu
taulun keskipisteeseen, kun han ampuu vain kerran.

d) Laske todennékoisyys, ettd kun Tapio heittdd tikkaa 5 kertaa, hin saa
tasan 4 kertaa kympin.

e) Laske todennékdisyys, ettd kun Tapio ampuu 10 kertaa, hén osuu taulun
keskipisteeseen ainakin 4 kertaa.

Ankkalinnassa on ratsutila, jossa on 30 hevosta. Tammoja on 16. Tammoista
9 ja oreista 8 on ldmminverisid. Muut hevoset ovat kylméverisia. Missdin
tallin pilttuussa ei lue hevosen nimea.

a) Kun vierailija menee talliin ja satunnanvaraisesti valitsee pilttuun katso-
matta hevosta, milld todennékoisyydelld hevonen on ori tai kylméaverinen?
b) Kun vierailija menee talliin ja satunnanvaraisesti valitsee pilttuun katso-
matta hevosta, milld todenndkdisyydellda hevonen on joko ori tai kylméaveri-
nen?

¢) Kun vierailija menee talliin ja satunnanvaraisesti valitsee kaksi pilttuuta
katsomatta hevosia. Laske todennékoisyys, ettd ensimméinen hevonen on
kylméverinen ori tai toinen hevonen on kylméverinen ori.

d) Kun vierailija menee talliin ja satunnanvaraisesti valitsee kaksi pilttuuta
katsomatta hevosia. Laske todennikoisyys, ettd toinen hevosista on kylma-
verinen ori.
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10 Matemaattiset menetelmat

10.1 Puolisuunnikassaanto

Puolisuunnikassdannoén avulla voidaan numeerisesti laskea pinta-aloja. Puo-
lisuunnikassdannon avulla lasketaan kiyrien vilinen alue tietylta vililtd. Ra-
joitettu alue jaetaan z-koordinaatien pisteiden eli jakopisteiden avulla pinta-
aloiksi. Pinta-alat muutetaan puolisuunnikkaiksi tekemélld janoja perakkiis-
ten y-koordinaattien vélille. Mitd enemmaén jakopisteitd on, sitd tarmemmin
saadaan laskettua alkuperdisen alueen pinta-ala. Madratty pinta-ala saadaan
laskemalla yhteen puolisuunnikkaiden pinta-alat. Jakovilien pituudet eivit
tarvitse olla samoja.

Puolisuunnikassdanto :

A = puolisuunnikkaan ala + puolisuunnikkaan ala +...+ puolisuunnikkaan
ala.

A — f(l"o)-gf(wl) h+ f(l"l)-gf(wz) cht o+ f(@n—1)+f(zn) =

BILF (o) T 1 F(n) + 1 F(00) + LF(@a) + o+ 3 (@) + L f ()] =
hgf(xzo) + flar) + fla) + o + flwn) + 5

Kaavan merkinnét
A =Kkéyrien vilinen alue
xg, r1...T, = x-koordinaatit jakovéilien A padssi toisistaan
f(zo), f(x1)...f(x,) = peridkkiiset y-koordinaatit jakovélien h pa#ssi toisis-
taan
h = #=—%¢ jakoviilin pituus
n = jakovilien maéri

Esim. 1 Laske f(x) = 22?+2x+1 ja z-akselin vilinen alue vililtd 1 < z < 4,
a) kun jakovileja on 1.

b) kun jakovileji on 3.

¢) kun jakovileji on 6.

d) Laske alueen pinta-ala integraalilla.

e) Milld jakovililld saatiin tarkin pinta-ala?
Ratkaisu :

a) Jakovilejd on 1. Jakovélin pituus 4—11 =3
f)y=2-1+2-1+1=5
fA)=2-424+2-4+1=41

A= h[5f(z0) + §f(zn)] = 3[3 -5+ 5 - 41] = 69
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b) Jakovileja on 3. Jakovélin pituus 4%1 =1
1

f)=2-1+2-1+1=5

f(2)=2-2242.24+1=13

f(3)=2-32+2-34+1=25

f@)=2-42+2.44+1=41

A= h[%f(xo) + f(z1) + flza) + 2 f(zn)] = 1[5 - 54+ 134+ 25+ 1 -41] = 61
¢) Jakoviileji on 6. Jakovilin pituus 45 = 5
f)=2-1"+2-141=5

f(1,5)=2-1,5+2-1,5+1=28.,5

f2)=2-224+2.24+1=13

f(2,5)=2-2,52+2-25+1=18,5

f(3)=2-32+2-3+1=25

f(3,5)=2-3,52+2-3,56+1=32,5

fA)=2-42+2.4+1=41

h[5f (@o) + f(a1) + f(22) + .. + f(@n1) + 5f(22)] =
0,5(2-5+8,5+13+18,5+ 25+ 32,5+ 5 - 41] = 60,25

d) 22+ 2z + 1)de = [{22° +2? +2 =2 - B+ 2 +4-(2+1+1) =
622 — 22 = 60

e) Puolisuunnikassidénnolla saatiin tarkin pinta-ala suurimmalla jakovalilla.

50

PRETRE] ——
12°%7 ——

Kuva 28: Jakovililld 1 laskettiin suoran y = 12z — 7 alapuolelle jaava alue.
Virheen laskussa muodosti funktion f(z) = 22?+2x+1 jasuoran y = 12x—7
véilinen alue.
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10.2 Newtonin menetelma

Newtonin menetelmén avulla voidaan laskea funktion nollakohdat. Menetel-
méd voidaan kayttdd, kun funktion on jatkuva. Lisdksi funktion pitdd olla
derivoituva funktion nollakohdan laheellé.

Newtonin menetelmélld on my6s huonoja puolia. Nollakohtaa, jota etsitdin
el aina loydetd. Sen sijaan padddytddn toiseen nollakohtaan. Nain voi tapah-
tua, jos on jaksollinen funktio. Jotta néin ei tapahtuisi, alkuarvon pitia olla
tarpeeksi ldheelld nollakohtaa.

Newtonin menetelmin toteutus :

Valitaan funktion nollakohdan ldheeltd alkuarvo = = x,.
Piirretéén tangentti funktion pisteestid (xq, f(zo)) z-akselille.

Ratkaistaan tangentin ja x-akselin leikkauskohta x = x;. Saatu leikkauspiste
on yleensi tarkempi nollakohta kuin alkuarvo.

Piirretdén tangentti funktion pisteesta (1, f(x1)) z-akselille. Ratkaistaan
leikkauskohta. Niin toistetaan, kunnes saadaan halutun tarkka nollakohta.

Newtonin menetelmin kaavan muodostaminen :

Muodostetaan tangentin yhtilo kiyrille y = f(x) kohdassa = = xq.
y—vo=k(z—1x0) |yo= f(w0), k= ["(z0)

y — f(xo) = f'(wo)(x — x0)

y = f'(zo)(x —x0) + fzo) |y=0

0= f"(xo)(x — wo) + f (o)

f'(xo) (2 — 20) = — f(20)
v =20 = —F5

_ _ (o)
r = Xy (o)

Esim. 1 Etsi Newtonin menetelmén avulla funktion f(z) = 23 + 2z + 4
nollakohta.

Ratkaisu :
Derivoidaan funktio f(z) = 2® + 2z + 4. f'(z) = 32* + 2.
Newtonin menetelmé lauseke on x — ]]:/((?) =T — xz;zzif
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Kuva 29: Funktiof(z) = 2% + 22 + 4
Katsotaan kuvaa ja otetaan alkuarvoksi x = —1. Sijoitetaan x = —1 Newto-

nin menetelmé lausekkeeseen. Uusi likiarvo on —1,2. Taméa arvo sijoitetaan
lausekkeeseen jé néin jatketaan eteenpéin monta kierrosta.

Saadaan likiarvo jono:

r=—1

r=-—1,2

x = —1,179746835

x = —1,179509057

x = —1,179509025

x = —1,179509025

Funktion 9—desimaalinen likiarvo on x = —1,179509025.

EXTRA ASIAA

Lukion oppikirjoissa, kun ratkaistaan Newtonin menetelméilld nollakohtia,
pyydetian vastaus jonkun desimaalin tarkkuudella. Toinen tapa, kun ratkais-
taan nollakohtia Newtonin menetelmilld, on sopia, kuinka pieni ero kahden
periikkiisen laskun vastauksen vélilla voi olla (¢), jotta vastaus hyvéiksytaan.

Newtonin laskun algoritmi :

— Valitaan funktion nollakohdan alkuarvo z = z,.

_ f(zo)
f'(zo)

— Lopetetaan lasku, kun |z, — z,41| < e.

— Lasketaan z,,, =z, eli n saa arvojan =0,1,2,3,...
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Newtonin menetelmalld ei aina saa ratkaisua.

Esim. 2 Etsi Newtonin menetelmén avulla funktion f(z) = e* — 2z = 0
nollakohta. Olkoon alkuarvo z; = 0. [36]

Ratkaisu :

Derivoidaan funktio f(x) =e* —2x. f'(z) =" — 2.

Newtonin menetelmé lauseke on 1 = x,, — e;__QQx.
r1=0,29=1,23=0,23=1,...

Tamaé siksi, ettd funktiolla ei ole nollakohtaa. Funktion f(x) = e® — 2z =0
voidaan kirjoittaa muotoon e* = 2z. Télle ei 10ydy ratkaisua.

T T L T
Yoe™
P - -

Kuva 30: Funktiot e* ja 2z
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Tehtavia

91 Mairitd funktion f(r) = 23+32?—3 nollakohdat Newtonin menetelmalli.
Ota alkuarvoiksi luvut —4, —1 ja 2. [lmoita nollakohdat seitsemén desimaalin
tarkkuudella.

92 Tupu, Hupu ja Lupu ratkaisevat funktion f(z) = —3z® + 52% — 1/2 nol-
lakohtia.

a) Tupu ldhtee alkuarvosta 0,6 ja Lupu alkuarvosta 0,1. Kumpi pojista saa
funktion nollakohdan 0,3566916 vihemmalld maéarilla Newtonin menetelmén
laskuja.

b) Hupu ldhtee alkuarvosta —0.1. Ratkaise, mink& nollakohdan héin ratkaisee.
Laske nollakohdan arvo seitsemén desimaalin tarkkuudella.

c¢) Laske funktion f(z) suurin nollakohta seitsemén desimaalin tarkkuudella.

93 Laske f(x) = 2% +3z+3 ja x-akselin viliin jdiviin alueen pinta-ala vililtd
1 <x <4,

a) kun jakovileja on 1.

b) kun jakovileji on 3.

¢) kun jakovileji on 6.

d) Laske alueen pinta-ala integroimalla.

94 Tupu, Hupu ja Lupu halusivat laskea kartalta erddn alueen pinta-alan.
Aluetta reunusti Kaunisjoki f(x) = —32? —2x+1 ja kartan z—akseli. Tupun
jakoi alueen 2 jakoviliin, Hupu 3 jakoviliin ja Lupu 6 jakovéliin. Laske, mita
pojat saivat pinta-aloiksi. Kenen laskelma oli tarkin. Misté tiedét?
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12 Liitteet

12.1 Ratkaisut

.a) 0,—8,—9 b) —%,—1, ei madritelty c) —1%, el madritelty, ei méaritelty
.a) 24ab b) 320 c¢) —8x* + 8«

ca) 28+ 32?2+ 3z +1 b) 823 — 242% + 241 — 8 ¢) 823 +4a? — 22 — 1
ca) 2z =4z —1 b) —22+3 ¢)2z—-3 d) 2* — 42+ 227+ 52 -2 e) T
)

ca)z+1 b)1 ¢) 2t

. a) Tupun vastaus. x # 1 eikd z # —1 b) Hupu ei muistanut ottaa
jalkimmaisesta rationaalilauseesta sen kianteislukua.

T OO W N

7.a)y=x+1 bjy=—z c)x=2 d)y=1
8.y=2z+1f,y=—320+3 y=—4z+21
9.21

10.8) y = —20+3 b) 54,5°

11. 2.21

12. a) Lyhin matka omaan kotiin. b) y = —2z + 83
13. a) Kaikki reaaliluvut b) ei ratkaisua c¢) 12
14.a) x=—-10 b)z =12 ¢)z = -3

15.a) z=5 b)x=-2

16.a) A=L b) F=pA o)h=2 d)p=1% ) k=22
17. x = 2400

18. Tupu sai 500 euroa, Hupu sai 525 euroa ja Lupu sai 423 euroa

19. a) = —2 b) (=2,0) c) katsos. 124 d) (z + 2)?

20.a) =3, 2=1 b) (—1,-3%) ) katso s. 125 d) 2(z —1)(z + 2)

21. a) ei ole nollakohtaa b) (f -1{ ) c) katso s. 126 d) Koska ei nollakohtia,
22.a) x=-3,x=12 b) r="TY8 4= 7+2*ﬁ )rx=-2z=13
d)z=1

23.a)x=0 b)z=0,z=1 ¢)z=-5 =5 d) el ratkaisua

24. (3,32), (—1,8)

25.a)x:—§,x:0,m:2 b)x:—l,x:—%,x:% c)r=-1,x=-2
d)rx=-2,2=0,x=2
26.0)0 — 200,01 b) o= —da=ha=bc)om o f

T = \}5, T = i

27. a) 223 — 43: —10x+12 b) =323 =322 +3x+3 c¢) 42® — 242?448z — 32
28.a) f(z)=2(x —2)(x —1)(x+1) b)glx)=—-3(x—3)(x+1)(x+2)?
29. Funktion f(z) leikkaa z-akselin, kun x = —1, z = 1. Funktion ¢(z)
leikkaa z-akselin, kun z = -3, z =2, 2 =5

30. Aku ja pojat voivat tormété pisteissa (—2,0), (0,0), (2,0)
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3l.ayz=—-1,y=3 b)r=2y=2

32. Suora s on y = £ + 1%, suora [ on y = —x + 6z, (3,3)

33.a) a=15b=5 b)4a® — 1522 — 24z — 5 ¢) 4(z —5)(z + 1)(z + 1)
M.a)z=1y=-1,2=2 b)e=-2,y=3,2=1,
35.a) 323 + 622 -3z b)3zx(a?+2x—1) c)r=—-1—v2, 2=—-1+2,
x =0

36. 16,50 dollaria

37.a)0 b)2

38.

20— 5 L kun x> 2%

—2rx+5 ,kun z < 2;

—2? 422 +3 ,kun —1<zx<3

¥ —3x+2 Lkunz> -2

a)

b)

{.1'223“3 Jkimae < —1ltaiz >3
)]

{ —a?4+3r—2 ,kunz < —2

39.a)r=-2, =2 2=—/62=16 b)xz—l%,sz c) x=—1,
r=10=—V7, =7

40. a)$:—2,$:—g b)x=0,z=2 c)x:—3,1‘:—%,
4l.a) -1 <z < -3 b)g<z<l ¢)r<-ljtaiz >3 d)z<—1%ta
r>1 e) x<—1%taiz>4

42. Pojat ovat pisteessi (—9, —27) ja Aku pisteessd (—9, —22) tai pojat ovat
pisteessd (1,3) ja Aku pisteessd (1, —2) kuvaaja sivulla 145

43.a) 345- b) &
44.a) v = -3, x =3 b) x=—4 c) ei ratkaisua

45.a) x =2 b)x =35 ¢) z =10

46.a) x =3 b))z =5 ¢)r =2

A7.a)z=6 b)z=3 c)z=4 d)z>2 e)z>1

48. a) 900- 1,015 b) 1125 kanaa c¢) vuoden 2010 lopussa d) vuoden 2025
lopussa

49.a.25—-3v3 b)31-2V10 c) 11 d) —5+3V/4

50.a) 1 b) 2+2v2 c)3v27 d) 16v/4

51.a) x =3 b)yc:21—*/5175

52. a) médrittelyehto = > —%, nelioonkorotusehto x > 3, ratkaisu z =5

b) maédrittelyehto x < —5 tai x > 1, neliténkorotusehto =z > 1%, ratkaisu
=3

h3.a)x=0,z=1,2=2 b)x=3
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54. a) (2,v/2) b)(1,2)

55.a)4 b)1 ¢) =3 d) 10 e) 2 f) el médritelty g) el méritelty h) 4
i) 5

56.a) 5 b)1 ¢)1 d) —3 e)284 f) -5

57.a) x =3 b) x=0,146

58.a) x =3 b)xz=4 c¢)z=¢€ d)z=10000000000 e)x=e

f)z =216 g)x=9

59.a) z=1taiz=2 bja=1 ¢)3<a<l d)az>2

60. 32-vuotiaina he lihtevit matkalle

61. )—15 b) 3V2 ¢)1 d) 0

62. a) L2 3 b) —4 c¢) eiole raJa—arvoa

63. a) 0 ) c) —oo d) —; e) 11

64. a) Jatkuva b) Funktio on Jatkuva ja saa erimerkkiset funktion arvot
f(10) = 28 ja f(—10) = —18, siispa funktiolla on ainakin yksi nollakohta.
65. epdjatkuva

66. a) vasemmanpuoleinen raja-arvo ja oikeanpuoleinen raja-arvot ovat sa-
mat. Siispé ei ole epdjatkuvuuskohta. Voidaan kévella. b) Vasemmanpuolei-
nen raja-arvo ja oikeanpuoleinen raja-arvo ovat erisuuruiset. On epéjatku-
vuuskohta. On kohtisuora pudotus.

67. 40

68. y=5x+7

69. a) f'(x) = 352%+6 b) m/(x) = 122°+ 62+ 22 +2 ¢) K'(z) = 16(4x—5)3
d) =2 ) 10e® f) (162° —2)et’ 2

70. a) ¢'(x) = 200710200 b) I'(z) = (2x +2)7" 2+ n7 o)

d) 2,240 e W # 0

.a)e=—1,z= Ox—l b) \/%jax>% c)—%<x<%

7%, minimiarvo 3\/23, maksimiarvo
3\/5, minimipiste (\/g, 3\[) maksimikohta (\/g, 3\[) e) f'(—2) = 11, funktion

d) minimikohta z = f’ maksimikohta = =

on kasvava, f’( ) = 5 funktio on laskeva f) katso s. 181

72. 2 m? 2 m?

73.a)é5—|—x +32+C b) —5+C ¢ Savad+C d) 7 In|z| + C,
t#0 e) (622 43)°+C

74. a) 3ln|9z + 4|+ C b) 1ex4+0 ¢) = 5+ C d) jat— 322+ C e)

In5
3x—15ln!x+5]—|—0 x# =5 f) 3a® + 327 — 23:—1—0,1;7&3

g) 32 + 22 + 2+ 9njz + 1| + C, x#—f
75. F(x) =23 + 32 + 2 — 20

76.

77. a) Tupun alue 41 b) Hupun alue 37,27 «¢) Lupun alue 38,83. Tupun

alue isoin.
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4z + C ykun 2 <2
22 —6x+10+C , kun z > 2

78. a) 305,58 cm® b) 315,29 cm?® ¢) 75,40 em? vihiten kultaa d) 1,455 kg
79.2) 3,9 b) 3,71 c) 0,72

80. a) 0,16 b) 4,12

81. a) 0,7939 b) 0,2514 «¢) 0,063 d) 0,5910 e) 0,4274

82. a) 0,3821 b) 0,4312 «¢) 56 kissalla

83. (90, 110] tai [89,111]

84. a) 32, b) 5

85. a) 0,32 )3—3

86.a) 75 b) 3

87.a) 6.74-10°1 b) 060 ¢) 127512000 d) 55440 ¢) 12650 f) 154 g) &
88.a) 0,999996 b) 0,660

80.2) 0,72 b) 0,02 ¢) 0,98 d) 0,4096 e) 0,99999

90. a 110 b) 1 ¢) 0,366 d) 0,331

92. a) tupu 3 Newtonin laskulla b) —0,2917256 c¢) 1,6017007

93. a) 57 b) 53 ¢) 522 d) 523

94. Tupu s, Hupu 1243, ja Lupu 123473 Integroimalla 12%. Lupulla on tarkin
lasku, koska hénelld on jakovileja eniten.

)
)
91. a) —2,5320889 b) —1,3472964 c) 0,8793852
a)
a)
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12.2 Ratkaisut wxMaximalla

1 Laske lausekkeiden arvot a) (—z — 2)(4 — z) b) 42241 () 142
kinzx=-2, x=0jax=1.

[ 1a)

7 (311) £(x):=(-x-2)* (4-%) ;
(%301) f(x) :=(-x-2) (4-x)
[ (3i2) f£(-2);
($02) 0

[ 1o
[ (316) g(x) :=(x*2+42%x+1) / (x-1) ;

x2+2 x+1

(%c6) g(x) =
x—1
[ (5i7) g(-2);
(%07) -
o ——
3
[ (si8) q(0);
($08) -1
[ (31i9) g1 ;
expt: undefined: 0 to a negative exponent.
#0: g(x=1)

—-— an error. To debug this try: debugmode (true);

K 1b) ei wvoida laskea silloin, kun x=1, koska nimittijdin tulee silloin 0.
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10

7 (2i12) hi(x) :=1/x+x/ (1-%);

1 X
(%012) h (x) :=—+
x 1-—x
7 (2113) h(-2);
7
(%013) —
)

¥ (3114) h(0);

I expt: undefined: 0 to a negative exponent.
#0: h(x=0)
—-— an error. To debug this try: debugmode (true);

7 (2115) n(1);
expt: undefined: 0 to a negative exponent.
#0: h(x=1)

—-— an error. To debug this try: debugmode (true);

E lc) ei wvoida laskea sillein, kun x=0 tai x=1, koska nimitt&djidn tulee silloin 0.

2 Sievenni a) (2a + 3b)* — (2a — 3b)?, b) 2(—4b+ 3)? — (—24b+ 9)2,
¢) (24 2z)(2 —2z) — (2 — 2x)?

7 (3i1) (2%a+3%b)~2-(2%a-3%b)"2;
(201) (3b+2a)2-(2a-3b)°2

F ($12) ratsimp (%)
(302) 24ab

(%514) 2% (—4%b+3)"2-(-24%b+9) *2;
($04) 2 (3-4 b)2—2 (9—-24 b)

T~ TN
)
z

~
=
it

n

ratsimp (%) ;
(305) 32 b?

2c)

= TN

(316) (242%x)* (2-2%x)— (2-2%x) ~2;
(206) (2-2x) (2x+2) —(2-2 x) >

(%$17) ratsimp (%)
(207) 8 x-8 x°

™

K Vastaus on parempi merkiti jirjestyksessi -8x"2+8x.
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3 Sievenni a) (z +1)*

i

7

~

T T

~

3a)

(3i1)
(301)

3b)

(%13)
(%03)

(514)
(%$04)

3c)

(%15)
(%$05)

(%1i6)
(%$06)

(x+1) ~3;
(x+1)°

ratsimp (%) ;
243 x°+3 x+1

(2%x-2)~3;
(2 x-2)°

ratsimp (%) ;
8x°-24 x2+24 x-8

(2#%x+1) "2% (2%x-1) ;

(2x-1) (2x+1)°2

ratsimp (%)
Bx+4x7-2x-1

) b) (2$ _'2)37

4 Laske polynomien P(r) = 2? —x — 2 ja R(z) =

a) summa P(z)+ R(z), b) erotus R(x) —
kertolasku P(z)R(z),

E

e e

T N

(%13)
(%$03)

4a)

(%14)
(%04)

Parempi merkitd wastaus -2x+3

P(x):=x"2-x-2;

P(x)::xz—x—Z

B(x):=x"2-3*x+1;
R(x)::x2—3x+l

P(x)+R(x):
2x%-4x-1

R(x)-P(x);
3-2x

e)jakolasku

P(I)
R(z)

Jkun R(z) =

134

¢) (2z +1)*(2x — 1)

2 —3x+1

P(z) c) erotus P(z) —
— 3z + 2.

R(z) d)



(217) P(x)*R(x);
(307) (x?-3 x+1) (x?-x-2)

" (2i6) p(x)-R(x);
(306) 2 x-3

roaa)

7

N
o

ratsimp (%) ;

(308) x¥-4x®+2 x?+5x-2

4e)

(2113) R (x) :=x"2-3%u+2;

= N

(3013) R (x) :=x°-3 x+2

TN

(2114) P (x)/R(x):
xz—x—2
(3014) —
X -3 x+2

(%115) radcan(%);
x+1

x-1

Huomaa, ettd x el saa olla 1. Jos x=1, niin nimitt&jd&n
tulee nolla.

z2-1 + 2;:_ b) 2(a—b) : 2(b—a) c) 12(a?+2a+1) 6(a—1)

5 Sievenni a) 4(a2=2a+1)2 ~ (at1)3

[ sa)

(311) (x"2-1)/ (x+1) +2%x/x;
x2—1

(%ol) +2
=+1

($12) ratsimp(%):
(%02) x+1
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' (2i9) r(x):=2+*(a-b)/(a-1);

2 (a-b)
(%0%) r(x) i(=——mm
a-—1

[ (2i10) p(x) :=2% (b-a) / (1-a);

2 (b-a)
(%010) p (x) =/
1-a

¥ (2111) (%) /p(x);

(L-a) (a2-b)
(%01l) —M8M8M8M8M8m™—
(a-1) (b-a)

=]

(%112) ratsimp (%) ;
(%c0l2) 1

(%17) (12*(a~242%a+l))/ (4% (a"2-2%a+l)*2) * (&6* (a-1) )/ ((a+l)*3);

T TN
un
&

3 (a-1) (al+2a2+1)

(a+1) (a’-2a+1)

(%$18) ratsimp (%);
3a+3

a—-1
6 Tupu ja Hupu laskevat kotilaskua L : ZEL

Hupu ﬁ a) Kumpi sai oikean vastauksen? b) Mink& virheen toinen poika
teki heti laskunsa alussa?

[ ea)

F'o(2i1) k(x) :=(x+1) / (x"2-1);
I x+1

Tupu sai vastaukseksi 1 ja

(%0l) k(x) :=

xz—l

' o(2i2) 1(x) i=(x+1)/ (x~2-1);
x+1

(F02) 1(x) :=

xz—l

7 (3i3) k(x)/1(x) 7
($03) 1

E Tupun vastaus on oikein. X ei saa oclla 1 eika -1.
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f 6b)

7 (2110) k(x) *1(x):

(x+1) 2
(%010) ——°

-

(x2-1) °

4 (%111) ratsimp (%):

1
(%011)

x2—2 x+1

7 (3i12) factor(%);

1
(%012)

(x-1) ?

Hupu el muistanut ottaa Jjilkimiisestd rationaalilauseesta sen
kdanteislukua.

(4,5)
1

7 Madritd suoran yhtélo, kun pisteet ovat a) (1,2) j
) ja (1,1).

a
b) (=1,1) ja (2,-2) ¢) (2,0) ja (2,-2) d) (—=1,1) ja (
Rulmakertoimen mi&ritys, kun pisteet ovat (x 1,y 1) ja (x 2,y 2).

Kulmakerroin on haluttu nyt lyhentdd kk.

(%1i1) kk(x 1,y 1,x 2,y 2):=(y 2-y 1)/(x 2-x 1);y 1

Suoran yvhtdlsdn midritys, joka laskee itse kulmakertoimen.

(#111) suoral(x_1,v_1,x 2,y 2):=solve(y-y_1=(y_2-yv 1)/ (= _2-x 1)*(x-=_1),vy)[1]:

( [ v 2-y
(20ll) suocra(x 1,y 1,x 2,y 2) :=| solve| y-y I=——— (x-x 1) ,¥v| |
- - - - i \ - x2-x1 - )1

s B e S e A e M

[ (2i13) kk(x_ 1,y 1,2 2,y 2);
(%c013) 1

4 (#112) suecra(x 1,v 1,x 2,y 2);:
(30l2) y=x+1
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K 7b)

7 (2i14) x 1:-1; oy 1:1; % 2:2; v 2:-2;
(%o0l4) -1
(%015)
(%0lE)
(%017) -2

" (si18) kk(x 1,y 1,x 2,y 2);
(%0l8) -1

~

(#11%) suora(x 1,y 1,x 2,y 2):
(%018) y=-x

ic)

= TN

(3i21) x
(%021) 2
(%022) 0
(%023) 2
(%024) -2

1:2; y_1:0; x 2:2; y_2:-2;

7 (3i25) kk(x 1,y 1,x 2,y 2);
_expt: undefined: 0 to a negative exponent.
#0: kk(x 1=2,y 1=0,x 2=2,y 2=-2)
—-— an errcor. To debug this try: debugmode (true);

ei kulmakerrointa, koska nimittijddn tulee nolla.

™

N

Suora pitdid nyt padtells, koska kulmakerrointa ei ole.
Suora on x=2.

7d)

= T

(#127) =_1:-1: v _1:1; x 2:1; v _2:1;
(%027) -1

(%028) 1

(%029) 1

(%030) 1

(%131) kk(x 1,y 1,x 2,y 2);
(%031) 0

(¥132) suora(x 1,y 1,x 2,y 2);
(%032) y=1

8 Kolmion kérkipisteet ovat (—1,1), (4,5) ja (6, —3). Laske kolmion sivujen
kautta kulkevat suorat.
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7 (2i83)
(3083)
(3084)
(3085)
(3086)

" (2188)

(%088)

T ~]
tn
=
O
I
w

Suora

= TN

(%196)
(%096)
(%097)
(%098)
(%099)

I (21100

(£0100)

|7 sSuora

suora(x_1,y 1,x 2,y _2):=solve(y-y_1=(y 2-v 1)/(x 2-x 1)*(x-x 1),y) [1];

i
suora(x_l,x_l,x_Q,y_Q):=:solve v-y 1=

\

x 1:-1; y_1:1; x 2:4; v_2:5;
-1

suora(x_1l,v 1,x 2,v_2);
4x+9

5

y=

on siis y=4/5%+5/5

x 1:-1; vy 1:1; X _2:6; y_2:-3;
-1
1
]
-3
suora(x_ 1,y 1,x 2,y 2);
_ 4 x—3
Y=
on siis y=—-4/7x+3/7
x_1:4; v 1:5; x 2:6; v_2:-3;
4
5
]
-3

suora(x_1l,v 1,x 2,v 2);
y=21-4x

on siis y=—4x+21

2-y 1 Y
ﬂl—jggtx—X_l),Y)J

2_
X Z2-x N

9 Kolmion kérkipisteet ovat (1,2), (2,4) ja (3,1). Laske kolmion ala.

Lasketaan pisteiden

suoran kulmakerroin.

(%$03)

i
[, .
( (313)

kk(x 1,v 1,x 2,v 2):=(y 2-yv 1)/ (= 2-x 1):

v 2-y 1

kk(x 1,v 1,x 2,y 2)
- - - - ®x 2-x 1
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= TN

N

= T

= T

- 1:1; y_1:2; x 2:2; V_2:4;

X
1
2
2
4

($i8) kk(x_ 1,y 1,% 2,y 2);
(308) 2

Lasketaan pisteiden (1,2) ja (3,1) kautta kulkevan
suoran kulmakerroin.

(%19)
(%$09)

x 1:1; y_1:2; x 2:3; y_2:1;
1

(%010) 2
3
1

(%011)
(%012)

(#i13) kk(x 1,y 1,x 2,y 2);

1
(%013) —
2

Lasketaan suorien kulmakertoimien tulo.

(2114) 2*-1/2;
(%014) -1

Koska kulmakertoimien tulo on -1, on suorat kohtisuorassa
toisiinsa ndhden. Kolmio on suorakulmainen.

Lasketaan pisteiden (1,2) ja (2,4) vilinen etdisyys.

(%115) sgrt((2-1)"2+(4-2)"2);

(3015) -5

Lasketaan pisteiden (1,2) ja (3,1) vidlinen etdisyys.

(3116) sgrt((3-1)~2+(1-2)"2);

(2016) +/5

Lasketaan kolmion ala.

(%117)

$o0l5%%o0le) /2;

(%017)

SR T,

E Kolmion ala on 5/2 eli 2 1/2.

10 Janan paitepisteet ovat (3,2) ja (—3,4). a) Maérita janan keskipisteen
kautta kulkevan suoran yhtélo, joka kulkee myos pisteen (1,1) kautta. b)
Laske janan ja suoran vilisen kulman suuruus yhden desimaalin tarkkuudella.
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s B B I e Il

— N Y

N

T~ N

10a)

Lasketaan janan keskipiste.

(511) (3+(-3))/2;
($01) 0

(512) (2+4)/2;
($02) 3

Janan keskipiste on (0,3).

Pisteiden (0,3) ja

(%$13) suwora(x 1,y 1,x 2,y 2):=solve(y-y_ 1=

i
(%03) suora(x_l,x_l,x_2,g_2):=Isolve V-
(5i4) = 1:0; y_1:3; x 2:1; y_2:1;
($04) 0
($03) 3
(206) 1
($07) 1
(%¥1i8) suora(x 1,v 1,x 2,y 2);
(308) y=3-2x

Suocran yht3ilsd on y=—-2x+3.

10b)

(1,1) kautta kulkeva suora.

(v 2-yv 1)/ (= 2-x 1)*(x-x 1),v) [1]:

v 2-y 1 ]\I
¥ )1

y_ x_Z—x_I ( - ).

Lasketaan janaa pitkin menevin suoran kulmakerroin.

(%117)

vy 2-y 1

(3017) kk(x 1,y 1,x 2,y 2) :

x 2-x 1

(%#1i18) = 1:
(%c0l18) 3
(%0l1%) 2
(%020)
(%021) 4

y_1:2; x 2:-3; y_2:4;

(%122) kk(xz 1,y 1,x 2,v_2);

1

3

(%022)

Lasketaan tan alfa. Kulmakertoimet owat -2

(3123) abs (-2-(1/3))/ (1+-2*(-1/3));

7
(%023) —
5
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' xiz2y atan(7/5);

I (7
(%032) atan.‘ E]

(%¥1233) float (%), numer;
(%033) 0.5505468408120751

~

muutetaan radiaani kulmiksi.

T T

(%134) %* (360)/ (2%%pi);
171.0984313461735

(%034)
s

(%¥135) float (%), numer;
(%035) 54.46232220802562

F RKulman suuruus on 54,5 astetta.

11 Laske suorien 9z — 3y + 15 = 0 ja 12z — 4y — 8 = 0 vilinen etdisyys
kahden desimaalin tarkkuudella.

11

" Lasketaan vksi piste suoralta 9x-3y+15=0. Lasketaan, mitd y on, kun x on 1.
Muutetaan suoran yhtidls 9x-3y+15=0 toiseen muotoon y=3x+5

' (3i2) £(x):= 3*x+5;
(%02) f(x) =3 x+53

[ (2i3) £(1);

Suoralla 9x-3y+15=0 on piste (1,8).

Lasketaan pisten (1,8) etiisyys suorasta 12x-4y-8=0.

(%17) float (%), numer;
(507) 2.2135%94362117866
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12 Tupu, Hupu ja Lupu ovat metsinkorvessa. He ovat todella viisyneiti.
Heidén sijaintinsa Ankkalinnan kartalla on (5,5). a) Laske minne heilld on
Iyhyin matka Ankka Hotelliin, jonka sijainti on (2,2), omaan kotiin (8,3) vai
Akun mokille (6,9). b) Méadritd lyhyimmén polun tarkka reitti, eli suoran
vhtilo.

T FN TN TN rY Y

N

T T

~

12a)
Lasketaan pisteiden (5,5) ja (2,2) etdisyys toisistaan.

(%514) sgrt((5-2)"2+(5-2)"2);

(304) 32

($15) float (%), numer;
(%05) 4.242640687115%28¢6

Lasketaan pisteiden (5,5) ja (8,3) etdisyys toisistaan.

(%16) sgrt((5-8)"2+4(5-3)"2);

(%06) +/13

(%$17) float (%), numer;
(%07) 3.605551275463%985

Lasketaan pisteiden (5,5) ja (6,9) etiisyys toisistaan.

(%$18) sgrt((5-6)"2+(5-9)"2);

(508) 17

(%$19) float (%), numer;
(%0%) 4.123105625617661

Pisteiden (5,5) ja (8,3) w&lillsi on lyhin matka. Siis lyhin matka on
omaan kotiin.
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12b)

I (¥110) suora(x 1,y 1,x 2,y 2):=solve(y-yv_1=(y_2-y_1)/(x 2-=x 1)*(x-x 1),vy) [1]f
o ( ( v 2-y_ )
(%010} suora(x 1,y 1,x 2,y 2) :=| solve| y-y 1=— (x—-x 1) ,¥]| |
- - - - L \ - x2-x1 - )1
' (si11) x 1:5; y 1:5; x_2:8; v 2:3;
(%011) 5
(%¥012) 5
(%013) 8
(%¥0l4) 3
" (2i15) suwora(x 1,y 1,x 2,y 2);
o _ 2x-25
(%015) y=- 3

E Suoran yvht3lé on y=-2/3x + 25/3 eli y=-2/3 + 8 1/3.

13 Ratkaise a) 4(2z + 2)3 = 3(4x +4)2 b) 3(3+ 52)6 = 6(3x 4+ 2)5

¢) 2(—bHx + 2)4 = 3(2z — 3)4
[ 132

(311) 4% (2¥*x+2) *3=3* (4*%x+4) *2;
(301) 12 (2 x+2) =6 (4 x+4)

(%$12) solve([%], [x]1):
(%02) [x=x]

Polynomin vastauksia ovat kaikki reaaliluvut.
13b)

(%$13) 3% (345%x) *6=6% (3%x+2) *5;

(303) 1B (5 x+3) =30 (3 x+2)

(%04) []

Polynomilla ei ole ratkaisua.

13c)

(%15) 2% (—5%*x+42) *4=3*% (2%x-3) *4;
(305) 8 (2-5x) =12 (2 x-3)

(%316) solve([%], [x]1):

. 13
(%06) IX—IGJ

F
I
[
F
E (3i4) solwe([%], [x1);
I
[
F
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14 Ratkaise a) 2(x +3z) —5(2x +3) =5b) —5(—22+7) +4(3 —2r) =1
¢c) —82+z)—2y+5)2=—-y+3z—y)+x

K 143)

" (51i1l) 2% (x+3*%x)-5% (2%x+3)=5;
($01) B x-5 (2 x+3) =5

~

($12) solve([%], [=x]):
(%02) [x=-10]

14b)

= TN

(513) —5%(-2%x+7)+4* (3-2*x)=1;
($03) 4 (3-2x) -5 (7T-2x)=1

(%$14) solve([%], [x]1):
(%c4d) [x=12]

)} -4 (y+5) -8 (x+2)=-y+3 (x-y) +x

(%110} solwve([%], [x]1):

(319) —B* (2+x) —2% (y+5) *2=—y+3* (x—y) +x;
209
E (%010) [x=-3]

15 Ratkaise a) —3x + 22 — 30 + 322 =422 — 8z — 5
b) 3(z?+3x+1) —4(2* +5x+2) = —2?— 132 -9
[ 1sa)

(311) -3%x+x"2-30+3%x"2=4%x"2-8%x—5;
(201) 4 x°-3x%x-30=4x°-8x-5

(%$12) solve([%], [x]1):
(%302) [x=5]

3% (x"243%x+1) 4% (x"2+5%x+2)=-x"2-13%x-9;

3 (x2+3 x+1) -4 (x°+5x+2) =-x°-13 x-6

(%14) solve([%], [x]1):
(%04d) [x=-2]

[ R s Y e [ s
%o
o b
b
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16 Ratkaise fysiikan kaavoja.
a) A=?kun p =15, b) F=?kun p =14, ¢) h =7 kun p = hpg, d) p =? kun
p = hpg, e)k =? kun E, = %};3;‘2_

f 16a)

[ (3i1) p=F/a;
. _F
(%ol) p=7

' (2i2) solve([%], [2]):

F
(%02) [A=—]
p

16b)
($i3) p=F/A;
%03 Z
(%03) p=;

(%14) solve([%], [F1):
(%c4) [F=pA]

Laitetaan lyhenteen rho tunnukseksi r.

(%17) p=h*r¥*g;
(%27) p=ghr

(%$18) solve([%], [hl):
(308) [h=—r]
g’r

[
|
F
P 160
i
F
f

Laitetaan lyhenteen rho tunnukseksi r.

(%¥111l) p=h¥*r*g;
(%011l) p=ghr

(%112) solwe([%], [rl):

(%012) {r=i}

g h

e I e [ e B |
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K 16e)
K Laitetaan lyheenteen E {p} tunukseksi E.
' (2i9) E=1/2%k¥x"2;

i x?

($09) E=

2

(%110} solwe([%], [k]l):

E
—J

2
(%010) [k=

X

2F

X
17 Akun palkkapussista meni viime kuussa 25% veroihin, neljisosa vuok-
raan, kuudesosa auton kustannuksiin ja muuhun elimiseen jdi 800 euroa.
Kuinka paljon Aku tienasi?

F i

(%1i1) =-25/100*x-1/4%*x-1/6*x-800=0;

X
(%$01) g—800=0

(%$12) solve([%], [x]1):
(%302) [x=2400]

18 Tupu, Hupu ja Lupu olivat hiihtolomalla t6issd. He saivat eri suuret
palkkapussit. Hupu sai 25 euroa enemméin kuin Tupu. Lupu sai 77 euroa
vihemmén kuin Tupu. Yhteenséd he saivat 1448 euroa. Laske, kuinka paljon
kukin poika sai palkkaa.

f 18)

[ (311) (25+x) +x+ (x-77)=1448;
(301) 3 x-52=1448

T (2i2) solve([%], [x]):
(202) [x=500]

[ (s14) 25+500;
(304) 525

" (si5) 500-77;
(305) 423

E Tupu sai 500 euroa, Hupu sai 525 euroca ja Lupu sai 423 euroa.

19 Funktio on f(x) = 2* + 4x + 4. a) Laske funktion nollakohdat.
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b) Laske funktion huippukohta. ¢) Piirra funktio zy-koordinaatistoon. d) Jaa
funktio tekijoihinsa.

(%$15) solve([x"2+4*x+4], [x]);
%05) [x=-2]

19b)

Funktiolla on yksi nollakohta. Huipun x-koordinaatti
on —-2. y-koordinaatti saadaan laskemalla f(-2).

Huippu on (-2,0).

s I e I e R e I
* B
(o]
oo
[s=]
0
M

19c)
(%113) wxplot2d([=x"2+4*x+4], [x,-6,2], [yv,-2,51)§%
plotid: some values were clipped.
5 .
4 /
3
T
ix 2
T
(2£13) G
0
-1
6 5 4 3 2 - o 1 2
X
[ 19q)

(3i26) x~2+4%x+4;
(%026) x2+4 x+4

E (¥127) factor (%)

(3027) (x+2) 2

20 Funktio on g(z) = 22?+x—3. a) Laske funktion nollakohdat. b) Laske
funktion huippukohta. ¢) Piirrd funktio xy-koordinaatistoon. d) Jaa funktio
tekijoihinsa.
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? (3i2)
(302)

" 20p)

[ (313
(303)

v

[ (s149)
(304)

20¢c)

HER I I A |

(%19)

P 20q

plotZd:

solve( 2*x"Z2+x-3, [x])-

[x= : =17
x= 2,x—

Funktioclla on kaksi nollakochta. Huippukohta sijaitsee
nididen puolessa wilissi.

(-3/2+1)/2;
1

4

Funktion huippukohdan x-koordinaatti on -1/4.
y—koordinaatti saadaan laskemalla g(-1/4).

g(-1/4);
25

8

Funktion huippukohta on (-1/4,-25/8)

wxplot2d([2*x"~2+x-3], [x,-3,3], [v,-5,31)§%

some values were clipped.
3
2
1
o 0
x
< -1
2
£, -2
3
41
5
-3 -2 -1 0 1 2 3
X

factor (2*x"2+x-3);
(x—-1) (2 x+3)

21 Funktio on I(z) = —22% + 3z — 3. a) Laske funktion nollakohdat. b)
Laske funktion huippukohta. ¢) Piirrd funktio zy-koordinaatistoon. d) Jaa
funktio tekijoihinsa.

149



21a)

(313) 1(x):=—2%x"2+3%x-3;
(203) 1(x) := (-2) x°+3x-3

(%$14) solve([%], [x]1):
($04) [ (1 (x) :=-2 %2+3 x—=3)=0]

funktioclla ei ole nollakochtia.

s B A i B e

21b)
(%17) diff(-2*x"2+3*x-3,x,1);
($07) 3-4x

~N

(%18) solve([%], [x1):

%08 3
(%08) {X—4J

' (2i9) 1(3/4);

(%$09) B
8

' Funktion huippukochda on (3/4,-15/8).
(Tehtdvd on ratkaistu derivoimalla)
f 21¢)
I ($1i6) wxplot2d([-2*x"24+3*x-3], [x,-10,101, [v,-15,51)%
plotZd: some values were clipped.
5
0
o
5
& -5
(%t6) S
&
10t
-15 . .
-10 -5 0 5 10
X

K 21d) Funktiota ei voi jakaa tekijdihinssd, koska funktioclla ei ole nollakohtia.

22 Ratkaise a) 222 + 5+ 6x — 20 —2x + 2?2 =0Db) 22 +5 =22 — 5z — 6
¢)2r —10=—42®> —z d) 2 + v = —2* + 5z — 2
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e e T A e B

T =]

T~ TN

T

= TN

22a)

(%13)
(%$03)

(3i4)

(%04)

22c)

(%17)
(%07)

23 Ratkaise a) 622 = 42?2 b) 422 —2 = 3z ¢) 52— 125 =0d) 322 +10 =0

23a)

(%1i1)
(%o01)

2FHTZ+5+6%H-20-2%x+x"2=0;

3x%+4 x-15=0

2%x4+E=x"2-5%x—6;
2 x+5=x?-5x-6

solve ([%]1, [x]1):
~93 -7 93 +7
[x= 2 T 2

2%x—10=—-4*%x"2-x;

2 x-10=—-4 x%-x

solve ([%

Ir

[21)5

S
{x=—2,x=:]

XM24w=—-x"24+5%x-2;

x4 x=-x2+5x-2

solve ([%
[x=1]

]F

[=1):

B¥x"2=4%x"2;

6 x2=4 x°

solve ([%
[x=0]

]I

[=]1):
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7 (243) 4¥xr2-x=3%x;
(303) 4 x°-x=3x

' (214) solve (131, [x1):
(204) [x=0,x=1]

=
[
W
g

(2i5) S5#*x~2-125=0;
(205) 5 x?-125=0

~
o
o
Z

solve ([%], [x]):
(%06) [x=-5,x=5]

(2i7) 3%*x~2+10=0;
(307) 3 x2+10=0

~ N
to
w
B

7 (2i8) solve([%], [x]);
(308) [ 10 %1 10 %1
o Xx= X=
37 NE
F Funkticlla ei ole ratkaisua

24 Tupu, Hupu ja Lupu loysivat kadulta karhukoplan aarrekartan. Kar-
tassa luki, ratkaise, missi polynomifunktiot f(x) = 5z% —4x — 1 ja g(z) =
42 — 21+ 2 leikkaavat toisensa. Leikkauspisteiden koordinaatit 16ytyvit Ank-
kalinnan kartalta. Kidtkémme ovat leikkauspisteissa.

f 24)

r

(%#135) £ (xm):=5*x"2-4*x—1;

(2039) £ (x) :=5x°-4x-1

7 (2140) g (x) 1=4*x 2-2%x+2;
(3040) g (x) :=4 x2-2 x+2

7 (2i41) £(x)=qg(x);
(%041) 5 x°—4 x—-1=4 x°-2 x+2
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" (3i42) solve ([%], [x]);:
(¥042) [x=3,x=-1]

7 (2i43) £(3);
(%043) 32

7 (3144) £(-1);
(%Eo44d) B

E Kidtkdt sijaitsevat kohdissa (3,32) ja (-1,8).

25 Ratkaise a) =32 + 422 + 40 =0b) 4a® + 42> —2 —1=0
¢) 23 +52°+8r+4=0d)4—a'+422 —4=0

25a)

T T

(31i1) 3% 3+4%x 2+4%x=0;
(301) -3 x°+4 x°+4 x=0

=~
&
-
(s8]

solve ([%1, [x]1):

2
(%02) [x=—§,x=2 ,x=0]

25b)

= TN

(3i3) 4*x 3+4%x~2-x-1=0;
(303) 4x°+4 x?-x-1=0

(%110) 4-x"4+4*x"2-4=0;

(2010) 4 x?-x%=0

7 (3i4) solve([2], [x]1):

I . 1 1
(%04) {X—sz——lzx——gf

E 25¢)

[ (3i8) x"3+5*x"2+8%x+4=0;
(308) x°+5x°+48 x+4=0

? (2i9) solwve([3], [x1):
(308) [x=-1,x=-2]

[ 250

re

(%111} solwve([%], [x]):
(%01l) [x=-2 ,x=2,x=0]

26 Ratkaise a) 22° — 22% = —2% — 2% + 22
b) 70z% — 822 + 1 = —52® + 172% + 3z ¢) 12 — 2? = 122% — 24 — 2*
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26a)

($1i1) 3#*#x"3-x"2-2%x;

(%¥01l) 3 x2-x?-2 x

" (3i2) solve([%1, [x1);:

2
(%02) [x=l,x=-3,x=0}

($15) 70*x"3-B*x"2+1=-5*x"3+17*x"2+3*x;

(%05) 70 x°-8 x°+1=-5x+17x°+3 x

~

(%16) solve([%], [x])-f

($06) [ 1 ! 1]
- 577 377 5

12-x"2=12%x"~2-24-x"4
12 -x?=-x%+12 x?-24

(%$1i6) solve([%1, [x])
(%086) [x=-2,x%x=2,x=-3,x=3]

@
o -

27 Muodosta polynomin yleinen muoto, a) kun korkeimman asteen termin
kerroin on 2 ja polynomin kaikki yksinkertaiset nollakohdat ovat 1, —2 ja 3.
b) kun korkeimman asteen kerroin on -3 ja kaksinkertaiset nollakohdat ovat -
1 ja yksinkertainen nollakohta on 1. ¢) kun korkeimman asteen termin kerroin
on 4 ja polynomilla on kolminkertainen nollakohta 2.
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(F11) 2% (=42) % (x-1)*(x-3);
(50l) 2 (x-3) (x-1) (x+2)

(%$12) ratsimp (%)

(302) 2 x° -4 x2-10 x+12
27b)

(313) —3% (x+1) 2% (x-1);
(303) -3 (x-1) (x+1)°

(%14) ratsimp (%)
(304) -3x°-3x°+3 x+3

[~ T o A s B e e B

=
5]
=]
n
&,

(3i5) 4% (x-2)"3;

(205) 4 (x-2)°3

($16) ratsimp(%);

(306) 4 x°-24 x2+48 x-32

28 a) Funktiolla f(x) on kolme yksinkertaista nollakohtaa x = —1, x = 1
ja x = 2. Funktio on f(3) = 16. Mé&érita f(x).
b) Funktiolla g(x) on yksinkertaisia nollakohtia x = —1 ja = = 3 ja kaksin-
kertainen nollakohta x = —2. Funktio ¢(2) = 144. Mé&érita g(z).
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P (%14) £ (x,a):=a*(x+l)*(x-1)*(x-2);
(%04) f£(x,a) :r=a (x+1) (x-1) (x-—-2)

) £{(3,a)=16;
) Ba=1le

¥ (2i6) solve([%], [al):
(306) [a=2]

£1i7) £(x,2);
(307) 2 (x-2) (x-1) (x+1)

K Funktio on siis f£(x)= 2 (x-2) (x-1) (x+1)
[ 28b)
-

(%$18) glx,a):=a*(x+2)"2*% (x-3)* (x+1);

(%08) g(x,a) :=a (x+2) 2 (x—3) (x+1)

' (2i9) g(2,a)=144;
(308) —-48 a=144

' (%i10) solve ([%], [al):
(%010} fa=-3]

" (2i11) g (x,-3) 5

(2011) -3 (x-3) (x+1) (x+2)°

E Funktio on siis g(x)=—3(x-3) (x+1) (x+2)"2

29 Laske, koska funktiot f(z) = 23—2?—2+1ja g(x) = 23 —42?—112+30
leikkaa x-akselin.
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= TN

30 Tupu, Hupu ja Lupu kulkevat Ankkalinnassa mutkittelevaa polkua pit-
kin, jota kuvaa funktio f(x) = z* — 42% Aku kulkee Ankkalinnassa
mutkittelevaa polkua g(r) = 22* — 8. Missd kartan koordinaateissa
Tupu, Hupu ja Lupu voivat tormiti Akuun eli polut leikkaavat aivan

29)

(%i1) ="3-x"2-:+1;

(301) x -x?-x+1

(%$12) factor(%):
(202) (x-1)72 (x+1)

Funktio f(x) leikkaa x-akselin,

(3i3) x*3-4%x~2-11%*x+30;
(203) x° -4 x%-11 x+30

(%$14) factor(%):
(%04) (x-5) (x-2) (x+3)

kun x=-1 ja x=1.

Funktio g(x) leikkaa x-akselin , kun x=-3, x=2 ja x=5.

tolsensa.

($i1) £(x):=x"4-4*x"2;

(301) £ (x) :=x" -4 x?

(%$12) g(x):=2*x"3-8%x;
(302) g (x) :=2 x° -8 x

(%15) f£(x)=g(x):

(305) x*-4x?=2x%-8x

(516) f(x)-g(x);
(206) x¥-2x-ax%+8x

(%17) factor(%):
(207) (x-2)%x (x+2)

Aku ja pojat voivat tdrmiti toisiinsa pisteissi

157
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31 Ratkaise

a) 3r+2y—3=0 b) 3r—2=2

1—2r =y 243y =4z
31a)
_7 (%11) solve([3*x+2*y-3, 1-2*=z=y], [x,v]);
| (%01) [[x=-1,y=3]]
[ 31b)
' (2i2) solve([3*x-2=2%y,2+3%y=4*x], [x,y]);
| (%02) [[x=2,y=2]]

32 Suora s kulkee pisteiden (—1,1) ja (1,2,) kautta. Suora [ kulkee pis-
teiden (2,4) ja (4,2) kautta. Missé pisteessid suorat s ja [ leikkaavat toisensa.

32)

Lasketaan pisteiden (-1,1) ja (1,2,)kautta kulkevan suoran vht&ls.

] N Y

(#110) suocra(x 1,y 1,x 2,y 2):=solve(y-v_ 1=(yv 2-yv 1)/ (x 2-x 1)*(x-x 1),vy) [1]:

i y 2-y 1
(%010) suora(x 1,y 1,x 2,y 2) :r=| solve| y-y 1=————— (x-x 1) ,¥v]| |
- - - - | \ - x Z-m 1 - )1

I (2i11) x_1:-1; y 1:1; x_2:1; v_2:2;
(%0l1l) -1
(%0l2) 1
(%013) 1
(%014) 2

4 (#115) sucra(x 1,v 1,x 2,y 2);

x+3
(%013) y= P

I (%116} expand(%):

(8016) x 3
%o =—+—
¥ 2 2

Lasketaan pisteiden (2,4) ja (4,2)kautta kulkevan suoran vhtidls.

T TN

(#118) suocra(x 1,y 1,x 2,y 2):=solve(y-v 1=(yv 2-yv 1)/ (x 2-x 1)*(x-x 1),vy) [1]:

i y 2-y 1
(%0l8) suora(x 1,y 1,x 2,y 2) :=| solve‘ y-y l=—— (x-x 1) ,v| |
- - - - i X - x Z-m 1 - )1
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N

(2119) =x_1:2; v_1:4; X 2:4; v_2:2;
(%019) 2
(%020) 4
(%3021) 4
(¥022) 2

~

(#123) suora(x 1,v 1,x 2,y 2);

(3023) y=6-x

Suorat leikkavat toisensa pistessid.

T TN

(%i25) solwe([%0l6,%023], [x,y]);
(2023) [[x=3,y=3]]

33 Funktio on f(z) = 42 — az? — 24x — b. Funktion tekijéitd ovat (z —5
ja (r + 1). a) Ratkaise a ja b. b) Madritd f(z). ¢) Ilmoita f(z) tekijoihis
jactussa muodossa.

[ 332)
(3i1) f(x,a,b):=4*x"3-a*x"2-24%x-b;
(30l) £(x,a,b) :=4x°—ax’+(-24) x-b

solve ([£(5,a,b)=0,£(-1,a,b)=01, [a,bl);
[[a=15,b=5]]

T ~] ~]
e
o
R I

(2i3) £(x,15,5);
(303) 4 x°-15x°-24 x-5

33c)

(%$14) factor(%):
(304) (x-3) (x+1) (4 x+1)

S

Funktio tekij&ihin jaetussa muodossa on £ (x)=4(x+1/4) (x+1) (x-5).
(Funktio tekij®ihin jaetussa muodossa on muotoa f(x)= a(x-b) (x-c) (x-d)
a on korkeimman asteen termin kerroin. b,c ja d ovat funktion nollakohdat.)

34 Ratkaise
a) [ —2r+3y+42=3 b) [ 3+3r+2y=-32

—2y+224+3x=9 10z + 3 + 2z = 3y
—4z4+bxr —y= -2 y+2:-3=—x
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solve ([-2%x+3*y+4%z=3, -2%y+2%z+3*x=9, -4*=z+5*x-vy=-2]1, [%,v,2])"
[[x=1,y=-1,2z=2]]

solve ([-3+3*x+2%y=—3%z, L0%z+3+2*x=3*%y,y+2%z-3=-x], [#Z,v,2])}7¢
[[x=-2,y=3,=z=1]]

35 Funktio on muotoa f(z) = ar®+bz® — cx. Funktio saa seuraavat arvot
f(1)=6, f(—1) =6 ja f(2) = 42. a) Ratkaise a,b ja c. Maarita f(z).

b) Jaa funktio f(z) tekijoihin. ¢) Mitkd ovat funktion nollakohdat.

[ 352

? (2i3)
(303)

35b)

[ (zi6)
(306)

flx,a,b,c)i=a*x"3+b*x"2-c¥*x;

f(x,a,b,c)::ax3+bx2+(—c)x

solve([f(1l,a,b,c)=6, £(-1,a,b,c)=6,£f(2,a,b,c)=421, la,b,cl);:
[(a=3,b=6,c=3]]

£(x,3,6,3);
3x°+6x2-3x

factor (%) :
3x (x°+2x-1)

solve ([%], [x]):

[x=-2'-1,x=+2-1,x=0]

36 Akun perhe on lahdossa viikon vaellusretkelle luontoon. Ennen retkeé
kiilydddn kaupassa ostamassa vihén herkkuja patikoinnille. Tupu osti 3
suklaalevyi, 2 purkkapussia ja 3 salmiakkiaskia. Tupun ostokset maksoivat
vhteensia 19,90 dollaria. Hupu osti 2 suklaalevyé, 3 purkkapussia ja 4
salmiakkiaskia. Hupun ostokset maksoivat yhteensi 23,30 dollaria. Lupu

osti b

suklaalevyi, 2 purkkapussia ja 2 salmiakkiaskia. Lupun ostokset

maksoivat vhteensd 22,20 dollaria. Miten paljon Akun ostokset maksoivat,
kun hin osti 4 suklaalevyi, 1 purkkapussin ja 2 salmiakkiaskia.
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[ 36
" (2121} solve ([3%x+2%y+3%z=189/10, 2*x+3%y+4*z=233/10, S*x+2*y+2%2=222/10], [%,v,z]):
_ (%021) [f U -l _21}}
'D R AP EAET:
_7 (%i22) float (%), numer;
(2022) [[x=2.2,y=3.5,z=2.1]]
[ (8i23) 4%2.2+41%3.5+42%2.1;
(3023) 16.5
37 Laske
. 3
a) 16:[(=2)-1]°-2—]2- (—2)|
b)3|—2+]—202[:2—|—3+2
[ 372)
[ (3i1) 16/abs(-2*1)~3*2-abs(2%-2);
(301) 0
[ 370)
[ (3i3) 3*abs(-2+abs(-2)*2)/2-abs (-3+2);
(203) 2

[ I e B s v B < Y B

38 Poista itseisarvomerkit a) |2z — 5| b) 2% — 2z — 3| ¢) |z® — 3z + 2|

38a)

Ratkaistaan 2x-5=0 nollakohta

2*x—-5=0;
2x-5=0

solve ([%1, [x]1):

5
IX—QJ

Piirretddn funktion 2x-5 kuvaaja.
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? ($13) wxplot2d([2*x-5]1, [x%,-5,5]1, [y,—5,51)%
plotZd: some values were clipped.

4
2
Ty
0
F
(%t3) o
-2
-4
-4 -2 0 2 4
X
" Ratsotaan kuvaajasta, koska funktioc on x-akselin alapuclella ja koska
funktio on x-akselin yldpuolella. P&dtelld&n t&dstd funktion merkit,
kun itseisarvomerkit poistetaan.
v

2x-5,kun x>=5/2
-2x+5, kun =<5/2

38b)

Ratkaistaan x*2-2x-3 nollakohdat

(%$14) solwve([x"2-2*x-31, [x]1);
(%04) [x=3,x=-1]

N N Y

7 (%$18) wxplot2d([="2-2*x-31, [%x,-3,5], [v,—-5,5]1)5
plotZ2d: some values were clipped.
4
2
o
B
& 0
(%t8) o
<
-2
4
302 10 1 2 3 4 5
X

L x"2-2x-3, kun x<=-1 tai x>=3
—-x"242x43, kun -1<=<3
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f 38¢)

K Ratkaistaan x"3-3x+2 nollakohdat

7 (3112) solve([x~3-3%x+2], [x]);
(8012) [x=-2,x=1]
" (2i13) wxplot2d([x~3-3*x+2], [x,-5,5]1, [y,-5,51)5
plotZd: some values were clipped.
4
2
[
L
- 0
(%£13) o
* 2
4L
4 2 2 4
L x*3-3x42, kun x>=-2
-x"3+3x-2, kun x<-2

39 Ratkaise a) 3|z? =5/ —3=0b) [bx —2|:2—-3=1
c) 3: |z?

3%9a)

(%13)
(%$03)

(%14)
(%04)

38%b)

(%i5)

N FN TN TN Y

(%$053)

(%i6)

(%$06)

|5x—2|

—42=2

3*abs (x"2-5) -3=0;

3 x2—5|—3=0

to _poly solve ([%], [x]):

Sunion ([x=-2], [x=2], [x==I6], [x=~[6])

abs (5*x-2) /2-3=1;

3=1
2

to poly solve ([%], [x]):

; [ G
hm;oq [x=—g},fx=zl)
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f 39¢)

[ (3i14) 3/abs(x"2-4) *2=2;
(2ol4) =2
x2—4|
_7 (¥115) to_poly solve ([%], [x]):
(%015) $union ([x=-1], [x=1], [x==—J71, [x=~[71)
40 Ratkaise a) |3z +2| = | — 4z — 4| b) |2z + 4| — |62 — 4| =0
¢) bx+5|:|—4dx—-2]=1

40a)

(%13) abs(3*x+2)=abs (-4*%*x-4) ;
(203) |3 x+2|=|4 x+4]

(%5i4) to_poly solve([%], [x]):

(%04) %unior4 [x=-2] er=_EJr)
\ ’ 7

(%$15) abs(2*x+4)-abs (6*x-4)=0;
(305) |2 x+4|-|6 x-4|=0

(%i6) to_poly solve([%], [x]);
(%06) %union ([x=0], [x=2])

(317) abs(5*x+5)/ (abs (-4¥x-2))=1;
|5 x+5]

| x+2|

(%$1i8) to_poly solve([%], [x]);

(308) union| [x=-3], [x=—]
[a] unio L H= ra H= 5

41 Ratkaise a) | — 3z — 2| < 1 b) |32? — 10z + 5| < 2
¢) |4x — 3| >9d) |bx? — 4z + 2| > 3 e) |3z| > |27 + 4
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s

(3i1) abs(-3*x-2)<1;
(2ol) |3 x+2|<1

(%12) to_poly solwve ([%], [x]):
to poly solve: to poly solver.mac is obsolete; I'm loading to poly solve.mac instead.
Loading maxima-grobner 5Revision: 1.6 § SDate: Z009-06-02 07:49:49 5
STYLE-WARNING: redefining MAXIMA::OQOPAPPLY in DEFMACRQ
STYLE-WARNING: redefining MAXIMA::0OPCONS in DEFMACRO

($02) %uni n.|r‘ [-i<= <—ij]
o unio | X, x<oo

vastaus -1 < x < -1/3
41b)

(2i3) abs (3%x"2-10%x+5)<2;
(%03)|3x2—10x+5 <2

Poistetaan itseisarvomerkit ja saadaan kaksi epdvhtdlsdi. Muodostetaan
epdyhtilsistd yht&dleitd ja lasketaan yhtdldiden nollakohdat. Piirretdsn
vhtdldiden kuvaajat ja pditelliin kuvaajista wvastaukset.

(3i4) 3%x~2-10%x+5<2;
(304) 3 x°-10 x+5<2

(21i5) 3%x~2-10%x+3<0;
(305) 3 x°-10x+3<0

(2i6) 3*x*2-10%x+3=0;
(206) 3 x2—-10 x+3=0

(%17) solve([%], [x1):

1
(%07) [x=g,x=3j
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4 (%$i8) wxplot2d([3*x"~2-10*x+3], [x,-1,41, [y,-7,51)%
plot2d: some values were clipped.
4
2
o
+
< 0
o
oo
(3t8) ¢ 2
)
4
-6
-1 0 1 2 3 4
X

K RKuvaajasta nihddsn, ettd 3*x"2-10*x+3<0 toteutuu, kun 1/3 < x < 1.

Toinen epdyhtdls

' (2i9) —243%x"2-10%x+5;
(308) -2<3 x2-10 x+5

' (3i10) 3%x"~2-10%x+7>0;
(%010) 3 x2-10 x+7>0

' (2i11) 3%x~2-10%x+7=0;
(%011) 3 x2-10 x+7=0

' (2i12) solve (131, [x]);

7
(%012) [x=1,x=7]

I (%113) wxplotZd ([3*x"2-10*x+7]1, [x,0,4]1, [v,-2,51)%
plotZd: some values were clipped.

5
4
_ 3
L
£ 2
(2:£13) g 1
@0
i
0 05 1 15 2 25 3 35 4
X
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E Ruvaajasta nihddidn, ettd 3*x~2-10*x+7>0, kun x<1 tai x>7/3.

Tamin jdlkeen ndistid kahdesta kuvaajasta saadut tiedot yhdistetsEn.
Epdyhtild toteutuu, kun wvastauksista otetaan yhteinen osuus.

E vastaus on 1/3 < x < 1

' (2i1) abs(4%x-3)>9;
(201) |4 x-3|>9

" (2i2) to_poly solve([3], [x]);

to poly solve: to poly solver.mac is obsolete; I'm loading to poly solve.mac instead.
Loading maxima-grobner 5Revision: 1.6 § SDate: Z2009-06-02 07:49:49 5

STYLE-WARNING: redsfining MAXIMA::OPAFPFLY in DEFMACRO

STYLE-WARNING: redefining MAXIMA::0PCONS in DEFMACRO

(%02) %union.( [3<x] [x(—ij]
L ’ 2

Ex)Staix<—3/2

41d)

(2i1) abs (5*x"~2-4%x+2)>3;
(%ﬂ)|5x2—4x+2}3

—=> S¥x"2-4%xt+24-3;
S*HT2-4*x+5<0;

2i2) S¥x~2-4%x45=0;
(302) 5x?-4 x+5=0

(%$13) solve([%], [x1):

(303) | Af217%1i-2 21 %i+2
[a] H= H=
5 ’ 5

iy M e B e B o B e M
@
i
v
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? (%14) wxplot2d([5*x~2-4*x45], [x,-1.5,2]1, [v,-2,101)%
plotid: some values were clipped.
10 . . : . . .
8
w0 6
P
T4
(%t4) g
52
0
2 . . . . .
15 -1 05 0 05 1 15 2
X

5*x"2-4*x+5<0 ei ole ratkaisua.
Toinen epayhtils

—=> S¥x"Z2-4%x+2>3;

—=> S¥x"Z2-4¥*x-1>0;

(3i5) S5*x"2-4*x-1=0;
5x2-4x-1=0

(%16) solve([%]1, [x]1);:

(%06) [x=1,x=—%}

=~ T =] ] r~] = =
&
o
“[_Jj
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rd

|
|

($17) wxpleot2d([5*x"~2-4*x-11, [x%x,-1,2]1, [¥,-4,51)%

_plot2d: some values were clipped.

5
4
3
- 2
g; 1
(%t7) g 0
o - \_/
2
a3
4 .
-1 05 0 05 1 15 2
X

S¥x~2-4%x—1>0, kun x < —-1/5 tai x > 1.

abs ((5*x"2-4*x+2)>3 on x < -1/5 tai = > 1.
(Epayhtdlén abs ((5*x"2-4*%*x+2)>3 ratkaisut ovat tehtyjen
epdvhtildiden ratkaisut.)

41e)
Korotetaan kummatkin epidyhtdlén puolet potenssiin 2.

(315) (abs(3¥x))~2>(abs (2¥*x+4))"2;
(305) 9 %2> (2 x+4) 2

(%3i6) to_poly solve([%], [x]):

. 4
(%06) %un:l_on.l‘ [4<x],[x< 5])

x >4 tai x < — 4/5.

42 Tupu, Hupu ja Lupu kivelevit polkua f(z) = 3z pitkin. Aku kivelee
toista polkua g(z) = 2z — 4 pitkin. Laske, missi kartan pisteissi polkujen

etdisyys on toisistaan tasan 5 karttayksikkod. Siis pojilla ja Akulla on sam;

z-koordinaatti. (Pojat ovat (a.b) ja Aku on (a,c)). Piirrd tilanteesta
kuvaaja.
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7 (241) £ (x) :=3%x;
($01) £ (x) :=3 x

7 (2i2) g(x) 1=2¥%x-4;
(%30Z) g (x) =2 x—4

" (2i5) abs (£(x)-g(x))=5;
(205) |x+4|=5

" (3i6) to poly solve([%], [x]);

I to poly solve: to poly solver.mac is obsolete; I'm loading to poly solve.mac instead.
Loading maxima-grobner 5Revision: 1.6 5§ 5Date: Z2009-06-02 07:49:49 5

STYLE-WARNING: redefining MAXIMA::QPAPPLY in DEFMACRO

STYLE-WARNING: redsfining MAXIMA::0PCONS in DEFMACRO

(%06) %union ([x=-5%], [x=1])

[ (3i7) £(-9):9(-9):
(307) -27
(308) -22

? (3i%) £(1):g(l);:
(209) 3
(®0l0) -2

I (%114) wxplot2d([3*x,2%x-4], [x,-12,5], [v,—-30,5]1)%
plot2d: some values were clipped.
plotid: some values were clipped.

5 ————

0
-5
-10
(2t14) -15
-20
-25

-30
1210 86 6 4 -2 0 2 4

3 Pojat on pisteessd (-9,-27) ja Aku on pisteessd (-9,-22)
tai pojat on pisteessid (1,3) ja ARku pisteess3d (1,-2).

43 Laske

a) ~32432.32_30 _3-1_ (%)_3 _ g_j —(3- 2)2 b) 3;1;2;:4% 4 (4;;22)_2
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($1i1) —-3"2+372%372-370-3"(-1)-(3/2)"(-3)-(374)/(376) - (3*2)"2;

(%01) 525
o f—
27

($13) (3#*x™ (3)*2%b™ (2)*2%x)/ (x"4*%6*b"4) + ( (4%~ (3)*2) / (8%~ (2)) )~ (-2);

%33
(o}bz

44 Ratkaise
a) 62t =486 b) 32° + 3072 =0c¢) 42° +1024 =0

(3i1) 6*x"4=486;
(301) 6 x*=486

=

(%12) solve ([%], [x=1):
(%02) [x=3%i,x=-3,x=-3%i,x=3]

=

($i3) 3*x~5+3072=0;
(203) 3 x°+3072=0

[

(%$1i4) solve ([%]1, [x1):
2%inm 4%im 4%im 2%in

(204) [x=-4%e ° ,x=-4%e ° ,x=-4% ° ,x=-4% ° ,x=-4]
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44c)

(%153)

(305) 4 x°+1024=0

($17) solve([%],
2 (—1)

(507) [[x=

4*x™8+1024=0;

[=])7
1/8

site (-1) /° 1 2 (-1) Y¥si-2 (-1) V°

/8

2 (-1) %i-2 {—l}”8

F

N3

(%$19) radecan(%):

2 (-1) 1/8

(%08) [[x=

,x=2 (-1)

$i,x

N2 Nz

/8, _

Fx=2 (1) I1=0]

gi+2 (-1) B 2 (-1) Y¥ai-2 (-1, VB

i/8

2 (-1) Y¥Bsi-2 (-1) 1"

i

NEY

Ei ole ratkaisua.

,x=2 (—1)

%1 ,x=

2’

,%x=2 (-1)

NEy

J.,-"-BJT:GJT

L x=—2 (-1) /%

45 Ratkaisc

a) 4% = 256 b) 332 9+~ =

=]

T~ N

47 (2%x)=256;
42 *=35¢

2.0

Ix—-2_

g—x—l

find root (4~ (2

1
Zr

1252 = 625

on

ﬁ ¢)

*x)=256, =, —-10, 10);

3M(3%xr-2) %5 (-x-1)=3"(-1/2);
1

3

3.5

find root (37 (3*x-2)*9%"(-x-1)=3"(-1/2), =,

-100, 100);
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[ 4s0)

(%515) 1/(5"(2*x))*125"(x-2)=625;

125%72
(305)

=625
2x

3

(316) find root (1/ (5~ (2%x))*125~ (x-2)=625, x, —-100, 100);
(306) 9.5995955995959555

F x=10

46 Ratkaise

a) 47 + 16° — 4160 = 0 b) 3.2° +4* = 1120 ¢) 207 — 5-3* — 2. 9°

f 463)

" (3i1) 4~x+16~x-4160=0;
(301) 16"+4™-4160=0

' (213) find root (4"x+16"%-4160=0, =, -100, 100);
($03) 3.0

f 46b)

7 (247) 3%2~m+4~x=1120;
(207) 4%+32%=1120

' (2ig) find root (3*2°x+4~x=1120, x, -100, 100):
($08) 5.0
46¢)

($18) 207-5%3"x-2%5"x=0;
(208) -2 9%-53%:207=0

(#110) find root (207-5%3"x-2%5"x=0, =, -100, 100);
(%010) 2.0

N < ¥

47 Ratkaise

0

a) 6° = 46656 b) 4-5" =500 =0c¢) 6-3**72 —4374=0d) 3- 2% > 48

e)4-(3)* <2
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(311) 6"x=46656;
(301) 6%=46656

(%$12) find root (6"x=46656, =, -100, 100);
(%02) 6.0

(%13) 4*5°x-500=0;
(%$03) 45%-500=0

(%$i4) find root (4%5°x-500=0, x, -100, 100):;
(%04) 3.0

(2i5) 6%3~(2%x-2)-4374=0;
(305) 232% 1_4374=0

($16) find root (6%3" (2%x-2)-4374=0, x, -100, 100);
(206) 4.0

——>  3%2A(2%x)>48;
——>  3%27(2%x)-48>0;

(317) 3%2~(2%x)-48=0;
(207) 322%-483=0

(%i8) find root (3%2~(2¥x)-48=0, x, -100, 100);
(208) 2.0
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4

H I A B A B B B

[y,-100,100])%

[ (%$19) wxplot2d([3*2~(2*x)-48], [x,-5,5]1,
plotZd: some values were clipped.
100
50 ¢
0
il
=
S /
($t9) &
&
50 F
-100 . .
-4 2 D 2 4
X

Epayhtals 3*2" (2%x)>48 toteutuu,

47e)

Muodostetaan yhtdls 4% (1/2) "~ (4*x)-2=0,

kuvaajasta, koska 4% (1/2)"(4*x)<2.

kun =z > 2.

ratkaistaan nollakchta,

——> 4% (1/2)"~(4*x)<2;
-=> 4% (1/2)"(4%x)-2<0;
(2110) 4% (1/2) " (4%x)-2=0;
(z010) 22 % %_2=0
7 (2111 find root (4*(1/2) " (4*x)-2=0, x, -100, 100);:
(%011) 0.25
7 (2112) wxplot2d ([4* (1/2) ~(4*x)-2]1, I[x=,-5,51, [v,-5,51}%
plotZd: seome values were clipped.
4
2
o
X
g 0
5t12) 2
<
N2
4
4 2 0 2 4
X
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48 Roope ankan kilpailijalla Pennosella oli vuoden 2001 alussa 900 kanaa.
Hénen kanojensa maara tilalla lisdéntyi vuosittain 1,5 %.

a) Muodosta funktio, jonka avulla voit laskea, kuinka monta kanaa Pennosella
on jonkun tietyn vuoden lopussa.

b) Kuinka paljon kanoja Pennosella on vuoden 2015 lopussa?

¢) Koska Pennosella oli kanoja 1044 kappaletta?

d) Koska Pennosella tulee olemaan kanoja yli 1300 kappaletta?

(%i2) £(x):=500%1.015"x%;
($02) £ (x) :=9001.015%

48b)

(%1i3) £(15):
($03) 1125.208859988531

Vucoden 2015 lopussa Pennosella on 1125 kanaa.

48c)

T FN FN TN FY TN Y

(314) f(x)=1044;
(304) 900 1.015%=1044

) find_root (f(x)=1044, =, -100, 100});:
) 9.968692863755873

(%¥i6) 2000+10;
(%06) 2010

K Pennosella on kanoja 1044 kappaletta vuoden 2010 lopussa.
f 48d)
4

(517) £(x)>1300;
($07) 500 1.015%>1300

- (%$1i8) 900*1.015"x-1300>0;
(308) S001.015%-1300>0

- (%$1%) 900*1.015"x-1300=0;
($09) 900 1.015%-1300=0

4 (¥110) find root(%00%1.015"°x-1300=0, =, -100, 100);
(%010} 24.69839145078992
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F

(%1i11)
(%011)

2000+25;
2025

|7 Pennosella on kanoja yli 1300 vuoden 2025 lopussa.

49 Laske

a) VA2 + 30— /9T — /3 B+ V32 + (VA)?
b)\f-\f—fﬂ/@Jr%Jr(\/B)z—ﬁ—m
c)(%)3+\3/§-\3f—%%+\7—_27
d)ﬁ—%%+\f/§-€/—_3+m

[ 4sa)
($11) sgrt(4”(2%2) )+ (sgrt(50))/ (sgrt(2))-sgrt(27)-sgrt (3) *sgrt (3)+sgrt(3°2)
+(sgrt(4))"2;
(301) 25-33/2
[ 45m)
L ($12) sgrt(5)*sgrt(5)-sgrt(lé)+sgrt(625)+(sgrt(147))/ (sgrt(3))+(sgrt(5))"2
| -sgrt (772) —sqgrt (40) ;
($02) 31-24/10
D)
_7 (%$13) (8~(1/3))"3+8"(1/3)*87(1/3)—-(192~(1/3))/(3~(1/3))—-(-27)~(1/3);
(%03) 11
[ 49q)
(%$14) 27~(1/3)— (250" (1/3))/(2~(1/3) )45~ (1/3)* (-3)~(1/3)+108~(1/3);
(304) _31/3gl/3,3 41/3 5
(%$15) radcan(%);:
(305) 32%/%_5
50 Laske

a) y

(=3)° + %5 + /((-2) - 2)5 + V/5 - V125

b) /(—8)7 — {/(—8) + ﬁﬂf V32

C

) 81%

d) 10247
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(3i2) (=3)"(5/5)+ (187 (2/4))/ (4~ (1/4))+((-2)*2)~(6/6) +5~ (1/4) *125~ (1/4) ;
(302) 5%/%1251/% 4

(%$13) radcan(%):
(%o03) 1

(3i3) (=8)~(7/7)—(-8)~(6/6)+ (384~ (1/7))/ (3~ (1/7))+2~ (1/5) %32~ (1/5) ;
(203) 25942

E ——> radcan(%);

(2i4) 81°(2/5):
($04) 812/°

(%15) radcan(%);
(305) 3%/%

(%¥1i6) 1024~(3/7);
(306) 81077

(%17) radcan(%):
(307) 530/7
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51 Ratkaise

a) (V9r —v25)vV4=8 b) V3(V3+Vbz)=5

(%11) (sgrt(9)*x-sgrt(25)) *sgrt(4)=8;
(%01) 2 (3 x-5)=8

=l
W
s
3

solve ([%], [x]):
(%02) [x=3]

=
n
=
2

(%13) sgrt(3)*(sgrt(3)+sgrt(5) *x)=5;

(203) /3 (W5 x++/3) =5

=]

(%14) solve([%], [x]1):
2

NeNo

(%04) [x=

X = (2%sgrtlb) /15 Nimittijad lasketaan sellaiseen muotoon, ettd siellsd el
ole nelidjuuria.

52 a) Juuriyhtdlo on /3x + 1 = 2z — 6. Maéritd maarittelyehto, nelioonko-
rotusehto ja ratkaise yhtalo.

b) Juuriyhtilo on /x? +4x — 5 — 3z + 5 = 0. Méadritd méasrittelyehto, neli-
oonkorotusehto ja ratkaise yhtilo.

52a)

(%146) 3%*x+1>=0;
(%04€) 3 x+1>=0

(%147) to_poly solve ([%], [x]):

N . 1 1
(%047) %U.n:Lon.| [—§<x},{x=—§})

= = = ¥

Midrittelyehto x >=-1/3
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(3i6) 2*m-6>=0;

(%08) 2 x—-6>=0

($07) %union ([3<x], [x=3])

Nelidtnkorotusehto x>=3

(%$1%) sgrt (3*x+1)=2%x-6;
(20%9) /3 x+1=2x-86

{ (3i7) to_poly solve([%], [x]);:
4

" (3i10) to_poly solve ([%], [x]);
(%010) %union ([x=5])

Ratkaisu on ¥=5. Ratkaisu toteuttaa midrittelyehdon ja
nelidénkorotusehdon.

52b)

(%125) sgrt(x"244%x-5)-3*x4+5=0;

(%025) ~/x%+4 x-5-3 x+5=0

(3128) sgrt (x~2+4%x-5)=3%x-5;
(%026) ~/x°+4 x-5=3 x-5
e

——> x"2+4*x-5»=0;

(%127) x"2+4*%x-5=0;
(2027) x%°+4 x-5=0

' (2i28) solve([%], [x1);

(3028) [x=-5,x=1]

4 (%131) wxplot2d([x"2+4%*x-5], [x,-6,2]1, [v,-10,51)%
plotZd: some values were clipped.

(%t31)

xX2+47%-5

[ mMaarittelyehto x < -5 tai x > 1
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(%¥135) 3*x-5>=0;
($035) 3 x-5>=0

.

(%13

(2l

) to_poly solve ([%], [x]);

. N 5
(%038) %U.D.J.OIL‘ [§<Xj'[ngj]

Nelidtnkorotusshto x>=5/3

e Bl e R

(%143) sgrt(x"244%x-5)-3*x+5=0;

(3043) +/x%4+4 x—5-3 x+5=0

(2144) to_poly solve ([%], [x]):
(%044) %unicn ([x=3])

~

Ratkaisu on ¥X=3. Ratkaisu toteuttaa midrittelyehdon ja
nelidénkorotusehdon.

53 a) Ratkaise v/322 — 2z =z b) Ratkaise \/3z + 1 = /42 — 2

(3*x~2-2%x) ~ (1/3) =x;
5 1/3
(3 x°-2 x) =x

(%18) to_poly_solwve ([%], [x]):
($08) %union ([x=0], [x=1],[x=2])

Tarkastus

.wmﬁﬂﬂm
I
o
3 =

(514) (3*0~2-2*0)"~(1/3);
($04) 0

~

(3%172-2%1) "~ (1/3);
(305) 1

s (%i6) (3%2°2-2%2)"~(1/3);:
($06) 2

K Vastaukset x=0, ==1, ==2. Raikki toteuttivat yhtilén.
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(%$16) sgrt(3*x+l)=sgrt(4*x-2);

(%506) +J3 x+1l=r/4x-2

7 (247) 3%*x+1>=0;
(207) 3 x+1>=0

(%$1i8) to_poly solve([%], [x]):;

(528) %unioni {—£<xj er=_£j
\ 3 ’ 3

Midrittelyehto =»=-1/3

(319) 4%*x-2>=0;
(309) 4 x-2>=0

(%110) to_poly solwve ([%], [x]):
(%010) $uni rd [Z<x], [x==]
solu unio —< X =
L2 . 2
Misrittelyehto x>=1/2

(%113) sgrt(3*x+l)=sgrt(4*x-2);

(%3013) /3 x+1=1/4 x-2

(¥il4) to_poly solve ([%], [x])s
(%¥cl4) %union {( [x=3])

[ I e e T s e B o B e n |

Vastaus x=3. Vastaus kuuluu kumpaankin mi3irittelyehtoon.

54 Tupu, Hupu ja Lupu saivat syntymapaivialahjaksi kukin kaksi kultako-
likkoa Roope-sedilta. Pojat paattiviat piilottaa rahansa Mummo-ankan maa-
tilalle luontoon hyvissi arkussa. a) Arkun avaimen karttakoordinaatit saat
ratkaisemalla funktioiden f(z) = v —z?+ 3z ja g(z) = V/—z + 4 leikkaus-
pisteen. b) Arkun karttakoordinaatit saat ratkaisemalla funktioiden

h(z) = v/42%2 — 4x + 4 ja m(z) = x + 1 leikkauspisteen.
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54a)

Lasketaan, koska yhtild on mdidritelty.

— N Y

(3i2) —x~243%x>=0;
(202) 3 x-x2>=0

(%513) to_poly solve([%], [x]);
to poly solve: to poly solver.mac is obsolete; I'm loading to poly solve.mac instead.

Loading maxima-grobner $Revisicon: 1.6 § SDate: Z2009-06-02 07:49:49 §
STYLE-WARNING: redefining MAXIMA::OPAPPLY in DEFMACRO
STYLE-WARNING: redefining MAXIMA::0PCONS in DEFMACRO

($03) %union ([0<x,x<3], [x=0], [x=3])

[ Masritelty 0<=x<=3.
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F

= T

TN

— N Y

N Y T Y

(%112) wxplot2d([4*x"2-4*x+4], [x,-2,2],

_plot2d: some values were clipped.

[v,-1,41)5

T
3t

=T

¥ 2

)

(2t12) <o

S
0
-1 . . . . . .
2 15 -1 05 0 05 1 15 2

X

Midritelty kaikilla reaaliluvuilla.

(%113) x+1>=0;
(%013) x+1>=0

(¥114) to poly solve([%], [x]);
(%014) Sunion ([-1<x], [x=-1])

Miidritelty x>=-1
Yhtdlen middrittelyalue on x>=-1

(%115) h(x) r=sqgrt (4*x"2-4*x+4) ;m(x) r=x+1;

(3015) h (x) :=+4 x? -4 x+4

(20l6) m (x) :=x+1

(%3117} h(x)=m(x);

(3017) /4 x°—4 x+4=x+1

(#118) to_poly solve ([%], [x]):
(%018) %union ([x=17)

Lasketaan y arvo

(311%) h(1)s

(%019) 2
(3120} m(1);
(%020) 2

Arkku on pistessd (1,2).
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55 Laske
a) logs625  b) (logy9)® ) logsg;
g) logi—39 h) 1gl0000 i) lne®

L T e O B B

T T

T TH

N

T T

55a)

(313)

(%$03)

(%i10)

(%010)

(%1i11)

log(625)/ (log(5));

log (625)

log (5)

radcan (%) ;
4

(log(9)/ (log(9))) "9;

log(l/64)/ (log(4)) s
log (64)

log (4)

radcan (%) ;
-3

8~ (log (10)/ (log(8)));
log (10)

g leg (8)

radcan (%) ;
10

log (125~ (1/4))/ (log(5)) s

log (125)

4 log (5)

radcan (%) ;

3
(%011) —
4

185

(1) 8log310

e) logsv/125

f)logs(—9)



" (zi10)

(%010)

7 (z111)

(%011)

log(-9)/ (log(3));

log {—9)

log (3)

radcan (%) 5
2 log (3) +log (—1)

log (3)

7 (zi12)

(%012)

7 (2113

(%013)

log(9)/ (log(-3)) 7
log (5)

log {(—3)

radcan (%) s

2 1log (3)

log (—3)

(%117}

(%017)

(%118}
(%018)

log (10000} / (log (10} ) :

log (10000)

log (10)

radcan (%) 5
4

(%i16)
(%016)

log(%e”3)/ (log(%e) )
5
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56 Laske
a) logs64+10g,416  b) logs243—2-10g;9  ¢) logs6-logs3  d) loggé—klog;;l
e) logs8 + logy8  f) log%SQ

[ sea)
_7 (511) log(e4)/ (log(4))+log(le)/ (log(4));
1 od 1 16
(s01) °g (64) log (16)
log (4) log (4)
" (si2) radcan(s);
(302) 5
[ sen)
_7 ($13) log(243)/ (log(3))-2*% (log(8)/(log(3)));
1 243 21 S
(503) og (243) og (9)
log (3) leg (32)
(%$14) radcan(%):
(304) 1
[ sec)
_7 (%15) log (&) / (log(3))*log(3)/ (log(€));
(305) 1

log(1/27)/(log(3))+log(l)/ (log(3));
log (27)

log (3)

(%$17) radecan(%):
(%07) -3

e I s
@
o B
o 9

(%116) log(8)/ (log(3))+log(8)/ (log(9)):
log (8) log (8)
7.*7
log (9) log (3)

4 (%117) radcan(%);
Slog (2)

21log (3)
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=]

(%118)
(%018)

56£)

(%110)

]

(%010)

7 (zi11)
{3011)

float (%), numer;
2.8391838%91071558

log(32)/ (log(1/2));
log (32)

log (2)

radcan (%) ;
-5

57 Ratkaisc
a)4-10%77—-400=0 b) 2%+

57b)

(3i8)
(308)

(%111)
(%0l1l)

[
F
[ o
[
f
i

4%10~ (3%x—7) -400=0;
410%* 7 _a00=0
find root (4*10~ (3*x-7)-400=0, x,
3.0

2~ (4%x+1)=3;

24 x+1:3

=3

-10, 10});

find root(2” (4*x+1)=3, =, -10, 10):

0.146240625180289

58 Ratkaise

a) log,243 —5=10

e)2-lnx =2 f)loggxr —2=1

58a)

7 (214)

(%04)

log (243)
— s

log(243)/(log(x))-5=0;

log (%)

solve ([%]1, [x]):
log (243)

[x=%e 5 ]

radcan (%) 5
[x=3]

188

b) 2-log,64 =6 c¢)lnx=>5

g) 3-logsx —1=5

d) lgz =10



7 (217) 2% (log(64)/(log(x)))=6;

2 log (64)
(307) ———=6
log (x)

($18) solwve ([%]1, [x1);:
log (64)

(308) [x=%e ° ]

" (2i9) radean(%):
(209) [x=4]

[ (2110} log(x)/ (log(%e) )=5;
(2010) log (x) =5

" (2111} solve([31, [x1):
(%011) [x=%e]

[ (2112} log(x) / (log (10))=10;
log (%) _

(%0l2) —— =
log (10)

' (2i13) solwve ([%], [x]);
| (2013) [x=10000000000]

I (si25) 2% (log(x)/(log (%e)))=2;
(%025) 2 log (x) =2

' (3i26) solwve ([%], [x]):
| (3026) [x=%e]

(%3131} log(x)/ (log(6))—-2=1;
log (#)

(%031) ——
log (€)

2=1

(%¥132) solve([%], [x]1):
(%¥032) [x=216]
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[ s8q)

[ (2i70) 3% (log(x)/(log(3)))-1=5;
3 log (=)
(%070) —— -1=5
log (3)
7 (2i71) find root (''(%), x, -1, 10);
(%071) 9.0
4 Rajaamalla juuren etsimisen wdlille (-1,10) ldytyi yhtdlélle ratkaisu.
wxMaxima ei léytdnyt ratkaisua, jos laittoin wvidlin (-10,10).
59 Ratkaise

a) logs(3r + 2) = logs(z® +4)  b) logs[3(x + 2)] = logaz + 10gy9
c) logs(2z — 1) <logaz  d) log(4z —3) =3 <0

59a)
(%$11) log(3*x+2)/(log(3))=log(x"2+4)/ (log(3));:
(201) log (3 x+2) _log {x2+4}

leg (3) log (3)

Lasketaan mididrittelyalue

(312) 3*x+2>0;
(302) 3 x+2>0

N N TN Y

(%1i3) to_poly solve([%], [x]):
to poly solve: to poly solver.mac is obsclete; I'm loading to poly solve.mac instead.
Loading maxima-grobner 5Revision: 1.6 § SDate: 2009-06-02 07:49:49 5
STYLE-WARNING: redsfining MAXTIMA::OPAFPFLY in DEFMACRO
STYLE-WARNING: redefining MAXIMA::0PCONS in DEFMACRO

(%03) %unioni‘ [—ifx j]
L3

E x > —2/3
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i
i

E

i

(3i4) x"2+44>0;
(304) x2+4>0

(315) wxplot2d([x"2+4], [x,-2,2], [y,-10,10])S
10

-
& 0
(3t5) >
51
-10

-2 15 1 05 0 05 1 15 2

X

Midrittelyalue on kaikki reaaliluvut
Yhtilén madrittelyalue on x>-2/3

(3i6) to_poly solve([log(3*=x+2)/ (log(3))=log(x"2+4)/(log(3))],
($06) %Funion ([x=1], [x=2])

Vastaus x=1 tai X=2. Rummatkin ovat midrittelyalueella.

59b)
(317) log(3*(x+2))/(log(2))=log(x)/ (log(2))+log(8)/ (lag(2));
log (3 (%x+2) ) 1log(x) log (9)
(307) = -
log (2) log (2) leog (2)
Midrittelyehdot

(318) 3% (x+2)>0;
(308) 3 (x+2) >0

$19) to poly solwve ([3% (x+2)>0]1, [x]1):;
(%$09) %$union ([-2<x])

x > -2

Yhtdlon midrittelyalue on x>0, koska yksi numerus on X.

(%110) to_poly solve ([log(3* (x+2))/ (log(2))=log(x)/ (log(2))+log(9)/ (log(2))],

(%010) %union ( fx=1])

Ratkaisu on x=1, koska se on midrittelyaluesella.

191

[=]1):



(%111) log(2*x-1)/(log(4))<log(x)/ (log(4));
log (2x~1) log ()
log (4) log (4)

(%0ll)

(8112) 2%x-1>0;
(¢012) 2 x-1>0

( (#113) to_poly_solve ([%], [x]):

1
(%013) %union[ [E{x})

Bl

(#114) to_poly solwve ([log(2*x-1)/ (log(4))<log(x)/(log(4))1, [x]):
(%¥014) %union ([log (x) -log (2 x-1) >0])

' (2i13) log(x)>log(2¥x—1) ;
(%013) leog (x) >log (2 x—-1)

L (#120) to_poly solve([log(x)>log(2%x-1)1, [x]):

1
(%020) %union[ [E{x ,x<1]

T
‘ ‘

7 (%i24) log(4*x-3)/(log(1l/2))-3<0;
log (4x-3)
log (2)

(%024) 3<0

7 (2i25) 4*x-330;
(2025) 4 x-3>0

(¥i26) to_poly solve ([%], [x]):s

3
(%026) %unio!{ [;<x }J

[ ——> log(4%x-3)/(log(1/2))<3;
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7 (2is56) wxplot2d ([log(4*x-3)/ (log(1/2)),3], [%,0.6

!1]1 [YI_2!5])S
_plotz‘d: expression evaluates to non—numeric value somewhere in pletting range.
plotZd: some values were clipped.

Jlob(4*%-3)log(2) ——
33—

5

| R R Y

(3£56) 1

06 065 0.7 0.75 08 085 09 095 1

X

Selvitdmme, missi on leikkauskohta.

T~ TN

(%153) log (4*x-3)/(log(1/2))=3;
log (4 ®x—3) _
log (2)

(%053) -

(#154) to_poly solve ([log(4*x-3)/(log(1/2))=31, [x]):

i o 25
(%054) %unlon.| [x=§j

x> 25/32

60 Roope-ankka antoi aikoinaan Tupulle, Hupulle ja Lupulle yhteiseksi syn
tymapéaivélahjaksi 3000 dollaria, kun he téyttivét 3 vuotta. Aku-ankka laittc
rahan heti pankkiin kasvamaan korkoa. Raha on kasvaa korkoa vuosittain 2,
%. Pojat ovat piaittincet lihted maailmanympérysmatkalle, sitten kun tilil
14 on yli 6000 dollaria. Laske, kuinka vanhoja pojat tuolloin ovat, kun h
lahtevit matkalleen.
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60)

~

(%$i5) 1.025"x*3000>6000;
($05) 3000 1.025%>6000

Jaettiin 3000 kumpikin puoli.

(#i18) 1.0257x>2;

T TN

(%018) 1.025%>2

' (%i19) 1.025"x=2;

(%019) 1.025%=2

(%022) 28.07103452593873

' (2i23) 29+3;
(%023) 32

E 32 wvuotiaina he lihtevidt matkalle.

61 Laske
a) 111112(3:1‘-4 + 723 — 227 4+ 1)
T——

d) lim logz(5z — 1)

(2i2) 3*u 4+7%x 3-2%x 2+1;
(202) 3x*+7x"-2x%+1

(%$1i3) limit (%, =, -2);
($03) -15

7 (3i22) find root(1.025%x=2, x, 0, 50);

b)

194
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elb)

Ekspnenttifunktion on midritelty, kun

— Y Y

(%14) 4*x+4>0;
($04) 4 x+4>0

" (3i5) to_poly solve([%], [x]);:

r to poly solve: to poly solver.mac 1s obsolete; I'm loading to poly solve.mac instead.
Loading maxima—-grobner $Revision: 1.6 § SDate: 20059-06-02 07:49:49 §

STYLE-WARNING: redefining MAXTIMA::OQOPAPPLY in DEFMACRO

STYLE-WARNING: redefining MAXIMA::0OPCONS in DEFMACRO

(%05) %union ([-1<x])

x > -1

= TN

(%$17) 3" (sgrt(4*=+4));

(307) 31J4 x+4

? (218) limit(%, %, -1/2);:
(%08) 3"‘1?
6lc)

Juurifunktion on midritelty, kun

(%51%) 3*x-2>=0;
($09) 3 x-2>=0

(%110) to_poly solve ([%], [x]):
(2010) %uni 4‘f2< 7, [x==]
%0l0 — =

unio 13 x],x 3
x>=2/3

(%i12) (3*x-2)"~(1/4);

(2012) (3 x-2) /¢

(%113) limit (%, =, 1);
(%013) 1

[ Y e - P e R e I o [
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61d)

Logaritmifunktio on midritelty, kun

(%114) 5%*x—-1>0;
(¥0l4) 5 x-1>0

—~ N Y

~N

(%115) to_poly solwve ([%], [x]):

- / 1
(%0l3) %u.nlon.l {g<x]
AN

x>1/5

T T

(%1l€) log(5*xz-1)/(log(3));
1 Sx—1
(Bor6) 23371
log (3)

(%117) limit (%, =, 2/5);

L (%0l17) 0
62 Laske
Al
. . x4+ 2xr42 .
d“) 1111] —_— b hm
r—2 T+ 1 z——1

K 62a)

' (2i1) (xnz42vxt2) / (x+1)
x2+2 x+2
(301) ———=
x+1

7 (242) limit (%, x=, 2);

(302) 10
° e

(x"2-2*x-3) / (x+1);
x2—2 x—3

x+1

(%i4) limit (%, =, -1);
($04) -4

W
o] H-
Lo
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62c)

(¥ile) (x"2)/ (x-2);

—] Y Y

-
2

H

(%ole)
x—2

[ (2i18) limit ((x*2)/(x-2), %, 2, minus);

(%01B8) —m

7 (2i19) limit((x~2)/(x-2), %, 2, plus);
(%019) o

s

(¥128) wxplot2d([(x"2)/(x-2)]1, [x,0,4], [v,-60,70])%

plotZd: some values were clipped.

60 |
40 |
20 }

XM (x-2)
[an]

(%t28)

0 05 1 15 2 25 3 35 4

K Rationaalifunkticlla ei ole raja-arvoa.

63 Laske

K 63a)

(%1i1) (3*x+3)/ (2*x"2+2%x);
3x+3
(%01) ——
2x°+2 x

E (3i2) limit (%, x, minf);

197

Rationaalifunktiossa 2 on nimittdjdn nollakchta. Ei woida supistaa.

-plot2d: expression evaluates to non-numeric value somewhere in plotting range.

, 22 + 322 + 2
lim -
a——oco —4x4 4 373 + 2




63b)
7 (211

($01)

63c)

(%13)

T~ N

(303)

N
o
o
=

= N
&
"
E

63fF)

T~ N

(%17)
(%27)

=]
o
1
W

(2" 2+x+1) / (6%x"2-2%x-2) ;

2
X +x+1

632—23—2

limit (%, =, inf);
1

&

(2%x™6+3%x™2+2) / (—4*x"4+3%x"3+42) ;

2 x6+3 x2+2
—4x4+3x3+2

limit (%, =%, minf);

— o=

(sgrt (-=+6)-2)/(x-2);

ANE-x -2

sgrt (4*x"24+6%x) —2¥%x;

ﬂ4 x°+6x-2x

limit (%, =, inf);
3

2

64 a) Onko funktio f(z) jatkuva pisteessi = = 47

b) Todista, etté funktiolla f(z) on ainakin yksi nollakohta?

f(z) =

3r — 2
10
2x + 2
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64a)
Vasemmanpuoleinen raja—arvo

(%1i1) 2%x42;
($01) 2 x+2

(%i2) limit (%, x, 4);
(%302) 10

Oikeanpuoleinen raja—-arvo

e B B s B o B

(%13) 3*x-2;

($03) 3 x-2

7 (2i4) 1limit (%, =, 4);
(204) 10

Funktion arvo on f£(4)=10. Funktion on jatkuva pisteessid x=4, koska
toispucleiset raja-arvot ja funktion arvo ovat samat.

€4b)

T TN

(%15) 2*(-10)+2;

(305) -18
7 (247) 3% (10)-2;
[ (s07) 28

Funktio on jatkuwva ja funktio saa erimerkkiset funktion arvot £(10)=28 ja
f(-10)=-18, siispid funktiolla on ainakin yksi nollakochta.

65 Onko funktio g(x) jatkuva pisteessd z = 07

vV—4r? [ kunx <0
Vadr +4 [ kunx >0

f(z) =
65a)
Vasemmanpuoleinen raja—-arvo

($11) sgrt(—-4+*x"3);

(301) 2+/-x°

(%12) limit (%, =, 0);

[ e
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K Oikeanpuoleinen raja—arvo

7 (2i10) sqgrt(4%x)+4;

| (2010) 2+/x+4

7 (2i11) limit (%, x, 0);
(%0l11) 4

Funktion arvo f£(0)=0.
Funktion on epdjatkuva kohdassa ==0, koska toispuoleiset raja-arvot ja
funktion arvo ovat erisuuret.

[ 6sb)
L ($1%) wxplot2d([sgrt (4*x)+4,sgrt(-4*x"3)], [%,-5,5]1, [v,-5,1011%
plotZd: expressicon evaluates teo non—numeric value somewhere in plotting range.

plot2d: expression evaluates to non—numeric value somewhere in plotting range.
plotZd: some values were clipped.

10 - . .
Fsori(x)+d ——
8 r 2 sgrt(-x3) 1
6 L i
4 L
2L i
(3t9)
0
2| )
4 | ]
-4 -2 0 2 4
X

66 Tupu, Hupu ja Lupu suunnittelivat kiipedvinsi korkealle Mount
Ankalle. e olivat saaneet tietdd, ettd vuori muodostui kolmesta eri funk-
tiosta. Alkunousu vuorelle tapahtuu funktion f(r) = 2z 4 75 mukaisesti, kun
r € [—37, —5]. Sen jilkeen vuoren huippu muistuttaa funktiota

r(z) = —a? + 2x + 100, kun x € (—5.5). Loppulaskurinnetti kuvaa funktio
t(x) = =22+ 65, kun = € [5,32].

a) Auta poikia selvittimiin, onko nousu normaalisti jalkaisin mahdollista
vai onko rintessi kohdassa x = —5 pystysuoraseinimi, jota ei voi kivelld
vlds (siis epijatkuvuuskohta)?

b) Onko laskurinne kitveltdvissd helposti alas vai onko kohtisuora pudotus
(epijatkuvuuskohta) kohdassa z = 57
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o (2i1)
(201)

7 (212)
(202)

[ (2i3)
(203)

' (2ia)
(204)

2¥x+75;
2 x+75

limit (%, =%, -5, minus);
65

—xA2+2%x+100;
-x%+2 x+100

limit (%, x, -5, plus);
65

(21i5)
(305)

(%16)
(%08)

—x"242%x+100;
-x%+2 x+100

limit (%, =%, 5, minus);
8s

(%17)
(%07)

(2i8)
(208)

-2%x+65;
65-2 x

limit (%, x, 5, plus);
55
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67 Midrita funktion f(z) = 42® — 322 + 42 muutosnopeus kohdassa = = 2.

' (213) Qiff (4%x"3-3%x 2+4%x,x,1);
(303) 12 x%-6 x+4

i (%314) derivoitul(x) :=12*x"2-6*x+4;
(304) derivoitu (x) :=12 x°—6 x+4

i (%$15) derivoitul(2):
(%03) 40

68 Muodosta tangentin yhtild. Tangentti sivuaa funktiota f(x) = z*+2z+1
pisteessi (—1,2).

' (2i1) Qiff(x~342%x+l,x%,1);
(301) 3 x2+2

derivoitu(x) :=3%x"242;

(%02) derivoitu (x) :=3 %242

(%$13) derivoitu(-1);:
(%03) 5

Sijoitetaan laskettu tangentin kulmakerroin kohdassa x=-1 suoran yhtdlon
kulmakertoimeksi.

F (%18) suora(x 1,y 1) :=solve(y-y_1=5%(x-x 1),y) [1];

(%08) suora (x_l,y_l) := (solve (y—y_l=5 (x—x_l) S V) )1

7 (3i9) x 1:-1; vy 1:2;
(209) -1
(%010) 2

I (#i11) suora(x 1,y _1);
(201l) y=5x+7
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69 Derivoi a) f(z) =527+ 62 +5
4

¢) k(z) = (4= = 5)

69a)

(%1i1)
(%$01)

69b)

e A

(512)
(%$02)

[ (2i3)
(303)

ED)

? (2i4)

(304)

(5i6)

(%$06)

f 69e)

(%17)
(%$07)

[ 696

(%18)
(%$08)

d) f(x) = 22

r—2

Aiff (5¥x"T+6%x+5,%,1)/
35 x%+6

Aiff((x"241) % (3%x"~242%x—2) ,x,1);
2x (3x%+2x-2)+ (6x+2) (x%+1)

ratsimp (%)

12 x°+6 x2+2 x+2

Aiff((4%x-5)"4,x%,1);
16 (4 x-5)°

diff((3*x+2)/ (x—-2),x,1);
3 I x+2

x—2 (3—2}2

ratsimp (%) ;
8

xz—tl x+4

diff(10%%ex,x,1);
10 $e™

diff (%e” (4*x"4-2%x),x,1);

4
(16 x3-2) ge?x —2x

70 Derivoi a) g(z) =200 b) h(z) = 7a?+2a+1

203
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=]

(%il) diff(2007x,x,1);
(301) log (200) 2007

(%12) diff (7" (x"242*x+1),x,1);

Z,.
x°+2 x+1
7

R
-
[=)
L

($02) log (7) (2 x+2)

(%13) diff(log(x~342+*x)/ (log(4)),x,1);:

3x2+2

log (4) {33+2 x)

70d)

3
($04) —

X
Muuttuja x on positiiwvinen luku.
10e)

(315) diff((log(x)/(log(%e)))"5,x,1);

4
31 (=)
(205) 2o R

X

i
i
{ (%i4) diff(log(e*x"3)/(log(%e)),x,1);
i
i
i

Muuttuja x on positiiwvinen luku.

71 Funktion on f(z) = 2* — z. a) Mitkii ovat funktion f(z) nollakohdat? b)
Koska funktio f(z) on kasvava? ¢) Koska funktio f(z) on viheneva? d) Mitka
ovat ddriarvokohdat, dfiriarvot ja ddripisteet? e) Méadritd derivaatat f'(—2)
ja f'(1/2), mitd vastaukset kertovat? f) Piirrd funktio f(x) ja sen derivaatta
funktio f'(z).

(%$11) solwve([x"3-x1, [x1);:
(%0l) [x=-1,x=1,x=0]

(3i2) diff(x"3-%,%,1);
(302) 3 x°-1

[ e T
-1
=
G
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(%$13) solve([3*x~2-11, [x])s

1 L
=
S EREN EX

(%03) [x
" (2i4) derivoitu(x):=3%x"2-1;
(%04) derivoitu (x) :=3 xZ-1

' (2i6) derivoitu(-1):
(306) 2

L (%$15) deriwvoitu(0);
(%c05) -1

L (%$17) derivoitu(l);
(%07)

[3%)

' (2i8) f(x):=x"3-x;

(208) f(x) :=x°-x

" (249) £(-1/sart(3)):
2
33}'2

(%09)

7 (21i10) £(1/sqrt(3));

2
(%010)

[

W
[}
=
[

(%111} derivoitu(-2);
(%011l) 11

205



~

(%114) derivoitu(l/2):;

1
(%014) —
4

Funktion f(x) kohdassa x=1/2, tangentin kulmakerroin on -1/4.
Funktion on laskeva kohdassa x=1/2.

71%)

T TN

(%i16) wxplot2d([x"3-x,3*x"~2-11, [%,-5,51, [v,-5,51)§
plotZd: some values were clipped.
plotZ2d: some values were clipped.

-X
4 Cp & R p—
2t
0
(stle)

21
4l

4 2 0 2 4

X

72 Roope-ankka suunnittelee tyShuoneeseensa suorakulmion muotoista muo-
tokuvaa itsestddn. Taulun pinta-ala tulee olemaan 4 m?. Taulun kehykset
valmistetaan kullasta. Roope-ankan tavoite on, ettd kultaa kuluu mahdolli-
simman vahin kehyksiin. Laske, taulun mitat.

72

Taulun pinta-ala on A=xy. T&dstd seuraa, ettd x > 0 ja v > 0.
Roope-sedidn taulun pinta-ala on 4 m"2.

xy=4

y=4/x%

Kullan mddrd riippuu taulun piiristd. Taulun piiri on
T (x)=2x+2y=2x+2%4/x=2x+8/x.

Midritetdsdn taulun pienin piirin arvo.
Derivoidaan T (x)

(%i1) Qiff (2%x+8/%,%,1);
8
(301) 2-—

2

H

=~ = =~ =~ & = =
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Lasketaan derivaatan nollakohta.

(%02) [x=-2,x=2]
Taulun sivun pituus ei voi olla -2 metrii.

Piirretddn derivaatan kuvaaja.

(2112} wxplot2d([2-8/ (x"~2)1, I[x%,0,100], [v,-5,51)§
plotZd: expressicon evaluates teo non-numeric value somewhere in pleotting range.

i
E (3i2) solve([2-8/x"2]1, [x]);:
r
i
4

plotZd: some values were clipped.

4
2t
e
% 0}
[ea])
(3£12) iy
2
4
0 20 40 60 80 100
X

Derivaatan kuvaajasta ndhd&dn, ettd kohta X = 2 on derivaatan nollakohta.
0<x<2 funktioc on wvihenevi ja x > 2 funktioc on kasvawva.

Lasketaan taulun toisen sivun pituus.

(%115} Toinensivu(x) :=4/x;

T~ N

(%013) Toinensivu (x) :=—

L (%116) Tolinensivu(Z);
(%0le) 2

K Taulun mitat ovat 2 m™2Z * Z m"~2.

73 Integroi.
a) [(z*+ 2z +3)dz b) [SHdxr c) [Vabdr d) [ZIdz e) [z(62*+ 3)°dx

K 73a)

K wxMaxima ei lisdd wvakiota C.

(%311) integrate (x™4+2%x+3, x);
XS -
($01) ?+x‘+3 X
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(%il) integrate(x™-7, =);

(%0l)

st

- (%1i2) integrate (x™(5/6), x):
I L1176

(%02)

I
)
[
[

? (%1i3) integrate(7/x, x);:
(¥03) 7 log (x)

(%¥14) integrate (x*(6*x"2+3)"5, x);

[
(6 x2+3)

(%04) >

74 Integroi. \
a) [S3—dr b) [23e'dz ¢) [5dr d) f:ﬂﬂ%dﬂ: e) [ 2t dx

gg+4 2 3 2 B
—2x°—bx+6 x°43x°4+3r410
f) il z—_;;dﬂ? 8) / :z—+1d$

(%$11) integrate(3/ (9*=+4), x);
log (9 x+4)

(%0l) 3
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(%$19%) integrate (x"3%e™(x"4), x);

Xq

(309) —
4 log (=)

(%¥110) integrate(5™x, x);
X

(%010) —
log (5)

7 (2i11) integrate ((x"6-x"4)/x"3, x):
x4—2 x2

(%011)

T
| hh

7 (2113) integrate ((3*x)/(54+x), =);
(%013) 3 (x-51og(x+5))

" (2i24) (x°3-2%x"2-5%*x+6) / (x-3);
x3—2x2—5x+6
(3024) ——— ~ =
x—3
" (2i25) ratsimp (%)
(3025) x2+x-2

' (zi27) integrate (x"2+x-2, x);
(¥027) 0.3333333333333333 x°4+0.5x°-2 x

(%141) (x"3+3*x"243*%x+10)/ (x+1);
x3+3 x2+3 x+10

(%041)
x+1
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(%¥142) integrate(%, x);
(%042) 9 log (x+1) +0.3333333333333333 (x7+3 x%+3 x)

E Edsin laskien 1/3x"34+x"2+x+%1n|x+1|+C. % el saa olla -1.

75 Madrita funktion f(z) = 32?2 + 62 + 1 integraalifunktio F(x), joka
kulkee pisteen (2,2) kautta.

[ s

" (2i1) integrate (3*x"2+6%*x+1, x);
($0l) x°+3 x%+x

[ Integraali, kun wvakio on merkitty x"343x"2+x+C.
Integraalifunktic menee pisteen (2,2) kautta.
Sijoitetaan piste funktioon.

P (%$12) 2"343%2"242+40C=2;
(202) C+22=2

" (3i5) solve([c+22=2]1, [Cl):
(%035) [Cc=-207]

E Integraalifunktioc on F(x)=x"3+3x"2+x-20

76 Maarita funktion ¢g(x) integraali.
(z) = 4 Ckun x <2
I =9 52 -6 ,kun x > 2

16
Vasemmanpuoleinen raja-arvo

(%$14) 1limit (4, =, 2, minus);

Oikeanpuoleinen raja-arvo

limit (5*x-6, x, 2, plus);

Funktion arvo

(%15) £(x):=4;

< T T e A s Y e~ I e A oy B |
o P
o
L
[1=9
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Koska funktio on jatkuvat pisteessd x=2, niin sillid on
integraalifunktio F(x).

($15) integrate (4, =);
(%05) 4 x

($i6) integrate (5*x-6, x);

5x2

-6 x

Funktiot ovat 4x+C, (5x"2)/2-6xtD.
Integraalifunktion t3ytyy olla myds jatkuva.

Vasemmanpuoleinen raja—-arvo

= TH

(%517) limit (4*=x4C, =, 2);
($07) C+8

Oikeanpuoleinen raja-arvo

limit ((5*x"2)/2-6*x+D, =, Z2):
D=2

Raja-arvot ovat samat

R ~ N ~
e
[s I}
gk

($159) C+8=D-2;
(%08) Cc+8=D-2

~

(%110) solwve([%], [D1):
(%010) [D=C+10]

Integraalifunktio on F(x)=4x+c, kun x<=2
(5x"2) /2-6x+C+10, kun x>2

77 Tupu, Hupu ja Lupu ovat saaneet Roope-sediltd kukin oman arvotto
man maatilkun Ankkalinnasta. Kuka pojista sai pinta-alaltaan suurimmar
maatilkun?

a) Tupun maatilkkua rajaavat Lumijoki f(z) = —2z + 30 ja kartan z-aksel;
kun = € [10, 19].

b) Hupun maatilkkua rajaavat Jaijoki g(x) = 2* — 2 ja kartan y-akseli, kus
y € [—20,0].

¢) Lupun maatilkkua rajaavat Kyntovuoristo h(x) = 3z% 4+ 3z + 2 ja Aura
vuoristo k(z) = —22? + 5z + 18.
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" (3i1) solve([-2*x+301, [x1);
(301) [x=15]

(2i2) f£(x) :=—2%x+30;
(202) £ (x) := (-2) x+30

' (2i3) £(10);:
($03) 10

(%i4) f£(18);
(%c04) -6

(%1i5) integrate (-2*x+30, =, 10, 15);
(%05) 25

(%¥1il€) integrate (-2*x+30, x, 15, 19);
(%0le) —-16

(%117) %o05-%0l6;
(%20l7) 41

(511) solwve([y=x"3-21, [x]1):

W3'si-1) (r+2) V? W3'si+1) (y+2) P /s
(%01) [x= . ,x= 5 ,x=(y+2) 7]

(%$12) g(x):=x"3-2;
(%302) g (x) :=x°-2

(%13) g(0);
($03) -2
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K Piirretddn funktion g(x) kuvaaja.

[

(%111} wxplot2d([x"3-2], [%,-5,5]1, [v¥,—-25,5]1)§
plotZ2d: some values were clipped.
5 .
0 /
-5
I
o 10
<
(%tll) b
-15
-20
-25
-4 2 0 2 4
X
K Pinta-ala muodostuu kahdesta alueesta.
I (¥112) integrate((y+2)"(1/3), v, -2, 0);
(%0l2)
22/3
¥ (2i13) integrate((y+2)~(1/3), y, -20, -2);
2718%%
(%0l3) —m8—
P
E Hupun alue
[ (si16) sol2-%013;
. 27183 3
(%01l6) ——+
2 22/3

numer;
37.2698903966624

13417y fleat(s),

f 77¢)
K Piirretddn funktiot.
F'o(zia)

plot2d:
plot2d:

wxplot2d ([3*x~2+3%x+2,

—2%x"245%x+18], [x,-3,5],

some values were clipped.
some values were clipped.

[y,-3,25])§

25

(%t4)
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Ratkaistaan funkticiden leikkauskochdat.

s (%12) solve ([3*x"243%x+2=-2*%x"245%x+18], [x]);

8
(%F02) {x=2,x=—;j

Funktio k(x) saa korkeampia arvoja walilli [-8/5,2].
Lasketaan Lupun alue.

i ($13) integrate( -2%x"245*%x+18- (3*x"2+3%*x+2), x, -8/5, 2);
572

(%03) —

25

" (3i4) float (%), numer;

(%c04) 38.88

F Tupu sai pinta-alaltaan suurimman maatilkun.

78 Pelle Peloton on suunnitellut kolme koriste-esinetta. Laske, mihin
niistd tarvitaan vihiten valmistusmateriaalia kultaa. Néissi tehtéivissi
vksi yksikko koordinaatissa vastaa 1 cm.
a) Maljakko: Sita rajaavat suorat x = 2, x = 7 ja y = 0. Funktiot

x) = %.1: ja g(x) = v/10x — 25 pydrahtidvat z-akselinsa ympari.
Astia: Sitd rajaavat suorat r =0, r = 17)8 ja y = 2. Funktiot
r) = %;1.' + 5 ja l(r) = 3z — 1 pyorahtavit suoran y = 2 ympaéri.
c) Kulho: Sitd rajaavat suorat y = 0 ja y = 2. Funktiot
h(r) = %;1.' —1ljal(x) = %;1: pyorahtivit y-akselin ympéri.
d) Mité painaa sc koriste-esine, jossa on kultaa vahiten. Kullan tiheys
on 19,3 -10° 4.

I
b)
h(
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f 78a)

K Piirretdian funktiot.

T (%11) wxplot2d([4/3*x, (10%*x-25)~(1/2)1, I[=,2,7], [v.0,101)%
plotZd: expression evaluates to non—-numeric value somewhere in plotting range.

10 . . .

FH3 ——
8 sart( 10%x-25)
]
(stl) 4
2
0 .
2 3 4 5 ] 7
X

Maljakon ulkopinnan mucdostaa suora f(x)=4/3x, kun se pydrdhtii x-akselin
ympdri. Sisdpinnan mucdostaa g(x)=(10%*x-25)"(1/2), kun se pydrdhtii x-akselin
ymp&ari.

Maljakon tilavuus saadaan vidhentimilli ulkotilavuudesta sisdtilavuus.

Ulkotilavuus

— N Y

(%12) integrate (3pi* (4/3*x)"2, =, 2, 7);
5360

(%$02) 27

Ratkaistaan koska funktioc g(x)=10*x-25)"(1/2) leikkaa x-akselin.

T TH

(%513) solve ([ (10%*=-25)"~(1/2)1, I[=xl1):

$03 3
(%03) {X—2J

K Sisdtilavuus

(%¥14) integrate (%pi* ((10%*x-25)"~(1/2))"2, =, 5/2, 7):
405

(%$04) p
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[ I s e I e e R

— Y Y

[ T e e I B

Maljakon tilawvuus
(%15) %02-%04;

10505

505
( ) 108

(%3i6) float (%), numer;
(%06) 305.5780632033405

RKultaa on 305,58 cm™3.

78b)
Piirretiddn funktiot.

($i1l) wxplot2d([4/3*=x+5, 3*x-1]1, [%,0,4]1, [v,2,101)%

plot2d: some values were clipped.
plotZd: some values were clipped.

10
g J
8 J
7 i
5 i
(3t1) 5 ]
4 )
3 i
2 L
0 05 1 15 2 25 3 35 4
X

Astian ulkopinta syntyy, kun suocra 4/3x+5 pydrihtii suoran y=2 ympari.
Astian sisdpinta syntyy, kun suocra 3x-1 pydradhtii suoran y=2 ympiri.

Astian tilavuus saadaan vidhentimilli ulkotilavuudesta sisdtilavuus.
Ulkotilavuus
(%$12) integrate (%pi* (4/3*x+5)"~2, x, 0, 18/5);

25506 m

%02
( ) 125

Lasketaan, koska sucra 3x-1 leikkaa suoran y=2.

(%$13) solve([3*x-1=21, [x]1);:
($03) [x=1]
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Sisdtilavuus

($14) integrate (%¥pi* (3*x-1)"2, =%, 1, 18/5);
12%¢61 o

%04
( ) 125

Astia tilawvuus

(315) %o02-%04;
2509 m

(805) ——

(%3i6) float (%), numer;
(%06) 315.2%02387142717

N TN TN rN Y Y

Rultaa on 315,29 cm™3.

[ 78c)
K Piirretdidn funktiot.
L ($11) wxplot2d([1/2*x-1, 1/2*x], [%,0,71, [v,0,21)%

plotZd: some values were clipped.
plotZd: some values were clipped.

2 .

%2-1

%2
1.5
1

(%tl)
05
0 L
0 1 2 3 4 5 § 7
X

Rulhon ulkopinnan muodostaa suora 1/2x-1, kun se pydrdhtdid y-akselin ympdri.
Kulhon sisdpinnan mucdostaa suora 1/2x, kun se pydrdhtidd y—akselin ympiri.

RKulhon tilavuus saadaan wihentimissi ulkotilavuudesta sisdtilavuus.
Ulkotilavuus
Muodostetaan suoran y=1/2x-1 k3dinteisfunktioc x=2y+2.

($12) integrate (¥pi* (2*y+2)"2, v, 0, 2);
104 o

(%02)

v = e B |
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Sisidtilawvuus

Muodostetaan sucran y=1/2x kiddnteisfunktio x=2y.

32

(%03)

Kulhon tilawvuus

{ (%$13) integrate (%pi* (2*y)"2, v, 0, 2);
[~

(%14) %o02-%03;
(%$04) 24 m

' (2i5) float (%), numer;
(305) 75.39822368615503

Rultaa on 75,40 cm™3.
Tissd koriste—esineessid on wihiten kultaa.

78d)
Rulho painaa

(%$17) 0.00007540%19.3%10"3;
($07) 1.45522

N N Y Y

Painoa on 1,455 kg

79 Ankkalinnan kaupassa on myytivinid monia 60 grammaisia suklaapatu-
koita. Hinnaltaan ne ovat 3.5, 4.0, 2.5, 3.5, 4.2, 4.1, 2.5, 5.0, 4.0 ja 3,8.

a) Laske suklaapatukoiden mediaani.

b) Laske suklaaputukoiden keskiarvo.

¢) Laske suklaapatukoiden keskihajonta.

£i9) lista:[3.5, 4.0, 2.5, 3.5, 4.2, 4.1, 2.5, 5.0, 4.0, 3.8]:
(309) [3.5,4.0,2.5,3.5,4.2,4.1,2.5,5.0,4.0,3.8]

median(lista) ;
3.9

(%¥111) mean(lista);
(%011) 3.71

[ VA e A N o~ Y VB |
w e
oo p-
5 5
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f 7%5¢

(%112) std(lista):
(¥012) 0.7244598274671982

80 Kaakkois-Suomessa tutkittiin vuosina 2000 — 2004 méyrien ja supi-
koirien elinpiireji. Méyrien elinpiirin keskiarvo oli 14,7 km? ja
keskihajonta 8,32 km?. Supikoirien elinpiirin keskiarvo oli 3,9 km?

ja keskihajonta 1,42 km?.

a) Jos yhden méyrin elinpiiri on 16 km?, miki on timéin méyrin
normitettu elinpiirin arvo?

b) Jos tdmé méyri voisi uudesti syntyi supikoiraksi, kuinka suuri
elinpiiri silla silloin olisi, jos se liikkuisi vastaavalla tavalla kuin

oli méyrinéd liikkunut muihin méyriin verrattuna?

[ soa
(2114) f£(xm):=(x-14.7)/8.32;
x—-14.7
(%014) f (x) :=
8.32

(%115) f£(16);
(¥015) 0.1562500000000001

E 80b

' (si16) (y-3.9)/1.42=%015;
(¥olé) 0.7042253521126761 (y—-3.%) =0.1562500000000001

' (2i17) solwe (%1, [v]):

rat: replaced —-0.1562500000000001 by -5/32 = -0.15625
rat: replaced 0.7042253521126761 by 50/71 = 0.704225352112676
rat: replaced -3.9 by -38/10 = -3.9
o 1313
(%017) [Y_E}

L (%¥118) float (%), numer;
(¥ol8) [y=4.121875]
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81 Laske todennikoisyvdet.
a) P(X <0,82) b) P(X >0,67) ¢) P(X <—-1,53) d) P(X > —0,23)
e) P(—0,51 < X <0,62)

=~
-
I

1) load(distrib):
($0l) C:/PROGRA~Z2/MAXIMA~1.1/share/maxima/5.358.1/share/distrib/distrib.mac

f 81a
7 (313) cdf_normal(0.82, 0, 1);
erfl
F] L
(303) =
2 2
" (2i4) float (%), numer;

($04) 0.7938919464141869

f 81b
7 (%$i5) 1-ecdf normal (0.67, 0, 1)
fl 0. 6’]
er
1 A2
(305) ——8M =
2 2
' (2i6) float (%), numer;
(306) 0.2514288950553101

[ sic
' (2i7) cdf _normal(-1.53, 0, 1);
fl 1. 53]
er
1 Al2'
(307) ———— =7
2 2

" (248) float (%), numer;
(208) 0.0630083644639784
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[ s1a
7 (2i10) 1-cdf_normal (-0.23, 0, 1);
4‘013]
exr e
_ LAz 1
(%cl0) ———+—
2 2

7 (zi11) float (%), numer;
(%0l1l) 0.550554115142005%

[ sie
7-{éi12} cdf normal(0.62, 0, 1)-cdf normal(-0.51, 0, 1);
E(o.sz E(O.Sl
er — er —
L A2 L2

2 2

(%012)

7 (zi13) float (%), numer;
(20l3) 0.4273453756334975

82 Kaakkois-Suomessa tutkittiin vuosina 2000 — 2004 kissojen elinpiireja
Kissojen elinpiirin keskiarvo oli 1,5 km? ja keskihajonta 1,69 km?2.

a) Laske, millii todennikdisyydelld kissan elinpiiri on vihintiin 2 km?*?

b) Laske, milli todennékoisyydelld kissan elinpiiri on 1 — 3 km?*?

¢) Laske, kuinka monella kissalla 200 on suurempi reviiri kuin 2,5 km??

[ s2

" (3i1) load(distrib);
($0l) C:/PROGRA~Z/MAXIMA~1.1/share/maxima/5.35.1/share/distrib/distrib.mac

($i2) 1-cdf normal (2, 1.5, 1.69);
0.2953579331656305]
1

Az
(302) =

2 2

R N
o
¥
w

erfl

=]
e
i
X

float (%), numer;
($03) 0.383665%2680200062

[ s2p
- (¥i4) cdf normal(3, 1.5, 1.69) - cdf normal(l, 1.5, 1.69);
( 0.8875739644970415 ( 0.2958579881656805
erf] er
. A2 A2
(Fod) t
2 2
" (3i5) float (%), numer;
($05) 0.4289457501%5132
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8Z2c

L (¥16) 1-cdf normal (2.5, 1.5, 1.69);:
El’ 0.591715976331361
exr —_—
L A2

2 2

(%17) float (%), numer;
(%07) 0.27702035%82038213

' (2i3) 200%%07;
(308) 55.40407964076427

f 56 kissalla.

83 Oletetaan, ettd vieston dlykkyysosaméiérd noudattaa normaalijakaumaa
N(100, 15). Médritd odotusarvon 100 ympériltd symmetrinen véli, johon kuu-
luu tédsmiélleen puolet viestosta. (K15/6)

83

Jos kysytty yvliraja on a, niin symmetrinen vi3li on puolestaan P(-a<X<a)=50.
Ja P(X<a)=0,75

$i4) load(distrib):
(%04) C:/PROGRA~Z/MAXIMA~]1.1/share/maxima/5.35.1/share/distrib/distrib.mac

L (%$i5) guantile normal(0.75,100,15);
($05) 7.154044143067048+/2 +100

' (2i6) fleat (%), numer;
(306) 110.1173462525412

Rysytty wvali

(#121) %o06-100;
(¥oc21) 10.11734625254123

T~ TN

[ (3i22) 100+%021;
(¥022) 110.1173462529412

7 (2i23) 100-%021;
(%023) B89.88265374705877

[ kysytty vali [90,110]
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84 Ankkalinnan liikuntaluokassa on 35 oppilasta. Heistd 19 pelaa amerikka-
laista jalkapalloa ja 15 pelaa golfia. Luokan oppilaista 8 pelaa sekd amerik-
kalaista jalkopalloa etti pelaa golfia. Muut ovat uimareita.

a) Kun luokasta otetaan sattumanvaraisesti oppilas, miki on todenn#kéisyys,
ettd hidn on uimari?

b) Kun luokasta otetaan sattumanvaraisesti oppilas, miki on todennékdisyys,
ettd hian pelaa vain golfia tai amerikkalaista jalkapalloa?

Pelaa vain amerikkalaista jalkapallca

(%i1) 15-8;
($01) 11

Pelaa wvain golfia

(%51i2) 15-8;

Uimari

(%i6) %03/35;

(%06) °
06) —
35

84b
Pelaa vain golfia tai amerikkalaista jalkapalloa

(%15) %0l1/35+%02/35;

(%$05) EE
35

o
I
)
(%]
w
[

o
o
it
+
o
8]
S}
+
o
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85 Suomessa pois heitetddn paljon ruokaa. Maa- ja elintarviketalouden tutki-
muskeskus MTT on tehnyt tutkimuksen ruokahivikisti vuosilta 2010 —2012.
a) Laske todennikoisyys, ettd satunnaisesti roskiksiin heitetty ruoka on vi-
hanneksia, hedelmia tai marjoja.

b) Laske todennikoisyys, etti satunnaisesti roskiksiin heitetyistéd vihannek-
sista, hedelmisté ja marjoista, roskiksiin on juuri heitetty hedelmid ja mar-
joja.

Suurin osa malmumm Suomessa pais heittiimiisti ruoasta on nopeast| pllaantuvas
Tuorelavaraa ja Tuoanlaitosta sekll ruskaiista ylgiogtts ruokaa,

j et e fiska Hatauseee R

dow e [ i

i ‘i; L Vambao = e
13% 7% € W 4%

Ldhde: Ruokahduic suomaiaisessa ruakaketjusss, Foodspd! 2010-2012. MTT

(%1i2) 1S+13;
($02) 32

32 % eli 0,32.
85b
Kirjaimella a merkitdsdn kaikkia pois heitettyd ruokaa.

($13) (13%*a)/(19%a+13%*a);

13
(%03) —
3z

T - T o A o~ R e w I

224



86 Ankkalinnan saaristossa kulkee viiden eri sataman vililld pieni alus, jo
ka kiertdd viisi satamaa tunnissa. Satamasta A matka satamaan B kestés:
6 minuuttia. Satamassa B alus on 5 minuuttia. Satamasta B matka sata
maan C kestdd 7 minuuttia. Satamassa C alus on 5 minuuttia. Satamast:
C alus jatkaa satamaan D. Matka kestdd 9 minuuttia. Satamassa D alus or
4 minuuttia. Satamasta D matka E kestdad 5 minuuttia. Satamassa E alu:
on 6 minuuttia. Lopuksi alus palaa satamaa A. Matka kestdd 7 minuuttia
Satamassa A on 6 minuttia ennenkuin aloittaa saaristokierroksen uudelleen
a) Laske todennikoisyys, cttéd asiakas pidsce suoraan alukseen satamassa A
b) Laske todennikdisyys, ettd asiakas joutuu odottamaan satamassa D yli 4
minuuttia

[ sea

K Asiakas pdisee suoraan alukseen satamassa A.

(5i1) 6&/60;

.o 1
ol) —
(%01) o

f 86b

K Asiakas joutuu olemaan satamassa D yli 4 minuuttia.

{ (2i2) (60-(445))/60;

(302) 17
o -
20

87 Tupun, Hupun ja Lupun luokalla on 25 oppilasta.

a) Kuinka moneclla tavalla luokan kaikista oppilaista voidaan tchdi jono, niin
ettd Tupu, Hupu ja Lupu ovat ensimmaéisinéd jonossa?

b) Ankkalinnan koulun ruokalassa tehdidn 8 erilaista keittoa, leivotaan 4
erilaista leipdd, tarjotaan 3 erilaista juomaa ja tarjoillaan 10 erilaista jalki-
ruokaa. Laske kuinka monta erilaista ruokalistaa voidaan tehda?

¢) Kuinka monella tavalla poikien luokan oppilaista voidaan tehda 6 henkinen
uintiviestijoukkue, kun uijien jiarjestykselld on vilid. Tiedetdin, ettd kaikki
ankat ovat loistavia uimareita.

d) Kuinka monella tavalla voidaan tehda 6 henkinen uintiviestijoukkue, jonka
uijien jarjestykselld on vilia, kun Tupu, Hupu ja Lupu valitaan ensimmaisiksi
kolmeksi uijaksi, koska he voittivat kesdlld ankkalinnan kesikisoissa kultaa
omalla uimajoukkueellaan? Tupun, Hupun ja Lupun jarjestys voi olla my0s
eri.
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¢) Kuinka monella tavalla poikien luokasta voidaan tehdd 4 henkinen lahe-
tysto, joka vie luokanvalvojalleen kotiin syntymépiivikukkia. Luokan kaikki
oppilaat haluavat lahctystoon.

f) Poikien luokalla on 11 tyttdéa ja 14 poikaa. Laske kuinka monella tavalla
voidaan muodostaa tyttopoikapari, joka kevitjuhlassa pitda vhdessd puheen
luokanvalvojalleen.

g) Laske todennékoisyys, ettd joku pojista Tupu, Hupu tai Lupu péésee ke-
viatjuhlan tyttopoikapariin.

(%i1) 3*2%1%221;
($0l1) 6744004366665646080000

~
m
-
[a8)

§*4#%3%10;
(%02) 960

(%13) 25%24%23%22*%21%20;
($03) 127512000

(%14) 3#2#1%22%21%20;
($04) 55440

87e

TN N N N N N
@
-
o,

(515) 25!/(41%(25-4)1);
($03) 12650

Toisella tavalla

™

" (2i6) (binomial(25,4));
(306) 12650
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87f

($i7) 11%14;
(307) 154

Toisella tawvalla

e B

(%$18) (binomial (11,1))* (binomial (14,1))
(%0B8) 154

™ ~
[us]
-]
Q

(%51%) ((binomial(3,1))* (binomial (11,1)))/%c7;
3
14

(%$09)

88 a) Korttipakassa on 52 korttia. Nostetaan pakasta 4 korttia palauttamat:
ta niitd takaisin pakkaan. Laske todennakoisyys, ettd korkeintaan kolmess:
kortissa on luku viisi.

b) Heitetiiin 7-sivuista noppaa 7 kertaa. Nopassa on luvut 1 — 7. Laske to-
dennékdisyys, ettd saadaan ainakin yksi 7.

88a

Lasketaan todennikdisyys, ettd kaikissa neljidssi kortissa on luku wviisi.

HER I I A |

(%11) (4%3%2%1)/ (SZ2*51*50%49) ;
(%01)

270725

Lasketaan todennikdisyys, ettd korkeintaan kolmessa kortissa on luku wiisi.
Kidvtetddn hyvdksi kompleksisddntos.

' (2i2) 1-%01;
270724
270725

' (2i3) float (%), numer;
(303) 0.9999963062147936
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E 88b

" Lasketaan todenndkédisyys, ettd ei saada yht&dn seitsemdd, kun heitetdsn

noppaa seitsemidn kertaa.

' (214) (6%G¥6*6*GE¥6%6) / (T*T*T*T*T%T*7) ;
273336
823543

(%04)

Lasketaan todennidkéisyys, ettd saadaan ainakin yksi seitsemdn.
RKiytetdidn hyviksi kompleksisidntdi.

(%15) 1-%o04;
543607
823543

F

(%316) float (%), numer;
(%c06) 0.660083322%108862

89 Tapio on luonnonlahjakkuus tikanheitossa ja ampumisessa. Tapion onnis-
tumisprosentti saada kymppi tikanheitossa on 80 % ja onnistumisprosentti
ampumalla osua taulun keskipisteeseen on 90 %.

a) Laske todennikoisyys, etté, kun Tapio heittidd yhden tikan, se osuu kymp-
piin ja kun Tapio ampuu kerran, laukaus lavistad taulun keskipisteen.

b) Laske todennikdisyys, ettd Tapio ei saa kymppié tikanheitossa, kun hén
heittdd vain yhden tikan eikd hin osu taulun keskipisteeseen, kun hian ampuu
vain vhden kerran.

¢) Laske todenndkéisyys, ettd Tapio onnistuu ainakin toisessa taitolajissa.
Hén joko heittdéd kympin tikanheitossa vhdelld tikalla tai hin ampuessa osuu
taulun keskipisteeseen, kun hin ampuu vain kerran.

d) Laske todenndkoisyys, ettd kun Tapio heittdd tikkaa 5 kertaa, hin saa
tasan 4 kertaa kympin.

e) Laske todennikdisyys, ettd kun Tapio ampuu 10 kertaa, hin osuu taulun
keskipisteescen ainakin 4 kertaa.

ED

[ (2i2) 0.8%0.5;

(302) 0.7200000000000001
b
[~ E _ w (] — .

(3i3) (1-0.8)*(1-0.9);
(303) 0.01999959995599555
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E 89¢

Tapio onnistuu ainakin toisessa taitolajissa.
RKiytetddn hyviksi komplementtisddntéd.
1-P(kumpikaan taitolaji ei onnistu)

=
o
o
[1=%

1-%03;
(%¥04) 0.58

(%$15) binomial(5,4)*(0.80)"4%(0.20)"1;
($02) 0.405¢000000000001

T N
@
Lo
[«

Tapio osuu ampumalla keskipisteeseen 0,1,2 tai 3 kertaa.

I R

(%17) binomial (10,0)*(0.5%0)"0*(0.10)"10+binomial (10,1)*(0.50)~1*(0.10)"5+
binomial (10,2)*(0.%0)"2*(0.10)"8+binomial (10,3)*(0.%0)~3*(0.10)"7;

(307) 9.121600000000005 107°

Tapio osuu ampumalla keskipisteeseen ainakin 4 kertaa.
Kiytetddn hyviksi komplementtisddntéd.

7 (248) 1-%07;
(208) 0.5599508784

90 Ankkalinnassa on ratsutila, jossa on 30 hevosta. Tammoja on 16. Tam-
moista 9 ja oreista 8 on lamminverisid. Muut hevoset ovat kylmaverisia. Mis-
saan tallin pilttuussa el lue hevosen nimea.

a) Kun vierailija menee talliin ja satunnanvaraisesti valitsee pilttuun katso-
matta hevosta, milld todennikdisyydelld hevonen on ori tai kylméverinen?
b) Kun vierailija menee talliin ja satunnanvaraisesti valitsee pilttuun katso-
matta hevosta, milld todenndkoisyydelld hevonen on joko ori tai kylméveri-
nen?

¢) Kun vierailija menee talliin ja satunnanvaraisesti valitsce kaksi pilttuuta
katsomatta hevosia. Laske todennikoisyys, ettd ensimméinen hevonen on
kylméverinen ori tai toinen hevonen on kylmaverinen ori.

d) Kun vierailija menee talliin ja satunnanvaraisesti valitsee kaksi pilttuuta
katsomatta hevosia. Laske todennikoisyys, ettd toinen hevosista on kylmé-
verinen ori.
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" (2ig) 30-16;
(308) 14

' (2i2) 30-9-8;
(202) 13

" (3i9) 14-8;
(309) 6

(%110) 14/30+13/30-6/30;

7
(%010) —
10

(%111) float (%), numer;
(2011) 0.7

1
(%012) —
2

(%113) float (%), numer;

(-(%i12} 14/30413/30-2%6/30;
E (#013) 0.5

[ (2i14) 6/30%5/29+6/30%24/29424/30%6/29;
53
(%014) —
145
[~

(%115) float (%), numer;
(%015) 0.36551724137593104

" (2i16) 6/30%24/29+24/30%6/25;
48
(%016) ——
145

=]

(%117) float (%), numer;
(%017) 0.3310344827586207

230



91 Midritd funktion f(z) = 2*+32?—3 nollakohdat Newtonin menetelméilla
Ota alkuarvoiksi luvut —4, —1 ja 2. Ilmoita nollakohdat seitseméin desimaalin
tarkkuudella.

o1

- (%$11) load("mnewton™);
($0l) C:/PROGRA~Z2/MAXIMA~]1.1/share/maxima/5.35.1/share/mnewton/mnewton.mac

L (%$12) mnewton (x"3+3*x"2-3, [x],[-4]1);:
($02) [[x=-2.532088886237555]]

L (%$13) mnewton (x"3+3*x"2-3, [x]1,[-11);:
($03) [[x=-1.347296355333861]]

L (%$14) mnewton (x"3+3*x"2-3, [x],[2]1):
($04) [[x=0.8753852415718167]]

92 Tupu, Hupu ja Lupu ratkaisevat funktion f(z)= —3z> + 5% —1/2
nollakohtia.

a) Tupu ldhtee alkuarvosta 0,6 ja Lupu alkuarvosta 0,1. Kumpi pojista

saa funktion nollakohdan 0,3566916 vahemmalld maédrialla Newtonin
menetelmén laskuja.

b) Hupu lihtee alkuarvosta —0.1. Ratkaise, minkéi nollakohdan hén ratkaisee.
Laske nollakohdan arvo seitseman desimaalin tarkkuudella.

c¢) Laske funktion f(z) suurin nollakohta seitsemén desimaalin tarkkuudella.

[ o2a

' (2120} —3%x"3+5%x"2-1/2;

.1
(%020) -3 x°+5 x° -

' (3i21) Qiff(3,x,1);
(3021) 10 x—9 x°

7 (zi22) Newton (x) :=x— (-3*x"34+45*x"2-1/2) / (10*%x-9+*x"2) ;

L -1
(—32) *+5 o
Fa

(¥022) Newton (x) :=x =
10x-5x°

I (zi23) Newton (0.6) ;
(%023) 0.363768115542025

I (¥124) Newton(%):
(¥024) 0.3567273414982324
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™~ T/ Nre T

(%125) Newton (%) :
(%025) 0.35669%1580055291

(%126) Newton(%);
(%026) 0.356691579%1503006

(%¥127) Newton (%) ;
(%027) 0.3566915791503007

Tupu pddsi kolmella Newtonin laskulla arwvoon 0,3566916.

(%128) Newton (0.1);
(%028) 0.557802157802157%

(%125) Newton (%) :
(%025) 0.3639%1411748407159

(%130) Newton (%) ;:
(%030) 0.3567288060604087

(%131) Newton (%) 7
(%031) 0.3566515801742683

(%132) Newton(%):
(%032) 0.3566%1575%1503007

Lupu pdidsi neljdnnelld Newtonin laskulla arvoon 0,3566916.
92b

(%133) load("mnewton™) ;
(%033) C:/PROGRA~Z/MAXIMA~]1.1/share/maxima/5.35.1/share/mnewton/mnewton.mac

($135) mnewton (-3%x"~3+5%x"2-1/2, [x],[-0.11);
(%033) [[x=-0.251725593%409534] ]

Nollakohta on -0,25%17256.

92c

(%136) mnewton (—-3*x"345%x"2-1/2, [x],[100]1);
(¥038) [ [x=1.e01700681457319] )

Suurin nollakohta on 1,6017007, koska funkticlla veoi wvain olla 3 nollakchtaa,
koska funktio on kolmannen asteen funktio.
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93 Laske f(z) = 22+ 32 +3 ja z-aksclin viliin jddvin alucen pinta-ala vililtd
1 <x<4,

a) kun jakovileja on 1.

b) kun jakovileja on 3.

¢) kun jakovéleja on 6.

d) Laske alueen pinta-ala integroimalla.

(3i1) f:x 2+43%x+3;
(301l) x2+3 x+3

(%$12) a:1;
(%5c02) 1

" (2i5) h: float( b - a ) / N:
(305) 3.0

L ($16) sum: ( ev{ f, numer, =%==a ) + ev( £, numer, ==b )} )} / 2.0;
(%c6) 19.0

(%17) t: float( a );:
($07) 1.0

" (3i8) for i: 1 thru N-1 do
( t: t + h,
sum: sum + ev( f, numer, ==t )):
(%08) done
L (%$1%) print( "Trapezoid rule approximation is: ", h * sum );
Trapezoid rule approximation is: 57.0
(%05%) 57.0

[ 93

(%110)
(%0l10)
(%i11) h: float( b - a ) / N;
(%0l1) .0

w =
[#5)

[y
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7 (zi12)
| (%012)
7 (zi13)
| (2013)
" (2114
(%014)
I (%i15)
(%015)
[ osc
7 (zile)
| (2ol6)
7 (%i17)
| (%017)
7 (z118)
| (zo183)
7 (zi1s)
| (2019)
I (%i20)
(2020)
" (zi21)

(%021)

E 93d

(%i22)

(%022)

(%123)
(%023)

sum: ( ev( f, numer, x=a )} + ev( £, numer,
15.0

t: float( a );:

1.0

for i: 1 thru N-1 do

{ t: t + h,

sum: sum + ev( £, numer, x=t ));

done

print( "Trapezoid rule approximation is: "

_Trapezoid rule approximation is: 53.0

53.0

=

float( b - a ) / N:

sum:
15.0

ev( £, numer, x=a )} + ev( L,

t: float( a
1.0

)i

1 thru N-1 do
t + h,
sum + ev(

for i:
( t:
sum: £, x=t });

numer,

done

print |

52.625

integrate (x"2+3%x+3,
105

® 1,

2

float (%),
52.5

numer;
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"Trapezoid rule approximation is:
Trapezeoid rule approximation is: 52.625

numer,

"

x=b ) ) / 2.0:

h * sum );

x=b ) ) / 2.0;

h * sum );



94 Tupu, Hupu ja Lupu halusivat laskea kartalta erddn alueen pinta-alan
Aluetta reunusti Kaunisjoki f(r) = —3z% — 2z +1 ja kartan r—akseli. Tupu:
jakoi alueen 2 jakoviliin, Hupu 3 jakoviliin ja Lupu 6 jakoviliin. Laske, mit.
pojat saivat pinta-aloiksi. Kenen laskelma oli tarkin. Mista tiedédt?

94

Lasketaan funktion f(x) nollakohdat.

B

(%$11) solve([-3*x"2-2*x+1], [x]1):

(%0l) {x=€,x=—l]

7 (2i2) F:-3%x~2-2%xil;
(302) -3 x%-2 x+1

[ (313) a:-1;
(303) -1

" (2i4) b:1/3;

_ 304) =
(O)3

" (2i6) h: float( b — a ) / N;
(306) 0.6666666666666666

(8i7) sum: ( ev( £, numer, x=a ) + ev( f, numer, x=b ) ) / 2.0;

(307) 2.775557561562891 10727

' (2i8) t: float( a ):
(30B) —-1.0

(%$19) for 1: 1 thru N-1 do

{ t: t + h,

sum: sum + ev( £, numer, ==t ));
(%0%) done

I (zi10) print( "Trapezoid rule approximation is: "™, h * sum );
Trapezoid rule approximation is: (0.8EG6E5G8B8888E888889

(¥cl0) 0.B858BB868688688889

235



= N

Hupun

(%111)
(%0l11)

(%i12)
(%012)

(%113)
(%013)

(%114)
(%0l4)

(%115)

(%013)

Trapezeolid rule approximation is:

(%0l6)

Lupun

(%117}
(%0l17)

(%i18)
(%018)

(%115)
(%019)

(%021)

h: float( b - a )} / N;
0.4444444444444444

sum: ( ev( £, numer, x=a )} + ev( f,

2.775557561562891 1072

t: float( a };
-1.0

for i: 1 thru N-1 do

( t: t + h,

sum: sum + ev( f, numer, ==t )):
done

" (2i16) print( "Trapezoid rule approximation is:
1.053457542386831

1.053457942386831
lasku

N:6;
&

h: float( b - a )} / N;
0.2222222222222222

sum: ( ev( £, numer, x=a )} + ev( f,

2.775557561562891 1072

t: float( a };
-1.0

for i: 1 thru N-1 do

( t: t + h,

sum: sum + ev( f, numer, ==t )):
done
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numer,

numer,

"

x=h

)

)

J 2.0;

h * sum };

x=h

)

)

J 2.0;



E
|
E

"

(%122) print( "Trapezoid rule approximation is:

Trapezoid rule approximaticon is: 1.1522€33744855%97

(¥022) 1.152263374485597

Integraalilla laskettu ala

(%123) integrate (-3*x"2-2%x+1, x, -1, 1/3);
32

27

(%¥124) float (%), numer;
(¥024) 1.185185185185185

Lupun lasku oli tarkin.

h * sum );

E Mit3d enemmin on jakovileji, siti tarkimman wvastauksen saa.
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Tamaén pikaoppaan tarkoituksena on opettaa lukiolaisille wxMaximan kiyttoa. Op-
paassa kerrotaan wxMaximan toimintaperiaatteet ja neuvotaan lukion matematii-
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ti. Oppaassa kerrotaan, miten laskeminen onnistuu kayttdmalla ohjelmassa olevia
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1 Johdanto

Tamén oppaan tarkoitus on opettaa lukiolaisille, miten wxMaxima-ohjelmaa
voi kdyttda apuna lukion matematiikan laskuissa. Téhédn oppaaseen on kirjoi-
tuttu juuri sellaisia komentoja, joita lukion matematiikassa tarvitaan. Téllai-
sen oppaan tekeminen on aivan ajankohtaista, silld vuonna 2019 matematii-
kan yo-kirjoituksista tulee sahkoisid. wxMaxima ohjelma on valittu juuri yh-
deksi ohjelmaksi, jota opiskelijat voivat kiayttaa sahkoisissa yo-kirjoituksissaan.

wxMaximan voi ladata ilmaisesti omalle koneelleen sivustolta, joka 16ytyy
andrejv.githubio/wxmaxima/. wxMaximan voi ladata Windows, Mac OS X
ja Source koneille.

Iloista opiskelumielta!

Turussa helmikuussa 2016.



2 wxMaximan toimintaperiaate

2.1 wxMaximan toimintaperiaate

wxMaximaa voi kiyttdd kahdella tavalla, joko kiyttdmalla kuvaruudun yla-
reunassa olevaa valikkoa hyviksi tai kirjoittamalla suoraan ruutuun komen-
not. Aluksi on helpompi aloittaa wxMaximan kiytto kiyttadmalld hyviksi
kuvan ylidreunassa olevaa valikkoa. (File, Edit, Cell...) [1, s. 1]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Plot MNumeric Help
P F I ¥ =
I@3exXDE| R[> o @

($i1) 242;
(301) 4

Kuva 1: wxMaximan kuvaruutu

Valikkojen alta 16ytyy alivalikoita. Esimerkiksi Fquations alta 16ytyy 15 ali-
valikkoa. Ylin niistd on Solve.... Kun painaa Solve... kohdasta, saa Solve...
laatikon, johon voi kirjoittaa yhtalon ja painamalla OK kohdasta, wxMaxi-

ma ratkaisee yhtélon. [1, s. 6]

Solve
Equation(s): | 2#x+1=5
Variable(s): |x

oK Cancel

Kuva 2: Solve laatikko

(%$11) solve([2*x+1=5]1, [x]1):
(%0l) [x=2]

Kuva 3: Komentosolu laatikon avulla tehtyné tai suoraan kirjoitettuna (ylem-
pi rivi) ja tulossolu (alempi rivi)

Samaan tulokseen olisi pddsty kirjoittamalla solve(|2*x-+1=5|, |x|) kuvaruu-
tuun eli komentosoluun ja painamalla sen jialkeen yhté aikaa shift + enter.



Aina, kun kirjoittaa kuvaruudulle jonkin komennon, pitda painaa yhté aikaa
shift + enter, jotta ohjelma suorittaa komennon. shift + enter painaminen
nikyy komentosolussa puolipisteeni ;. [1, s. 2|

Jokaisella komentosolulla ja jokaisella tulossolulla on oma tunniste. Komen-
tosolun tunnisteet ilmestyvéit kuvaruudulle loogisessa jirjestyksessé (prosent-
timerkki kirjain i ja lopuksi luku)(%il). Ensimmaéinen solun tunniste on 1,
sitten 2 jne. Niihin tunnisteisiin voi mychemmin viittailla. Tulossoluilla on
kanssa omat tunnisteet. ( Prosenttimerkki kirjain o ja lopuksi luku)(%o1).
[1, s. 1] Ohjelmasta voi poistaa komentosolun ja tulossolun muodostaman
kokonaisuuden valitsemalla hiirelld komento- ja tulossolun vieressi olevan
"kolmipiikkisen kamman"ja painamalla sitten delete-ndppéintd. Jos poistaa
jonkun komento- ja tulossolun kokonaisuuden, hivida téstd ohjelmasta néi-
den tunnukset.

wxMaximassa hiiri on siind kohdassa ruutua, jossa on vaakasuora viiva. [1, s.
1] Hiiren vasemman puoleisella painikkeella voi kursorin napéayttaa aikaisem-
paan kohtaan tiedostossa solukokonaisuuksien viliin. Pitdd huomata, etta
solujen numerointi ei automaattisesti mene loogiseen jarjestykseen, jos tekee
uusia solukokonaisuuksia ohjelman viliin.

2.2  Funktion ja muuttujan muodostaminen

wxMaximalla funktiot muodostetaan kirjoittamalla funktiolle nimi esim f(x)
ja sen jilkeen merkit := siis f(z) :=. Funktion muuttuja on sulkeiden sisél-
14, niinkuin yleensd matematiikassa ilmaistaan. Muuttuja voi olla yksi kir-
jain tai jopa sana. Hyvi on huomioda, ettd x ja X ovat eri muuttujia. [1, s. 4]

Esim 1. Muodosta funktio f(z) = 22? + 2z + 1

(3i1) E(x):= 2%x"2+ 2%x+1;
(301) £ (x) :=2 x°+2 x+1

Esim 2. Laske minkilaista karjaa on yhteensa kahdella eri tilalla.Toivolassa
on 10 sonnia ja 50 lehmia. Kerttulassa on 20 sonnia ja 34 lehmaéa. Muuttujat
ovat sonni ja lehma.

E --> 10*sonni + 50*%lehma + 24*sonni + 34*lehma;



Funktion nimi voi olla my6s pitempi sana, joka kuvaa paremmin funktiota ja
funktiolla voi olla useampiakin muuttujia, jotka erotetaan toisistaan pilkulla
funktion nimessi. [1, s. 4]

Esim 3. Muodosta funktio Suorakulmaisen sirmion ala= abc.

(%11) suorakulmaisensarmionala (a,b,c):=a*b*c;
(%01) suorakulmaisensarmionala (a,b,c) :=abc

Taytyy huomata, ettd useimmasta sanasta koostuva funktion nimi taytyy
kirjoittaa yhteen ja funktion nimessi ei saa olla kirjaimia a,4 ja 6. Samoin
muuttujiksikaan ei kannata valita néitd kirjaimia.

2.3 Funktioiden tarkastelu ja kuolettaminen

Jos haluaa tarkistaa, minki nimisid funktiota on tiedostossa, niin silloin vali-
taan valikko Maxima ja sieltd alivalikkoShow Funktion. Heti ohjelma néyt-
taa vastauksen.

(%$13) functions;
(%323) [f£(x) ,g(x)]

Kuva 4: Funktiot f ja g on mééritelty

(%$15) functions;
(%303) []

Kuva 5: Yhtddn funktiota ei ole méaaritelty

Funktion kuolettaminen kiy helposti, kun maéarittelee funktion uudestaan.
Tai sitten valitsee valikon Maxima ja sieltd alivalikon Delete Funktion....
Delete laatikossa kysytaan, mitka funktiot halutaan kuolettaa. Jos hyviksyy
ehdotuksen all, niin ohjelma tuhoaa kaikki maaritellyt funktiot. Jos haluaa
kuolettaa vain tietyn funktion, niin sitten riittida kirjoittaa vain funktion nimi
ilman muuttujia. Jos haluaa kuolettaa monta funktiota, niin sitten pitda
kirjoittaa funktioden nimet pilkulla toisistaan erottaen ilman argumentteja.



Delete

Delete function(s):
oK Cancel

Kuva 6: Funktioden k ja h kuolettaminen

2.4 Laskun tuloksen numeromuoto

Kun wxMaximalla lasketaan kokonaisluvuilla, saadaan vastaukseksi koko-
naisluku tai sitten rationaaliluku eli murtoluku. Jos vastaukseksi halutaan
desimaaliluku, niin silloin yksi laskussa oleva luku pitda kirjoittaa desimaa-
limuodossa esim 2.0. wxMaximalla desimaaliluvut kirjoitetaan pistetta kiyt-
taen. [1, s. 2|

. (2-5+1) 11
Esim 1. Laske m =

{ (%113) (2%5+1)/ ((2%10+1)+(5-2));
11
(3013) —

24

Kuva 7: Halutaan vastaus rationaalilukuna

(3i14) (2.0%541)/((2%10+1)+(5-2));
(¥c14) 0.4583333333333333

Kuva 8: Halutaan vastaus desimaalilukuna

Laskun vastaus saadaan helposti desimaaliluvuksi kirjoittamalla komen-
tosoluun komento float(%), silloin ohjelma muuttaa edellisen tulossolun tu-
loksen desimaaliluvuksi. Jos haluaa muuttaa jonkun aikaisemman tulossolun
tuloksen desimaaliluvuksi, niin silloin pitda kirjoittaa float(tulossolun tun-
niste). |1, s. 3]

2.5 Virheiden korjaaminen

Esim 1. Laske (25(& =2
. —o)(@t2) - 2-w e A
Jokaiselle varmasti tapahtuu joskus, etté kirjoittaa vidrin komentosoluun
ja ehtii jo painaa shift + enter. wxMaximalla téllaisen virheen korjaaminen
on helppoa. Téssa esimerkissi ndytetddn, miten virhe korjataan. Taméan ko-
mentosolun virhe on se, ettd nimittdjéstd on unohtuneet sulkeet, jotka ym-

paroivit koko nimittajaa, siksi ohjelma tulkitsee komennon aivan vaarin.



5 (x+2) 2
(301) ———
2-x

f (2i1) 5% (x+2)/ (2-x) * (x+2) ;

Virhe korjataan helposti menemilld uudestaan &dskeiseen komentosoluun
ja lisdamaélla siithen yhdet sulkeet ja painamalla uudelleen shift + enteria.
Komentosoluun voidaan kirjoittaa lisdd, poistaa asioita, kopioda, liittda ko-
pioituja asioita. Téssd on &dskeiseen laskuun tehty korjaus.

{ (512) S*(=x+2)/ ((2-x)* (x+2));

Vililla kiaytetdan alivalikoita ja sielld taytetdan laatikoita. Niissakin saat-
taa tulla tehtyad virheitd. Virheen voi korjata tekemélld uudestaan saman
laatikon. Toinen mahdollisuus on, ettd korjaa virheen komentosolussa, joka
on ilmestynyt.

2.6 Tiedoston tallentaminen ja uudelleen avaaminen

On hyva aina vélilla tallentaa tiedostoa, mité tekee. Tallentaminen tapah-
tuu valitsemalla valikon File ja sieltd alivalikko Save tai Save as. Sitten
pitda vain valita, mihin paikkaan tyonsa tallentaa. Saman tiedoston uudel-
leen avaaminen kiiy valitsemalla valikon File ja sieltd alivalikko open. Nyt
pitdd vain etsid, se paikka, mihin tuli aikoinaan tallennettua tiedosto.

3 wxMaximalla erilaisia laskutoimituksia

3.1 Peruslaskut

wxMaximalla voi helposti laskea peruslaskutoimituksia kuten yhteen-, vihennys-
, kerto-, jako,- ja potenssilaskuja. Itseisarvo-, ja neliojuurilaskujen komennot
ovat vihan pitempia. Alla olevasta listasta ndkee, miten nadmé laskutoimituk-
set kirjoitetaan wxMaximalla komentosoluun tai jonkin valikon laatikkoon.

[1, s. 2,4] Ta&méan luvun esimerkit on kirjoittu suoraan komentosoluun.



Laskutoimitukset wxMaximalla

Yhteenlasku +
Vahennyslasku

Kertolasku *
Jakolasku
Potenssi ’\
Nelié juuri sqrt()
Itseisarvo abs()

Yhteen- ja vihennyslaskut
Esim 1. Laske 1999 — 587 + 877 = 2289

(5i1) 19959-587+877;
($01) 2289

Kerto- ja jakolaskut

. 3(2z+1) I
Esim 2. Laske m = 79

3
(%$03)

f (513) 3*(2¥%x+1)/ ((2%*=x+1)* (x-2));

x—2

Kertolaskuissa on kaikki kertomerkit aina kirjoitettava komentosoluun. |1, s.
3] Sen sijaan on hyvd huomioida, ettd vastaussoluun wxMaxima-ohjelma ei
merkitse yhtaan kertomerkki.

Jakolaskuja kirjoitettaessa on tarvittaessa hyvi laittaa ylimaardisia sulku-
ja, jotta ohjelma laskee laskun oikein. On hyvd my0s ottaa huomioon, etté
ohjelma ei mitenkdédn ilmaise, voiko jakolaskussa kaikki luvut olla maérit-
telyjoukossa. [1, s. 5] Esimerkiksi esimerkin 2 méérittelyjoukossa ei voi olla
xr = 2, koska silloin jaettavaan tulisi nolla. Maarittelyjoukkoehdot pitaa siis
aina selvittida erikseen.

Potenssi- ja nelidjuurilaskut
Esim 3. Laske \/v10% + /36 = 4

($11) sgrt(sgrt (10™2)+sgrt(36));
($01) 4

Neligjuurilaskuissa on muistettava laittaa aina jokaisen neliGjuurilaskun ym-
pérille kisky sqrt(). Muuten lasku ei onnistu.

7



Itseisarvolaskut
Esim 4. Laske | 100+ | —50 ||= 150

(%$12) abs (100 +abs(-50));
($02) 150

Itseisarvolaskuissa tulee jokaisen itseisarvolaskun ympérille olla kisky abs().

3.2 Erikoismerkit

wxMaximalla erikoismerkit kirjoitetaan vihén erilailla. Alla olevasta listasta
nikee, miten. |1, s. 4]

Erikoismerkit wxMaximalla

T Yopi
e %oe
o inf

oo minf
i %i

Esim 1. Laske ympyréin pinta-ala, kun ympyréan siteen pituus on 2. Ympy-
rin alan kaava on A = mr?

f (2i1) A(x):=%pi*r~2;

(301) A (r) :=or°

. 3 3
Esim 2. Laske % =5
E (%314) (2*%e"3 + 3*%e"3)/ (%e"3);
s

Adrettomiin (oo) liittyvi esimerkki 16ytyy raja-arvo luvusta 3.11 sivulta
17,18.



3.3 Funktion arvon laskeminen

Funktion arvon voi laskea monella tavalla. Tdssd muutaman esimerkin avulla
valotetaan asiaa.

Esim 1. Laske esimerkin 4 funktion g(z) = 22% 4+ 2z + 1 arvot pisteissi
r=2jax=—2.

Lasku saadaan helposti laskettua samassa tiedostossa, jossa aikaisemmin
médriteltiin funktio f(z). Laskua laskettaessa vain viitataan aikaisemmin
médriteltyyn funktioon, kirjoittamalla f(2);f(—2);. |1, s. 4| Siis mikd funk-
tio(mikd muuttuja). Puolipiste merkitsee aina ohjelmalle kiskyé tehdd las-
kutehtéiva. Viimeiseksi komentosolussa pitda aina painaa shift + enter.

(:12) £(2);E£(-2);
(302) 13

(303) S

Esim 2. Laske esimerkin 7 suorakulmaisen sarmion ala, jos sivujen pituu-
det ovat a =5, b=6jac=T.

Ohjelmalle tehddén seuraava komento suorakulmaisensarmionala(5,6,7);,
jos funktio on aikaisemmin méaéritelty samassa tiedostossa.

($12) suorakulmaisensarmionala{5,6&,7);
(%02) 210

Esim 3. Laske funktion f(z) = bz 4 7x arvo pisteessd x =5 .

Funktion arvon voi laskea kiyttden hyvéksi myos valikkoja. Valitaan va-
likko Simpli fy ja sen alivalikko Substitute. Laatikon Substitute Expression
kohtaa kirjoitetaan funktio. OldV alue kohtaan merkitdan, minkd muuttujan
suhteen funktio lasketaan. NewValue kohtaan, merkitddn mikd on muut-
tujan arvo.[1, s. 4] Lopuksi napsautetaan hiirelli OK kohdasta. Ohjelmaan
muodostuu uusi komentosolu ja tulossolu.

Substitute
Expression: | 5*x+T7*x
Old value: | =

MNew value: | 5
[ Raticnal

OK Cancel



(%$11) subst (5, =, S*x+T7%x);
(%0l) 60

Tehtavé oltaisiin voitu ratkaista kirjoittamalla komentosoluun subst(muuttujan
arvo, muuttuja, funktio)

Esim /. Laske funktion k(z) = 223 + 3z + 10 arvo pisteessi © = 6 .

Maaéritelladn aluksi funktio komentosolussa.

(2i4) k(x):= 2%x"~3 +3%x+10;
(304) k(x) :=2 x°+3 x+10

Sitten valitaan valikko Simplify ja sen alivalikko Substitute. [1, s. 4] Laa-
tikon Substitute Expression kohtaan voidaan kirjoittaa nyt funktion nimi
k(x). New Value kohtaan, merkitdin muuttujan arvo 6.

Substitute
Expression: | k(x)
Old value: | =
Mew value: | €
[ Rational
QK Cancel

Tulossolu on nyt erilainen. Funktion arvo voidaan laskea myos kirjoitta-
malla komentosoluun subst(muuttujan lukuarvo, muuttuja, funktion nimi).

(%¥i6) subst(6, =, k(x));
($06) 460

Substitute laatikko voidaan tayttdd vield yhdella tavalla, jos funktio on ai-
kaisemmin méaéritelty. Expression kohtaan merkitdin funktion tulossolun
tunniste. |1, s. 4]

Substitute
Expression: | 3ol
Old value: | =
MNew value: | &
[ Raticnal
OK Cancel
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Tulossolu on nyt viahén erilainen verrattuna edelliseen kohtaan. Funktion
arvo voidaan laskea myos kirjoittamalla suoraan komentosoluun subst(muuttujan
lukuarvo, muuttuja, tulossolun tunniste).

(%$12) subst(6, =, %ol);
(%02) k(6) =460

3.4 Yhtalon ratkaiseminen

Esim 1. Médrittele funktion g(z) := 22? 4+ 3z — 2 = 3 nollakohdat.

Valitaan valikko Equations ja sieltd alivalikko Solve.... Solven laatikon Equation(s)
kohtaan kirjoitetaan 22%+32—2 = 3. (Jos ratkaistaisiin yht#lod 22°+3x—2 =

0, jossa oikealla puolella yht&l6d on nolla, niin silloin Equation(s) kohtaan
riittéisi kirjoittaa vain 2z% 4+ 3z — 2). Variable(s) kohtaan merkitéiéin, minké
muuttujan suhteen funktio ratkaistaan. [1, s. 6]

Solve
Equation(s): |2%x™2 +3*x-2=3
Variable(s): | =

OK Cancel

Saadaan seuraavanlainen komentosolu ja tulossolu. Yhtélon nollakohta voi-
daan ratkaista my0s kirjoittamalla suoraan komentosoluun solve([funktio],[muuttujal).

($12) solwve ([2*x"2 +3*x-2=3], [x]);
5
(%02) [x=l,x=—5}

Kolmas tapa laskea tdmén funktion nollakohta on mééiritelld normaalisti ko-
mentosolun kautta ohjelmalle tdmé& funktio.

(3i1) g(x):=2%x"2 + 3%x — 2 =3;
(20l) g (x) :=2 x°+3x-2=3
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Sen jélkeen valitaan valikko Equations ja sielta alivalikko Solve.... Alivalikon
Equation(s) kohtaan voidaan kirjoittaa nyt tdméan funktion nimi, siis tdssi
tapauksessa g(z).

Solve
Equation(s): | g ()
Variable(s): =

oK Cancel

Saadaan seuraavanlainen komentosolu ja tulossolu. Neljés tapa ratkaista yh-
talo olisi ollut kirjoittaa komentoriville suoraan solve([g(x)], [x]);

($12) solve(lg(x)1, [x]);
5
($02) {x=1,x=—5}

Yhtdlon saa myos ratkaistua, jos funktio on aikaisemmin mééritelty ja va-
litsee valikon Fquation ja sieltd alivalikon Solve.... Alivalikon Equation(s)
kohtaan kirjoittaa tulossolun tunnisteen tai antaa olla dollarimerkin, jota
ohjelma ehdottaa, jos funktio on méaritelty juuri ennen kuin ldhdettiin rat-
kaisemaan yhtélod valikkojen avulla. [1, s. 6] Komentosoluun oltaisiin myds
voitu kirjoittaa solve([tulossolu/%],[muuttujal);.

3.5 Yhtaloparin ja yhtaloryhméin ratkaiseminen

Yhtaloparin ja yhtdloryhmén ratkaiseminen onnistuu samalla tavalla kuin

edellisessd luvussa ratkaistiin yhtdlo. Jos yhtdloparit ratkaistaan valikkojen

avulla, niin valitaan sama alivalikko, jota taytettiin kun yhtalod ratkaistiin.

Eli valitaan valikko Equations ja sielté alivalikko Solve.... Laatikossa Solve...

Equation(s) kohtaan kirjoitetaan kaikki yhté&lot. Yhtéloiden véliin kirjoite-

taan aina pilkku. Variable(s) kohtaan merkitdén kaikki muuttujat. [1, s. 7|
Esim 1. Ratkaise yhtaloryhma

r+y+z=3
20 +y+2=1
r+y+2z2=1

Valitaan valikko Equations ja sieltd alivalikko Solve.... Taytetddn Solve...
laatikko.[1, s. 7]
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Solve
Equation(s): | X+y+2=3, 2¥x+y+z=1, x+y+2*z=1
Variable(s): |=x,¥,2

OK Cancel

Saadaan alla oleva komentosolu ja tulossolu. Ratkaisu saadaan myds kirjoit-
tamalla suoraan komentosoluun solve(|funktio, funktio, ...|, [muuttuja, muut-
tuja,...]);

(%114) solve ([x+y+z=3,2%x+y+z=1,x+y+2*z=11, [x,v,z]);
(%014) [ [x=-2,y=T7,z=-2]]

Jos funktiot oli aikaisemmin méaéritelty, saadaan ratkaisu kirjoittamalla vali-
kon Equations alivalikon Solve... Equation(s) kohtaan kaikkien yhtiloiden
nimet.

Solve
Equation(s): £(x,v,Z),0(%,v,Z), (%, V¥, 2Z)
Variable(s): =,v,z

oK Cancel

($18) solve([f(x,v,2),g(x,v,2) D (x,vr2)], [X,v¥r2])7
308) [[x=-2,y=7,z=-2]]

3.6 Epayhtalon ratkaiseminen

Epéayhtalon ratkaiseminen ei heti wxMaximalla onnistu vaan wxMaximaan
pitdd ladata lisdosapaketti. Se kdy helposti kirjoittamalla komentosoluun
load(solve _rat_ineq) ja painamalla shift + enter.[3] Sen jilkeen tissd tie-
dostossa voi ratkaista epayhtiloitd. Mutta jos avaa uuden tiedoston, ja siina
haluaa ratkaista epdyhtal6ité, niin silloin pitad uudelleen ladata tdma lisdosa
solve rat ineq.

(%1i1) load(sclve rat ineq);
(%0l)
C:/PROGRA~2/MAXIMA~1.1/share/maxima/5.35.1/share/solve rat ineq/solve rat ineg.mac
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Epéayhtalon ratkaiseminen kdy helposti tdmén jialkeen. Komentosoluun
kirjoitetaan vain solve_rat_ineq(epdyhtilo).|3]
Esim 1. Ratkaise epiyhtilo f(z) = 2? + 3z —4 > 0.

(%$13) solve_rat ineg(x"2+3%x-4>0);
(303) [[x<-4],[x>1]]

3.7 Sieventaminen

Sieventdminen kiy helposti kirjoittamalla komentosoluun lausekkeen ja sen
jalkeen painamalla enter + shift. Sitten valitaan valikko Simplify ja siel-
td alivalikko Simplify Expression. Alivalikkoon ei nyt tarvitse kirjoittaa
mitdédn. |1, s. 5|

Esim 1. Sievenni (z — y)(z +y) = 2> — 3

(311) (x-y) *(x+y) s
(50l) (x-y) (y+x)

($12) ratsimp (%)
(302) x°-y?

Muita tapoja sieventad lauseke on kirjoittaa suoraan komentosoluun
ratsimp((x-y)(x+y)) eli ratsimp(lauseke); , ratsimp(%o1) eli ratsimp(tulossolun
tunniste); tai ratsimp(%). Yksistaan prosenttimerkki merkitsee sité, ohjelma
tekee ratsimp-komennon juuri edelliseen tulossolun vastaukseen.

Jos laukekkeessa on logaritmeja, eksponentteja jne silloin kiytetddn valikon
Stmplify alivalikkoa Simplify Radicals. Jos sievennetddn trigonometrisii
funktiota, kiytetadn valikon Simpli fy alivalikkoa T'riconometric Simpli fication
ja sieltd tamén alavalikkoa Simplify Trigonometric.|7, s.10] (Valitettavasti
trigonometriset kaavafunktiot, joita on taulukkokirjassa eivit sievene néilld
komennoilla.)

3.8 Tekijoihin jakaminen ja alkulukuhajotelman teke-
minen

soluun ja sen jilkeen painaa shift + enter. Sitten valitaan valikko Simplify
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ja sieltd alivalikon Factor Exzpression. |1, s. 5] Alivalikkoon ei nyt tarvitse
mitiddn kirjoittaa.
Esim 1. Jaa tekijoihin z + 42° — 322 — 18z = z(z — 2)(z + 3)?

(2i1) x 4+4%x"3-3%x 2-18%x;
(301) x¥+4x-3x?-18x

(%$12) factor(%):
(302) (x-2) x (x+3) 2

Alkulukuhajotelma saadaan, kun kirjoitetaan komentoriville luku ja paine-
taan shift + enter. Sen jélkeen valitaan valikko Simplify ja sieltd alivalikon
Factor Expression. [1, s. 5|

Esim 2. Jaa tekijoihin luku 237601900800 = 28 -3°.52-11-17-19-43

(%11) 237601500800;
(%0l) 237601900800

(%$12) factor(%):
(302) 2935211171943

3.9 Trigonometria

Alla on lista trigonometrisistd funktiosta, miten ne kirjoitetaan wxMaximal-

la. [7, s. §]

Trigonometriset funktiot wxMaximalla

sin sin()
cos cos()
tan tan()

Kuva 9:
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Esim 1. Laske sin(m) — cos(m) + tan(7) = 1

E (2i1) sin(%pi) - cos(%pi) + tan(3pi):
Kuva 10:

3.10 Logaritmi

Luonnollinen logaritmi eli e-kantainen logaritmi lasketaan kiskylla log().]|5, s.

8] Jos vastaus halutaan desimaalilukuna laitetaan uusi kiisky float(vastaussolun
tunniste tai prosenttimerkki, joka viittaa edelliseen tulossolun tunnisteeseen).
Tai heti suoraan desimaaliluvuksi float(log());[1, s. 3],|5, s. 8],

Esim 1. Laske tarkka-arvo ja likiarvo laskulle
log(e) + 2log(e) + log(5) =
Tarkka-arvo 3 + log(5), likiarvo 4.609437912434101

(%11) log(%e) + 2*log(%e) + log(5);
(301) log (5) +3

(%12) float(%):
($0Z) 4.609437912434101

wxMaximalla ei ole omia kiskyja muun kantaisille logaritmeille, vaan esi-
merkiksi 10-kantainen logaritmi muodostetaan kaavalla|5, s. §]

_ log(x)
~ log(10)

logy (x )

Esim 2. Ratkaise yhtalo log,(z) = 1/3. Vastaus: x = 1.259921049894873

' (313) log(x)/(log(2))=1/3;
1
(303) —2 %) 1
log (2) 3

_7 (2i4) solve([3], [x]):
log (2)

(304) [x=% 3 ]

¥ (3i5) float(%), numer;
(305) [x=1.259921049894873]
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Esim 3. Ratkaise yhtilo 1g(3z + 1) = lg(2z + 3). Vastaus: z = 2

to _poly solve: to poly solver.mac is obsolete; I'm loading to poly solve.mac instead.

($11) to_poly_solve ([log(3*x41l)/ (log(10))=log (2*x4+3)/ (log(10)) 1, [x])
(%0l) %union ([x=2])

Logaritmilasku saatiin laskettua valitsemalla valikko Equations ja sielté ali-
valikko Solve(to poly).... Laatikkon Solve(to poly)... kirjoitettiin yhtalo.
Yhtilon saa myos ratkaistua kirjoittamalla suoraan komentosoluun

to_poly solve([yhtals|,[muuttujal);.

Logaritmilaskuissa taytyy aina vield tarkistaa, kuuluuvatko saadut vastauk-
set madrittelyalueseen tai alueisiin.

3.11 Raja-arvo

Raja-arvo saadaan laskettua valitsemalla valikko Calculus ja sieltd aliva-
likko Find Limaits.... Expresston kohtaan kirjoitetaan funktio tai funktion
nimi, jos funktio on jo aikaisemmin mééritelty. Variable kohtaan kirjoitetaan
muuttuja. Point kohtaan kirjoitetaan, missa kohtaan raja-arvo lasketaan.
Specialia painamalla saa helposti valittua erikoismerkkeja ja Direction koh-
dasta voi valita, lasketaanko raja-arvo molemmista suunnista tai vain tois-
puoleisena. Alla olevassa listassa on Special ja Direction kohtien vaihtoehdot
suomennettuina.

Special Direction

Pi T Both sides Molemmin puolinen
E e Left Vasemman puoleinen
Infinity o Right Oikean puoleinen

- Infinity - =

Esim 1. Laske lim,, (1 +1/n)" =e¢

Limit
Expression: | (1 + 1/n)"n
Variable: |n
Point: | inf Special

Direction:  both sides

[] Taylor series

oK Cancel
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($11) limit{{1+1/n)"n, n, inf);
(%0l) %e

Raja-arvo voidaan laskea suoraan kirjoittamalla komentosoluun limit(funktio,
muuttuja, missi kohdin raja-arvo lasketaan);.
FEsim 2. Laske funktion f(z) toispuoleiset raja-arvot kohdassa z = 2.

3z X < 2
f(a:)_{?)‘”—i—xQ X > 2

Limit
Expressiomn: | 3%x
Variable: | x
Point: | 2 Special
Direction: | left v
[[] Taylor series
oK Cancel
(%$11) limit(3*x, =%, 2, minus);
E (%0l) &

($12) limit(3"x +x"2, x, 2, plus);
(%302) 13

Toispuoleinen raja-arvo voidaan laskea, kirjoittamalla komentosoluun suo-
raan kisky limit(funktio, muuttuja, missi kohdin raja-arvo, miltd puolelta
raja-arvo(plus/minus));.

3.12 Derivaatta

Derivaatta voidaan laskea valitsemalla valikko Calculus ja sieltd alivalikko
Dif ferentiate.... Expression kohtaan kirjoitetaan yhtalo tai yhtalon nimi,
jos yhtdlo on jo aikaisemmin mééritelty. Variable(s) kohtaan kirjoitetaan
muuttuja tai muuttujat. Te2mes kohtaan kirjoitetaan, kuinka mones deri-
vaatta lasketaan. [1, s. 7|
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Esim 1. Laske funktion f(z) = 2* + 32® — 22 + z toinen derivaatta.

Differentiate
Expression: | ™4 + 3#x"3-2%x"2 +x
Variable(s): | =
Times: | 2

oK Cancel

Saadaan alla oleva komentosolu ja tulossolu. Derivaatta voidaan ratkais-
ta my0s kirjoittamalla komentosoluun komento diff(funktio,muuttuja,kuinka
mones derivaatta);

(2i1) diff(x™4 + 3%x*3 — 2%x°2 + x,x,2);
(201) 12 x°+18 x—4

Kun funktio on jo aikaisemmin mééritelty, voidaan kirjoittaa diff(funktion
nimi,muuttuja,kuinka mones derivaatta);.

(3i2) diff(f(x),x,2)
(302) 12 x°+18 x—4

3.13 Integraali

Integraali voidaan laskea valitsemalla valikko Calculus ja sieltd alivalikko
Integrate.... Expression kohtaan kirjoitetaan yhtdlo tai yhtdlon nimi, jos
yhtdlo on jo aikaisemmin médritelty. Variable kohtaan kirjoitetaan muuttu-
ja tai muuttujat. Jos lasketaan méaératty integraali, laitetaan rasti kohtaan
kohtaan Definite integration. Silloin F'rom kohtaan kirjoitetaan, mistd in-
tegraali alkaa ja T'o kohtaan, mihin integraali paéttyy. Special kohtaa pai-
namalla saa erikoismerkit 7,e, coja — 00.[1, .7].

Special -
Pi s

E e
Infinity ®

- Infinity =

Kuva 11: Special kohdan vaihtoehdot suomennettuina
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Esim 1. Laske méaritty integraali (S08/3a)[4]

/W(l + sinz)dx
0

Integrate
Expression: | 1+sin(x)
Variable: | =
[W] Definite integration
From: |0 Special
To: | 2P1 Special
[ Numerical integration

Method: quadpack

Saadaan seuraavanlainen komentosolu ja tulossolu. Ratkaisu saadaan myos
kirjoittamalla suoraan komentosoluun integrate(funktio,muuttuja,mist&,mihin);

(%$19) integrate(l+sin(x), x, 0, %pi):
(%0%) n+2

3.14 Tilasto

wxMaximalla voidaan helposti laskea tilastotieteen tunnuslukuja. Aineistosta
kannattaa ensin tehdd lista, josta lasketaan sitten erilaiset tunnusluvut.|6]
Lista tehtdin komennolla listannimi:|luvut pilkuilla erotettuinal.

Esim 1. Tee lista luvuista 77,63,72,80,77,48,20,31,27,54,35

(3i1) lista:[77,63,72,80,77,48,20,31,27,54,35];
(301) [77,63,72,80,77,46,20,31,27,54,35]

Seuraavaksi on luettelo, miten eri tilastotieteen tunnusluvut lasketaan.[6] Jos
vastaus on murtolukuna, saadaan murtoluku helposti desimaaliluvuksi kéis-
kylla float(tulossolun tunnus).|1, s. 3|
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Tunnusluvat  wxMaximalla

Keskiarvo mean(lista) (murtolukuna)
Keskiarvo mean(lista). numer (desimaalilukuna)
Vaihteluvali range(lista)

Mediaani median(lista)

Minimi smin(lista)

Mazximi smax(lista)

Varianssi var(lista) jakajan

Varianssi varl(lista) jakajan-1

Keskipoikkeama mean_deviation(lista)
Keskihajonta std(lista) jakajan
Keskihajonta std1(lista) jakaja n-1

FEsim 2. Laske aikaisemman listan keskiarvo.

(%$13) mean(lista),numer;
($03) 53.050505%05050505

Esim 3. Laske aikaisemman listan vaihteluvali.

($14) range(lista);
($04) 60

Esim 4. Laske aikaisemman listan mediaani.

(%$15) median(lista);
(%c5) 54

Esim 5. Laske aikaisemman listan minimi ja maksimi.

($16) smin{lista); smax(lista);
(%o06) 20
(%07) 80

Esim 6. Laske aikaisemman listan keskipoikkema, varianssi ja keskiha-
jonta.

(¥11€) mean deviation(lista); wvar(lista); std(lista):
22598 B
121
54350
121

5+4/2174

11

(%¥11%) float(%0l6); float(%ol7);float(%0l8);
(%01%) 18.99173553719008
(%020) 445.1735537150083
(%021) 21.19371455755412
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3.15 Todennakoisyyslaskenta

Todennakoisyydessé lasketaan kertomia, permutaatiota ja kombinaatioita.

Kertoma n! lasketaan vain laittamalla ! luvun jéilkeen. [1, s. 2]
Esim 1. Laske 9! kertoma.

($i1) 91;
(%0l) 362880
k-permutaation kaava muodostetetaan kertomia hyviksi kayttaen

n!

(n—k)!
Esim 2. Kuinka monta erilaista neljan lapsen jonoa saadaan 20 lapsesta?

(%1il) 20!/7((20-4)1);
($0l) 11le280

”!)! o1 saadaan kirjoittamalla binomial (n, £).[2]

Kombinaatio kaava (Z) = bTH
Esim 3. Kuinka monella eri tavalla voidaan ottaa neljan lapsen ryhma 20
lapsesta?

(%11) binomial (20,4)
($0l) 4845

4 wxMaximalla piirtiminen

4.1 Kaksiulotteinen piirtiminen

Kun halutaan piirtda kuvaajia xy-koordinaatistoon, valitaan valikko Plot
ja sielta alivalikko Plot2d.... Expression(s) kohtaan kirjoitetaan funktio tai
funktiot pilkulla erottaen. Jos aikaisemmin on mééritetty funktiot, riittda
tdhén kohtaa kirjoitta vain funktioden nimet pilkulla erottaen. Muuttujiksi
ehdotetaan muuttujat x ja y. Muuttujien alueet alkaa kohdasta From ja
paattyy kohtaan To. Format kohdasta, jos valitaan inline, silloin kuvaaja
muodostetaan tiedostoon. Jos valitaan Format kohdasta de fault muodostaa
ohjelma kuvaajan uudelle pienelle vililehdelle. [1, s. §]
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Esim 1. Piirrd funktioden f(z) = 2z + 1, g(z) = —z + 5 ja h(z) =
22?2 4+ 3z + 4 kuvaajat = € [-15,15], y € [-15,15].

Plot 2D
Expression(s): | 2*x+1, -x+5, 2*x"2+3%*x+4 Special
Variable: | x From: |-15 To: |15 [logscale
Variable: | v From: |-15 To: |15 [Jlogscale
Ticks: | 10 =
Format: | inline v
Options: v
File: =
oK Cancel
Kuva 12:

- (%11) wxplot2d([2*x+1l, -x+5, 2%x"2+3*x+4], [x,-15,15], [v,-15,15])%
plotZd: some values were clipped.
plotZd: some values were clipped.
plotZd: some values were clipped.
15 . . . -
Tl ———
10 t %
N2+ Fx+4
5
" .
(%t1)
5| i
10 F
-15 - - - -
-15 0 -10 -5 0 5 10 15
X
Kuva 13:

Ratkaisu saadaan my®s kirjoittamalla suoraan komentoriville wxplot2d (|funktio,
funktio, funktio|, [x,mist&,mihin|, |y,mist&,mihin|);
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4.2 Kolmiulotteinen piirtdminen

Kun halutaan piirtda kuvaaja xyz-koordinaatistoon, valitaan valikko Plot ja
sieltd alivalikko Plot3d.... Kohtaan Expressions kirjoitetaan funktio. Muut-
tujiksi ehdotetaan muuttujat x ja y. Muuttujien alueet alkaa kohdasta F'rom
ja padttyy kohtaan To. Format kohdasta valitaan inline, silloin kuvaaja
muodostetaan tiedostoon. Jos valitaan Format kohdasta default muodos-
tuu kuvaaja uudelle pienelle vililehdelle, jossa kuvaaja voidaan pyoritella
hiirelld. [1, s. 9]
Esim 1. Piirrd funktion f(z) = 2% + 2z + 5 kuvaaja. z € [—15,15],

y € [-15,15].

Plot 3D

Expression | x™2 + 2%x+5

Variable: | = From: | -5 To: |5
Variable: | ¥ From: | -5 To: |5
Grick | 30 = x| 30 =

Format: | default v
Options: W pm3d

Plot to file: b

oK Cancel
] Gnuplot (window id : 0) = B

Hlexpe@aaalr?

X2H2FRAS

view: 60.0000, 25.0000 scale: 1.00000, 1.00000

24



Funktion kuvaaja saadaan myos kirjoittamalla komentosoluun komento
plot3d(funktio, [x,mistd,mihin], [y,mistd,mihin]) tall6in kuvaaja on omalla véi-
lilehdella. Sen sijaan, jos kirjoitetaan komento waplot3d(funktio, [x,misté, mihin],
|y,mista,mihin|), niin kuvaajan saa samaan tiedostoon. Mutta kuvaajaa ei sil-
loin voi pyoéritelld hiirell&.

5 Asiakirjan tekeminen wxMaximalla

wxMaximalla voi tehdd helposti asiakirjan. Otsikko saadaan valikosta Cell
ja sieltd alivalikosta Insert Title Cell. Paalukujen otsikot saadaan valikosta
Cell ja sieltd alivalikosta Insert Section Cell. Alaotsikot saadaan valikosta
Cell ja sieltd alivalikosta Insert Subsection Cell. Normaali teksti saadaan
valikosta Cell ja sieltd alivalikosta Insert Text Cell.[1, s.9] Namé Text,
Title, Secion ja subsection Cell 16ytyvat myoOs asiakirjaa kirjoittaessa hii-
ren oikeaa korvaa painamalla. Mihinkd#in naistd mainituista Cell kohdista ei
tule solutunnistetta. Vilille voi tehdé laskuja. Laskujen komentosoluihin ja
tulossoluihin tulee tunnisteet. Asiakirjaan voi tuoda kuvia, teksteji muista
tiedostoista valitsemalla C'ell ja sieltd alivalikosta InsertImage.... Kuvien on
hyvéa olla png, jpg, bmp tai xpm muodossa.

Asiakirjan otsikko /Insert Title Cell

D 1 pizotsikko /Insert Section Cell

U 1.1 Alaotsikko / Insert Sucsection Cell

Vililli voi laskea laskuja

($11) 242;

[ Tekstid / Insert Text Cell
E (3o0l) 4
O

2 Pidotsikko /Insert Section Cell

o 2.1 Alaotsikko / Insert Sucsection Cell

Kuva 14:
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