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Stonen esityslauseen mukaan jokainen Boolen algebra on isomorfinen
jonkin joukkojen algebran kanssa. Téssd tutkielmassa esitelldéin Boolen al-
gebrat ja esitetdan todistus Stonen esityslauseelle ja joillekin sen vélittomille

seurauksille.

Ensimmaisessd luvussa esitetdén kaikki Stonen esityslausetta ja sen téssi esi-
tettyja seurauksia varten vaaditut topologian tiedot. Kaikki todistukset esite-

taan. Topologian késittely painottuu kompakteihin Hausdorffin avaruuksiin.

Toisessa luvussa esitetddan Boolen algebran aksioomat ja johdetaan niisté joi-
tain Boolen algebroita koskevia perustuloksia. Yhtend tuloksena osoitetaan,

ettd kukin Boolen algebra on Boolen rengas ja pédinvastoin.

Kolmannessa luvussa todistetaan Stonen esityslause ja sen seurauksia ja vaih-

toehtoisia muotoiluja.

Asiasanat: Boolen algebrat, ultrafiltterit, Stonen avaruudet.






Sisalto

1 Topologiaa

1.1 Yleisesti . . . . . . . . .o
1.2 Madaritelmia ja lauseita . . . . . . . . ... ...
1.3 Yhtendisyys ja epdyhtendisyys . . . . . . . . . ... ... ...
1.4 Cantorin avaruus . . . . . . . . . ...
2 Boolen algebrat
2.1 Yleisesti . . . . . . . e
2.2 Madaritelma ja esimerkkejd . . . . .. ..o
23 Kaavoja . . . . ...
24 Boolenrengas . . . . . . .. ...
2.5 Homomorfismit . . . . ... ... ... ... ... ...,
2.6 Jarjestys ja ithanteet . . . . . .. .. ... ... ...

3 Stonen esityslause
3.1 Ultrafiltterit . . .
3.2 Stonen duaalisuus
3.3 Lisdhavaintoja . .

3.4 Kategoriateoriaa

Kirjallisuutta

12
15

18
18
18
21
25
29
31

37
37
42
45
46

49



Johdanto

Stonen esityslauseen mukaan jokainen Boolen algebra on isomorfinen jonkin
joukkojen algebran kanssa; siis kaikki Boolen algebran alkiot voidaan esit-
tda joukkoina siten, etté niiden joukkojen komplementoinnit, leikkaukset ja
unionit vastaavat tdysin alkuperiisen Boolen algebran operaatioita. Stonen
esityslauseen todisti alunperin Marshall Harvey Stone vuonna 1936 [1]. Sto-
nen esityslause ilmaisee yhteyden Boolen algebroiden ja topologian vélilla,
ja sen yleistyksené saatavat Stonen duaalisuudet ovat pohjana pisteettomdlle
topologialle.

Tamén tutkielman ensimmaiisessi luvussa esitetddn myShemmin tarvit-
tavia topologisia tuloksia. Toisessa luvussa esitetddn Boolen algebran aksioo-
mat ja todistetaan niitd koskevia perustuloksia. Kolmannessa luvussa todis-
tetaan Stonen esityslause ja sen joitain vélittomid seurauksia.

Kaikkien kdytettavien lauseiden todistukset on esitetty téssa tutkielmas-
sa. Jos jollekin todistukselle ei ole mainittu lahdetté, se on kirjoittajan oma.
Lukijalta ei edellytetda mitdén erityisid esitietoja. Joukkojen unionin ja kar-
teesisen tulon kaltaisten yleisten ja usein vastaan tulevien matemaattisten
kisitteiden tuntemus riittad. Silti topologian, algebran ja jossain méiarin lo-
giikankin tuntemus on varmasti eduksi ja auttaa asettamaan esitetyt asiat

oikeaan kontekstiin.



1 Topologiaa

1.1 Yleisesti

Topologia on matematiikan osa-alue, joka tutkii niitd kappaleen ominaisuuk-
sia, jotka sailyvit muuttumattomina kappaletta venytettdessd ja vadnnet-
taessd. Tallaisten muokkausten (eli homeomorfismien) tulee olla jatkuvia ja
kumottavissa vastaavalla jatkuvalla muokkauksella. Erityisesti siis muokat-
tavan kappaleen leikkaaminen osiin ei ole sallittua. Esimerkiksi ympyrén voi
venyttad ellipsiksi, joten ympyré ja ellipsi ovat topologisessa mielessé saman-
laiset. Sen sijaan ympyrdd ei voi muokata numeron 8 muotoon, silld vaikka
kaksi pistettd ympyran kehiltd voidaan jatkuvalla muunnoksella puristaa yh-
teen, muunnoksen kumoaminen hajottaisi kahdeksikon keskiosan ympérilld

olevat pisteet kahteen osaan eri puolille ympyraé.

Ensimmaisid topologiaan liittyvid ongelmia oli kuuluisa K6nigsbergin sil-
taongelma vuodelta 1736. Euler havaitsi, ettd kaikkien siltojen kautta kul-
kevan polun olemassaolo ei riippunut siltojen tarkasta sijainnista, vaan ai-
noastaan siltojen paitepisteiden keskinéisistd suhteista. Yhdesti yhten&isid
monitahokkaita koskevaa Eulerin kaavaa v — e + f = 2 voidaan pitd& ensim-

méisend topologisena tuloksena.

Yksittéisid tuloksia lukuun ottamatta topologia matematiikan osa-aluee-
na sai kuitenkin alkunsa vasta aivan 1800-luvun lopussa. Ensimméinen to-
pologiaa systemaattisesti késitteleva teos oli Henri Poincarén Analysis situs
vuodelta 1895. Teos loi perustan algebralliselle topologialle ja esitteli useita

uusia kasitteitd, muun muassa homotopian ja homologian Kisitteet.

Metrisen avaruuden kisitteen méaritteli Maurice Fréchet viitoskirjassaan
vuonna 1906. Vuonna 1914 Felix Hausdorff nimesi topologiseksi avaruudek-
si rakenteen, joka nykyisin tunnetaan Hausdorffin avaruutena. Topologisen
avaruuden nykyinen laajempi médritelmé on perdisin Kazimierz Kuratows-
kilta.



1.2 Maaritelmii ja lauseita

Luvussa 3 hyodynnetddn useita topologisia tuloksia, jotka todistetaan tassa.
Esitetyt maaritelmét ja lauseet on tarkoituksella rajattu niihin, joita tar-
vitaan myOhemmin. Keskeiseni teemana ovat kompaktit Hausdorffin ava-
ruudet. Topologiaa jo osaavan lukijan kannattaa siirtyd suoraan lukuun 2
(Boolen algebrat).

Mikéli muuta ei mainita, tdssi pykéldssa ldhteend on kiytetty teoksia |2]
ja [3].

Maéaritelmi 1.2.1. Olkoon X joukko ja 7 kokoelma joukon X osajoukkoja.

Jarjestetty pari (X, 7) on topologinen avaruus, jos T sisaltad
1. tyhjan joukon ja koko joukon X,
2. kaikki alkioidensa mielivaltaisten osakokoelmien unionit, ja
3. kaikki alkioidensa &érellisten osakokoelmien leikkaukset.

Télloin kokoelmaa 7 kutsutaan joukon X topologiaksi ja sen alkioita avoi-

miksi joukoiksi. Joukon X alkioita kutsutaan pisteiksi.

Esimerkki 1.2.2. Joukolla X on aina ¢riviaali topologia 7 = {0, X} ja dis-
kreetti topologia 7 = P(X), missd P(X) tarkoittaa kaikkien joukon X os-
ajoukkojen kokoelmaa eli potenssijoukkoa. Diskreetissd topologiassa siis kaik-

ki joukot ovat avoimia.

Esimerkki 1.2.3. Kuvassa 1 on esimerkkejd joukon {1,2,3} mahdollisista
topologioista. Kaksi alinta eivit ole topologioita, silld vasemmanpuoleisesta
puuttuu joukkojen {2} ja {3} unioni {2,3} ja oikeanpuoleisesta joukkojen
{1,2} ja {2, 3} leikkaus eli joukko {2}.

Joukko A on suljettu, jos sen komplementti A° = X'\ A on avoin. Kaikkien
joukon A sisdltivien suljettujen joukkojen leikkausta kutsutaan joukon A
sulkeumaksi ja merkitisin A. Joukko A on suljettu tarkalleen silloin kun se

on oma sulkeumansa: A = A. Jos A = X, sanotaan, etti, A on tihed joukko.



Kuva 1: Esimerkkejé joukon {1,2,3} topologioista [4].

Joukko voi olla seki avoin ettd suljettu. Erityisesti joukot @ ja X ovat
sekd avoimia ettd suljettuja kaikissa joukon X topologioissa. Sekd avoimien
ettd suljettujen joukkojen kokoelmalle kiytetadn merkintad B(X).

Joukon topologia madraytyy yksikasitteisesti, kun suljetut joukot tunne-
taan. Topologinen avaruus olisikin voitu yhtd hyvin mééaritelld kiyttien sul-
jettuja joukkoja. Pédin vastoin kuin avoimilla joukoilla, suljettujen joukkojen

adrelliset unionit ja mielivaltaiset leikkaukset ovat suljettuja.

Esimerkki 1.2.4. Miiritellddn joukon R™ tavanomainen euklidinen topo-

logia. Palautetaan ensin mieleen kahden vektorin x = (z1,z9,...,2,) ja
vy = (y1,%2,. -, Yn) sisdtulo (x,y) = Z?Zl x;y;. Sisdtulosta saadaan nor-
mi

[l = V(% x) =

Olkoon x € R™ ja r > 0. Joukkoa

Bx,r)={yeR"|||x—y| <r}

sanotaan pisteen x avoimeksi r-sdateiseksi palloymparistoksi. Piste x on jou-
kon A C R™ sisdpiste, jos on olemassa jokin r > 0, jolle B(x,7) C A. Ava-
ruuden R™ avoimet joukot ovat tarkalleen ne joukot, joissa jokainen piste on

sisdpiste.



Erityisesti avaruuden R avoimet vilit (a,b), (—00,a), (a, 00) ovat avoimia
joukkoja ja valit [a, b], (—o0, a], [a, 00) suljettuja joukkoja. Puoliavoimet vélit

[a,b) ja (a,b] eiviit ole avoimia eivitki suljettuja.

Esimerkki 1.2.5. Joukko R\ N = (—o00,0)U(0,1)U(1,2)U--- on avoimien
véilien unioni. Kukin avoin vili on avoin joukko avaruudessa R ja avoimien

joukkojen unioni on aina avoin. Siis joukon R\ N komplementti N on suljettu.

MaAéritelma 1.2.6. Topologisen avaruuden (X, 7) avoimien joukkojen ko-
koelma B on avaruuden (X, 7) kanta, jos kaikki avoimet joukot voidaan il-
maista kokoelman B alkioiden unioneina. Jos B on avaruuden (X, 7) kanta,

sanotaan etta B generoi topologian 7.

Esimerkki 1.2.7. Avaruuden R avoimien vilien unionin jokainen piste on
sisépiste, joten avoimien vilien unioni on aina avoin joukko. Toisaalta jokai-
nen avoin joukko on avoimien vélien unioni. Siispa kaikkien avoimien vélien
kokoelma on avaruuden R kanta euklidisen topologian suhteen.

Kanta ei ole yksikésitteinen, ja samalla avaruudella voi olla kaksi eriko-
koistakin kantaa. Toinen kanta avaruudelle R saataisiin kaikista avoimista
véleistd, joiden pédatepisteet ovat rationaaliset. Toistamalla dskeinen paat-
tely ndhd&ddn, ettd tdmé kanta generoi saman topologian, mutta toisaalta

sisiltyy aidosti kaikkien avoimien vélien kokoelmaan.

Esimerkki 1.2.8. Olkoon S kaikkien muotoa (—oo,a) tai (a,c0) olevien re-
aalilukuvélien kokoelma. Tédma kokoelma ei ole kanta millekddn joukon R
topologialle. Nimittéin (0,1) = (0,00) N (—o0, 1) on avoin joukko, mutta ko-
koelman S vilit eivit mahdu vilille (0, 1), eiké sitd siis voi lausua kokoelman

S alkioiden unionina.

Maaritelmia 1.2.9. Olkoon
xX=][x
i€
karteesinen tulo topologisista avaruuksista X;. Joukon X tulotopologia koos-

tuu muotoa [ [,.; U; olevien joukkojen unioneista, missé jokainen U; on avoin

avaruudessa X; ja U; # X, vain ddrellisen monella indeksilld i € Z.



Seuraava lause on nyt ilmeinen.

Lause 1.2.10. Tulotopologia on karteesisen tulon topologia.

Esimerkki 1.2.11. Olkoot X = {0,1} jaT = {0,{0},{0,1}}. Tulon (X, 7) x
(X, 7) kannaksi saadaan {{(0,0)},{(0,0),(0,1)},{(0,0),(1,0)},{(0,0),
(0,1),(1,0), (1,1)}}

Esimerkki 1.2.12. Jos reaalilukujen joukolle R annetaan euklidinen topolo-
gia esimerkin 1.2.4 mukaisesti, niin adérelliselle tulolle R™ saatu tulotopologia

on sama kuin suoraan avaruudelle R” mééritelty euklidinen topologia.

Myos topologisen avaruuden (X, 7) osajoukkoa voidaan kisitelld topo-
logisena avaruutena. Talloin kyseista osajoukkoa sanotaan avaruuden (X, 1)
aliavarvudeksi. Aliavaruuden (S, 7g) topologia 7 mééritelliéin niin, ettd avoi-
mia joukkoja ovat avaruuden (X, 7) avoimien joukkojen leikkaukset joukon
S kanssa, siis

s ={SNU|U €}

Lause 1.2.13. Joukko H C'Y on suljettu aliavaruudessa Y jos ja vain jos
H =FNY jollain avaruuden X suljetulla joukolla F.

Todistus. Jos H on suljettu avaruudessa Y, niin Y\ H on avoin eli Y\ H =
G NY jollekin avaruudessa X avoimelle joukolle GG. Téalloin G¢ on suljettu ja
H=G°NY. Jos taas H = FFNY ja F on suljettu avaruudessa X, niin F*°
on avoin ja Y\ H = F°NY, jolloin Y \ H on avoin aliavaruudessa Y ja H

vastaavasti suljettu. O

Seuraus 1.2.14. Avaruuden X suljetussa aliavaruudessa suljettu joukko on

suljettu myds avaruudessa X.

Todistus. Jos lauseessa 1.2.13 aliavaruus Y on suljettu joukko, niin H on

kahden suljetun joukon leikkaus. O]

Maaritelma 1.2.15. Olkoon X topologinen avaruus ja A C X. Olkoon
lisiksi C' = {U; | i € I} kokoelma avaruuden X osajoukkoja. Jos A C

U,ez Ui, niin kokoelma C' on joukon A peite. Voidaan myds sanoa, ettd C
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peittdd joukon A. Peitteen C' osapeite (joukolle A) on sellainen peitteen C
osajoukko, joka peittdd joukon A. Peite C' on avoin peite, jos jokainen U; on

avoin.

Esimerkki 1.2.16. Olkoon A = {1,2,3,4,5,6}. Joukot {2,3}, {1,4,6},
{1,3,4,5} ja {1, 3} muodostavat joukon A peitteen. Kolme ensimmaisté jouk-

koa ovat yksindiankin joukon A peite ja niin ollen isomman peitteen osapeite.

Esimerkki 1.2.17. Olkoon U, = {n € N | n = 0 (mod p)}. Kokoelma
{{1}} U{U, | p on alkuluku} on luonnollisten lukujen joukon peite.

MaAAritelmi 1.2.18. Avaruus on kompakti, jos sen jokaisella avoimella peit-

teelld on dérellinen osapeite.

Esimerkki 1.2.19. Olkoon (xj) jono avaruudessa R" ja limg_ oo Xx = X.
Néytetddn, ettd aliavaruus A = {x; | £ € N} U {x} on kompakti. Olkoon
{U; | i € I} joukon A avoin peite. Erityisesti x € U, jollain iq € Z. Koska
joukko U;, on avoin, jollain r > 0 péitee B(x,r) C U,;,. Toisaalta raja-arvon
médritelmin mukaan on olemassa sellainen kg € N, ettd x;, € B(x,r) aina
kun k > ko. Néin ollen kukin x; € U, , kun k > kq. Jokaista k € {1,..., ko}
kohti valitaan i, € Z siten, ettd x; € U;,. Nyt A C U,’:O:O Ui, , joten saatiin

ddrellinen osapeite.

Esimerkki 1.2.20. Avaruuden R aliavaruus B = {1 | k € Z} ei ole kom-
pakti. Koska kaikilla k& € Z, pétee

1<1<2
2k kK

2) muodostavat avoimen peitteen joukolle B. Tél-

1
2k k
14 peitteelld ei kuitenkaan ole direllistd osapeitettd. Jos nimittdin Z on

avoimet valit U, = (

ddrellinen joukko luonnollisia lukuja ja m on néistd luvuista suurin, niin
3= & Uz Us, vaikka selvisti 5 € B.

Esimerkki 1.2.21. Luonnollisten lukujen joukko varustettuna diskreetil-
1a topologialla ei ole kompakti, silld esimerkissd 1.2.17 mééritelty peite on
avoin, mutta sillé ei ole dérellistd osapeitetti. Itse asiassa silld ei ole aitoja
osapeitteitd lainkaan, silld luku 1 ei ole missaén joukossa U, ja kukin alkuluku

p kuuluu ainoastaan vastaavaan joukkoon U,,.
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Lause 1.2.22. Topologinen avaruus X on kompakti jos ja vain jos jokaisella
avaruuden X suljetuista joukoista koostuvalla kokoelmalla C', jonka joukkojen

kaikki ddrelliset leikkaukset ovat epityhjid, leikkaus (\goo S on epdtyhja.

Todistus. (|5], s. 169-170) Olkoon A kokoelma avaruuden X osajoukkoja.

Maéaritelldén kokoelman A joukkojen komplementtien joukko
C={X\A|Aec A}
Seuraavat ominaisuudet ovat voimassa:

(i) kokoelma A on kokoelma avoimia joukkoja jos ja vain jos C' on kokoelma

suljettuja joukkoja;

(ii) kokoelma A peittdd avaruuden X jos ja vain jos leikkaus (g S on

tyhja joukko;

(iii) kokoelman A &érellinen osakokoelma {A;, As, ..., A, } peittdd avaruu-
den X jos ja vain jos vastaavien komplementtien S; = X \ A; leikkaus

on tyhjé joukko.

Viite "Avaruus X on kompakti” voidaan kirjoittaa muodossa ”Jos avoimien
joukkojen muodostama kokoelma A peittdd avaruuden X, niin jokin kokoel-
man A &dérellinen osakokoelma peittdd avaruuden X.” Taméa on ekvivalentti
kontrapositionsa ”Jos mikédn avoimien joukkojen kokoelman A &irellinen
osakokoelma ei peitd avaruutta X, niin kokoelma A ei peitd avaruutta X7
kanssa. Kun sovelletaan tdhén ominaisuuksia (i)-(iii), niin viite tulee muo-
toon ”jos suljettujen joukkojen kokoelman C joukkojen jokainen &érellinen

leikkaus on epatyhjé, niin leikkaus (ge S on epétyhjd.” O
Lause 1.2.23. Jokainen kompaktin avaruuden suljettu joukko on kompakti.

Todistus. Olkoon X kompakti avaruus ja /© C X suljettu joukko. Olkoon
{G; | i € I} joukon F avoin peite avaruudessa F' (eli G; C F kaikilla
i € T ja kukin G; on avoin aliavaruudessa F). Aliavaruuden méiritelmén
mukaan on olemassa avoimet joukot H; C X, joille G; = F N H;. Joukot H;

vhdessé joukon F' komplementin F© = X \ F' kanssa muodostavat avaruuden



X avoimen peitteen. Koska X on kompakti, niin X = FCU H,, U---UH;
jollain &é&relliselld indeksijoukolla {iy,...,i,} C Z. Siispa

F=FNX=(FNF)U(FNH,)U--UFNH,)=G;U--UG,

]

Maaritelma 1.2.24. Topologinen avaruus X on Hausdorffin avaruus, jos
jokaista pisteparia p, ¢ € X, p # ¢, kohti on olemassa sellaiset avoimet
joukot G ja H, ettipe G, g€ H jaGNH = .

Selvasti R™ on Hausdorffin avaruus, samoin kuin miki tahansa avaruus,

jonka topologia on diskreetti.

Lause 1.2.25. Jokainen Hausdorffin avaruuden aliavaruus on Hausdorffin

avaruus.

Todistus. Olkoon X Hausdorffin avaruus ja p, ¢ € E C X. Olkoot G ja H
kuten Hausdorffin avaruuden méaéritelméassa. Nyt p€e GNE, g€ HNFE ja

kyseiset leikkaukset ovat avoimia avaruudessa F. O]

Lause 1.2.26. Hausdorffin avaruuksien karteesinen tulo on Hausdorffin ava-

ruus.

Todistus. Olkoot X ja Y Hausdorffin avaruuksia, z; = (x1,11) € X XY, 25 =
(2,y2) € X XY ja 21 # 2zo. Téll6in joko x; # x5 tai y; # yo. Voidaan olettaa,
ettd x1 # ro. Avaruus X on Hausdorffin avaruus, joten on olemassa sellaiset
avoimet joukot U ja V, ettd 21 € U, 25 € V ja U NV = (. Nyt karteesiset
tulot (U,Y) ja (V,Y) ovat tulotopologiassa erilliset avoimet joukot, joille
21 € (UY) ja z e (V,Y). O

Lause 1.2.26 yleistyy helposti myos useamman kuin kahden avaruuden
tulolle.

Lause 1.2.27. Jokainen Hausdorffin avaruuden kompakti aliavaruus on sul-

jettu joukko.



Todistus. (|5], s.165) Olkoon X Hausdorffin avaruus ja A C X kompakti.
Mille tahansa pisteille x € A ja b € A° on olemassa sellaiset avoimet joukot
Uz ja Vg, etti b € Uy, x € V, ja U, NV, = 0. Kokoelma {V, | z € A}
muodostaa avoimen peitteen avaruudelle A. Koska A on kompakti, A C
Ve, U UV, ddrelliselld méaaralld alkioita x; € A. Olkoon G =U,, N...N
U,, . Tami on avoin joukko ja G;, C A°. Koska b € A€ oli mielivaltainen,
saadaan eri joukkojen G, unionina koko A°. Niin ollen A¢ on avoin, joten A

on suljettu. O

Jos ylla olevassa todistuksessa X on kompakti, niin joukoksi A voidaan
valita miké tahansa suljettu joukko. Lauseen 1.2.23 nojalla A on télloin kom-
pakti ja todistusta voi jatkaa samaan tapaan. Saadaan seuraava tulos: jokais-
ta pistettd x € X ja jokaista suljettua joukkoa A, jolle z € A kohti on ole-
massa sellaiset avoimet joukot U ja V,etti z € U, AC V jaUNV = (.

Tallaista avaruutta kutsutaan sddnnollisekss.

Maaritelma 1.2.28. Topologinen avaruus on normaali, jos erillisille sulje-
tuille joukoille A ja B, on aina olemassa sellaiset avoimet joukot U ja V, etta
ACU,BCVijaUNV =0.

Lause 1.2.29. Kompakti Hausdorffin avaruus on normaali.

Todistus. (|5], s. 202) Todistus seuraa jilleen samaa juonta kuin lauseen
1.2.27 todistus. Olkoon X kompakti Hausdorffin avaruus, A ja B erilliset sul-
jetut joukot, ja x € B mielivaltainen. Avaruuden X sdinnollisyydesté seuraa,
ettd on olemassa erilliset avoimet joukot U, ja V,, joille A C U, ja = € V.
Kokoelma {V, | z € B} muodostaa avoimen peitteen joukolle B. Joukko B
on suljettuna kompakti aliavaruus ja B C V,, U---UV,  adrelliselld maaralla
alkioita x; € B. Unioni on avoin joukko, samoin leikkaus U,, N --- N U,, .

Néama ovat erilliset joukot ja viite seuraa. O]

Maaritelma 1.2.30. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja f: X — Y
kuvaus. Kuvaus f on jatkuva, jos jokaisen avoimen joukon H C Y alkukuva
Y H)={x e X | f(z) € H} on avoin.

Lause 1.2.31. Kuvaus f : X — Y on jatkuva jos ja vain jos jokaisen suljetun
joukon K CY alkukuva f~1(K) on suljettu.
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Todistus. Oletetaan ensin, ettd f on jatkuva. Suljetun joukon K komple-
mentti Y\ K on avoin, joten f~1(Y \ K) on avoin. Alkukuva f~'(K) =
X\ f7YY \ K) on siis suljettu.

Oletetaan sitten, ettéd jokaisen suljetun joukon alkukuva on suljettu. Jos
H on avoin joukko, niin Y\ H on suljettu. Siisp alkukuva f~1(Y'\ H) = X'\
f~Y(H) on suljettu ja sen komplementti f~!(H) avoin. Siis f on jatkuva. [J

Esimerkki 1.2.32. Kun X ja Y ovat reaalilukujen joukkoja, ylla oleva jat-

kuvuuden médritelmé vastaa klassisen analyysin (e, d)-mééritelmas.

Lause 1.2.33. Kompaktin avaruuden kuva jatkuvassa kuvauksessa on kom-

pakti.

Todistus. Olkoon X kompaktija f: X — Y jatkuva surjektio. Olkoon {G; |
i € 7} avaruuden Y avoin peite. Télloin {f~*(G;) | i € Z} on avaruuden X
avoin peite. Koska X on kompakti, niin X = f~1(G;,)U---U f~Y(G;,) jollain
adrelliselld indeksijoukolla {i1,...,i,} CZjaY = f(X) =G, U---UG;,. O
Maaritelma 1.2.34. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Jos kuvaus
f : X — Y on jatkuva bijektio, jonka kiinteiskuvaus f~! on myds jat-
kuva bijektio, sanotaan, ettd f on homeomorfismi. Talloin avaruudet X ja Y

ovat homeomorfiset.

Homeomorfismi on pohjimmiltaan "topologinen isomorfismi". Homeo-
morfismi sailyttad kaikki topologiset ominaisuudet, eikd homeomorfisten ava-

ruuksien vililla ole topologian nikokulmasta katsoen mitaén eroa.

Lause 1.2.35. Olkoot X kompakti avaruus ja Y Hausdorffin avaruus. Jos
f: X =Y on jatkuva bijektio, se on homeomorfismi.

Todistus. Todistus on lihteestd [6]. Riittdd niyttda, ettd kuvaus g = f~! on

jatkuva. Lauseen 1.2.31 mukaan g on jatkuva, jos jokaisen suljetun joukon
V C X alkukuva ¢~ (V) = f(V) on suljettu.

Olkoon V avaruuden X suljettu joukko. Kompaktin avaruuden suljet-
tuna joukkona V on kompakti lauseen 1.2.23 nojalla. Koska f on jatkuva,
niin lauseen 1.2.33 mukaan f(V') on kompakti. Nyt siis f(V') on Hausdorf-
fin avaruuden Y kompakti osajoukko ja néin ollen suljettu lauseen 1.2.27

nojalla. O
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1.3 Yhteniisyys ja epiayhteniisyys

Topologista avaruutta X sanotaan epdyhtendiseksi, jos se on kahden erillisen
epatyhjan avoimen joukon unioni. Toisin sanoen avaruus X on epdyhtenéi-

nen, jos on olemassa epatyhjit avoimet joukot G ja H, joille
X=GUHjaGnNH=10. (1)

Avaruus, joka ei ole epadyhteniinen, on yhtendinen.
Jos téllaiset joukot G ja H ovat olemassa, ne ovat toistensa komplementit

ja ndin ollen my6s suljetut. Niin saadaan triviaalisti seuraava ekvivalenssi.

Lause 1.3.1. Olkoon X topologinen avaruus. Seuraavat vaitteet ovat ekviva-

lentit:

(i) Avaruus X on yhtendinen eli ei ole olemassa epdtyhjii avoimia joukkoja
G ja H, jotka toteuttavat ehdon (1).

(ii) Ei ole olemassa epatyhjid suljettuja joukkoja G ja H, jotka toteuttavat
ehdon (1).

(i) Ainoat avaruuden X joukot, jotka ovat sekd avoimia ettd suljettuja,

ovat joukot X ja (.

Esimerkki 1.3.2. Yhden pisteen joukko ja tyhja joukko ovat aina yhten&isid
aliavaruuksia. Dedekindin aksiooman mukaan avaruudessa R erillisten avoi-
mien vélien vilissd on aina yhden pisteen joukko. Koska avaruuden R avoimet
joukot ovat avoimien vilien unioneja, R on yhtendinen. Avaruuden R kaikki

yvhtendiset aliavaruudet ovat edelld mainittujen lisdksi kaikki vélit.

Kompakteille Hausdorffin avaruuksille tavanomainen epéyhtendisyyden
madritelméa on varsin kompel6. Niinpa loppuosa tasta pykalasta kdytetdaankin

ekvivalentin méaritelméin johtamiseen.

Maaritelma 1.3.3. Olkoon X topologinen avaruus ja x € X jokin sen alkio.

Alkion x yhtendinen komponentti C, on suurin alkion z sisdltdvi yhtendinen
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avaruus. Alkion x kvasikomponentti (), on kaikkien alkion z siséltdvien seki

avoimien etta suljettujen joukkojen leikkaus, siis

)

SeB(X
zeS

Lemma 1.3.4. Olkoon X kompakti Hausdorffin avaruus. Tdlloin C, = Q,
kaskilla x € X.

Todistus. Todistus on ldhteesté |7]. Osoitetaan ensin, ettd C, C Q.. Olkoon
y € Q.. Télloin kvasikomponentin méiritelman nojalla on olemassa jokin
S € B(X), jolle x € § jay € S° Talloin S on sekd avoin ettd suljettu
avaruuden X aito osajoukko ja X on siis epdyhtenédinen. Komponentti C, ei
voi samanaikaisesti siséltda joukkoja A C S ja B C S¢. Talloin A ja B olisivat
sekd avoimia ettd suljettuja aliavaruudessa C,, eikd C, siis olisi yhtendinen,
vastoin méiritelmad. Koska x € C,, seuraa y & C,.

Osoitetaan sisdltyminen toiseen suuntaan. Tehd&éin vastaoletus: Q, € C,.
Talloin @), on epidyhtendinen, ja on siis olemassa avaruudessa X avoimet

joukot G’ ja H', joille pétee
G'NQ,#0, HNQ.#0, GnNHNQ, =0, QCGUH.

Joukot G’ ja H' voidaan valita erillisiksi. Aliavaruus ), on nimittiin suljettu
madritelmén nojalla ja leikkaukset G' N Q. ja H' N Q, suljettuja suljetussa
aliavaruudessa (), ja seurauksen 1.2.14 nojalla suljettuja myos koko avaruu-
dessa X. Koska X on normaali, on olemassa erilliset avoimet joukot U ja V,
joille G" C U ja H C V.

Olkoon L = (U U V)¢ Joukko L on suljettu ja lauseen 1.2.23 nojalla
kompakti. Lisaksi @, N L = (. Selvisti on olemassa direllinen kokoelma
sekd avoimia ettd suljettuja joukkoja Fi,..., F,, joille @, C Fi1N---NF,
(voidaan valita I} = X). Osoitetaan, ettd joukot F; voidaan valita siten, etté
Fin---NF,NL=0{. Tehdadn vastaoletus. T&lloin kokoelman {F € B(X) |
x € F}U{L} &érellisen osajoukon leikkaus on aina epétyhji. Lause 1.2.22
kertoo, ettd koko kokoelman leikkaus on epatyhja, mutta timéa on ristiriita,
koska Q, N L = 0.

13



Merkitadn nyt F' = Fy N ---N F,. Joukko F' on sekd avoin ettd suljettu,
ja @, C F CUUYV. Joukko U N F on avoimien joukkojen unionina avoin,
ja lisdksi

UNFCUNFC(X\V)NF=UNF,

siis U N F on myds suljettu. Samoin joukko V' N F on sekd avoin ettd suljettu.
Symmetrian nojalla voidaan olettaa x € U N Q,. Télléin kvasikomponen-

tin maaritelmén nojalla @, C U N F' ja saadaan
DA£VNQ, CVNUNF =1,
miké on ristiriita. Lopulta saatiin (), C C, ja siis @, = C,. ]

Topologista avaruutta sanotaan taysin epdyhtendiseksi, jos sen jokainen

vahintddn kahden pisteen aliavaruus on epdyhtendinen.

Lause 1.3.5. Kompakti Hausdorffin avaruus X on tdysin epayhtendinen jos
ja vain jos jokaista pisteparia p, g € X kohti on olemassa sellaiset erilliset
avoimet joukot G ja H, etti p e G, g€ H ja GUH = X.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd X on tdysin epdyhtendinen. Talloin @, =
C, = {z} kaikilla x € X. Olkoot p, ¢ € X. Koska @), = {p}, on olemassa
sekd avoin ettd suljettu joukko S, jolle p € S ja ¢ ¢ S. Joukot S ja S°
toteuttavat vaaditun ehdon.

Oletetaan sitten viitteen oikea puoli. Nyt mistéd tahansa vihintdan kahden
pisteen aliavaruudesta S voidaan valita jotkin pisteet p ja ¢q. Jos G ja H

ovat kuten oletuksessa, niin G N S ja H N S ovat avoimia aliavaruuden S

topologiassa,
(GNS)UHNS)=SN(GUH)=5SNX =85,
ja
(GNSYNHNS)=SN(GNH)=SN)=0.
Siispd X on téysin epdyhtendinen. O
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Kuva 2: Cantorin joukon konstruktio [8].

1.4 Cantorin avaruus

Seuraavaksi konstruoidaan erikoislaatuinen joukko nimelta Cantorin joukko.

Otetaan suljettu reaalilukuvili [0, 1] ja poistetaan siitd keskimméinen kol-

1 2). Jéljelle jai joukko

373
1 2
= — —-.11.
6= 03] v [31]

Poistetaan taas jiljelle jadneistd vileistd kummastakin keskimméinen kol-

mannes eli avoin vali (

mannes eli avoimet vilit (%, %) ja (%7 %). Nyt jaljelle jaa

e pao B o).

Jatketaan poistamalla aina jiljelld olevista vileistda keskimmdiset kolman-
nekset. Konstruktion ensimmaéiset kuusi iteraatiota on esitetty kuvassa 2.
Nahdéaén, ettd G, C G; kaikilla ¢ € Z, . Maéaritelladn Cantorin joukko

G = ﬁ Gy
n=1

Leikkaus ei ole tyhja joukko, silld esimerkiksi alkuperdisid paédtepisteita 0 ja
1 ei poisteta missiddn vaiheessa.

Jokainen luku x € [0, 1] voidaan kirjoittaa muotoon

n=1

)

g[8

missd kukin a, € {0,1,2}. Kertoimista a, saadaan luvun z ternddriesitys

0.aqazaz . ... Luvulla voi olla kaksikin ternaériesitysta, esimerkiksi

1
3= 0.1000...=0.0222...
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Selvisti © € G jos ja vain jos luvulla z on jokin terndiriesitys, jossa a, # 1
kaikilla n € N.

Jos vélid [0, 1] tarkastellaan avaruuden R aliavaruutena, niin kukin jou-
koista G; on suljettu ja ndin ollen Cantorin joukko G on suljettu. Tarkas-
teltaessa Cantorin joukkoa avaruuden [0,1] (tai yhtd hyvin avaruuden R)

aliavaruutena, sitd kutsutaan Cantorin avaruudeksi.
Lemma 1.4.1. Suljettu vdli [0,1] on avarvuden R kompakti alicvaruus.

Todistus. (|9], s.174). Olkoon {O; | i € Z} jokin vilin [0, 1] avoin peite.
Télloin jokainen piste « € [0, 1] siséltyy johonkin joukoista O;. Kukin joukko
O; on avoimien vélien unioni, joten jokainen piste x € [0, 1] siséltyy johonkin

avoimeen viliin U,. Maaritellddn joukko

S:{ZE[O,I]

0,2] C U U,, aarelliselld maaralla alkioita xy € [0, 1}} :
k=1

Selvisti joukko S on kompakti.
Olkoon z € S ja y € U,. Téllsin [z,y] C U, (voidaan rajoituksetta

olettaa, ettd x < y) ja edelleen siis
[0,9] = [0,2] U [z,y] € | J U, VT,
k=1

eli y € S. Siis aina kun yksikin alkio joukosta U, kuuluu joukkoon S, niin
U, C 5. Tam#han tarkoittaa sité, etta

S=J U jas =]

€S ¢S

Joukko S on siis seké avoin ettd suljettu. Koska [0, 1] on yhtenéinen, on S
joko koko avaruus [0, 1] tai tyhja joukko. Koska 0 € S, niin S = [0, 1] eli [0, 1]
on kompakti. O

Seuraus 1.4.2. Cantorin avaruus on kompakti.

Todistus. Cantorin avaruus on kompaktin avaruuden [0, 1] suljettu osajouk-
ko. L]
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Lause 1.4.3. Olkoon A joukko {0,2} wvarustettuna diskreetilld topologialla.
Mdaritellddn kuvaus f Cantorin avarvudelta G ddrettomdlle karteesiselle tu-
lolle TT,~, A ehdosta

Talloin f on homeomorfismi.

Todistus. ([9], s.218) Selvésti f on bijektio. Lauseen 1.2.26 mukaan [[ 7, A
on Hausdorffin avaruus. Koska G on kompakti, lauseen 1.2.35 nojalla riittaa
osoittaa, ettd f on jatkuva.

Olkoon U avaruuden []>°, A kantaan kuuluva avoin joukko. Voidaan ra-

joituksetta olettaa, etté
U=U; xUyxUs3x---xUyxAXAX---,

missd kukin joukoista U; on avaruuden A avoin joukko. Olkoon a =

(a1,a9,as,...) € U mielivaltainen ja

> a, 1

Wa:B (Z@,m) ﬁG
n=1

Néin méaériteltyna W, on avoin avaruudessa G ja a € f(W,). Jos nyt x =

Yoy B2 € Wy, niin x; = q; kaikilla @ = 1,..., N. Tallsin siis f(z) € U eli

f(Wa) CU. Nyt
W = U W,

acU

on avoin joukko ja f(W) =U. O

Cantorin avaruus on Hausdorffin avaruuden R aliavaruutena itsekin Haus-

dorflin avaruus.
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2 Boolen algebrat

2.1 Yleisesti

Boolen algebrat ovat algebrallisia struktuureita, joissa tavanomaisen propo-
sitiologiikan sdannot ovat voimassa. Boolen algebrat esitteli George Boole
teoksissa The Mathematical Analysis of Logic (1847) ja An Investigation of
the Laws of Thought (1854). Teorian jatkokehityksestd vastasivat muiden
muassa Jevons, Schroder, Whitehead ja Huntington. Nimitystd "Boolen al-
gebra” kiytti ensimméisend Henry M. Sheffer vuonna 1913.

Boolen algebrat ja ultrafiltterit ovat tarkeita tydkaluja logiikassa. Proposi-
tiologiikan kaavat voidaan esittda Boolen algebrassa niin, ettd kaavojen véli-
set suhteet sdilyvit. Boolen algebra ei kuitenkaan pysty suoraan ilmaisemaan
kvanttoreita sisdltavid kaavoja, eiké siis ensimmaéisen kertaluvun logiikkaa.

1930-luvulla Akira Nakashima ja Claude Shannon kuvailivat, kuinka kak-
sialkioista Boolen algebraa voi kiyttdd kytkentédpiirien toiminnan mallinta-
miseen. Niin Boolen algebra tarjosi matemaattiset tydkalut digitaalisten sys-
teemien suunnitteluun ja analysointiin, mahdollistaen lopulta jopa tietoko-

neiden synnyn ja kehityksen.

2.2 Maaritelma ja esimerkkeja

Propositiologiikka pohjautuu propositiomuuttugiin p,q,r, ..., jotka voivat ol-
la tosia tai epatosia. Propositiomuuttujia voi liittda yhteen konnektiiveilla,
joista vakiintuneimmat ovat =, V, A, = ja < (luetaan "ei”, "tai”, ja”, "jos. . .,
niin” ja "jos ja vain jos”). Ndin muodostuu propositioita eli kaavoja. Muodos-
tuneen proposition totuusarvo maaraytyy propositiomuuttujien totuusarvois-
ta. Esimerkiksi propositio pV (¢ A—r) on tosi, kun joko p on tosi, tai ¢ on tosi
ja r ei ole tosi. Propositio pV —p on aina tosi ja propositio p A —p aina epéto-
si. Merkitddn néitd propositioita vastaavasti 1 ja 0. Propositio on tautologia,
jos se on tosi riippumatta propositiomuuttujien arvoista. Tautologioita ovat
esimerkiksi propositiot 1 ja —=p = (p = q).

Propositiot P ja () ovat loogisesti ekvivalentit, merkitddn P = @, jos P on

tosi tarkalleen silloin kun @) on tosi, eli jos P < @ on tautologia. Huomataan,
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ettd P on tautologia tarkalleen silloin kun P = 1.

Y1I4 ldhdettiin siitd, ettd konnektiiveilla on ennalta maardtyt merkityk-
set, joiden avulla voidaan padtelld, mitkd propositiot ovat keskendin loogi-
sesti ekvivalentteja. Seuraavaksi edetddn vastakkaiseen suuntaan ottamalla
loogiset ekvivalenssit aksioomiksi, joista konnektiivien merkitys seuraa. Kos-
ka konnektiivien —, V ja A avulla voidaan ilmaista kaikki muut, rajoitutaan
néihin.

Seuraavassa médritelméssi kiytdmme operaatioille samaa merkintdi kuin
propositiologiikan konnektiiveille. Téstd huolimatta operaatiot eivit tieten-

kddn ole samoja kuin propositiologiikassa.

Maéaritelma 2.2.1. Olkoon B joukko, — joukon B unaarinen operaatio, V
ja A joukon B bindirioperaatioita ja 0, 1 € B. Kuusikko (B,—,V,A,0,1)
on vahva Boolen algebra, jos kaikki propositiologiikan loogiset ekvivalenssit
voidaan korvata yhtdsuuruuksilla joukossa B, kun propositiomuuttujat kor-
vataan joukon B alkioilla ja propositiologiikan konnektiivit vastaavilla ope-

raatioilla.

Joukon B alkioita voi ajatella totuusarvoina. Tosi ja epitosi, eli 1 ja 0,
ovat joukossa B, mutta lisiksi saattaa olla muitakin totuusarvoja. Niiden voi
ajatella olevan epévarmoja tilanteita, joissa propositiomuuttujan totuusarvoa
ei tiedeté.

Y14 oleva méaéritelma on liiankin voimakas, silld jokaisen loogisen ekvi-
valenssin tarkistaminen on vaikeaa. Kaytdnnollisempéda on ottaa pienempi

méaara aksioomia, joista muut seuraavat.

Maaritelma 2.2.2. Olkoon B joukko, — joukon B unaarinen operaatio, V
ja A joukon B bindarioperaatioita ja 0, 1 € B. Kuusikko (B,—,V,A,0,1) on

Boolen algebra, jos seuraavat aksioomat ovat voimassa kaikille a, b, ¢ € B:

1A. aV 0 =aq; 1B. a A1 =a;
2A. aVb=0bVa; 2B. aNb=0bAa;
3A. aV -a=1; 3B. a A —a = 0;
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4A. aVvV (bAc)=(aVD)A(aVc); 4B. aN(bVc)=(aNb)V(aAec);
5A. aV (bVe)=(aVb) Vg 5B. an(bAc)=(aAb)Ac.

Aksioomat 2A ja 2B sanovat, ettd operaatiot V ja A ovat kommutatiivisia.
Aksioomat 4A ja 4B ovat distributiivilait ja aksioomat 5A ja 5B assosiatii-
vilait. Assosiatiivisuus mahdollistaa sen, ettéd sulkeet voidaan jattad pois, jos
sama operaatio toistuu monta kertaa perdkkidin. Mychemmin nidhdain, et-
td tdma madritelmd on ekvivalentti madritelman 2.2.1 kanssa eli jokaiselle

loogiselle ekvivalenssille voidaan johtaa vastaava yhtdlo néistd aksioomista.

Huomautus 1. Itse asiassa aksioomat 5A ja 5B ovat ylimaariisid. Ne saadaan

johdettua muista aksioomista, mutta tdmé on varsin ty6lastd [10].

Huomautus 2. Jos kaikilla a, b, ¢ € B pitee
1.av(bVve)=(aVb) Ve,
2. aVb=>bVa,ja
3. 2(=aVb)V-(-aV-b) =a,

niin B on Boolen algebra [11]. Téssd médritelméissi vaadittiin vain yksi unaa-
rinen ja yksi bindarinen operaatio. Maaritelmén 2.2.2 aksiomatisointi on kui-

tenkin havainnollisempi, joten rajoitutaan siihen.

Kéaydaidn lapi muutama esimerkki Boolen algebroista.

Esimerkki 2.2.3. Joukko {0,1} on Boolen algebra, missd — on looginen
negaatio, V on looginen disjunktio ja A looginen konjunktio. TAméa algebra
vastaa tavanomaista propositiologiikkaa, missd kaikki véitteet ovat joko to-
sia tai epétosia. Boolen algebrasta {0, 1} kdytetddn merkintdd 2, koska kon-
struoitaessa luonnollisia lukuja joukko-opin aksioomista ldhtien luku 2 vastaa

(yleensd) juuri joukkoa {0, 1}.

Esimerkki 2.2.4. Olkoon X joukko. Sen potenssijoukko P(X) on Boolen
algebra, jossa V = U, A =N ja 1A = A° = X \ A. Voidaan ajatella, ettd X
on joukko mahdollisia tilanteita ja kukin osajoukko A C X koostuu niistd

tilanteista, joissa jokin tietty vdittidmé& on tosi.
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Esimerkki 2.2.5. Erikoistapauksena edellisestd esimerkistd saadaan, kun
X = 0, yhden alkion algebra {(}. Téssé algebrassa 1 = 0 = (). Algebra {0}
vastaa logiikkaa, jossa ei ole mahdollisia tilanteita, eiké siis mitdin, miké

voisi olla totta tai epdtotta.

Esimerkki 2.2.6. Olkoon X joukko propositiomuuttujia ja F(X) niista
muodostuvien propositioiden joukko modulo looginen ekvivalenssi (eli pro-
positiot P ja @ samaistetaan, kun P = @Q). Joukko F(X) on Boolen algebra

tavanomaisin logiikan operaatioin.

MaAaritelma 2.2.7. Jos B on Boolen algebra ja C' sen osajoukko, joka on
suljettu operaatioiden —, V ja A suhteen, sanotaan ettd C' on algebran B
alialgebra. Erityisesti jos B = P(X), niin sanotaan, ettd C' on joukkojen

algebra.

Huomataan, ettd aksioomien 3A ja 3B nojalla alkiot 1 ja 0 sisdltyvét

kaikkiin alialgebroihin.

Esimerkki 2.2.8. Olkoon X topologinen avaruus. Sekd avoimien ettd sul-
jettujen joukkojen kokoelma B(X) on algebran P(X) alialgebra, silla avoi-
mien ja suljettujen joukkojen &arelliset unionit ja leikkaukset ovat avoimia

ja suljettuja, samoin komplementit.

Esimerkki 2.2.9. Olkoon X = {0} U {1 | k € Z,} topologisen avaruuden
R aliavaruus. Kokoelma B(X) koostuu joukon {1 | k € Z, } dérellisisti osa-

joukoista ja niiden komplementeista joukossa X.

2.3 Kaavoja

Jokaisella yhtdlollda Boolen algebrassa on duaaliyhtils, joka saadaan vaihta-
malla operaatiot V ja A keskendidn ja alkiot 0 ja 1 keskendédn. Esimerkiksi
yhtédlon a V (b A —¢) = 1 duaaliyhtdl on a A (b V —¢) = 0. Duaaliyhtélon
duaaliyhtdlo on aina alkuperdinen yhtdlo. Yhtalo ja sen duaaliyhtalé ovat
keskendin duaaliset. Nahdédin, ettd kukin méaadritelméssi 2.2.2 esiintyva A-
aksiooma on duaalinen vastaavan B-aksiooman kanssa. Aksioomien duaali-

suudesta seuraa, ettd jos B on Boolen algebra, on olemassa vastakkainen
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algebra B, jossa Vpgor = Ap, Agor = Vg, Ogor = 1p ja 1gor = 0p. Lisdk-
si tdma tarkoittaa, ettd Boolen algebraa koskevan yhtalon duaaliyhtdlo on
voimassa tarkalleen silloin kun alkuperéinen yhtilé on voimassa.
Seuraavaksi todistetaan joitakin Boolen algebroissa yleisesti voimassaole-
via yhtdsuuruuksia. Todistukset ovat 1dhteestd [10]. Assosiatiivisuutta hyo-
dyntévit todistukset ovat kuitenkin kirjoittajan omat. Téssé pykéldssa B on

aina Boolen algebra.

Lause 2.3.1. Alkiot 0, 1 € B ovat yksikdsitteiset, toisin sanoen
(i) jos kaikilla a € B pitee aV o = a, niin o = 0;
(ii) jos kaikilla a € B pétee a Ni = a, niin i = 1.

Todistus. Aksioomista 1A ja 2A saadaan o = oV 0 = 0V o = 0. Kohta (ii)
on kohdan (i) duaaliyht#lo; todistus saadaan seuraamalla edellistd todistusta

vastakkaisessa algebrassa eli aksioomista 1B ja2B: i =iAl1=1A1=1. [

Lause 2.3.2. Alkioille 0, 1 € B on voimassa

(ii) -1 =0.

Todistus. Aksioomista 1A, 2A ja 3A saadaan -0 = -0V 0 =0V -0 = 1.
Kohta (ii) on kohdan (i) duaaliyht&lo. O

Lause 2.3.3. Boolen algebran alkiot ovat molempien binddarioperaatioiden

suhteen tdempotentteja, toisin sanoen kaikilla a € B pdtee
(i) aVa=a;
(i) aNa=a.
Todistus. Kohta (i):
aVaZ (a\/a)/\l?é(a\/a)/\(a\/—'a)@a\/(a/\—'a):ga\/()léa.
Kohta (ii): duaaliyhtalo. O
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Jatkossa ei endd vilttamatta merkitd ndkyviin jokaista kiytettya aksioo-
maa. Lisdksi kommutatiivisuus on siind madrin selked ja tuttu ominaisuus,
ettd pelkkdd kommutatiivisuutta hyodyntévat vilivaiheet voidaan hypéta yli.
Duaaliyhtaloité ei endd todistuksissa erikseen mainita ja duaalisista yhtalois-

td todistetaan aina ensimmdinen.
Lause 2.3.4. Kaikilla a € B pitee
(i) av1l=1;
(i) a N0 =0.

Todistus. Aksioomista 3A ja 5A saadaan aV1=aV (aV-a) = (aVa)V —a,

joka lauseen 2.3.3 mukaan on aV —a = 1. [
Seuraavaa ominaisuutta kutsutaan absorptioksi.
Lause 2.3.5. Kaikilla a,b € B pitee
(i) aV(aAD)=a;
(ii) aA(aVb)=a.

Todistus. Ensinndkin a V (a Ab) = (a A1)V (a Ab). Kéytetdédn distributiivi-
suutta ja lausetta 2.3.4, jolloin saadaan edelleen (a A1)V (aAb) = aA(1VD) =
aNl=a. O

Lause 2.3.6. Jokaista alkiota a € B wvastaava alkio —a on yksikdasitteinen.

Toisin sanoen, jos jollain a' € B pitee aVa' =1 jaaNa =0, niin a’ = —a.
Todistus. Ensinnékin
d=dANl=dA(aV-a)=(dNa)V(dA-a).

Oletuksen nojalla ' A a = 0 = a A —a, joten sijoitetaan tdmé lausekkeeseen.

Saadaan

(aN=a)V(dAN-a)==aA(aVd)=-aAl=a.
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Lause 2.3.7. Kaikilla a € B pdatee ——a = a.

Todistus. Aksioomista saadaan —a V a = 1 ja —a A a = 0. Viite seuraa

edellisesté lauseesta. [
Lopuksi todistetaan De Morganin lait.
Lemma 2.3.8. Kaikilla a,b € B on voimassa
(i) (aVb)V (maN-b)=1;
(i) (a AD) A (maV —b) =0.

Todistus. Kéaytetddn distributiivisuutta, jolloin saadaan (aVb)V (maA—b) =
((aVb)V—-a)A((aVb)V-b). Téssd voidaan assosiatiivisuuden nojalla jattaa
sisemmét sulkeet pois. Koska a V —a = 1 ja vastaavasti bV —b = 1, lauseke
sievenee muotoon (b V 1) A (a V 1), joka edelleen lauseen 2.3.4 mukaan on
1v1=1. [

Lemma 2.3.9. Kaikilla a,b € B on voimassa
(i) (aVb)A(=aA-b)=0;
(ii) (aAb)V (maV —b) =1.

Todistus. Kaytetddn taas distributiivisuutta: (a V b) A (ma A =b) = ((—a A
—b) Aa)V ((maA—b) AD). Viite seuraa assosiatiivisuudesta ja lauseesta 2.3.4

aivan samoin kuin edellisen lemman todistuksessa. O

Lemma 2.3.8 ja lemma 2.3.9 yhdessé lauseen 2.3.6 kanssa antavat seuraa-

van lauseen.

Lause 2.3.10 (De Morganin lait). Kaikilla a,b € B on voimassa
(i) =(aVb)=(—aA-b);
(ii) =(a AD) = (—aV —b).

Yhtilot voidaan tietysti kirjoittaa myos muodossa (a V b) = —=(—a A —b)
ja (a Ab) = —=(—a V —b).
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2.4 Boolen rengas

Boolen algebroilla on my0s rengasrakenne. Seuraavaksi osoitetaan, etté jokai-
nen Boolen algebra on ns. Boolen rengas, kun rengasoperaatiot méaritelldin
sopivasti. Sama pitee toiseenkin suuntaan, siis jokainen Boolen rengas on

Boolen algebra.

Maaritelmd 2.4.1. Boolen rengas on kolmikko (R, +,-), missi R on jouk-
ko, + ja - ovat joukon R binddrioperaatioita ja seuraavat aksioomat ovat

volmassa:

BR1. (R,+) on Abelin ryhma,

BR2. a(bc) = (ab)c Va, b, c € R;

BR3. on olemassa alkio 1 € R, jolle1-a=a-1=a Va e R;
BR4. a(b+c¢) = ab+ ac, (a+b)c = ac+ be Va,b, c € R;
BR5. a®* =a Va € R.

Tassd neljd ensimmaistd aksioomaa ovat itse asiassa rengasaksioomat,
joten voidaan sanoa, ettd Boolen rengas on rengas, jonka jokainen alkio on

idempotentti.
Lemma 2.4.2. Boolen renkaassa a + a = 0 kaikilla a € R.

Todistus. Koska 1 +1 = (1 + 1)(1 + 1) aksiooman BR5 nojalla ja timé on
edelleen (1+1)-1+(14+1)-1=1+1+1+1,saadaan 1+1=0elil=—1.

Siispd a =1-a = —1-a = —a ja viite on selvi. n

Lemma 2.4.2 tarkoittaa siis, ettd Boolen renkaan karakteristika on 2 (pait-

si tapauksessa R = {0}, jolloin karakteristika on 1).
Lause 2.4.3. Boolen rengas on kommutatiivinen.
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Todistus. Tarkastellaan lauseketta x+y. Todistus etenee kuten lemman 2.4.2

todistus:

r+y=(z+ylr+y)
=@ +y)r+(r+y)y
:x2+y:c+my+y2
=x+yr+zy+y,

joten yxr 4+ xy = 0. Nyt lemmasta 2.4.2 saadaan yr = —zy = xy, eli Boolen

renkaan kertolasku kommutoi. O

Lause 2.4.4. Olkoon R Boolen rengas. Mddritellidin a Vb = a + b+ ab,
aANb=abjo—-a=1+a. Tilléin R on Boolen algebra.

Todistus. Aksioomat 1A ja 1B on nopeasti tarkistettu, samoin kommuta-
tiivisuus, koska R on kommutatiivinen rengas. Aksiooma 3A saadaan, kun

kirjoitetaan
aV-a=aV(l4+a)=a+(1+a)+a(l+a)=a+1+a+a+a=1,
missd viimeinen vaihe seuraa lemmasta 2.4.2. Aksiooma 3B on vield suora-
viivaisempi:
aN-a=a(l+a)=a+a=0.

Kirjoitetaan (a V b) A (aV ¢) = (a + b+ ab)(a+ ¢+ ac). Kerrotaan auki
muistaen alkioiden idempotenttisuus ja kommutatiivisuus. Saadaan a + ac+
ac+ab+bc+abc+ab+abc+abe. Lemman 2.4.2 avulla tdmé sievenee muotoon
a+bc+abc=aVbc=aV (bA c). Néin saatiin aksiooma 4A. Aksiooma 4B

on taas suoraviivaisempi:
aN(bVe)=alb+c+bc)=ab+ ac+ abc=abV ac= (a Ab)V (aAc).
Aksiooma 5A saadaan kirjoittamalla auki

aV(bVve)=aV (b+c+ bc)
=a+b+c+bc+alb+c+ be)
=a+b+c+bc+ ab+ ac+ abe.
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Tamé voidaan jarjestdd uudelleen muotoon
a+b+ab+c+(a+b+ab)c=(aVb) Ve
Aksiooma 5B puolestaan on sama kuin BR2. O

Ennen lauseen todistusta toiseen suuntaan, katsotaan millaisia ominai-
suuksia on operaatiolla a +b = (a A —=b) V (ma A b) eli poissulkevalla disjunk-
tiolla. Kaytetdan merkintdd +, koska algebrassa {0, 1} poissulkeva disjunktio
vastaa yhteenlaskua modulo 2.

Heti on selvid, ettd a +b =0+ a.

Lemma 2.4.5. Olkoon B Boolen algebra. Kaikilla a, b € B pdtee
a+b=(-aV-b)A(aVDb).

Todistus. Kayttamalla distributiivisuutta kahdesti saadaan

(aN=b)V (maAb) = ((aN=b)V-a)A((aA—b)Vb)

= ((aV=a)A(maV=b))A((aVb)A(bV b)),

miké sievenee viitteen muotoon, kun kiytetdin aksioomia 3A ja 1B. [

Lemma 2.4.6. Olkoon B Boolen algebra. Kaikilla a, b € B pdtee

—(a+b)=(-aVb)A(aV-b)=(aAb)V (-aA D).

Todistus. Kaytetdadn De Morganin lakeja useita kertoja peridkkiin; ensim-
maéinen yhtdsuuruus seuraa poissulkevan disjunktion maaritelméasta, jalkim-

maéinen lemmasta 2.4.5. O

Lemma 2.4.7. Kun B on Boolen algebra, a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢ kaikilla
a, b, ce B.

Todistus. Kirjoitetaan auki
a+(b+c)=(aN=(b+c))V(man(b+c))
=(aN((bAc)V(mbA=)))V (maA((bA-c)V(=bAc)))
=(aANbAC)V(aAN=bAN=C)V (maAbA—c)V (maA—bAec).

(2)
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Toisaalta (a+b)+c = c+(a+b), ja kun tehdddn sopivat sijoitukset ylldolevaan,

saadaan
c+(a+b)=(cNanb)V(cA-aA=b)V(mcAaA=b)V (=cA-aAb),

miké on uudelleenjirjestelyé vaille sama kuin (2). O

Lemma 2.4.8. Jos B on Boolen algebra, niin (B, +) on Abelin ryhm.

Todistus. Ensinnédkin operaatio + on kommutatiivinen. Assosiatiivisuus niah-

tiin lemmassa 2.4.7. Identiteettialkio on 0, silla
a+0=(aAN-0)V(man0)=(aN1)VO=(aN]l)=a.
Lopuksi jokaisella alkiolla a € B on kidnteisalkio, nimittiin a itse:

at+a=(aN—-a)V(-aNa)=0V0=0.

Nyt voidaan todistaa lause 2.4.4 toiseen suuntaan.

Lause 2.4.9. Olkoon B Boolen algebra. Midritelldin ab=a ANb ja a +b =
(@ A\ =b)V (ma AD). Tdlldin B on Boolen rengas.

Todistus. Aksiooma BR1 on lemma 2.4.8. Aksiooma BR2 on Boolen algebran
aksiooma 5B. Aksiooma BR3 on selvi, koska 1 Aa = aA1 = a. Lauseen 2.3.3
nojalla a A a = a eli BR5 on voimassa.

Siispa jaljelld on endéd aksiooma BRA4, josta kommutatiivisuuden nojalla
riittdd osoittaa, ettd a(b+ ¢) = ab + ac kaikilla a, b, ¢ € B. Kirjoitetaan

alb+c)=aAN((bA-c)V (=bAc))
=(aNbAN=c)V(aN—bAc)

bA(OV (aA=c))V(0V(aA-b))Ac)
bA ((aN=a)V(aA=c))V(((aA—a)V(aA=b))A
bAaAV(aA=c)V((-aV—-b)AaAc)
(@anb)AN=(aNc))V(=(aANb)A(aNc)

(
(
(
(

= ab + ac.

Kaikki Boolen renkaan aksioomat toteutuvat, joten B on Boolen rengas. [

28



2.5 Homomorfismit

Tahan asti kaikki operaatiot on suoritettu Boolen algebran sisilld. Seuraa-

vaksi katsotaan, miten Boolen algebrat suhtautuvat toisiinsa.

Maaritelmi 2.5.1. Olkoot B ja C' Boolen algebroita. Kuvaus f : B — C

on homomorfismi, jos seuraavat ehdot toteutuvat kaikilla a, b € B:
L flaVb) = fla)V f)
2. flanb) = fla) A F)
3. f(-a) = ~f(a).

Homomorfismi siilyttdd Boolen algebran rakenteen. Maaritelmén ehdois-
ta seuraa f(0) = f(aA—a) = f(a)A f(—a) = f(a) A= f(a) = 0 ja vastaavasti
F1) =1.

Esimerkki 2.5.2. Olkoon f homomorfismi ja + edellisessa pykildssa esitelty

poissulkeva disjunktio. Téll6in

fla+b) = f((aA=b)V(-aAb))
flaA=b)V f(maND)

= (f(a) A=f(0)) vV (=f(a) A f(D))
fla) + f(b).

Yleisemmin: jos * on mikid tahansa Boolen algebran bin&irioperaatio, niin

flaxb) = f(a)* f(b).

Bijektiivistd homomorfismia sanotaan isomorfismiksi. Jos on olemassa
isomorfismi f : B — (C, niin sanotaan, ettd B ja C' ovat isomorfiset ja
merkitdin B ~ C.

Esimerkki 2.5.3. Olkoon B jokin Boolen algebra, jossa 0 = 1. Talloin
kaikilla alkioilla @ € B pétee a = a A1l =a A0 =0, joten B = {0}. Olkoon
C esimerkin 2.2.5 algebra {(}. Kuvaus f: B — C, f(0) = () on isomorfismi,
joten B ~ (.
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Esimerkki 2.5.4. Naytetdin, ettd Boolen algebra B on isomorfinen vastak-
kaisen algebransa B° kanssa. Olkoon f : B — B, f(a) = —a kaikilla a € B.
Lauseen 2.3.10 nojalla kaikilla a, b € B

flavd)==(aVb)=-aA-b= f(a)Vge f(b)

ja samoin f(a A b) = f(a) Aper f(b). Lisiksi f(—-a) = =—a = —f(a). Niin
ollen f on homomorfismi.

Jos —a = —b, niin —=—a = ——=b, mikd on sama kuin a = b, joten f on injek-
tio. Koska jokaista alkiota a € B vastaa alkio —a, joka on myos algebrassa
B, ja f(—a) = a, kuvaus f on surjektio. Koska f on injektio ja surjektio, niin
f on bijektio.

Lause 2.5.5. Olkoot B ja C' Boolen algebroita. Karteesinen tulo B x C' on
Boolen algebra, kun operaatiot suoritetaan komponenteittain. Yleisemmin:
jos kukin B, on Boolen algebra, niin karteesinen tulo [ B, on Boolen al-

gebra.

Todistus. Yksinkertaisuuden vuoksi todistetaan, ettd kahden Boolen al-
gebran tulo on Boolen algebra. Tamé tapahtuu kiymalld aksioomat lapi.

Aksiooma 1A on voimassa:
(b,c) vV (0,0) =(bV0,cV0)=(b,c) Vbe B,ceC.

Samoin saadaan 1B, 3A ja 3B.

Kommutatiivisuus on helppo todeta; se seuraa suoraan operaatioiden
kommutatiivisuudesta algebroissa B ja C'. Samoin assosiatiivisuus palautuu
algebroiden B ja C' assosiatiivisuuteen.

Olkoot b; € B, ¢; € C', i =1,2,3. Aksiooma 4A saadaan seuraavasti:

(bl, C1) V ((bg, CQ) A (bg, Cg)) bl, Cl) V (b2 A bg, Cy A Cg)

b1 V (bg A\ bg), C1 V (CQ A 63))

= b1 V bQ,Cl vV Cz) VAN (bl V bg,Cl V Cg)
(b17 cl) V (b27 CQ)) A ((bla Cl) V (b37 03))'

(
(
((by Vb)) A (b1 V b3), (c1 Vo) A(er Ves))
(
(
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Aksiooma 4B todistetaan vastaavasti. O

Esimerkki 2.5.6. Olkoon X miki tahansa joukko ja 2% karteesinen tulo,
jossa on yksi kopio algebrasta 2 jokaista joukon X alkiota kohti. Edellisen
lauseen mukaan 2% on Boolen algebra. Midritelldin kuvaus f: P(X) — 2%
siten, ettd alkiota a € X vastaava komponentti on 1 tai 0 sen mukaan,
kuuluuko alkio a kuvattavaan osajoukkoon vai ei.

Olkoot A, B € P(X). Jos a € AU B, niin a € A tai a € B, vastaavasti
josa € AN B, niin a € A jaa € B. Siispid f(AUB) = f(A)V f(B) ja
f(ANB) = f(A) A f(B). Jos a € A, niin tietysti a ¢ A, eli f(A°) ==f(A).
Néiin ollen f on homomorfismi. Eri osajoukoilla on eri kuvat, siis f on injektio.
Jokainen alkio y € 2% on jonkin alkion kuva, siis f on surjektio. Koska f on

injektio ja surjektio, niin f on bijektio. Siis f on isomorfismi ja P(X) ~ 2%,

2.6 Jarjestys ja ihanteet

Téstéa pykélista alkaen esitys perustuu ldhteeseen [12], mikéli muuta ei mai-
nita.

Joukkojen algebrat ovat aina osittain jarjestettyja joukkoja sisdltymisre-
laation C suhteen. Osoittautuu, ettd kaikki muutkin Boolen algebrat ovat

osittain jirjestettyjd vastaavan relaation suhteen.

Maaritelmi 2.6.1. Olkoon B Boolen algebra ja a, b € B. Merkitidin a < b,

josaNb=a.

Taméi on ekvivalentti sen kanssa, ettd a V b = b. Nimittdin jos a A b = a,
niin absorptiosta saadaan a Vb = (a A b) V b = b. Kédnteinen viite seuraa
vastaavasti. Erityisesti on huomattava, etta relaatio < kidntyy vastakkaisessa
algebrassa.

Toinen huomionarvoinen seikka on se, etté aina aAb < a, silla (aAb)Va =

a.
Lause 2.6.2. Relaatio < on osittainen jdarjestys.

Todistus. Ensinnékin a A a = a, joten a < a. Jos a < b ja b < a, niin
a =aAb="b Lopuksi, josa < bjab < ¢ niinaAc=(aANb) Ac =
aN(bANc)=aNb=aelia<ec. O
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Itse asiassa pelkastdian relaation < avulla voidaan ilmaista koko Boolen

algebran rakenne.

Maaritelmi 2.6.3. Olkoon P osittain jarjestetty joukko. Alkio 0 € P on
pohja, jos 0 < p kaikilla p € P. Alkio 1 € P on huippu, jos p < 1 kaikilla
peP.

Alkio r € P on alkioiden p € P ja ¢ € P yhdiste (tai supremum), jos
p <rjaq<r, jalisiksi r < s aina kun p < s ja ¢ < s. Alkio r € P on
alkioiden p ja q kohtaus (tai infimum), jos r < p jar < g, ja lisdksi s < r
aina kun s < pja s <gq.

Jos 0 on joukon P pohja ja 1 on joukon P huippu, niin alkion p € P
komplementti on sellainen alkio ¢ € P, ettd alkioiden p ja ¢ yhdiste on 1 ja
kohtaus 0.

Osittain jarjestettyd joukkoa, jossa on pohja ja huippu ja jossa jokaisella

alkioparilla on yhdiste ja kohtaus, sanotaan hilaksi.

Lause 2.6.4. Olkoon B Boolen algebra. Tdlloin
1. 0 on joukon B pohja ja 1 on joukon B huippu;
2. aV b on alkioiden a ja b yhdiste ja a A'b on niiden kohtaus;
3. —a on alkion a komplementts.

Todistus. Ensinndkin kaikilla a € B on voimassa 0 A a = 0, joten 0 < a.
Vastaavasti a A 1 = a, joten a < 1 kaikilla a € B. Yhtéloistd a A (a V b) = a
jabA (aVb) =bnidhdiin, ettdi a < aVbjab<aVb. Josjollain ¢ € B pitee
a<cjab<ge¢nincA(aVb)=(cNa)V(cANb) =aVb. Siispd a Ab < c.
Kohtausta koskeva viite saadaan vastakkaisesta algebrasta. Viimeinen véite
on lause 2.3.6. [

Homomorfismi séilyttda jarjestyksen: jos f on homomorfismi ja a < b,

niin f(a) = f(a Ab) = f(a) A f(b), joten f(a) < f(b).

Mairitelma 2.6.5. Homomorfismin f : B — C' ydin on joukko
Ker(f) = f7'({0}) = {a € B| f(a) = 0}.
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Jos a € Ker(f) ja b < a, niin b € Ker(f), silld f(b) < f(a) = 0. Toiseksi
jos a, b € Ker(f), niin f(aVvb) = f(a)V f(b) =0V0 =0, siis a Vb € Ker(f).
Néméa kaksi ominaisuutta méadrdavit sen, millaisia joukkoja ytimet voivat

olla.

Maaritelmi 2.6.6. Olkoon B Boolen algebra. Osajoukko I C B on thanne,

jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
I1. 0el,
[2. josaeljab<a,ninbe I,
[3. josa,be I, niinaVbel.
Jos liséksi 1 ¢ I, niin sanotaan ettd I on aito ihanne.

Renkaassa ithanteet méiritellasn eri tavalla. Palautetaan mieleen ithanne-

kriteeri renkaan ihanteille.

Lause 2.6.7 (Ihannekriteeri). Olkoon R rengas ja I sen osajoukko. Silloin

I on renkaan R ihanne, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

IK1. T#0,

IK2. a—bel Va,bel,

IK3. rael jaar €1 Vre Rael.
Osoittautuu, ettd madritelmét ovat ekvivalentit.

Lause 2.6.8. Boolen algebran B osajoukko I on ihanne, jos ja vain jos se

on Boolen renkaan B ihanne rengasteoreettisessa mielessd.

Todistus. Todistus on kirjoittajan oma. Osoitetaan ensin, ettd jokainen Boo-
len algebran B ihanne I on renkaan ihanne. Ensinnikin 0 € I, joten I # ().
Olkoot a, b € I. Lemman 2.4.2 mukaan —b = b, joten a — b = a+ b =
(@ A =b)V (ma AD). Koska a A—b e I ja—-aAbe I, nin myds a+b € I.
Lopuksi aina kun r € B ja a € I, niin ra = ar = a Ar < a, joten myos K3

on voimassa.
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Toiseen suuntaan: Olkoon I Boolen renkaan B ihanne. Thanne on epéatyh-
ja, joten on olemassa jokin a € [. Tall6in myos 0 = a —a € I. Jos a € I ja
b < a, niin b = a A b = ab ja tami kuuluu ihanteeseen [ kohdan IK3 nojalla.
Lopuksi, kun a, b€ I, niin a+ b€ ljaaAbe I, joten (a+b)+ (aAb) €T

ja auki laskemalla

(a4+b)+ (aAb)=((a+b) A=(aAb)V (=(a+b)A(aAD))
= ((ma VvV =b) A (aVb)A(—aV —b))
V (((aAb)V (ma A=b)) A (aAD))
= ((ma V =b) A (aV b))V (aAb)
= (=(aAND)A(aVD)V(aAD)
= (=(aNb)V (aND))A((aVbd)V(aAb))
=1A(aV(bV(aND))
=aVh.

SiisaVvbel. ]

Olkoon B Boolen algebra ja I sen ihanne. Sivuluokat a+1 ={a+i|a €

B,i € I} muodostavat tekijialgebran B/I, kun méiritellain
e (a+I)V(b+1I)=(aVb)+1 Va,be B
o (a+I)AN(Db+I)=(anb)+1 Va,be B
o “(a+I)=—-a+1 Vae€ B.

Tekijaalgebra B/I voitaisiin todeta Boolen algebraksi tarkistamalla, etta
operaatiot ovat hyvinméariteltyji. TAmé on suoraviivainen, mutta tyolas las-
kutoimitus. Saadaan kuitenkin vaihtoehtoinen todistus, koska B on Boolen
rengas ja B/I on siis tekijarengas. Koska renkaan B jokainen alkio on idem-
potentti, niin myds renkaassa B/I jokainen alkio on idempotentti. Siispd B/I
on Boolen rengas ja néin ollen Boolen algebra.

Logiikan ndkdkulmasta voidaan ajatella, ettd muodostettaessa tekijaal-
gebra saadaan lisdé tietoa. Algebrassa B on monia alkioita, joiden totuusar-
voa el tiedetd, mutta algebrassa B/I tiedetéin, ettd kaikki ihanteen I alkiot

ovat epdtosia.
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Lause 2.6.9. Boolen algebran B osajoukko I on jonkin homomorfismin ydin

jos ja vain jos se on thanne.

Todistus. On jo nihty, ettd ydin on ihanne. Thanne I taas on luonnollisen
homomorfismin f: B — B/I, f(a) = a+ I ydin. O

Lause 2.6.10. Homomorfismi on injektio jos ja vain jos sen ydin on {0}.

Todistus. Injektio voi kuvata nollaksi korkeintaan yhden alkion, ja 0 kuvau-
tuu aina nollaksi. Siis injektiivisen homomorfismin ydin on {0}.

Olkoon f homomorfismi, jonka ydin on {0}. Jos f(a) = f(b), niin 0 =
f(a) + f(b) = f(a+0), joten a + b € Ker(f). Taytyy siis olla a + b = 0 eli
a = b, jolloin f on injektio. O]

Jos f: B — C on homomorfismi ja I = Ker(f), niin on olemassa homo-
morfismi f : B/I — C, f(a+1) = f(a). Kuvauksen f ydin on {0}; siis f on
injektio. Erityisesti jos f on surjektio, niin myds f on surjektio, jolloin f on

itse asiassa isomorfismi.

Esimerkki 2.6.11. Olkoon B Boolen algebra. Pienin alkion a € B sisil-
tavd ihanne on (a) = {b € B | b < a}. Téllaista yhden alkion generoimaa

ihannetta sanotaan padthanteekss.

Esimerkki 2.6.12. Olkoon [ ihanne, jonka generoi darellinen méiré alkioita

ai, s, ...,a,. Talloin I on padihanne, silld [ = (a; Vay V---V a,).

Esimerkki 2.6.13. Olkoot X ja Y joukkoja ja f: X — Y kuvaus. Tallgin
on olemassa homomorfismi f~! : P(Y) — P(X), joka kuvaa kunkin jou-
kon Y osajoukon sen alkukuvaksi kuvauksessa f. Homomorfismin f~! ydin
koostuu kaikista niistd joukoista A C Y, jotka eivét ole minkdan joukon X al-
kion kuvia. Siispd kuvajoukon f(X) komplementti Y\ f(X) generoi ihanteen

Ker(f). Kuvaus f~! on surjektio jos ja vain jos f on injektio.

Esimerkki 2.6.14. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja f : X — Y jat-
kuva kuvaus. Seké avoimen ettéd suljetun joukon alkukuva on seké avoin etta

suljettu, joten on olemassa homomorfismi f~! : B(Y) — B(X). Edellisessi
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esimerkissi ytimen generoi joukko Y\ f(X), mutta timé ei valttaméatta kuu-
lu joukkoon B(Y). Ydin on Ker(f™') = {A € B(Y) | AN f(X) # 0}, miki

el valttamatti ole paddihanne.

Esimerkki 2.6.15. Olkoon X joukko. Kaikki joukon X &arelliset osajoukot
muodostavat ihanteen fin, joka on aito tarkalleen silloin kun X on &areton.
Tekijaalgebrassa P(X)/fin samaistetaan ne osajoukot, jotka eroavat toisis-

taan ddrellisen monen alkion verran.
Lopuksi katsotaan, millaisia ovat vastakkaisen algebran ihanteet.

Maaritelmi 2.6.16. Olkoon B Boolen algebra. Osajoukko F' C B on filtters,

jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
Fl.1eF,
F2. josae€ Fjaa<b ninbe F,
F3. josa,be F,niinaANbeF.
Jos lisdksi 0 € F, niin sanotaan ettd I’ on aito filtteri.

Joukko on filtteri jos ja vain jos se on f~'({1}) jollekin homomorfismille
f. Joukko F on filtteri jos ja vain jos {—a | a € F'} on ihanne. Koska filtteri on
ihanne vastakkaisessa algebrassa, filttereitd koskevat viitteet riittda todistaa

ihanteille ja pédinvastoin.
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3 Stonen esityslause

3.1 Ultrafiltterit

Kuvitellaan, ettd on olemassa "todellisuus”, jossa jokainen viite on joko tosi
tai epétosi, siis 1 tai 0. Boolen algebra B voidaan ajatella kokoelmaksi epé-
taydellisté tietoa; jokainen alkio tosiaan on joko 1 tai 0, mutta totuusarvoa
ei tiedetd. Kukin mahdollinen todellisuus on siis algebra B varustettuna li-
sdtiedolla, joka kertoo kunkin alkion totuusarvon. Tédma4 lisdtieto antaa siis
homomorfismin f: B — 2.

Nyt algebran B alkiot voidaan jakaa kahteen joukkoon: ihanteeseen
F71({0}), joka sisiltdd kaikki epdtodet viitteet, ja filtteriin f~1({1}), joka
sisaltad kaikki todet vaitteet. Homomorfismin f : B — 2 ydin on niin sa-
nottu maksimaalinen ihanne, ja vastaavaa filtterid sanotaan ultrafiltteriksi.
Toisin sanoen ihanne (filtteri) on maksimaalinen (ultrafiltteri) jos ja vain jos

se sisdltdd tarkalleen yhden alkioista a ja —a kaikilla a € B.

Lause 3.1.1. Aito ihanne (filtteri) on maksimaalinen ihanne (ultrafiltteri)

Jos ja vain jos se ei sisdlly mihinkdadn muuhun aitoon ihanteeseen (filtteriin).

Todistus. Riittdd todistaa ihanteita koskeva véite. Olkoon [ maksimaalinen
ihanne ja I C J. Tall6in on olemassa jokin sellainen alkio b € J, ettd b & 1.
Maksimaalisuuden nojalla —b € I, jolloin siis =b € J. Jos J on ihanne, niin
bV —b=1 € J, jolloin J ei ole aito.

Olkoon sitten I jokin ei-maksimaalinen ihanne. Tall6in on olemassa sel-
lainen alkio a, ettd a, —a ¢ I. Olkoon J = {b | b < a Vi jollakin i € I}.
Selvisti J on ihanne, I C J ja a € J. Oletetaan, ettd J ei ole aito. Talléin
1 < aVijollain ¢ € I. Toisaalta 1 on huippu, joten a V¢ < 1. Néin ollen
aVi=1.Talloin ma = maA(aVi) = -aAi < ieli na € I, miki on ristiriita,

joten J on aito. O

Maksimaaliset ihanteet ja ultrafiltterit ovat aina olemassa. Taméan osoit-

tamiseksi palautetaan mieleen Zornin lemma.

Lause 3.1.2 (Zornin lemma). Olkoon A epityhji osittain jarjestetty jouk-
ko. Jos joukon A jokaisella tiydellisesti jarjestetylld osajoukolla (eli ketjulla)
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on yldraja joukossa A, niin joukossa A on ainakin yksi maksimaalinen alkio.

Lause 3.1.3 (Boolen algebroiden alkuihannelause). Jokainen aito

ihanne (filtteri) sisdltyy maksimaaliseen ihanteeseen (ultrafiltteriin).

Todistus. Todistus on oleellisesti sama kuin renkaille. Olkoon [ aito ihanne ja
olkoon P ={J |I C J,J on aito ihanne}. Koska I € P, niin P on epétyhja.
Kokoelma P on osittain jérjestetty siséltymisrelaation suhteen. Olkoon {.J, |
v € Z} jokin epétyhjd ketju kokoelmassa P. Télld ketjulla on yliraja U =
U, ez J5- Niytetédn, ettd U € P.

Thanne [ siséltyy jokaiseen ihanteeseen .J, ja néin ollen niiden unioniin U.
Télloin myos 0 € U. Olkoon a € U. Talloin a € J, jollain a € Z. Jos b < a,
niin b € J,. Siispd b € U. Olkoon sitten a,b € U. On olemassa sellaiset «,
BeI, etthiac Jyjabe Jsg. Nyt avbe J,UJz CU. Alkio 1 ei kuulu
mihinkd4n ihanteista J,, eikd siis niiden unioniin U, joten U on aito.

Nyt Zornin lemman oletus on voimassa ja viite seuraa. O]

Seuraus 3.1.4. Boolen algebrassa B # {0} on ainakin yksi maksimaalinen
ihanne (ultrafiltteri).

Todistus. Algebralla B on aito ihanne {0}. Viite seuraa edellisesté lauseesta.
O

Vaikka alkuihannelauseen todistukseen tdssid kéytettiinkin Zornin lem-
maa, ei alkuihannelause itse asiassa vaadi valinta-aksiooman koko vahvuut-
ta [13].

Maédéritelm 3.1.5. Olkoon B Boolen algebra. Algebran B ultrafilttereiden

kokoelmaa S(B) sanotaan algebran B Stonen avaruudeks.

Jos ajatellaan, ettd Boolen algebra on kokoelma epétiydellisté tietoa, niin
vastaava Stonen avaruus sisiltdd kaikki annetun tiedon perusteella mahdol-
liset todellisuudet.

Lause 3.1.6. Olkoon B Boolen algebra. Madritelliin kuvaus f : B —
P(S(B)) siten, etti f(a) = {U € S(B) | a € U} (siis f(a) koostuu niis-

ta maailmoista, joissa a on tosi). Tdlloin f on injektiivinen homomorfismi.
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Todistus. Jos B = {0}, niin S(B) =0, f(0) = () ja f on isomorfismi. Voidaan
siis olettaa, ettd algebrassa B on viéhintdan kaksi alkiota ja ettd ultrafiltterit
ja maksimaaliset ihanteet ovat olemassa.

Naytetddn ensin, ettd f on homomorfismi. Ensinndkin taytyy olla voi-
massa f(aVb) = f(a)U f(b). Jos a € U, niin a < a Vb, joten aVbeU,ja
vastaavasti jos b € U. Nain ollen f(a)U f(b) C f(a Vv b). Taytyy vield osoit-
taa, ettd f(aVb) C f(a)U f(b). Olkoon U ultrafiltteri ja a V b € U. Tallgin
pitéisi siis olla a € U tai b € U. Tehd&dén vastaoletus: a, b ¢ U. Talléin —a,
—b € U, joten —=(a V b) = —ma A —b € U, miki on ristiriita.

Vastaavasti saadaan f(a A b) = f(a) N f(b). Selvistikin f(—a) = S(B) \
f(a). Siispd f on homomorfismi.

Injektiivisyyden osoittamiseksi riittdéd lauseen 2.6.10 nojalla osoittaa, etta
ydin on {0}. Jos f(a) = 0, niin @ ei kuulu mihinkdén ultrafiltteriin, eik&
—a kuulu mihinkddn maksimaaliseen ihanteeseen. Jos —a # 1, niin (—a) on
aito ihanne, joka siis sisdltyy maksimaaliseen ihanteeseen. Siispd —a = 1 eli
a=0. 0

Seuraus 3.1.7 (Stonen esityslause). Jokainen Boolen algebra on isomor-

finen jonkin joukkojen algebran kanssa.

Todistus. Edellisen lauseen funktiosta f saadaan isomorfismi rajoittamalla
maalijoukko joukoksi f(B). O

Seuraus 3.1.8. Kun propositiot P ja () ovat loogisesti ekvivalentit, yhtdlo
P = Q on tosi mielivaltaisessa Boolen algebrassa, kun propositiomuuttujiksi
sijoitetaan Boolen algebran alkioita ja konnektiwvit tulkitaan kyseisen algebran

operaatioikss.

Todistus. Jokainen Boolen algebra on isomorfinen jonkin joukon X potens-
sijoukon P(X) alialgebran kanssa. Riittd4 siis osoittaa, etti loogisia ekviva-
lensseja vastaavat yhtélot ovat tosia algebrassa P(X). Jokainen alkio z € X
médrdd homomorfismin f, : P(X) — 2, missd f,(A) = 1, jos z € A, ja
fz(A) = 0 muulloin. Jos P = @, ja A ja B ovat niitd propositioita jollakin
sijoituksella vastaavat joukot, niin f,(A) = f.(B) kaikilla x € X. Télloin
joukoilla A ja B on samat alkiot eli A = B sijoituksesta riippumatta. O]
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Seuraus 3.1.9. Jokainen looginen ekvivalenssi on algebrallisesti johdettavis-

sa Boolen algebran aksioomista.

Nyt on siis ndytetty, ettd jokainen Boolen algebra on vahva Boolen algebra
ja Boolen algebran aksioomat riittavit ilmaisemaan operaatioiden loogiset

merkitykset.

Esimerkki 3.1.10. Olkoon B C P(X) joukkojen algebra. Seurauksen
3.1.8 todistuksen mukaan jokainen alkio z € X mé&irdd homomorfismin
fe © P(X) — 2. Samalla saadaan ultrafiltteri {a« € B | = € a}. Jos
B = P(X), niin tdma on pddultrafiltteri, siis yhden alkion generoima ult-
rafiltteri {b € B | {z} C b} (vrt. padihanne, esim. 2.6.11).

Jos X on &dreton, on olemassa muitakin ultrafilttereitd kuin padultra-
filttereitd. Olkoon F' filtteri, joka koostuu kaikista niistd ddrettémén jou-
kon X osajoukoista, joiden komplementti on darellinen. Boolen algebroiden
alkuihannelauseen mukaan filtteri F' siséltyy johonkin ultrafiltteriin. Tama
ultrafiltteri ei voi siséltdd yhden alkion joukkoja eiké siis voi olla pidultra-
filtteri. Kyseistd ultrafiltteria ei voi eksplisiittisesti konstruoida, silld Boolen

algebroiden alkuihannelausetta ei voi todistaa pelkdstadn ZF-aksioomista.

Esimerkki 3.1.11. Olkoon X epétyhji joukko propositiomuuttujia ja F'(X)
niistd muodostuvien propositioiden joukko modulo looginen ekvivalenssi. Mi-
kd tahansa funktio f : X — 2 voidaan laajentaa homomorfismiksi F'(X) — 2
korvaamalla kukin p € X sen kuvalla f(p) ja evaluoimalla lauseke. N&in saatu
homomorfismi on hyvin méaritelty, koska jos propositiot ovat loogisesti ekvi-
valentit, niin niilli on aina sama totuusarvo, joten ne kuvautuvat samaksi
alkioksi algebrassa 2. Kaymaélla 14pi kaikki mahdolliset funktiot f saadaan
kaikki algebran F'(X) ultrafiltterit. Jokaista téillaista funktiota, ja néin ollen

myos jokaista ultrafiltterii, vastaa yksikéisitteinen alkio joukosta 2.

Stonen avaruus S(B) on luonnostaan topologinen avaruus. Avaruus
S(B) C P(B) ja esimerkin 2.5.6 mukaan P(B) ~ 2B. Annetaan algebral-
le 2 diskreetti topologia, jolloin 27 saa tulotopologian ja S(B) avaruuden 27

aliavaruuden topologian.
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Ekvivalentisti voidaan avaruuden S(B) avoimiksi joukoiksi ottaa kokoel-

mat
Co={U€S(B)|acU}.

Asrellinen leikkaus Coy, NCyy N---NCh, = Coinagn--na,, ja nain ollen kaik-
ki avoimet joukot saadaan kokoelmien C, unioneina, siis {C, | a € B}
on avaruuden kanta. Joukot C, ovat paitsi avoimia, my6s suljettuja, silla
S(B)\ C, = C_,, mikd on avoin joukko. Joukkojen C, mielivaltaisen unionin
komplementti on vastaavien joukkojen C_, leikkaus. Siispd kaikki suljetut

joukot saadaan joukkojen C, leikkauksina.

Lause 3.1.12. Olkoon B Boolen algebra. Tdlldin S(B) on kompakti tiysin

epayhtendinen Hausdorffin avaruus.

Todistus. Jos U,V € S(B) ovat erisuuret, niin voidaan valita a € U \ V,
jolloin U € C, ja V € C.,. Joukot C, ja C_, ovat erilliset avoimet joukot,
joten S(B) on Hausdorffin avaruus. Joukkojen C, ja C-, unioni on koko
avaruus S(B), joten S(B) on téysin epdyhtendinen.

Olkoon {D, | a € I} kokoelma suljettuja joukkoja D, € S(B), joiden
kaikki darelliset leikkaukset ovat epétyhjid. Kompaktisuuden osoittamiseksi
riittdd osoittaa, ettd leikkaus (1), ,.; Do on epétyhja. Kaikki suljetut joukot
saatiin joukkojen C, leikkauksina. Jokaista indeksid o € 7 vastaa siis jokin
a, € B siten, ettd D, = C,, . Olkoot o; € Z kaikilla 7 = 1,...,n. Talldin
ddrellinen leikkaus Cy, N---NCy, # 0 eli lauseen 3.1.6 isomorfismin nojalla

Aoy N+ ANag, # 0. Olkoot F' alkioiden a, generoima filtteri. Toisin sanoen F'

sisaltidd ne alkiot b € B, joille pidtee b > a; A- - - Ay, joillain aq, . . ., a,,. Koska
0 € F, niin F voidaan laajentaa ultrafiltteriksi U. Nyt U € C,_ kaikilla a,
eli leikkaus (1,7 Ca, on epityhja. O

Lause 3.1.13. Olkoon X epdtyhji joukko propositiomuuttujia. Avaruudet
S(F(X)) ja 2% ovat homeomorfiset.

Todistus. Todistus on kirjoittajan oma. Esimerkissa 3.1.11 saatiin bijektio ( :
S(F(X)) — 2%. Olkoon V avoin joukko avaruuden 2% kannasta. Jirjestysti
vaille

V={1} x {1} x--- x {1} x {0} x {0} x --- x {0} x2x 2% ---

m kpl n kpl
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Joillain propositiomuuttujilla p; € X, 2 =1,...,m 4+ n joukon V alkukuva

B_I(V) = {U S S(F<X)) |p17p27“'7pm S U7pm+17pm+27"‘7pm+n g U}
—CpNCyn---NCy NCopyNCop s, NCpy yNe--NC

Pm-4+1 Pm+1 Pm+-2 Pm+n

= Cpl/\p2/\"'/\p'm/\_‘pm+1/\_‘pm+2/\"'/\_‘pm+n’

miké on avoin joukko. Siis £ on jatkuva.

Jos X on #irellinen joukko, niin avaruus 2% on diskreetti ja ndin ol-
len Hausdorffin avaruus. Jos taas X on #fireton, niin 2% on homeomorfinen
Cantorin avaruuden kanssa ja taas Hausdorffin avaruus. Siispd  on jatkuva
bijektio kompaktilta avaruudelta Hausdorffin avaruudelle eli lauseen 1.2.35

nojalla homeomorfismi. O

3.2 Stonen duaalisuus

Seuraavaksi ndhddan, kuinka Boolen algebra on itse asiassa ekvivalentti Sto-

nen avaruutensa kanssa.

Lause 3.2.1. Olkoon B Boolen algebra. TdllGin kuvaus f : B — B(S(B)),

f(a) = Cy on isomorfismi.

Todistus. Lauseen 3.1.6 mukaan f on injektiivinen homomorfismi. Riittd4 siis
ndyttad, ettd f on surjektio. Olkoon C' € B(S(B)) mielivaltainen. Koska C
on avoin, C' = |J C,, joillain kannan joukoilla C,,. Avaruus S(B) on kompakti,
joten C' on kompakti lauseen 1.2.23 nojalla. Siis C' = C,, U- - -UC,,, ddrellisen
monella joukolla C,,. Talloin C' = Cy,v..va,, = fla1 V-V ay). O

Lause 3.2.2. Olkoon S kompakti tdysin epdyhtendinen Hausdorffin avaruus.
Tallgin S ja S(B(S)) ovat homeomorfiset.

Todistus. Jokaista pistettd p € S vastaa yhden pisteen joukko {p}, jo-
ka puolestaan generoi ultrafiltterin potenssijoukossa P(.S). Jos ultrafiltte-
rin joukoista otetaan ainoastaan ne, jotka ovat sekd avoimia ettd suljettu-
ja, saadaan ultrafiltteri joukossa B(S). Niin saadaan luonnollinen kuvaus
g : S — S(B(S)). Avaruuden S(B(S)) avoimet joukot ovat joukkojen C,

unioneja, missi u € B(S). Koska u on avoin ja ¢g~'(C,) = wu, niin g on
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jatkuva. Koska S on kompakti ja S(B(S)) on Hausdorffin avaruus, niin ho-
meomorfisuuden osoittamiseen riittda lauseen 1.2.35 nojalla osoittaa, ettéd g
on bijektio.

Koska S on kompakti ja g jatkuva, lauseen 1.2.33 mukaan ¢(S) on kom-
pakti. T&llin ¢(S) on suljettu lauseen 1.2.27 nojalla. Jos voidaan nayttaa,
ettd ¢g(S) on tihed, sen tdytyy silloin olla koko avaruus S(B(S)), jolloin ¢
on siis surjektio. Olkoon C, jokin avaruuden S(B(S)) kannan joukko. T#l-
16in v C S on epityhja ja u € B(S). Jos x € u, niin joukon {z} generoima
ultrafiltteri avaruudessa B(S) siséltda myos joukon u. Siispd g(x) € C,,, mis-
ta seuraa, ettd joukon g(S) leikkaus kaikkien epdtyhjien avoimien joukkojen
kanssa on epétyhjé, toisin sanoen ¢(.S) on tihed ja g on siis surjektio.

Olkoot z ja y avaruuden S kaksi eri pistettd. Koska S on epédyhtendinen,
voidaan valita u € B(S) siten, ettd = € w ja y € u. Nyt g(x) € C, ja
g(y) € Cy; siispi g(z) # g(y) ja g on siis injektio. ]

Y14 esitetyn homeomorfismin perusteella voidaan téstd eteenpédin kom-
pakteja taysin epayhtendisid Hausdorffin avaruuksia kutsua Stonen avaruuk-

siksi.

Seuraus 3.2.3. Jokainen Boolen algebra on (homeomorfiaa vaille) yksikasit-
teisen Stonen avaruuden avoimien ja suljettujen joukkojen muodostama al-
gebra. Jokainen Stonen avaruus on (isomorfiaa vaille) yksikasitteisen Boolen

algebran Stonen avaruus.

Todistus. Jos B = B(S) jollekin Stonen avaruudelle S, niin S ja S(B(S)) =
S(B) ovat homeomorfiset. Jos S = S(B) jollekin Boolen algebralle B, niin
B~ B(S(B)) = B(9). O

Seuraus 3.2.4. Annetaan diskreetti topologia algebralle 2. Olkoon X epdityh-
ja joukko propositiomuuttujia ja F(X) niistd muodostuvien kaavojen joukko.
Téilloin F(X) ~ B(2X). Erityisesti jos X on numeroituvasti adreton, niin
F(X) ~ B(G), missd G on Cantorin avaruus.

Todistus. Ensinnikin F'(X) ~ B(S(F(X))). Lauseen 3.1.13 nojalla S(F (X))

ja 2% ovat homeomorfiset. O
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Esimerkissa 2.6.14 ndhtiin, ettd topologisten avaruuksien vilinen jatkuva
kuvaus f : S — T antaa homomorfismin f* = f~' : B(T) — B(S). Myos
toiseen suuntaan Boolen algebroiden vilinen homomorfismi ¢ : B — (' antaa
homomorfismin ¢* : S(C) — S(B). Olkoon ¢ : C' — 2 homomorfismi ja U
sitd vastaava ultrafiltteri. Yhdistetty kuvaus ¢op : B — 2 antaa ultrafiltterin
U* € S(B). Kuvaus ¢* mairdytyy nyt seuraavasti:

' (U)=U"={zeB|{Wop)(x) =1} ={z e B|y(x)cU}=p ' (U).
Kaikilla a € B on voimassa
U e () H(Ca) & ¢"(U) € C,
sace(U)=¢ (V)
< pla) €U
s U e C¢(a).

Siispa (¢*) " H(Ca) = Cy(a), ja ¢ on jatkuva.

B—*% ¢ s—1 57
B(S(B)) —“— B(S(C)) S(B(S)) —— S(B(T))

Olkoon ¢ : B — C miki tahansa homomorfismi ja olkoot ng : B —
B(S(B) ja nc : C — B(S(C)) lauseen 3.2.1 mukaiset isomorfismit. Ku-
vaukset ¢ ja ¢** vastaavat toisiaan ylla olevan kuvan esittdmalld tavalla, siis

Ne o ¢ = ™ onp. Jos nimittidin a € B on mielivaltainen, niin

ne(e(a)) = Coa) = ()1 (Ca) = ¢**(n5(a)).

Samanlainen vastaavuus saadaan jatkuville kuvauksille ja homeomorfis-
meille. Olkoon f : S — T on jatkuva ja olkoot g5 : S — S(B(Y)) ja
gr : T — S(B(T)) lauseen 3.2.2 mukaiset homeomorfismit. Havaitaan, etta
kaikilla a € S péatee

f{teB(T)| fla) €t}) ={f'(t) € B(S) |t € B(T), f(a) € t}
={se B(9) | ac€ s},
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josta nyt seuraa

[ (gs(a)) = (f)""({s € B(S) [ a € s})
={te B(T)| fla) €t}
= gr(f(a)).

3.3 Lisidhavaintoja

Olkoon B Boolen algebra ja D suljettu joukko Stonen avaruudessa S(B).
Tallsin D = [,z Ca jollain indeksijoukolla 7 C B, siis D = {U € S(B) |
Z CU}. Olkoon F' = {be B| D C Cp}. Tama on filtteri ja D on tarkalleen
filtterid F' laajentavien ultrafiltterien joukko.

Toiseen suuntaan: Jos T C B on filtteri, niin D = (., C, = {U €
S(B) | T C U} on suljettu joukko. Oletetaan, ettd D C Cj, jollain b € B.
Till6in taytyy olla b € Z; muutoin olisi olemassa joukon Z U {—b} generoima
filtteri, joka laajenee ultrafiltteriksi V', jolle b ¢ V, mutta Z C V. Tall6in
V & Cy, mutta V' € D, vastoin oletusta D C Cj,. Siispd Z on tarkalleen joukko
{b € B| D C (Cy}. Algebran B filttereiden ja avaruuden S(B) suljettujen
joukkojen vililla on siis luonnollinen bijektio.

Miké tahansa aliavaruus D C S(B) on automaattisesti tdysin epéyhte-
nidinen Hausdorffin avaruus. Jos D on suljettu, se on kompakti ja nédin ollen
Stonen avaruus. Olkoon F ={be B| D C Cy} jal ={-be B|be F}.
Muodostettaessa tekijaalgebra B/I, jaljelle jaavét tarkalleen ne mahdolliset
todellisuudet, joissa kukin —b € I on epéitosi, siis kukin b € F' on tosi. Naitéi
todellisuuksia vastaavat kaikki ne ultrafiltterit U € S(B), joille F' C U, siis
D. Siispa Stonen avaruuden suljetut aliavaruudet vastaavat Boolen algebran
tekijaalgebroita: D ~ B/I.

Seuraavat kaksi lausetta ovat lahteesté [14].

Lause 3.3.1. Olkoon B Boolen algebra. Tdilloin kaikkien algebran B pddult-
rafilttereiden leikkaus on {1}.

Todistus. Alkio 1 sisdltyy kaikkiin ultrafilttereihin, joten se siséltyy varmasti
myo6s padultrafilttereiden leikkaukseen. Algebralle B pitee B C P(X) jollain
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joukolla X. Joukko F, = {A € B | x € A} on padultrafiltteri kaikilla z € X.
Jos A € (,ex Fe, niin z € A kaikilla z € X eli A = X. Nyt tiedetdidn, ettd
kaikkien padultrafilttereiden leikkaus on {1}. O

Lause 3.3.2. Olkoot A ja B Boolen algebroita ja f : A — B jag: A — B
homomorfismeja. Jos kaikilla homomorfismeilla h : B — 2 pdtee ho f = hog,

nin f=g.

Todistus. Jos kaikilla h : B — 2 pitee h(f(z)) = h(g(z)) kaikilla x € B,
niin erityisesti A(f(z)) = 1 tarkalleen silloin kun h(g(z)) = 1. Edelleen siis
kaikille ultrafilttereille U € S(B) pétee f(z) € U jos ja vain jos g(x) € U.
Koska tdmé pétee myos padultrafilttereille ja edellisen lauseen nojalla niiden
leikkaus on {1}, niin f(z) = 1 silloin ja vain silloin kun g(z) = 1. Siisp4
f(z) = g(x) kaikilla x € A. O

3.4 Kategoriateoriaa

Kirjoitetaan lopuksi saadut tulokset kategoriateorian kielelld. Nyt kiisitelté-
vt "joukot” eivit valttaméattd ole joukkoja ZFC-joukko-opissa. Kaytetain
néistd "joukoista” nimitysta luokka.

Kategoria C koostuu seuraavista osista:
e Ob(C): Luokka objekteja.

e C(A, B): Jokaista paria A, B € Ob(C) kohti on luokka morfismeja. Jos
f € C(A, B), niin voidaan merkitd f: A — B.

Olkoot A, B,C € Ob(C). Kaikille morfismeille f : A — B ja g: B — C voi-
daan muodostaa yhdistetty morfismi gf : A — C. Jokaista A € Ob(C) kohti
on olemassa identiteettimorfismi 14 : A — A. Nami toteuttavat seuraavat

aksioomat:
1. f(gh) = (fg)h kaikilla f, g, h joilla lauseke on madritelty;
2. 1gf = f = fl4 kaikilla A, B € Ob(C) ja f: A — B.
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Intuitiivisesti ajateltuna kategoria koostuu tiettyd tyyppia olevien mate-
maattisten struktuurien luokasta ja ndiden struktuurien véilisistd rakenteen

sdilyttavista kuvauksista. Taulukossa 1 on esimerkkejé juuri téllaisista kate-

gorioista.
Taulukko 1: Esimerkkeji kategorioista.
Kategorian nimi | Objektit Morfismit
Set kaikki joukot kaikki kuvaukset
Grp kaikki ryhmat kaikki ryhmahomomorfismit
Bool kaikki Boolen algebrat kaikki homomorfismit
Top kaikki topologiset avaruudet | kaikki jatkuvat kuvaukset
Stone kaikki Stonen avaruudet kaikki jatkuvat kuvaukset

Jos morfismeille f : A — B jag: B — A pitee fg = 1 ja gf = 14,
niin sanotaan, ettd f ja g ovat toistensa kddnteismorfismit. Morfismi, jolla
on kidnteismorfismi, on isomorfismi.

Siind missd Boolen algebralla B on vastakkainen algebra B, kategorialla
C on aina vastakkainen kategoria C°?, missd Ob(C°) = Ob(C), mutta kaikki
morfismit vaihtavat suuntaa; siis C?(A, B) = C(B, A) kaikilla objekteilla
A, B € Ob(C).

Mééritelmd 3.4.1. Olkoot C ja D kategorioita. Kovariantti funktori (tai
lyhyemmin pelkki funktori) on kuvaus F': C — D, joka koostuu kuvauksesta
Fy : Ob(C) — Ob(D) ja kuvauksista Fi4 g : C(A, B) — D(F(A), F(B)), jotka
sdilyttavit identiteetin ja yhdistetyt morfismit: F/(14) = 1pa ja F(fg) =
F(f)F(g). Kontravariantti funktori F': C — D on kovariantti funktori C —

DeP, siis morfismit kddntava funktori.

Huomataan, ettd kontravariantti funktori kidntad yhdistetyn morfismin
suunnan: F(fg) = F(g)F(f).

Esimerkki 3.4.2. Olkoon kategoria C mika tahansa taulukon 1 kategoriois-
ta. Talloin on olemassa hajamielinen funktori F : C — Set, joka kuvaa

struktuurin joukoksi.
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Esimerkki 3.4.3. Kaikki kategoriat muodostavat kategorian Cat, missa

morfismeina toimivat funktorit.

Esimerkki 3.4.4. Operaatio B, joka kuvaa mielivaltaisen Stonen avaruuden
S seké avoimien ettd suljettujen joukkojen kokoelmaksi B(S) on kontrava-
riantti funktori B : Stone — Bool. Stonen avaruuksien vélisestd jatkuvasta
kuvauksesta f : S — T saadaan kuvaus B(f) = f* : B(T) — B(S), joka
sdilyttda identiteetit ja yhdistetyt morfismit.

Esimerkki 3.4.5. Operaatio S, joka kuvaa mielivaltaisen Boolen algebran
B Stonen avaruudeksi S(B) on kontravariantti funktori Bool — Stone. Ho-
momorfismista ¢ : B — (' saadaan kuvaus S(¢) = ¢* : S(C) — S(B), joka
sdilyttaa identiteetit ja yhdistetyt morfismit.

Maaritelmi 3.4.6. Olkoot F' : C — D ja G : C — D funktoreita. Luon-
nollinen kuvaus n : F — G liittdéd jokaiseen objektiin X € Ob(C) morfis-
min nx : F(X) — G(X) siten, ettd milld tahansa A, B € Ob(C) kaikille
morfismeille f : A — B on voimassa npF(f) = G(f)na. Jos kukin nx on

isomorfismi, niin 1 on luonnollinen isomorfisma.

na lnB
G
c4) 2 q(m)
Luonnollisesti isomorfiset funktorit voidaan hyvin samaistaa. Itse asiassa

funktorit muodostavat kategorian, jossa morfismeina ovat luonnolliset ku-

vaukset ja isomorfismeina luonnolliset isomorfismit.

Maaritelm3 3.4.7. Kategorioiden C ja D vilinen ekvivalenssi koostuu kah-
desta funktorista F' : C — D ja G : D — C, ja kahdesta luonnollisesta
isomorfismista € : 1p — FG jan : GF — 1¢. Kategorioiden C ja D vilinen

duaalisuus on ekvivalenssi kategorioiden C ja D vililla.
Nyt Stonen esityslause voidaan ilmaista kategoriateoreettisesti.

Lause 3.4.8. Kategoriat Bool ja Stone ovat duaaliset.
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Vastaavia duaalisuuksia saadaan Stonen esityslauseen yleistyksend mo-
nien muidenkin osittain jarjestettyjen joukkojen ja topologisten avaruuksien
vilille. Naita yleistyksiad kutsutaan Stonen duaalisuuksiksi. Stonen duaalisuu-
det toimivat perustana pisteettomdlle topologialle, topologian haaralle, jossa
topologisia avaruuksia késitelliin viittaamatta lainkaan avaruuksien pistei-

siin.
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