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Suprajohteet ovat olleet vuosikymmenié intensiivisen tutkimuksen kohteena niité
hyédyntavien sovelluskohteiden laajasta madrasté johtuen. Erityisen mielenkiinnon
kohteena ovat mychemmin 16ydetyt korkean lampdtilan keraamiset suprajoheet, joi-
den poikkeuksellisen korkea transitiolampotila helpottaa suprajohteita hyodyntéavien
sovellusten kaupallistamista. Useista tunnetuista korkean lampdtilan suprajohteista
tassd tutkielmassa késiteltdvid YBasCuzOg,, (YBCO) on osoittautunut kiytdnnon
sovellusten kannalta lupaavimmaksi vaihtoehdoksi. Useat mahdolliset sovelluskoh-
teet hyodyntavit korkeissa ulkoisissa magneettikentissa toimivia tyypin II suprajoh-
teiden ohutkalvorakenteita, joiden léapi ulkoinen magneettikenttd péadsee tunkeutu-
maan pylvasmaéisten vorteksien muodossa. Ohutkalvoon johdettava virta saa vortek-
sit lilkkumaan johtaen tehoh&vitihin. Vorteksien haitallista liikettd voidaan rajoit-
taa dooppaamalla suprajohtavaa materiaalia ei-suprajohtavilla lukkiutumiskeskuk-
silla ja tédten parantaa suprajohtavan materiaalin ldpéaisevdd suurinta mahdollista
virtaa.

Tassd tutkielmassa perehdyttiin suprajohteiden fenomenologiseen Ginzburg-
Landau-teoriaan, jonka ennustamia tuloksia kdytettiin vorteksien lukkiutumisen dy-
namiikan mallintamiseen kolumnaarisissa lukkiutumiskeskuksissa. Aikaisemmin suo-
ritetut kokeelliset kriittisen virrantiheyden kulmariippuvuusmittaukset 2%, 4% ja
6%-konsentraatioilla BaHfO3; (BHO), BaZrO3 (BZO) ja BaSnOj3 (BSO)-doopatuille
YBCO-ohukalvoille mahdollistivat kokeellisten tulosten vertaamisen idealisoidun si-
mulaation tuottamaan dataan. Halkaisijoiltaan 4 nm ja 10 nm olevien BHO- ja
BZO-kolumnien johdosta voitiin tehda péaéatelmia erityisesti kolumnien konsentraa-
tion ja koon vaikutuksesta vorteksien lukkiutumisen dynamiikkaan. Simulaatioiden
avulla tehtiin myos paédtelmia kolumnien orientaatiosta YBCO:n c-akseliin ndhden
sekd muista YBCO:n hilassa mahdollisesti esiintyvista vortekseja lukitsevista kide-
virheista.

Asiasanat: Suprajohtavuus, Ginzburg-Landau-teoria, vorteksi, vuon lukkiutuminen,
molekyylidynamiikkasimulaatio, YBCO
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Johdanto

Suprajohteet ovat yli 100 vuoden takaisesta 10ytymisestdén lahtien olleet intensiivi-
sen tutkimuksen kohteena. Syyné tahén on poikkeuksellisen laaja méaéra niitéd hyo-
dyntavia sovelluskohteita, joihin lukeutuu mm. mittalaitteita, sahkomagneetteja se-
ka erityisesti kvanttitietokoneissa hyodynnettavida elektronisia komponentteja. Yli
30 vuotta sitten 16ydetyt korkean lampotilan suprajohteet loivat sijaa myos mahdol-
lisille kaupallisille sovelluksille. Suhteellisen helposti saavutettavasta transitioldm-
potilasta huolimatta korkean lampdtilan suprajohteiden mahdollisten sovellusten
madrad rajoittaa niiden hauras keraaminen rakenne. Useista tunnetuista korkean
lampotilan suprajohteista YBayCuzOgp, (YBCO) on osoittautunut kaupallisten so-
vellusten kannalta lupaavimmaksi, silla sitd osataan kasvattaa ohutkalvoksi taté var-
ten suunnitellun metallinauhan péaélle. Taéméa mahdollistaa YBCO:n hyédyntdmisen
useissa pitkid, kestédviéd ja taipuvia siirtolinjoja vaativissa sovelluksissa.

Useat korkean lampdotilan suprajohteiden sovellukset hyddyntéavit korkeissa ul-
koisissa magneettikentissa toimivia ohutkalvorakenteita. Ulkoinen magneettikentté
pystyy tunkeutumaan korkean lampdétilan suprajohteiden lapi pylvasméisina vortek-
seina. Suprajohteen ldpi johdettava siirtovirta saa puolestaan vorteksit liikkumaan
johtaen tehohavitihin. Vorteksien haitallista liikettd voidaan hallita dooppaamal-
la suprajohtavaa materiaalia lukkiutumiskeskuksiksi kutsuttavilla ei-suprajohtavilla
epapuhtauksilla, joihin vorteksit lukkiutuvat paikoilleen siirtovirran ollessa tarpeek-
si pieni. Hyvin tehdyn dooppauksen avulla voidaan moninkertaistaa suprajohteen
kriittinen virta, jonka tulisi olla sovellusten kannalta niin korkea kuin mahdollista.

Suprajohteen dooppaaminen erilaisilla nanopartikkeleilla on osoittautunut te-
hokkaaksi tavaksi lukita vortekseja ja kasvattaa materiaalin kriittistd virtaa. Vor-
teksien lukkiutumistehokkuuteen vaikuttavat etenkin nanopartikkelien materiaali,
koko, muoto, orientaatio sekd dooppauskonsentraatio. Dooppauksella on kuitenkin

haitallinen vaikutus muihin materiaalin suprajohtaviin ominaisuuksiin. Suuret doop-



pauskonsentraatiot voivat madaltaa materiaalin kriittista kenttaa ja lampotilaa mer-
kittavasti. Tasta syystd edella mainitut doopattavien nanopartikkelien parametrit
on optimoitava eri sovelluskohteille sopiviksi.

Tietokonesimulaatiot tarjoavat rajattomat mahdollisuudet tutkia vorteksien luk-
kiutumisen dynamiikkaa erilaisiin keinotekoisiin lukkiutumiskeskuksiin. Ne mahdol-
listavat dooppauksen nopean ja halvan optimoinnin fysikaalisiin mittauksiin verrat-
tuna sddstden yhteiskunnalta paljon resursseja. Tésta syysta simulointia suositaan
my0s ensisijaisena menetelméana uusien lukkiutumiskeskusten ja rakenteiden kartoit-
tamiseen. Simulaatiot tarjoavat liséiksi erinomaisen mahdollisuuden verrata fysikaa-
lista teoriaa kokeellisiin tuloksiin, mikd nostaa niiden merkitystd osana tieteellis-
ta tutkimusta. Kokeellisen tutkimuksen ohella simulaatiot tarjoavatkin yksityiskoh-
taista tietoa vorteksien lukkiutumismekanismeista, joka on véalttamatonta entista
parempien materiaalien kehityksen kannalta. Simulaatioissa on kuitenkin vaikeaa
huomioida kaikkia vuon lukkiutumiseen vaikuttavia tekijoité, kuten todellisuudessa
ilmenevié lukkiutumiskeskusten koon, muodon ja orientaation vaihteluja seké supra-
johtavan materiaalin hilassa ilmenevia kidevirheitd. Simulaatioiden avulla lasketut
tulokset vastaavatkin usein vain hyvin idealisoituja tilanteita, jolloin niiden hyva
vastaavuus kokeellisiin tuloksiin ei ole taattua.

Téassé tutkielmassa tarkastellaan kolumnaaristen lukkiutumiskeskusten koon ja
konsentraation vaikutusta YBCO-ohutkalvojen kriittisen virran riippuvuuteen ul-
koisen magneettikentén suunnasta. BaHfO3 (BHO) ja BaSnO3 (BSO) nanopartik-
keleilla doopatut YBCO-ohutkalvot mahdollistivat edelld mainittujen parametrien
vaikutuksen kokeellisen mittaamisen. Kokeellisesti mitattuja tuloksia verrataan tut-
kielman osana suoritettuihin molekyylidynamiikkasimulaatioihin, mika auttaa ym-
méartaméaan kriittisen virran riippuvuutta ulkoisen magneettikentin suunnasta. Té-
mén odotetaan tarjoavan apua entistd parempien suprajohdemateriaalien kehityk-

seen seké kasvattamaan niitd hyodyntavien sovelluskohteiden méaaraa.



1 Suprajohtavuus

1.1 Yleiset ominaisuudet

Suprajohteet ovat materiaaleja, joiden resistiivisyys laskee nollaan kriittisen lampo-
tilan alapuolella. T&ll6in materiaalin sanotaan olevan suprajohtavassa tilassa. Kriit-
tisen lampotilan arvo riippuu vallitsevasta ulkoisesta magneettikentésta. Vastaavasti
voidaan maaritella kriittinen magneettikentté, jonka alapuolella tietyssa lampotilas-
sa oleva materiaali muuttuu suprajohtavaksi. Suprajohteet voidaan jakaa magneet-
tisten ominaisuuksiensa perusteella tyypin I ja II suprajohteisiin. Tyypin I supra-
johteet kiyttaytyvat suprajohtavassa tilassa taydellisen diamagneetin tavoin, estaen
ulkoisen magneettikentdn tunkeutumisen materiaalin sisdlle. Ne koostuvat tyypil-
lisesti vain yhdesta alkuaineesta ja ovat hilarakenteeltaan tavallisesti hyvin yksin-
kertaisia [1]. Téssé tutkielmassa késiteltdvien tyypin II suprajohteiden magneettiset
ominaisuudet ovat puolestaan monimutkaisempia, ja niihin tutustutaan tarkemmin
seuraavissa luvuissa. Tyypin II suprajohteiden kriittinen ldmpdétila on usein selvési
suurempi verrattuna tyypin I suprajohteisiin. Tama tekee niisté erittéin tdarkean tut-
kimuskohteen lukuisten sovellusten kannalta. Suprajohteet voidaan luokitella myos
korkean ja matalan lampdtilan suprajohteisiin, jotka poikkeavat toisistaan kriittisten
lampotilojen lisdksi myos suprajohtavuuden syntymekanismin osalta.

Matalan lampotilan suprajohteille kehitetty mikroskooppinen BCS-teoria selit-
tdd suprajohtavuuden syntymekanismin kyseisissd materiaaleissa fononiviritteisten
s-elektronien pariutumisen avulla. Lahelld Fermipintaa sijaitsevat elektronit mini-
moivat energiansa muodostaen ns. Cooperin pareja kokiessaan pienenkin attraktii-
visen voiman toisiaan kohtaan. Kyseinen voima on puolestaan peréisin elektronien
vuorovaikutuksesta materiaalin hilarakenteen kanssa [2]. BCS teoria ei kykene se-
littdmaan suprajohtavaa faasitransitiota korkean lampotilan tyypin II suprajohteis-

sa. Sen sijaan ennen perustavanlaatuista BCS teoriaa kehitetty fenomenologinen



Ginzburg-Landau-teoria (lyh. GL-teoria) on osoittautunut kéyttokelpoiseksi sekd
korkean ettd matalan lampdotilan suprajohteille. Toisin kuin BCS-teoria, GL-teoria
ennustaa kaikki eri suprajohteiden ominaisuudet, joita késitelladn perustavanlaa-
tuisesti seuraavissa luvuissa. Korkean lampotilan suprajohteiden mikroskooppinen

teoria pysyy silti avoimena ongelmana [1].

1.2 Tyypin II suprajohteet

Merkittavin ero tyypin I ja II suprajohteiden vélilld on tyypin II suprajohteiden
esiintyminen kahdessa eri magneettisessa faasissa. Kyseisten faasien véliset transitiot
riippuvat vallitsevasta lampotilasta 7' seké ulkoisen magneettikentén voimakkuudes-
ta H. Tyypin II suprajohteista puhuttaessa méaritellidn tavallisesti tiettyd lampo-
tilaa vastaava alempi kriittinen kenttd H., sekd ylempi kriittinen kenttd H.. Kun
H < H., kadyttaytyy tyypin II suprajohde taydellisen diamagneetin tavoin estden
ulkoisen magneettikentan tunkeutumisen materiaalin sisélle. Kun H., < H < H,o,
on tyypin II suprajohde yha suprajohtavassa tilassa, mutta se sallii ulkoisen mag-
neettikentédn tunkeutumisen lévitseen ns. vorteksien muodossa. Télldin suprajohteen
sanotaan olevan sekatilassa (engl. mixed state) [1].

Tyypin II suprajohteet ovat tavallisesti rakenteeltaan paljon monimutkaisempia
ja niiden kriittinen lampdtila on usein huomattavasti suurempi tyypin I suprajohtei-
siin verrattuna. Tietyilld tyypin II suprajohteisiin lukeutuvilla materiaaleilla kriit-
tinen lampotila on poikkeuksellisen korkea. Néaihin ns. kupraatteihin viitataankin
usein korkean lampdtilan suprajohteina. Eréds kupraatteihin kuuluva materiaali on
tdssd tutkielmassa kasiteltdva YBCO, jonka ominaisuuksia késitellddn tarkemmin

seuraavissa luvuissa.



1.3 Ginzburg-Landau-teoria

Fenomenologinen Ginzburg-Landau-teoria kykenee selittdmééan kaikki tyypin I ja
IT suprajohteiden ominaisuudet. GL-teoria olettaa, etté ldhellda normaalin ja supra-
johtavan faasin transitiolampotilaa T, Gibbsin vapaan energian tiheys, GG, voidaan

kirjoittaa muodossa

1 1 B?
— poHE)M(r) + agg” + Sboo 6" + . Jav, 1)

jossa V' on ndytteen tilavuus, B on ulkoinen magneettikentta ja A sitd kuvaava vek-
toripotentiaali, H on magneettikentén voimakkuus, M on magnetisaatio, m ja e ovat
elektronien efektiivinen massa ja- varaus sekéd ¢ on kompleksinen jérjestysparametri

(engl. order parameter). Jirjestysparametrin yleinen muoto on

o(r) = [6(r)|e”), (2)

jossa 6(r) on jérjestysparametrin vaihe. Liitteessd A.1 on osoitettu, kuinka jérjes-

tysparametrin yksikasitteisyydesta seuraa tarkea tulos
]{Vﬁ(r)dl =2mn, n € 7, (3)

jota hyodynnetdén tulevissa luvuissa. GL-teoria olettaa myo0s, ettd jarjestyspara-

metrin itseisarvon neliostd voidaan laskea supraelektronien tiheys

Fenomenologisten parametrien a ja b oletetaan olevan riippumattomia jarjestyspa-
rametrista. Liitteessd A.2 on perusteltu, ettd parametrin a on kuitenkin oltava riip-

puvainen lampotilasta kaavan



mukaisesti parametrin b ollessa riippumaton myos ldmpdotilasta. Gibbsin vapaa ener-
gia pyrkii minimiinsd NTP-ensemblen termodynaamisessa tasapainotilassa, jossa
systeemin ainemééré, paine ja lampotila pysyy vakioina [3], joten sen derivaatta
jarjestysparametrin ¢* ja vektoripotentiaalin A suhteen hévida. Varioimalla yhtaloa
(1) erikseen em. suureiden suhteen paadytddn ns. Ginzburg-Landau-yhtéloihin [4]
1
2m _ ,
T = 0 (66— 6V6") —  Alof?,

(R?V2¢p — 2iheA -V — e2A%¢) — agp — b|¢[>¢ = 0

jotka eri alkuehdoilla ratkaisemalla selittéavit kaikki suprajohteilla havaittavat ilmiot.
GL-yhtéloiden johtaminen on esitetty perustavanlaatuisesti liitteessd A. Yhtéaloiden

(6) ratkaisuihin perehdytédén tarkemmin seuraavissa luvuissa.

1.4 Tyypin II suprajohde ulkoisessa magneettikentassa

Tassa kappaleessa tarkastellaan korkean lampotilan suprajohteen kayttaytymista ul-
koisessa magneettikentéissa edellisessd kappaleessa esitettyjen GL-yhtéaléiden avul-
la kahdessa eri tapauksessa. Ensimmaisessa tapauksessa tarkastellaan tilannetta,
jossa ulkoinen magneettikenttd on pienempi kuin alempi kriittinen kentta. Talloin
suprajohde on ns. Meissnerin tilassa, jonka ominaisuudet ovat samat tyypin I ja II
suprajohteilla. Tamén jalkeen perehdytdan kriittisten kenttien vilissa sijaitsevaan

sekatilaan ja siind ilmenevien vorteksien ominaisuuksiin.

1.4.1 Meissnerin tila ja tunkeutumissyvyys

Alempaa kriitistd kenttdd pienemmilla ulkoisen kentén arvoilla tyypin II suprajoh-
de on Meissnerin tilassa. Talloin suprajohteen sisdlld vallitsevan supraelektronien
tiheyden voidaan olettaa pysyvin vakiona. Talloin jirjestysparametrin itseisarvo ja

vaihe pysyviat myos vakioina paikan funktiona. Matemaattisesti ilmaistuna

V|g(r)|e™) = 0. (7)



Liitteessi B on osoitettu, kuinka kyseisen alkuehdon avulla virrantiheyden GL-

yhtélo (6) voidaan kirjoittaa yksiulotteiseen muotoon

& A _ A
) y(T) = Y y(2), (8)
jossa on maédritelty suprajohtavien materiaalien térkedksi parametriksi osoittautuva

tunkeutumissyvyys (engl. penetration depth)

m
M= o ©)

Tunkeutumissyvyyden voidaan edelld mainittujen perustelujen avulla olettaa pysy-
van vakiona syvalla suprajohtavan materiaalin sisdlld. Kyseisen parametrin fysikaa-

linen merkitys tulee selville ratkaisemalla yhtdlo (9). Ratkaisusta
Ay(x) = Age ™/ (10)

voidaan paatella, etta vektoripotentiaali, magneettikentté seka virrantiheys pienene-
vat eksponentiaalisesti siirryttaessa suprajohtavan materiaalin rajapinnalta supra-
johteen sisélle. Ulkoinen magneettikentté ei siis kiytannossa kykene tunkeutumaan
Meissnerin tilassa olevan suprajohteen sisélle reunoja lukuunottamatta ja niyte on
taydellisessé diamagneettisessa tilassa. Ratkaisun (10) avulla voidaan todeta, et-
td tunkeutumissyvyys edustaa ulkoisen magneettikentén heikkenemisen nopeutta
paikan funktiona. Mitd suurempi tunkeutumissyvyys suprajohteella on, sitd pidem-
mélle ulkoinen magneettikentté kykenee tunkeutumaan suprajohteen sisélle. Tun-
keutumissyvyys on jokaiselle suprajohteelle ominainen parametri, jonka arvo usein

vaihtelee anisotrooppisen materiaalin eri kidesuunnissa |1, 5|.

1.4.2 Vorteksit

Alemman ja ylemmén kriittisen kentén valilld olevilla ulkoisten kenttien arvoilla tyy-

pin II suprajohteet ovat sekatilassa, jossa magneettikenttd tunkeutuu suprajohteen



lépi vortekseina. Suprajohteen sisélla supraelektronien tiheyden voidaan olettaa py-
syvéan vakiona. Jarjestysparametrin avulla edelld mainittu oletus voidaan kirjoittaa

muodossa
V]g(r)| = 0. (11)

T4lla kertaa jarjestysparametrin vaihe 6(r) voi kuitenkin vaihdella paikan funktiona.
Liitteessd D on osoitettu, miten alkuehdon (11) ja jarjestysparametrin yksikésittei-

syyslauseen (94) avulla virrantiheyden GL-yht&lo voidaan kirjoitaa muotoon

m fo h
——= ¢ J-dl A-dl=n—. 12
G A fAdl=ng 1)

Saatu yhtélo on yleisesti tunnettu magneettivuon kvantittumisehto, jonka mukaan

mika tahansa magneettivuo voi saada vain arvoja, jotka ovat magneettivuon kvantin
by = — (13)

monikertoja. Edellisessa luvussa padteltiin virrantiheyden ja vektoripotentiaalin 1&-
hestyvan eksponentiaalisesti nollaa siirryttéessa suprajohteen rajapinnalta sen sisal-
le. TAmén tuloksen avulla yhtdlon (12) viivaintegraalit on helppo laskea. Liitteessa

D on esitetty, miten kyseinen yhtéld redusoituu lopulta muotoon
B =\ V’B. (14)

Saatu yhtalo tunnetaan fysiikassa toisena ns. Londonin yhtéloistd. Matematiikassa se
tunnetaan Helmholtzin yhtélona. Kyseinen yhtdlo kuvaa ulkoisen magneettikentéan
kiyttaytymistd suprajohteen sisdlla. Olettamalla suprajohtava materiaali homogee-
niseksi ja isotrooppiseksi seké sen ldpaiseva magneettikentta sylinterisymmetriseksi,

voidaan yhtélon (14) ratkaisu kirjoittaa muodossa

@, 5)
—— Ko | = <
B — 77N O(AL Te (15)

(I)o r
Ok (L) e
oY) O(AL) r=s



Normaalitila Sekatila

Magneettikentta

0 & Sade
Kuva 1. Vorteksin muoto. Vaaleansininen viiva kuvaa vorteksin magneettikenttaé

ytimessd, kun taas violetti kiyra kuvaa vorteksin kenttaéd ytimen ulkopuolella. Vor-
teksin keskipiste on asetettu origoon.

jossa Ky(r) on nollannen asteen modifiotu Besselin funktio ja parametri

£= (16)

on materiaalille ominainen koherenssipituus. Londonin yhtélon ratkaisun yksityis-
kohdat on esitetty liitteissd E ja M.3. Koherenssipituus on tunkeutumissyvyyden
ohella toinen suprajohteita karakterisoiva etéisyys. Se voidaan tulkita vilimatkak-
si, jolla jérjestysparametrin ¢(r) arvo suprajohteen sisilld vaihtelee merkittévasti
[1, 5]. Koherenssipituuden fysikaalista merkitystd on tarkasteltu analyyttisesti liit-
teessd C. Kuvassa 1 on havainnollistettu ratkaisun (15) mukainen suprajohteen l&-
paisevin vorteksin muoto sen sédteen funktiona. Vorteksi muodostuu £-séiteisesta yti-
mesté, jossa magneettikenttd on vakio. Yleisen késityksen mukaan vorteksin ytimen
alueella oleva materiaali on ei-suprajohtavassa normaalitilassa. Ytimen ulkopuolella
magneettikentdn voimakkuus putoaa likimain logaritmisesti siteen funktiona lahes-
tyen nollaa. Liitteessd E.1 on esitetty Londonin yhtélon ratkaisu yksinkertaisessa
anisotrooppisessa materiaalissa, jossa tunkeutumissyvyyden arvot poikkeavat toisis-
taan vain yhdessé kidesuunnassa. Talloin vorteksin poikkileikkauksesta tulee ellipsi

[5]-
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1.4.3 Sekatila

Edellisessa luvussa néhtiin, miten magneettikenttd tunkeutuu tyypin II suprajoh-
teen ldpi vorteksin muodossa. Tarkastellaan seuraavaksi vorteksin ytimen ulkopuo-
lista aluetta ja sen ominaisuuksia. Vorteksin magneettikentdén varastoitunut energia
homogeenisessi ja isotrooppisessa materiaalissa voidaan tunnetusti laskea integroi-

malla magneettikentdn energiatiheytta

1
U=— [ B%V. 17
2 ), (17)

Luvussa 1.4.1 todettiin, ettd Meissnerin tilassa oleva aine kayttaytyy taydellisen dia-
magneetin tavoin. Tama tarkoittaa, ettd aineen suhteellinen permeabiliteetti y = 0.
Kaavan (17) perusteella vorteksin kenttéén varastoitunut energia olisi talldin Aére-
ton, mika on taysin epéfysikaalinen tilanne. Vorteksien lavistdessd suprajohteen on
materiaalin oltava ns. sekatilassa, jossa sen suhteellinen permeabiliteetti voi saada
arvoja valilta 0 < p < o [1].

Yhtalon (17) mukaan vorteksin energia on verrannollinen sen magneettikentin
nelioén. Ulkoisen magneettikentdn on siis energeettisesti edullisempaa tunkeutua
suprajohteen lapi useiden eri vorteksien avulla, joiden magneettivuon arvot ovat
mahdollisimman pienid. Edelld esitetyn magneettivuon kvantittumisyhtélon (12)
mukaan suprajohteen lapi tunkeutuva magneettivuo koostuu aina magneettivuon
kvantin ®; monikerroista. Taméan perusteella voidaan olettaa yksittdisen vorteksin
magneettivuon saavan nimenomaan pienimmén mahdollisen arvon ®, = h/e [1].
Suprajohteen lavistavien vorteksien méérin on havaittu olevan suoraan verrannolli-
nen ulkoisen magneettikentén suuruuteen [6|. Vorteksien tiheys siis kasvaa ulkoisen
magneettikentdn voimakkuutta nostettaessa. Lopulta vorteksien tiheys on niin suuri,
ettd ne ovat osittain toistensa pédlla ja materiaali siirtyy sekatilasta normaalitilaan.

Kyseiseen faasitransitioon tutustutaan tarkemmin seuraavassa luvussa.
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1.4.4 Faasidiagrammi

Edellisissa luvuissa todettiin, etta tyypin II suprajohteet voivat esiintya kahdessa eri
magneettisessa faasissa. Meissnerin tilassa tyypin II suprajohteet kiyttaytyvat tay-
dellisen diamagneetin tavoin, kun taas sekatilassa ulkoinen magneettikentta tunkeu-
tuu materiaalin ldpi vortekseina. Tyypin II suprajohteille on siis olennaista méari-
tella kaksi kriittistd magneettikenttad ja lampdotilaa. Tavallisesti kuitenkin puhutaan
vain alemmasta ja ylemmasta kriittisesta kentasta.

Alempaa kriittistd kenttdd H.; pienemmilld ulkoisen magneettikentdn arvoilla
tyypin II suprajohteet esiintyvit Meissnerin tilassa. Liitteissa J ja J.1 on esitetty
miten yksinkertaisen termodynaamisen mallin avulla voidaan H,;:n ja tunkeutumis-

syvyyden vélille kirjoittaa yhtalo [1, 5|

Dy 13
H,= Ko | = . 1
T (/\L) (18)

Alemman kriittisen kentédn arvo on tasan puolet yksittédisen vorteksin ytimen ken-
tan arvosta. Faasitransitio Meissnerin tilasta sekatilaan tapahtuu siis hieman ennen
ensimmaisen vorteksin muodostumista.

Ulkoisen magneettikentén ollessa alemman ja ylemman kriittisen kentan valissa
tyypin II suprajohde esiintyy sekatilassa. Liitteesséa J.2 on esitetty miten GL-teorian
avulla voidaan johtaa ylemmén kriittisen kentén olevan verrannollinen koherenssi-

pituuteen kaavan

Po

Yl (19)

Hc2

osoittamalla tavalla. Saatu yhtdlo antaa paljon tietoa vorteksien kdyttaytymisesté
seka- ja normaalitilan vélisessa faasitransitiossa. Korkeilla kentilld toisiaan hylkivét
vorteksit pyrkiviat maksimoimaan etdisyytensid r toisistaan jarjestaytyen heksago-
naaliseen hilarakenteeseen, jonka yksikkokopin ala on 2/r2y/3. Yksittiisen vorteksin
lépaiseva vuo on aina @y, jolloin suprajohteen lapaiseva keskimédrdinen magneet-

tikentdin voimakkuus on (H) = 2®,/uor?v/3. Ulkoisen kentiin kasvaessa vorteksien
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Normaalitila

Sekatila

Magneettikentta

Meissnerin tila

Lampotila

Kuva 2. Tyypin II suprajohteen magneettinen faasidiagrammi.

tiheys kasvaa ja niiden vélinen etiisyys pienenee. Aéritilanteessa vorteksien ytimet
koskevat toisiaan, jolloin niiden vélinen etaisyys r = 2£. Télloin naytteen lapaiseva

keskimaardinen magneettivuon voimakkuus on

210€2V/3’

joka vastaa hyvélla tarkkuudella GL-teorian tuottamaa tulosta [5].

(B)

Kriittisten kenttien kaavoissa (18) ja (19) esiintyvd tunkeutumissyvyys ja kohe-
renssipituus ovat molemmat riippuvaisia vallitsevasta lampotilasta, joten myos kriit-
tiset kentdt ovat lampdtilariippuvaisia. Kriittisten kenttien lampdétilariippuvuutta
on havainnollistettu kuvassa 2 esitetyssé faasidiagrammissa [5]. Faasidiagrammista
havaitaan, ettd kriittisten kenttien arvot laskevat lampotilan funktiona. Molemmat
kriittiset kentét saavuttavat teoreettisen maksimiarvonsa absoluuttisessa nollapis-
teesséd. Matalissa lampdotiloissa H.i(T') ja Heo(T') pysyvét likimain vakioina, kun taas
kokeammissa ldampotiloissa niiden arvot vaihtelevat nopeammin ldmpdotilan funktio-
na. Tyypin II suprajohteita hyodyntéavien sovellusten kannalta on edullista, etta
hyodynnettava materiaali pysyy suprajohtavassa tilassa mahdollisimman korkeas-
sa ulkoisessa kentédssd ja lampotilassa. Kuvan 2 faasidiagrammin mukaan néiden

suureiden valilld on kuitenkin tehtdva kompromissi. Tavallisesti korkean lampdtilan



13

suprajohteiden sovellukset suosivat ennemmin korkeaa kriittistd magneettikenttaa
kuin lampotilaa. Sekatilassa oleva materiaali pysyy suprajohtavassa tilassa paljon
suuremmilla kenttien ja lampotilojen arvoilla, minka takia se on tyypin I suprajoh-

teiden tutkimuksessa erityisen mielenkiinnon kohteena.

1.5 Vorteksiin kohdistuvat voimat
1.5.1 Jannitysvoima

Suprajohtavassa materiaalissa liikkuvat vorteksit voivat lukkiutumiskeskuksen koh-
datessaan venyé ja taipua erilaisiin muotoihin. Vorteksin on kuitenkin energeettisesti
edullisempaa olla suorassa ulkoisen magneettikentén suuntaisesti. Tasta seuraa, etta
vorteksin eri osien vililla vaikuttava jénnitysvoima (engl. line tension) pyrkii suoris-
tamaan vorteksin. Kyseisen voiman yhtilo voidaan johtaa lahtemaélla liikkeelle yk-
sittédisen vorteksin kokonaisenergiasta. Téssé kappaleessa suoritetun kaavan johdon
valivaiheet on esitetty yksityiskohtaisemmin liitteessa G.

Vorteksin kokonaisenergia muodostuu sen magneettikenttaén varastoituneesta
energiasta sekd vorteksin keskipistetta kiertévien supraelektronien liike-energiasta.

Néiden energioiden summa voidaan laskea kaavasta

1
E=— [ [B*+pud, AJ]dV, (21)
2u Jy,

jossa matriisi A huomioi materiaalissa mahdollisesti esiintyvén anisotropian. Yhtéalo

(21) voidaan kirjoittaa pinta- ja viivaintegraalien avulla muodossa

1 1
E=— B-VdV—F—]{ B x (AJy)] - dS 22
5 ], i . B (A) (22)

méaéaritteleméalld hyodyllinen pyorteisyysvektori V(r) = B+ V x (AJy). Liitteessd F
on osoitettu, ettd pyorteisyysvektori voidaan esittda kaksiulotteisen Diracin delta-

funktion avulla muodossa

V(r) = ®oé(r — ry)ey, (23)
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jossa ey on vorteksin ytimen kentédn suuntainen yksikkovektori. Pyorteisyysvektori
on siis nollasta poikkeava ainoastaan vorteksin keskipisteesséa ry. Vorteksin energia
pituusyksikkod kohti voidaan laskea vahentdmalld yhtélossd (22) esiintyvien inte-
graalien asteita, jolloin tilavuusintegraali muuttuu pintaintegraaliksi ja pintainte-

graali muuttuu viivaintegraaliksi. Energiaksi pituusyksikkoa kohti saadaan

E 1 1
- B-VdS+—]{ B x (AJ,)] -dl. 24
L), 3§, [Bx (A1) (24)

Suljetun viivaintegraalin reitti voidaan valita dérettoméan kauas vorteksin keskipis-
teestd, jossa vorteksin kenttd ja supraelektronien virta ovat mielivaltaisen pienia.
Yhtalossd (24) esiintyva viivaintegraali siis katoaa, ja vorteksin energia pituusyksik-

koé kohti voidaan laskea pintaintegraalista

E 1
- — B.-Vd 2
L 2u s, ° 29)

sijoittamalla B(r):n paikalle kappaleessa 1.4.2 johdettu vorteksin yhtélo (15). Pyor-
teisyysvektorin V(r) médritelmésté seuraa, ettd yhtélon (25) integrandi katoaa kai-
kissa tason Sy pisteissd vorteksin keskipistettd lukuunottamatta. Tamé tekee pin-

taintegraalista helpon laskea. Tuloksena saadaan |1, 5]

E 2 o2
—=—""K, )~ _In ) (26)
L Amrp); AL AmpA{ '3

Tahan asti tehty késittely on koskenut ainoastaan jonkin hila-akselin kanssa yhden-

suuntaisia vortekseja. YBCO:n tapauksessa yleisen kulmassa a sen ab-hilatasoon

néhden olevan vorteksin kokonaisenergialle saadaan yhtalo

D2 A
E=1° %m( L>, (27)
477—:“ )‘L € vgab

jossa g, on ns. Blatterin skaalausparametri [7]

102
Ey = \/sm 2+ cos2a (28)

v
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ja v &~ 5.0 on YBCO:n anisotropiaparametri. Koherenssipituudella &, viitataan
YBCO:n ab-hilatason suuntaiseen arvoon [8]. Jannitysvoima (engl. line tension) vor-
teksin osien A ja B vililla saadaan laskettua derivoimalla yhtélo (27) kyseisten osien
vélisen etaisyyden Ar = r —rg suhteen. Téssé tutkielmassa kiytetysséd simulaatios-
sa vorteksia mallinnettiin toisiinsa kytkettyjen partikkelien jonolla, jossa yksittdinen
partikkeli liikkuu omassa YBCO:n ab-tason suuntaisessa kerroksessa. Simulaatiota
varten tarvitsee laskea ainoastaan jannitysvoiman ab-tason suuntainen komponentti,

jonka suuruudeksi saadaan

B cor(7? — 1+ Ink)

Ay V& +1r?

jossa g = ®3/4mpA? on vorteksin perusenergia pituusyksikkod kohden, x = Ap, /€

fi= (29)

on Ginzburg-Landau-parametri, r = Arg on kahden vorteksipartikkelin vélinen
etéisyys ab-tason suunnassa ja d = Ar, on kyseisten partikkelien vélinen etéisyys

c-akselin suunnassa [8].

1.5.2 Vorteksien vialinen voima

Edeltavissa kappaleessa johdettua yhtélod (25) voidaan kiyttdd myos kahden vor-
teksin systeemiin varastoituneen potentiaalienergian laskemiseen. Olkoon kyseiset
vorteksit pisteissd ry ja rs, jolloin niiden muodostama kokonaiskenttd ja pyortei-

syysvektori voidaan esittdéd superpositiona

B(r) = 23% {Ko <%) ho (%)} o (30)

V(r) = [®od(r — 1) + Ppd(r —ra)]e€;.

Edellisen luvun tapaan, yhtdlon (25) integrandi katoaa kaikissa tason Sy pisteissd
paitsi vorteksien keskipisteissd. Pintaintegraali on jélleen helppo laskea ja kahden

vorteksin systeemin kokonaisenergiaksi saadaan

L$2 ¢ Lo2 r
E = Ko | = Kol — ). 31
2mpuoA; <)‘L) " 2N <>‘L> (31)
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Saadun yhtélon ensimmaéinen termi on edeltévésta kappaleesta tutun kahden yksit-
taisen vorteksin energioiden summa. Jalkimmainen termi voidaan siten tulkita kah-
den vorteksin véliseksi vuorovaikutusenergiaksi. Vorteksien vélinen vuorovaikutuse-
nergia pienenee kun niiden vélinen etéisyys r kasvaa. Vorteksit siis hylkivat toisiaan.
Vorteksien vélinen repulsiovoima voidaan laskea derivoimalla yhtélo (31) vorteksien
valisen etédisyyden r suhteen. Besselin funktioiden rekursiorelaatiota hyédyntamaélla

saadaan voimaksi [5, §]

vV o Q)(QJ r
AR (r) (32)

jossa Ki(r) on ensimméisen asteen modifioitu Besselin funktio. Besselin funktiota

voidaan approksimoida pienillad ja suurilla etéisyyksillad yhtaloilla

A
7L, kun r < A\
Ky (X) N\ e/ (33)

. kun > Ap.
\/T/)\L

Y14 esitettyjen yhtaloiden perusteella on selvaé, ettd vorteksien vélinen vuorovaiku-

tus on olematonta suurilla etdisyyksilla. Repulsiovoimat tulevat merkittéviksi vasta
vorteksien ytimien vélimatkojen ollessa paljon pienempié kuin vastaavan materi-
aalin tunkeutumissyvyys. YBCO:n tapauksessa A, =~ 150 nm, jolloin vorteksien
valiset voimat kasvavat merkittaviksi niiden vélisen etdisyyden ollessa kymmenien

nanometrien luokkaa.

1.5.3 Kitkavoima

Suprajohtavassa materiaalissa liikkkuvaan vorteksiin vaikuttaa ilmanvastuksen kans-
sa analoginen liiketta vastustava kitkavoima. Kitkavoimat ovat tyypillisesti suoraan

verrannollisia liikkuvan kappaleen nopeuteen yhtalon

= v (34)
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osoittamalla tavalla, jossa 7 on materiaalille ominainen kitkatermi (engl. drag coef-
ficient). Kitkatermille voidaan johtaa yleinen yhtélo tarkastelemalla vakionopeudel-
la liikkkuvaa vorteksia. Vorteksiin kohdistuu kitkavoiman (34) lisdksi siirtovirran J

aikaansaama Lorentzin voima
' =J x dyey . (35)

Tasapainotilassa vakionopeudella liikkuvaan vorteksiin vaikuttavien voimien summa
on klassisen dynamiikan mukaisesti nolla. Asettamalla Lorentzin voima yhtéasuureksi
taman kumoavan kitkavoiman kanssa saadaan yksikkovektorin ey suuntaisen vor-

teksin litkeyhtéloksi 9]
J x (1)08\/ =nNv. (36)

Liikkuvan vorteksin normaalitilassa olevaan ytimeen indusoituu Faradayn lain mu-

kaisesti sahkokentta
E=B xv, (37)
jonka avulla normaalitilassa patevd Ohmin laki voidaan kirjoittaa muotoon [5, 9|
J=0E=00(BxvV). (38)

Y14 olevassa yhtélosséd oy on materiaalin sahkénjohtavuus. Sijoittamalla Ohmin lain

mukainen ilmaisu (38) vorteksin liikeyhtéloon (36) saadaan
o) (B X V) X (I)Oev =nv. (39)

Vorteksin kentén ollessa kohtisuorassa siirtovirtaan ja vorteksin nopeuteen nidhden,

voidaan yhtélosta (39) ratkaista kitkatermiksi

n= O'()B(I)(). (40)
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Kitkatermin arvolle saadaan hyva arvio asettamalla ulkoisen magneettikentan suu-
ruudeksi ylemmén kriittisen kentén arvo. Esittdmalla vield johtavuus resistiivisyy-
den kidédnteisarvona saadaan kitkatermin suuruudelle yleisesti hyviksytty yhtélo [8,

10]

B.,®
n=-"22 (41)
Po

jonka avulla voidaan laskea liikkuvaan vorteksiin kohdistuva kitkavoima.

1.5.4 Ulkoisen kentan aiheuttama voima

Vorteksin energia ulkoisessa magneettikentéssa B, voidaan laskea kaavasta
Ep = —®pey x H= —®pey X (uBu) = —PopoB, cos o, (42)

jossa @ on vorteksin ja ulkoisen kentédn vélinen kulma. Vorteksiin kohdistuvan voi-
man suuruus voidaan laskea derivoimalla ylla oleva yhtélo etdisyyden r suhteen,

jolloin saadaan [8|
d
fmag = q)O,uOBud_SO sin @. (43)
r

Voiman f™* suuruus kasvaa vorteksin ja ulkoisen kentédn vilisen kulman kasvaes-
sa pyrkien jannitysvoiman tavoin suoristamaan vorteksin ulkoisen magneettikentan

suuntaiseksi.

1.5.5 Lukkiutumisvoima

Suprajohtavassa materiaalissa olevat hilan epapuhtaudet laskevat vorteksien ener-
giaa ja taten kohdistavat niihin attraktiivisen voiman lukiten ne paikoilleen. Ko-
lumnaarisen lukkiutumiskeskuksen vorteksiin kohdistaman voiman laskemiseksi on
ensin tarkasteltava kuinka paljon vorteksin energia pienenee paikan funktiona luk-

kiutumiskeskuksen ldheisyydesséa. Tarkastellaan etéisyydelld R koordinaatiston ori-
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gossa sijaitsevasta lukkiutumiskeskuksesta olevaa vorteksia. Lukkiutumiskeskukses-

sa supraelektronien tiheyden voidaan olettaa pienenevin kaavan
1 - ¢*(Ir - R|) (44)

osoittamalla tavalla. Jarjestysparametria vorteksin ytimessd voidaan edelleen ap-
proksimoida kirjoittamalla [11]
R ,
eu9
V R? 4+ 282

jossa R’ on etdisyys vorteksin ytimestd. Supraelektronien tiheys pienenee lukkiutu-

¢(Ir —R|) = o(R) ~ (45)

miskeskuksen laheisyydessd pienentéen vorteksin energiaa kaavan

1
e(R) = —§,u0Hf // [1—¢*(r — R|)] rdrdy (46)
mukaisesti. Yhtélod (46) voidaan siis ajatella lukkiutumiskeskuksen lukitsemispo-
tentiaalina. Approksimaatiossa (45) esiintyvé etédisyys R’ voidaan esittdd sylinteri-
koordinaatiston siateen r seké vorteksin ja origossa sijaitsevan lukkiutumiskeskuksen

valisen etdisyyden R avulla hyodyntamaélld kosinilausetta
R? =7+ R?>—2rRcos p. (47)

Sijoittamalla r:n funktiona kirjoitettu jérjestysparametri (45) vorteksin energian

yhtdloon (46) saadaan

T 2

o 1

R)=—— drde. 48

e(R) 27r/0 /0 7"2+R2—27'Rcosgp+2§2r ey (48)

Integroimalla energian yhtalo ¢:n suhteen saadaan
" 1
e(R) = —60/ rdr
0 V(r2+ R2+282 +2rR) (r2 + R2 + 22 — 2rR)

’ 1
—60/ r
0 /(r?+ R*+ 282+ 2rR) + 882 R?

joka edelleen r:n suhteen integroimalla voidaan kirjoittaa muotoon

dr, (49)

e(R) = —%arcsinh B e +\/R;€}—; 252)] ;
. _@ 1 \/55 (72 — R2 + 2€2> . 1 \/55 <_R2 + 2£2> (50)
2 )2\ R 262 2\ R 2¢2 '
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Saatua lukkiutumisenergian yhtéloa voidaan approksimoida sen Taylorin sarjakehi-

telmén pienimmén kertaluvun termilld

Lukkiutumisvoima voidaan nyt laskea derivoimalla yht&lo (51) vorteksin ja lukkiu-
tumiskeskuksen vilisen etdisyyden R suhteen, jolloin paddytaan yhtaloon

r’R

pr<R) = gom .

(52)

YBCO:n anisotropia voidaan ottaa huomioon skaalaamalla koherenssipituuden arvo
luvussa 1.5.1 esitetyn Blatterin skaalausparametrin e, («) avulla, jolloin vorteksin
kokemaksi lukkiutumispotentiaaliksi saadaan [12]

R

Fr R e) =0

(53)

Y1l& olevassa kaavassa lukkiutumiskeskuksen oletetaan olevan YBCO:n c-hila-akselin
suunnassa ja kulmalla o viitataan vorteksin kentdn ja YBCO:n ab-hilatason valiseen
kulmaan. Kyseinen yhtalo péatee hyvin lukkiutumiskeskuksille, joiden sédde on vililla
R < V2¢. Yhtilod voidaan kuitenkin kdyttad hyvind approksimaationa myds téti

suurempien lukkiutumiskeskusten vortekseihin kohdistaman voiman laskemiseen |[8].

1.6 Vorteksien lukkiutuminen

Luvussa 1.4.2 tarkasteltiin miten magneettikentté tunkeutuu sekatilassa olevan supra-
johteen lédpi vortekseina. Sekatilassa oleva suprajohde ei kuitenkaan takaa havioton-
ta virrankulkua materiaalin 14pi, koska vorteksien magneettikentté vuorovaikuttaa
suprajohteen lapi kulkevan siirtovirran kanssa. Kyseinen vuorovaikutus kohdistaa
vortekseihin Lorentzin tyyppisen voiman pakottaen ne liikkeelle. Vorteksien liike
puolestaan tuottaa tehohévivitd [5], joihin tutustutaan tarkemmin seuraavassa lu-
vussa. Téstéd syysta vortekseja pyritdan lukitsemaan paikoilleen lisdamallé suprajoh-

tavaan materiaaliin lukkiutumiskeskuksiksi kutsuttavia epapuhtauksia. Kehittdmal-



21

14 parempia lukkiutumiskeskuksia voidaan maksimoida suprajohteen ldpi kulkeva

tehohavioton virta.

1.6.1 Tehohaviot

Sekatilassa olevan suprajohteen lapi kulkeva siirtovirta J kohdistaa yksikkovektorin

ey suuntaiseen vorteksiin Lorentzin voiman
fL =J x (I)Oev, (54)

joka saa vorteksin liikkumaan nopeudella v siirtovirtaa ja ulkoista kenttaa vastaan
kohtisuorassa suunnassa. Yksittaisen vorteksin liikkeen aiheuttama paikallinen mag-

neettivuon muutos on taten
d® ~ Pydudt, (55)

jossa d on materiaalin leveys ulkoista magneettikenttdd vastaan kohtisuorassa suun-
nassa. Faradayn lain mukaan kyseinen magneettivuon muutos aiheuttaa siirtovirran

suunnassa mitattavan jannite-eron

L)
_ —— @
174 o odv, (56)

josta aiheutuvan tehohévion suuruus on [5]
P =1V = [Bydv, (57)

jossa I on virrantiheytta J vastaava virta. Sekatilassa ei siis vorteksien liikkeen takia
voida saavuttaa taysin haviotonta virrankulkua. Mikali siirtovirran vorteksiin koh-
distama Lorentzin voima (54) saadaan eliminoitua vastavoiman f, avulla, vorteksit
pysyisivéit paikallaan ja tehohavidita ei syntyisi. Kyseinen vastavoima voidaan luoda
esimerkiksi dooppaamalla suprajohtavaan naytteeseen lukkiutumiskeskuksia, joihin

vorteksit kiinnittyvat paikoilleen.
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1.6.2 Kriittinen virrantiheys ja vuon viruminen

Kriittisen lampotilan ja magneettikentdn lisdksi suprajohteilla on my6s kriittinen
virrantiheys. Tyypin I suprajohteilla kriittisella virrantiheydelld tarkoitetaan suu-
rinta haviotonta siirtovirtaa pinta-alayksikkoa kohti, joka voidaan johtaa suprajoh-
tavaan materiaaliin. Tata suuremmilla virran arvoilla tapahtuu faasitransitio takai-
sin normaalitilaan. Suprajohteen kriittinen virrantiheys on seurausta sen kriittisesté
magneettikentésta. Suprajohteen lapi kulkeva siirtovirta luo ympérilleen magneetti-
kentdn Amperen lain mukaisesti. Faasitransitio tapahtuu kyseisen virran aiheutta-
man kentén ylittdessd kriittisen kentén arvon [1]. Liitteessd L on johdettu kriittisen

virrantiheyden riippuvan materiaalin tunkeutumissyvyydesté kaavan

J = %o
¢ 3V 3oL e

osoittamalla tavalla, jonka mukaan kriittinen virrantiheys on kddntden verrannolli-

(58)

nen tunkeutumissyvyyden nelioén. Materiaalin anisotropialla on siis suuri vaikutus
kriittisen virrantiheyden arvoon. YBCO:n tapauksessa A, ~ 120 nm ja A\, = 800
nm [13], jolloin ab-tason suunnassa saavutetaan huomattavasti korkeampi kriittinen
virta c-akselin suuntaan nahden.

Tyypin II suprajohteille kriittinen virrantiheys on méariteltédva hieman eri taval-
la. Edellisessa kappaleessa todettiin, etta sekatilassa olevan suprajohteen lapi kulke-
va siirtovirta saa sen lapaisevit vorteksit lilkkkumaan johtaen tehohévitihin. Kriitti-
nen virrantiheys maéritelldén edelleen suurimmaksi mahdolliseksi suprajohteen lapi
kulkevaksi haviottoméksi virraksi, mutta sen arvoa ei rajoita enéé tyypin I suprajoh-
teiden tapaan virran indusoima kriittinen magneettikentta. Sen sijaan kriittisen vir-
ran arvon méaaraavat vortekseja paikallaan pitavien lukkiutumiskeskusten niihin koh-
distamat voimat. Ideaalisessa tapauksessa vorteksit pysyvét paikoillaan ja kriittinen
virrantiheys vastaa tyypin I suprajohteille méaariteltya virtaa. Vorteksien liikkeesta
johtuen kyseinen virta on kuitenkin kiytédnnossé aina ideaalista tapausta pienempi,

mutta sen arvoa voidaan kasvattaa lukitsemalla vortekseja entistd tehokkaammin.



23

Potentiaalienergia

Etdisyys

Kuva 3. Lukkiutumiskeskuksen potentiaalikuopan muoto virrantiheyden ollessa pie-
nempi ja suurempi kuin vallitseva kriittinen virrantiheys.

Liitteessd K on osoitettu, ettd tyypin II suprajohteen lépi kulkeva kriittinen virta
el pysy vakiona, vaan pienenee logaritmisesti ajan funktiona. Téma on seurausta
kuvassa 3 havainnollistetusta siirtovirran vaikutuksesta lukkiutumiskeskuksen vor-
teksille aiheuttaman potentiaalikuopan muotoon. Kuvassa siirtovirta saa vorteksit
liikkumaan vasemmalta oikealle ja lukkiutumiskeskuksen keskipiste vastaa poten-
tiaalienergiakiyran minimié tai satulapistettd. Siirtovirran ollessa kriittistd virtaa
pienempi, vorteksit lukkiutuvat kuvan 3 vasemmassa graafissa esitettyyn potentiaa-
likuoppaan, josta paetakseen niilla on oltava vapautumisenergiaa Efy suurempi ener-
gia. Vapautumisenergia on Boltzmannin statistiikan mukaisesti verrannollinen luk-
kiutuneiden vorteksien vapautumisnopeuteen. Siirtovirta J pienentédé lineaarisesti

vorteksin vapautumisenergian E; arvoa yhtéalon

Fr = B, (1 - Ji> (59)

osoittamalla tavalla. Kuvan 3 oikeassa graafissa on puolestaan esitetty tapaus, jos-
sa materiaalin 14pi johdettava siirtovirta vastaa naytteen kriittistd virtaa. Talloin

vorteksien vapautumisenergia Fy = 0, jolloin vorteksit eivét kiinnity lukkiutumis-
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keskuksiin. Molemmissa edelld mainituissa tapauksissa kuvassa 3 havainnollistet-
tu vapaiden vorteksien lukkiutumisnopeuteen verrannollinen lukkiutumisenergia £,
on kuitenkin sama. Lukkiutumis -ja vapautumisenergioiden erotus H on téaten ver-
rannollinen vapaiden vorteksien lukumaéaérddn Boltzmannin statistiikan mukaisesti

kaavan [14]
ng ~ e /R (60)

osoittamalla tavalla. Lukkiutuneita vortekseja vapautuu siis termisen aktivoinnin
seurauksena jopa kriittista virtaa pienemmilla siirtovirran arvoilla johtaen nk. mag-
neettivuon virumiseen (engl. flux creep), mikd puolestaan aiheuttaa tehohdvidita.
Lampotilaa pienentdmalld voidaan kuitenkin varsin tehokkaasti hallita haitallista
vuon virumista. Suuren kriittisen virran ja lampdétilan valilla on siis tehtdva kom-
promissi. Tavallisesti korkean lampdtilan suprajohteiden sovellukset suosivat mah-
dollisimman suurta kriittisen virrantiheytta, kunhan kyseisté virtaa vastaava lam-

potila on kiytdnnon toteutusta varten tarpeeksi korkea.

1.6.3 Lukkiutuneiden vorteksien vialinen vuorovaikutus

Kappaleessa 1.5.2 todettiin vorteksien vuorovaikuttavan keskendén vain hyvin pie-
nilla etaisyyksilla vorteksien ytimien valimatkan ollessa paljon pienempi kuin vas-
taavan materiaalin tunkeutumissyvyys. Tarkastellaan seuraavaksi milla dooppaus-
konsentraatiolla lukkiutumiskeskukset ovat niin ldhekkéin, ettd niissa olevat vortek-
sit kokisivat merkittdvéan, yhtdlon (32) mukaisen, repulsiovoiman.
Lukkiutumiskeskusten dooppauskonsentraatio n voidaan esittaa lukkiutumiskes-

kusten kokonaispinta-alan ja naytteen kokonaispinta-alan Ay suhteena

N07TR2
= 1

jossa Ny ja R on lukkiutumiskeskusten kokonaisméaira ja sidde. Yhtalosta (61) voi-

daan ratkaista néytteessd olevien lukkiutumiskeskusten médraksi konsentraation
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Kuva 4. Lukkiutumiskeskusten séteitd vastaavat konsentraatiot, joilla lukkiutumis-
keskusten vélinen vilimatka on pienempi kuin puolet YBCO:n tunkeutumissyvyy-
destd Ar,/2 ~ 75 nm. Punaisella alueella lukkiutuneiden vorteksien vélinen vuoro-
vaikutus on merkittavé, kun taas valkoisella alueella se on todella pienta.

funktiona

. TLAN

Ny R

(62)

Oletetaan, ettd lukkiutumiskeskukset ovat jakautuneet niytteeseen tasaisin vélimat-

koin, jolloin yksittédisen lukkiutumiskeskuksen valtaama alue on

2
Ap= A mR (63)

Ny nAxn n
mR2

Lukkiutumiskeskusten vélinen etéisyys d konsentraation funktiona on arviolta

7R R
d%\/AP: TN% (64)

Kuvassa 4 on esitetty milla lukkiutumiskeskusten sdde-konsentraatioyhdistelmill&

lukkiutuneet vorteksit voivat merkittavasti vuorovaikuttaa keskenéddn. Punaisella
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alueella vorteksien viliset repulsiovoimat alentavat efektiivisesti niiden lukkiutumis-
voimaa. Kriittisen virrantiheyden voidaan téten olettaa saavan korkeampia arvoja
valkoisella alueella. Lukkiutumiskeskusten tiheyden vaikutusta kriittiseen virranti-

heyteen tarkastellaan seuraavassa luvussa.

1.6.4 Vorteksien lukkiutumisen statistiikkaa

Tésséa kappaleessa tarkastellaan vorteksin lukinneiden lukkiutumiskeskusten luku-
méaaran suhdetta lukkiutumiskeskusten kokonaisméaraan. Tilanne on analyyttinen
Irving Langmuiren luoman kaasujen adsorboitumista pinnoille kuvaavan mallin kans-
sa [15]. Kyseiseen arvoon viitataan jatkossa miehityslukuna © € [0, 1]. Lukkiutumis-
nopeus R, eli vapaista lukkiutuneiksi muuttuvien vorteksien maéra aikayksikossé,
on intuitiivisesti verrannollinen vorteksien kokonaismédradn Nv seké lukkiutumis-
keskuksiin saapuvien vorteksien nopeuksiin vy. Téamén liséksi lukkiutumisnopeuteen
taytyy vaikuttaa lukkiutumiskeskusten dooppauskonsentraatio n sekd todennakoi-
syys pr, jolla vapaasta vorteksista tulee lukkiutunut lukkiutumiskeskuksen kohda-

tessaan. Voidaan siis kirjoittaa, etta
RPNN\/'UV'TL'])L. (65)

Vorteksien lukuméaran on osoitettu olevan on suoraan verrannollinen ulkoisen mag-
neettikentdn B suuruuteen [6], kun taas vorteksien nopeus on verrannollinen supra-
johteen lapi kulkevaan virrantiheyteen J. Lukkiutumistodennékoisyys on Boltzman-
nin statistiikan mukaisesti riippuvainen vallitsevasta lampdétilasta T' seké vapaan ja
lukkiutuneen vorteksin valisesté energiaerosta Fy,. Taman liséksi lukkiutumistoden-
nékoisyyden on oltava suoraan verrannollinen vapaiden lukkiutumiskeskusten mas-
raan 1 — O, olettaen ettei kaksi vorteksia voi olla lukkiutuneena samaan lukkiutu-
miskeskukseen. Lukkiutumistodennékoisyyden voidaan siis kirjoittaa olevan verran-

nollinen p ~ (1 — O)exp(—E,/kT). Ylla lueteltujen argumenttien avulla voidaan



27

lukkiutumisnopeuden yhtélo (65) kirjoittaa muotoon
R, ~ BJn (1 —©)e /M (66)

Lukkiutunut vorteksi voi myos péastd vapaaksi lukkiutumiskeskuksesta. Téata
varten on madariteltdva vapautumisnopeus Ry, joka on analogisesti ylla esitetyn péat-
telyn kanssa verrannollinen Boltmannin tekijdan sekd miehityslukuun ©. Témaén li-
siaksi Re:hen vaikuttaa taajuus, jolla vorteksi yrittda irtautua lukkiutumiskeskuksen
potentiaalikuopasta. Vorteksien vililla vallitsee hylkiva repulsiovoima, joten varat-
tuun lukkiutumiskeskukseen saapuva vapaa vorteksi voi vapauttaa lukkiutuneen vor-
teksin tyontamalla sen pois kyseisestéd potentiaalikuopasta. Vapautumisnopeuden on
siis oltava verrannollinen myos vallitsevaan virrantiheydeen. Voidaan siis kirjoittaa,

etta
Ri ~ JOe E/kT (67)

jossa parametri Ef on energia, jonka vorteksi tarvitsee vapautuakseen. Kyseinen
energia on oletettava erisuureksi kuin yhtélossa (66) esiintyvé energia £, silld séh-
kovirran aikaansaava ulkoinen potentiaaliero muokkaa lukkiutumiskeskuksen poten-
tiaalikuopan muotoa niin, ettd Ey < FE,. Lukkiutumiskeskuksen vorteksille aiheut-
taman potentiaalikuopan muotoa on havainnollistettu kuvassa 5. On térkedd huo-
mioida, ettd lukkiutumiskeskukseen saapuvat vorteksit tulevat aina korkeamman
energian puolelta kuvan 5 havainnollistamalla tavalla. Tasapainotilassa vorteksien
lukkiutumis -ja vapautumisnopeudet ovat yhtéd suuria, jolloin yhtdlot (66) ja (67)
voidaan kirjoittaa yhtasuuriksi

Bnepr/kT

— By kT __ — B¢ /KT _
BJn (1 —0)e B/F = Joe B/ — @ = B Ew/iT BT

(68)

Lukkiutuneiden vorteksien maéran n, on osoitettu olevan verrannollinen kriittisen

virrantiheyteen kaavan [16]

Ty
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Potentiaalienergia

Lukkiutumiskeskuksen paikka

Kuva 5. Lukkiutumiskeskuksen vorteksille aiheuttaman potentiaalikuopan muoto.
Kuvaan on merkitty virran suunta, johon suuntaan vorteksit myos liikkuvat.
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Kuva 6. Kriittinen virrantiheys lukkiutumiskeskusten konsentraation funktiona eri
parametrien H(n) arvoilla.

mukaisesti, jossa n, on vorteksien kokonaismadra. Kuten aikaisemmin todettiin, on
vorteksien kokonaismééra suoraan verrannollinen ulkoisen magneettikentan suuruu-

teen: ny ~ B. Miehitysluku voidaan tdmén ja relaation (69) avulla esittdd muodossa

~npy  J.B
n n
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jossa lukkiutumiskeskuksien kokonaismaaraéd naytteessid on merkitty symbolilla n.
Yhdistamalla nyt yhtélot (68) ja (70), saadaan kriittiselle virrantiheydelle lauseke

2, —Ep/kT 2
n<e _ n (71)

Je ~ Bne-Eo/kT | o~E/kT — By 1 oH/KT”

jossa H = E, — Ff on lukkiutumis- ja vapautumisenergian erotus. Kyseisen ener-
gian arvoon vaikuttaa etenkin ldhella olevien vorteksien ldasnéolo, joiden méaaréan on
puolestaan oltava verrannollinen lukkiutumiskeskusten tiheyteen, silla vapaasti liik-
kuvat vorteksit minimoivat energiansa olemalla mahdollisimman kaukana toisistaan.
Parametrin H voidaan siis intuitiivisesti todeta olevan riippuvainen lukkiutumiskes-
kusten tiheydestd n. Yksinkertaisin oletus on, ettd H ~ n®, missa z € R. Kuvassa
6 on esitetty yhtalon (71) ennustama kriittisen virrantiheyden riippuvuus lukkiu-
tumiskeskusten konsentraatiosta eri H(n):n arvoilla. Kuvaajien muodot vastaavat
hyvin kokeellisia tuloksia [17, 18|. Kuvan 6 muotoiset n-.J-kiyrit indikoivat, ettd
yhteen lukkiutumiskeskukseen mahtuu ainoastaan yksi vorteksi. Liitteessa I on ana-
lysoitu miten useamman vorteksin lukkiutuminen samoihin lukkiutumiskeskuksiin

muuttaisi edelld mainittujen kiyrien muotoa.

2 YBCO

YBayCuzOg,,, eli yttriumbariumkuparioksidi (lyh. YBCO) on tyypin IT korkean 1am-
potilan suprajohde. YBCO:n kriittinen ldmpétila on 92 K [13] ja anisotrooppisesta
rakenteesta johtuen sen kriittisten kenttien arvot vaihtelevat ulkoisen magneetti-
kentédn suunnan funktiona. Absoluuttisessa nollapisteessd YBCO:n ylempi kriitti-
nen kentté ab-hilatason suunnassa on jopa 674 T ja c-akselin suunnassa 122 T [19].
Erinomaisista suprajohtavista ominaisuuksista huolimatta YBCO:n hauras keraa-
minen rakenne luo esteen sen hyodyntéamiselle useimmissa kdytdnnon sovelluksissa.
YBCO sai kuitenkin sovellusten valossa etulyontiaseman muihin korkean lampéti-

lan suprajohteisiin ndhden kun sité opittiin kasvattamaan ohutkalvoksi tata varten
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suunnitellun metallinauhan pééalle. Tamaé sallii YBCO:n hyédyntamisen useissa pit-

kia, kestévid ja taipuvia siirtolinjoja vaativissa sovelluksissa varsin edulliseen hintaan

18].

2.1 Rakenne

CuO, chains—

planes

Kuva 7. YBCO:n yksikkokopin rakenne [20].

YBCO:lla on suprajohtavassa tilassa kuvassa 7 esitetty ortorombinen perovskiit-
tirakenne, jonka yksikkokopin hilaparametrien arvot ovat luokkaa a ~ b ~ 3,8 A ja
c~ 11,7 A [13]. YBCO:n yksikkokopin rakenteessa on olennaista kerrosrakenne, jo-
ka muodostuu kahdesta ab-tason suuntaisesta CuQO,-tasosta. Naméa CuOs-tasot on
puristettu samansuuntaisten BaO ja Y-tasojen véliin. YBCO:n c-akselin suuntaiset
CuO,-ketjut yhdistévit edelld mainitut tasot toisiinsa kuvan 7 osoittamalla taval-
la. Suprajohtavan virran on osoitettu kulkevan CuQO,-tasoissa. Supraelektronit ovat

puolestaan peréisin eristévistd BaO-ja Y-kerroksista sekd CuQO,-ketjuista.
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CuO,-ketjujen happiatomien konsentraatiolla on suuri merkitys YBCO:n ra-
kenteeseen ja suprajohtaviin ominaisuuksiin. Happiatomien dooppausasteen ollessa
xr < 0,3, esiintyy YBCO:n yksikkokoppi tetragonaalisessa muodossa, jossa supra-
johtavaa transitiota ei havaita lainkaan. Korkeammilla dooppausasteilla x > 0,3
YBCO:n hilarakenne on ortorombinen ja suprajohtava transitio voidaan havaita.
Ortorombisen YBCO:n kriittinen lampotila riippuu happiatomien dooppausastees-
ta 6+ ja on korkeimmillaan noin 92 K kun z ~ 0,95. Liséatty happi padtyy suprae-

lektronien ldhteiné toimiviin CuO,-ketjuihin [1, 13, 20].

2.2  Vuwon lukkiutuminen

Vorteksin kenttadn varastoitunut energia voidaan laskea tunnetusta sahkomagnetis-

miopin kaavasta

1B
5 | (72)

jossa p(r) on tilavuuden V sisélld olevassa pisteessé r vallitseva suhteellinen per-
meabiliteetti. Vorteksin energia on siis kiddntden verrannollinen aineen permeabili-
teettiin. Vorteksit pyrkivat luonnollisesti minimoimaan energiansa, jolloin ne jaavat
loukkuun paljon suprajohtavaa materiaalia korkeamman suhteellisen permeabilitee-
tin omaaviin lukkiutumiskeskuksiin. Lukkiutumiskeskuksina toimivat siis hyvin ma-
teriaalit, joiden suhteellinen permeabiliteetti on mahdollisimman korkea.

Yhtalon (72) mukaan lukkiutuneen vorteksin energia pienenee myos lukkiutu-
miskeskuksen tilavuuden kasvaessa. Téamén lisdksi kentédn suunnalla ja lukkiutumis-
keskuksen orientaatiolla on suuri merkitys vorteksin energiaminimin arvoon. Téstéa
syystd materiaalin lukkiutumisominaisuuksia pyritddn parantamaan dooppaamal-
la niitd eri muotoisilla ja kokoisilla keinotekoisilla lukkiutumiskeskuksilla. Lukkiu-
tumiskeskusten dooppauksella on haitallinen vaikutus materiaalin suprajohtaviin
ominaisuuksiin. Tésta syysta lukkiutumiskeskusten koko, muoto ja dooppauskon-

sentraatio on optimoitava eri suprajohteille ja niitd hyodyntéaville sovelluskohteille
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[18]. Suprajohdeohutkalvoissa esiintyy keinotekoisten lukkiutumiskeskusten liséksi
ns. luontaisia lukkiutumiskeskuksia, joiden ominaisuuksiin on hankalampi vaikut-
taa. Edelld mainittujen lukkiutumiskeskustyyppien rakenteita ja ominaisuuksia ké-

sitellaan tarkemmin seuraavissa luvuissa.

2.2.1 Luontaiset lukkiutumiskeskukset

Luontaiset lukkiutumiskeskukset ovat sattumanvaraisesti suprajohtavan ohutkalvon
yli jakaantuneita epapuhtauksia ja kidevirheité, jotka nostavat paikallisesti mate-
riaalin suhteellisen permeabiliteetin arvoa lukiten vortekseja paikoilleen. Ne eivit
korreloi keskenéén toimien rakennuspalikkoina suuremmille rakenteille ja luontaisten
lukkiutumiskeskusten tapauksessa puhutaankin ei-korreloidusta tai sattumanvarai-
sesta vuon lukkiutumisesta [18|. Luontaiset lukkiutumiskeskukset lukitsevat vortek-
seja tavallisesti paljon heikommin kuin seuraavassa luvussa késiteltavéit keinotekoi-
set lukkiutumiskeskukset. Yhden vorteksin lukkiutumiseen tarvitaankin tavallisesti
useampi luontainen lukkiutumiskeskus. Téasta syystéa luontaisiin lukkiutumiskeskuk-
siin viitataan usein myos heikkoina lukkiutumiskeskuksina [20]. Kyseisten lukkiutu-
miskeskusten sattumanvaraisesta jakaumasta seuraa, ettéd kriittisen virran arvo py-
syy likimain vakiona ulkoisen magneettikentén kulman funktiona materiaalin luon-
taisesta anisotropiasta aiheutuvaa virran kulmariippuvuutta lukuunottamatta [18|.
Kuvassa 8 on havainnollistettu YBCO:ssa esiintyvié eri tyyppisié luontaisia lukkiu-
tumiskeskuksia. Luontaiset saostumat (engl. precipitates) aiheutuvat YBCO:n ato-
mien konsentraation poikkeamasta niiden ideaalisesta suhteesta toisiinsa. Samanlai-
nen vaikutus saadaan aikaiseksi dooppaamalla YBCO:a keinotekoisilla epapuhtaus-
keskuksilla, jotka lukitsevat vortekseja tavallisesti luontaisia saostumia tehokkaam-
min. Saostumien kaltaiset pistevirheet (engl. point defects) ovat puolestaan saostu-
mia paljon pienempié atomien véirid paikkoja aineen hilarakenteessa. Kaksoskidera-

jat (engl. twin boundaries) ovat ohutkalvoissa ilmenevié laajoja tasomaisia lukkiu-
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Kuva 8. YBCO:ssa esiintyvia luontaisia lukkiutumiskeskuksia [18].

tumiskeskuksia, joissa kaksi vierekkiistd YBCO:n yksikkokoppia ovat kohtisuorassa
toisiaan néhden. Tavallisesti YBCO kasvaa substraatin péélle c-akselin suunnassa,
jolloin kaksoskideraja ilmenee ohutkalvossa kuvan 8 osoittamalla tavalla. Tasomai-
set orientaatiovaihtelut (engl. in-plane misorientations) ovat yleisid huonosti teks-
turoituneiden substraattien péaélle kasvatetuissa ohutkalvoissa. Kyseiset lukkiutu-
miskeskukset ilmenevat paikoissa, joissa vierekkaisten yksikkokoppien hila-akselien
suunnat poikkeavat toisistaan hieman luoden véliinsd erdadnlaisen nanotyhjion. Ruu-
vidislokaatiot (engl. threading dislocations) ovat seurausta YBCO:n ja substraatin
hilaparametrien vilisesté erosta. Kyseinen hilaepasopivuus saa aikaan, tyyppillisesti
koko ohutkalvon poikittain lédpéaisevia, nauhamaisia dislokaatioketjuja. Hilaepasopi-
vuus venytdd elastisesti YBCO:n yksikkokoppia substraatin hilarakenteen muotoi-
seksi. Suurilla YBCO:n ja substraatin valisten hilaparametrien eroilla YBCO:n on
energeettisesti edullisempaa muodostaa levymaéisia epdsopivuusdislokaatioita (engl.
misfit dislocations), joissa YBCO voi muodostaa tasomaisia antifaasirajoja (engl.
antiphase boundary). Antifaasirajalla YBCO:n yksikkokopin ab-tason suuntaisten
CuOg-kerroksien vililla on c-akselin suuntainen korkeusero. Kyseinen rajapinta toi-
mii c-akselin suuntaisena lukkiutumiskeskuksena. Aukot (engl. voids) ovat suuria
naytteen sisdén jadneitd tyhjia kohtia. Syntyvien aukkojen koko ja ma&ra riippuu

hyvin paljon kalvon kasvatusmenetelmésté [18].
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2.2.2 Keinotekoiset lukkiutumiskeskukset

Keinotekoiset lukkiutumiskeskukset (engl. artificial pinning sites, APS) ovat supra-
johteen hilarakenteeseen systemaattisesti tehtyja kidevirheita tai lisattyja atome-
ja, molekyylejé ja niiden muodostamia rakenteita. APS:t ovat tyypillisesti luontai-
sia lukkiutumiskeskuksia suurempia ja lukitsevat vortekseja paljon voimakkaammin.
APS:iin viitataan téstd syystd myos vahvoina lukkiutumiskeskuksina. Yksittdinen
APS voi jopa lukita samanaikaisesti useita eri vortekseja.

APS:t huonontavat luontaisten lukkiutumiskeskusten tavoin ympéaréivin mate-
riaalin rakenteellisia ja téta kautta myos suprajohtavia ominaisuuksia [20]. Mahdol-
lisuus muuttaa niiden tiheytta, kokoa, muotoa ja asentoa suprajohtavan materiaalin
hilassa tekevat niistd kuitenkin sovellusten kannalta suuren mielenkiinnon kohteen.
APS:t mahdollistavatkin materiaalin suprajohtavien ja lukkiutumisominaisuuksien
helpon optimoinnin eri sovelluksia varten.

Kriittinen tekija tehokkaassa APS:ssa on sen materiaali. Korkean suhteellisen
permeabiliteetin omaavat materiaalit lukitsevat vortekseja voimakkaimmin. Taman
lisdksi on huomioitava APS-partikkelin mahdollinen hilarakenne ja sen vuorovaiku-
tus ympéaroivan hilan kanssa [18]. Jotkin APS-materiaalit, kuten téssé tutkielmassa
kasiteltava BSO, voivat reagoida ymparoivan materiaalin hilan kanssa luoden ym-
parilleen lisdd pienempié lukkiutumiskeskuksia [21].

APS:n konsentraatiolla on my6s suuri vaikutus materiaalin ominaisuuksiin. Lu-
vussa 1.6.4 todettiin kriittisen virrantiheyden saavuttavan maksimiarvonsa tietylla
optimaalisella, lampdétilasta ja ulkoisesta kentésta riippuvalla, APS-konsentraatiolla.
Sovelluskohteelle sopivaa dooppauskonsentraatiota valittaessa on siis huomioitava
my6s lampotila sekd ulkoinen magneettikenttd, jossa suprajohteen on tarkoitus toi-
mia.

APS:n lukitsemisenergia ja voimakkuus kasvavat sen koon funktiona yht&lon (72)

osoittamalla tavalla. Toisaalta materiaalin suprajohtavat ominaisuudet heikkenevét
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Kuva 9. BHO ja BSO lukkiutumiskeskusten kasvu YBCO:n hilarakenteeseen.

suprajohtavan materiaalin tilavuuden pienentyessi. Tavallisesti materiaalin kriitti-
nen lampatila ei kuitenkaan muutu muutamaa astetta enempéaé [20]. Optimaalinen
APS:n leveys vaihtelee eri suprajohteiden vililld ja on viime kidessé verrannollinen
kyseisesséd materiaalissa esiintyvien vorteksien ytimien séteisiin. YBCO:n tapauk-
sessa APS:n optimaalinen halkaisija on muutamien nanometrien luokkaa. Kyseisté
kokoluokkaa olevia pisteméisia lukkiutumiskeskuksia voidaan tuottaa useilla eri me-
netelmilla. Yksi vaihtoehto on tuottaa suprajohteeseen edellisessa luvussa késiteltyja
luontaisia lukkiutumiskeskuksia muistuttavia pistemaisia kidevirheité sateilyttamal-
14 sita kevyilla hiukkasilla, kuten elektroneilla tai protoneilla. Painavimmilla ioneilla
sateilyttaminen tuottaa puolestaan kuvan 9 kaltaisia kolumnaarisia lukkiutumiskes-
kuksia. Nanometriluokan lukkiutumiskeskuksia tuotetaan yleisesti kuitenkin lisaé-
malla epapuhtausetomeja tai molekyylejé suprajohtavan materiaalin hilaan erilaisil-
la menetelmilld [18]. Esimerkiksi téssé tutkielmassa tutkittavat ohutkalvot valmis-
tettiin pulssitetulla laserhdyrystysmenetelmalld, jossa BHO:lla ja BSO:lla doopat-
tua suprajohdepellettia hoyrystettiin laserpulssien avulla SrTiOs-substraatin (STO)
pinnalle. BHO- ja BSO-partikkelit muodostivat prosessissa kuvassa 9 havainnollis-
tettuja 4 ja 10 nm levyisid kolumnaarisia lukkiutumiskeskuksia [22].

APS:n muodolla on my6s suuri merkitys materiaalin lukkiutumisominaisuuksiin.

Tyypillisesti APS:t ovat pistemaiisia tai edelld mainittuja kolumnaarisia rakentei-
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ta. Téasséd tutkielmassa mielenkiinnon kohteena olevien kolumnaaristen rakenteiden
synnyn pulssitetussa laserhoyrystysmenetelmésséa uskotaan olevan seurausta supra-
johtavan materiaalin ja dopantin vélisesta hilaepasopivuudesta. Suurilla hilaepasopi-
vuuksien arvoilla dopantin on energeettisesti huomattavasti edullisempaa kiinnittya
aikaisemmin substraattiin kiinnittyneen dopanttimolekyylin paélle kuin venyttéia hi-
laansa téasméaméaédn suprajohteen hilaparametreja [18].

Kolumnaariset lukkiutumiskeskukset lukitsevat vortekseja tehokkaimmin ulkoi-
sen magneettikentéan ollessa niiden suunnassa. Niiden tapauksessa puhutaankin ns.
korreloidusta lukkiutumisesta, joka voidaan havaita korkeana piikkina naytteen kriit-

tisen virran mittauksessa ulkoisen kentén kulman funktiona [18].

3 Simulaatiomalli

Téassa tutkielmassa kaytettiin molekyylidynamiikkasimulaatiota mallintamaan vor-
teksien lukkiutumisen kulmariippuvuutta edellisessé kappaleessa esitettyihin kolum-
naarisiin lukkiutumiskeskuksiin. Simulaation yksityiskohtia késitellddn tarkemmin

seuraavissa luvuissa.

3.1 Molekyylidynamiikkasimulaatio

Molekyylidynamiikkasimulaatiossa (lyh. MD) tarkasteltava systeemi pilkotaan n
méaaraan diskreetteihin, toistensa kanssa vuorovaikuttaviin osiin. Jokaiseen osaan
n kohdistuvat voimat ajanhetkelld i lasketaan erikseen, jonka jdlkeen niiden uu-
det nopeudet ja paikat lasketaan erilaisia algoritmeja kiyttden. Téssa tutkielmassa
kiytettavissd simulaatiossa hyddynnettiin Leapfrog-versiota tunnetusta Verlet'n al-
goritmista |8, 20].

Leapfrog-algoritmissa partikkelin n nopeus hetkelld ¢, /o paivitetddn ensin klas-
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sisten liikeyhtaloiden mukaisesti kaavalla

F.
Vit12 = Vio12 + —AL, (73)

m
jossa aika-askel At = t;,; — t; voidaan valita kiytettdvissa olevaan laskentakoneis-
toon sopivaksi. Saatua tulosta kiytetddn hyvéiksi paivitettdessd partikkelin paikka

hetkella ¢, kaavan
riy1=1; + Vi+1/2At (74)

osoittamalla tavalla. Viimeiseksi lasketaan partikkeliin kohdistuvat voimat uudes-
sa konfiguraatiossa ajanhetkella ¢;,;, jonka jéilkeen iteraatiota toistetaan tarvittava

madard [20].

3.2 Kaytetyn simulaatiomallin yksityiskohdat

Vorteksien lukkiutumisen kulmariippuvuuden tutkimiseen kiytettiin viitteissa [8] ja
[20] esitettyd MD-simulaatiota, jossa vortekseja ja kolumnaarisia lukkiutumiskes-
kuksia mallinnettiin partikkeliriveind kuvan 10 havainnollistamalla tavalla. Vortek-
sien vierekkaisten partikkelien vélilla vaikuttaa niitd kasassa pitéava luvussa 1.5.1
johdettu jannitysvoima, kun taas paikoillaan pysyvien YBCO:n c-hila-akselin suun-
taisten kolumnaaristen lukkiutumiskeskusten partikkelien vililla ei vaikuta voimia.
YBCO:n hilarakenteen ja vorteksien vélinen vuorovaikutus on jatetty huomiotta.
Kolmiulotteisen simulaation laskennallista tehokkuutta on parannettu jakamal-
la se kaksiulotteisiin YBCO:n ab-hilatason suuntaisiin tasoihin. Yksittaisella vor-
teksilla ja lukkiutumiskeskuksella on yksi sitd edustava partikkeli jokaisessa edella
mainitussa tasossa. Vortekseja edustavat partikkelit voivat liikkua ainoastaan niil-
le maaratyssa tasossa ja vuorovaikuttaa ainoastaan muiden kyseisesséd tasossa ole-
vien partikkeleiden kanssa. Ainoa tasojen vélinen vuorovaikutus on edelld mainittu

vorteksien vierekkéisten partikkelien vélinen jénnitysvoima. Kerroksessa ¢ olevaan
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Vorteksi  Lukkiutumiskeskus

Kuva 10. Tarkasteltavan molekyylidynamiikkasimulaation kerrosrakenteella mallin-
netut vorteksit, kolumnaarinen lukkiutumiskeskus seké niiden viéliset voimat [§].

vorteksipartikkeliin n vaikuttava kokonaisvoima lasketaan kaavasta
VP
Fih =D o +Zf(m it 2 Fimgm T 2 B
m#n j=ixl Jj=itl

L
+ £y + £y, (75)

jossa vorteksien vélinen repulsiovoima ', vorteksin ja lukkiutumiskeskuksen vélinen
attraktiovoima f*P, vorteksin itseensd kohdistama jannitysvoima f, magneettiken-
tan vorteksiin kohdistama voima "%, siirtovirran vorteksiin kohdistama Lorentzin
voima f seké vorteksin nopeuteen verrannollinen kitkavoima f* on esitelty aikaisem-
min luvussa 1.5. YBCO ohutkalvoille ominainen geometria on toteutettu soveltamal-
la simulaatioon jaksollisia reunaehtoja ab-tasojen sunnassa ja darellisid reunaehtoja
c-akselin suunnassa.

Simulaatio mahdollistaa ulkoisen magneettikentdn B suuruuden ja suunnan va-
rioimisen. Luvussa 1.5.4 johdettu ulkoisen magneettikentdn vorteksiin kohdistama
voima saa vorteksin orientoitumaan ulkoisen kentén suuntaiseksi luoden anisotroop-

pisen vaikutuksen. Vorteksien tiheys puolestaan maéraytyy ulkoisen magneettiken-
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tan voimakkuudesta kaavan

mukaisesti, jossa o on magneettivuon kvantti.

Kaytetty MD-simulaatiomalli vaatii massan maéarittelemisen vorteksipartikkeleil-
le. Massalla on oleellinen merkitys kiytetyssd simulaatiomallissa, mutta se on huo-
nosti maaritelty suure todellisille vortekseille. Vorteksipartikkelien massojen mé&a-
rittelyyn on siis kiinnittettava erityistd huomiota, jotta simulaatio vastaisi edes li-
kimain vorteksien todellista dynamiikkaa. Vorteksipartikkelien massana kaytettiin
lopulta arvoa m = 1072° kg. Massan arvon vaihtelulla ei ole havaittu olevan suurta
merkitysta simulaation tuloksiin. Téméa on seurausta siita, etta vorteksit saavutta-
vat maksiminopeutensa todella nopeasti, jolloin ne kulkevat lukkiutumiskeskusten
valisen matkan likimain vakionopeudella. Klassisen dynamiikan mukaisesti vakiono-
peudella liikkuvan kappaleen massa on irrelevantti suure, mikéa selittaéd simulaatios-
sa havaitun tuloksen. Edelld esitettyd argumenttia voidaan perustella vertaamalla
litkkkuvan vorteksin lukkiutumiskeskusten vililla kuluvaa matka-aikaa vorteksin ns.
karakteristiseen aikaan 7, jonka kuluessa levossa oleva vorteksi saavuttaa maksimi-
nopeutensa. Karakteristinen aika voidaan laskea klassisen dynamiikan mukaisesti

vorteksipartikkelin massan ja luvussa 1.5.3 esitetyn kitkatermin suhteena

m
T=—
Ui

(77)

1 joten karak-

Simulaatiossa vaikuttavan kitkatermin suuruus on n ~ 1077 kg s~
teristisen ajan voidaan em. arvoilla laskea olevan luokkaa 7 ~ 107! s. Vorteksien
massasta riippumattoman maksiminopeuden on havaittu olevan korkeintaan luok-
kaa Umax ~ 10° m s~!. Lukkiutumiskeskusten viliset etiisyydet ovat puolestaan
luokkaa Save ~ 1077 m, jolloin vorteksien keskimédridinen matkustusaika niiden vi-

BllA on fave & Save/Vmax = 1071 s. Saatu tulos on 1000 kertaa suurempi kuin edel-

14 laskettu karakteristinen aika, joten rajatapauksessa 7 < t.., vorteksit todella
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liikkkuvat lukkiutumiskeskusten véilisen matkan ldhes kokonaan vakionopeudella ja
vorteksipartikkelien massalla ei ole simulaation kannalta suurta merkitysta.

Simulaatio maarittaa kriittisen virran arvon haarukointimenetelméallé, jonka ite-
raatioiden arvot méaardytyvit vorteksien stabiilisuuden mukaan. Vorteksien katsot-
tiin olevan lukkiutuneen stabiilisti, mikéali niiden nopeus alitti ennalta méaéritetyn
rajanopeuden arvon. Kaytetty simulaatio ei ota huomioon ldmpoétilan vaikutusta
vorteksien lukkiutumiseen, joten saadut tulokset patevit vain matalille lampotiloil-
le.

Téssé kappaleessa kasitelty tasorakenteeseen perustuva simulaatiomalli soveltuu
ainoastaan vorteksien dynamiikan mallintamiseen ulkoisen kentdn kulmilla —60° <
¢ < 60°, koska omiin ab-tason suuntaisiin kerroksiinsa sidotut vorteksipartikkelit ei-
vat voi mitenkddn kiddntya kyseisen tason suuntaiseksi. Suurilla kulmilla tasoraken-
ne ikdan kuin vetdd mallinnettavaa vorteksia c-akselin suuntaiseksi, mika on taysin
epéfysikaalinen tilanne. Lisdksi suuremmilla kulmilla eri tasoissa sijaitsevien vortek-
sipartikkelien véliset repulsiovoimat tulevat merkittaviksi, jota nykyinen simulaatio

el myoskdan ota laskennallisista syista johtuen huomioon |8, 20].

4 Tulokset

Tassa tutkielmassa analysoitiin BHO:1la, BZO:lla sekd BSO:lla doopattuja YBCO-
ohutkalvoja. Jokaista dopanttia kohden oltiin valmistettu kolme eri ohutkalvoa vas-
taten 2-, 4- ja 6% dooppauskonsentraatioita. Kaikki ohutkalvot kasvatettiin STO-
substraatille pulssitetulla laserhoyrystysmenetelmalla 750 °C lampdotilassa ampuen
kohtioon 1500 laserpulssia 1,3 Jem =2 energiatiheydelld. Virtamittauksia varten niyt-
teet kuvioitiin mérkéetsaus menetelmalld (engl. wet chemical etching), jolla saatiin
aikaan 50 pm levyisiad johtimia, joiden lépi virta johdettiin. Kaikki edelld mainitut
dopantit muodostavat YBCO:n hilarakenteeseen kolumnaarisia lukkiutumiskeskuk-

sia, jotka poikkeavat toisistaan ldhinna halkaisijansa osalta. On tarkeda huomioida,
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Kuva 11. Samalla dooppauskonsentraatiolla kasvatettujen BHO, BZO ja BSO luk-
kiutumiskeskusten kasvu YBCO:n hilaan.

ettd dooppauskonsentraatiosta puhuttaessa tarkoitetaan dopantin ja sen sisaltdman
materiaalin kokonaismassan suhdetta. Tasté seuraa, ettd kapeammat lukkitumiskes-
kukset kasvavat keskiméérin tiheAmpédn konfiguraatioon levedmpiin lukkiutumis-
keskuksiin ndhden kuvassa 11 havainnollistetulla tavalla. Tutkielman tarkoituksena
on analysoida kolumnaaristen lukkiutumiskeskusten tiheyden ja halkaisijan vaiku-
tusta magneettivuon lukkiutumiseen YBCO-ohutkalvoissa kokeellisten menetelmien
seké laskennallisten simulaatioiden avulla. Erityistd mielenkiintoa herdttaa ohutkal-
vojen lapi johdettavan kriittisen virran kulmariippuvuus, jota simuloitiin edellisessa

luvussa esitetyn molekyylidynamiikkasimulaation avulla.

4.1 Lukkiutumisvoima-analyysi

Néytteiden kriittiset lampdtilat ja magnetisaatiokdyrat mitattiin QQuantum Design
PPMS-mittalaitteella. Kalvojen magnetisaatiokéyrat mitattiin 10 K lampdotilassa ja
1 T YBCO:n c-akselin suuntaisessa ulkoisessa magneettikentéssé ja niistd méaaritet-
tiin Beanin mallin avulla vastaavat kriittiset virrantiheydet J.19 x [23|. Kriittisten

virrantiheyksien avulla laskettiin puolestaan vorteksien lukkiutumisvoima kaavasta
F,, = BJ.(B). (78)

Keskiméérainen maksimilukkiutumisvoima Fyp max méaritettiin esittamallé ylla ole-

van kaavan avulla lasketut lukkiutumisvoimat ulkoisen kentén funktiona ja sovitta-
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malla pisteist6on muotoa
F,,(B " B\’ B \‘
va,max q Bmax b Bmax

oleva funktio, jossa p ja q ovat lukkiutumiskeskuksen kokoa ja muotoa kuvaavia pa-

rametreja ja jossa Byax vastaa ulkoista magneettikentad, jolla lukkiutumisvoima £,
saavuttaa maksimiarvonsa [24|. Virrantiheyden kenttariippuvuusdatasta méaéritet-
tiin Fyp max:nt liséksi ns. mukautumiskenttd B* (engl. accommodation field). Mukau-
tumiskenttd on méaaritelty vastaamaan ulkoisen kentdn arvoa, jossa kriittisen virran
arvo on pudonnut 90 % sen nollakentissd mitatusta arvosta. Kyseista kenttad suu-
remmilla magneettikentédn arvoilla vorteksien lukkiutumisen kollektiiviset vaikutuk-
set tulevat merkittaviksi [25]. Eri nédytteille mitatut kriittiset lampotilat ja virrat
sekd, mukautumiskentéit ja kdyrien sovituksista saadut kokonaislukkiutumisvoimien
arvot on esitetty taulukossa I. Kyseiset arvot on esitetty graafisesti kuvassa 12, jossa
saman suureen arvot eri naytteille on esitetty suhteessa toisiinsa.

Taulukossa I esitetyistéd kriittisistd ldmpotiloista voidaan havaita dooppauksen
heikentavé vaikutus materiaalin suprajohtaviin ominaisuuksiin. Kriittisen lampd&ti-
lan arvon lasku dooppauskonsentraation funktiona on selvéisti voimakkainta BZO-
doopatulla naytteelld, kun taas samalla konsentraatiolla BHO- ja BSO-doopattujen
néytteiden kriittiset lampdotilat ovat 1-2 K korkeampia, ollen hyvin ldhelld toisiaan.
Tamaé indikoi BZO:n nanopartikkeleiden hairitsevin YBCO:n hilarakennetta poik-
keuksellisen paljon verattuna BHO:hon ja BSO:hon, luoden ympérilleen erilaisia
kappaleessa 2.2.1 esitettyjéd luontaisia lukkiutumiskeskuksia. Kyseinen ilmié on ha-
vaittu aikaisemmin lépéisyelektronimikroskooppikuvissa (engl. Transmission Elect-
ron Microscopy, TEM), jossa YBCO:n hilarakenteen todettiin olevan vééristynyt ja
sisaltavin paljon epésopivuusdislokaatioita 5 nm sdteelld BZO-lukkiutumiskeskuk-
sesta [26], kasvattaen sen efektiivistd halkaisijaa.

BHO- ja BSO-doopatuilla néytteilld kriittiset virrantiheydet saavuttavat maksi-

miarvonsa 4 % dooppausasteella. Tata suuremmilla dooppauskonsentraatioilla doop-
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Taulukko I. Eri dopanteilla ja konsentraatioilla doopattujen YBCO-ohutkalvojen
kriittiset lampdotilat, kriittiset virrantiheydet 10 K lampotilassa ja 1 T ulkoisessa
magneettikentassa, mukautumiskentét sekéd kokonaislukkiutumisvoimat.

Néyte T. K] Jeio x [MA/em?|  Bjy x [mT]  Fypmax [GN/m?|

ei-doopattu  89.8 10.1 50 189
BHO-2% 86.6 16.8 129 285
BHO-4% 85.4 24.2 160 590
BHO-6% 84.7 20.4 183 606
BZ0O-2% 86.2 32.2 185 520
BZ0-4% 84.0 24.8 246 641
BZ0-6% 82.7 24.1 309 932
BSO-2% 86.4 32.3 251 403
BSO-4% 85.4 34.6 488 484
BSO-6% 84.7 30.7 637 652

BSO
BHO  BZO

vaEI/E_EI = EB=g2
Tc +\+\+ ‘|N|-\.|_
Je 05 Ut 0e

Kuva 12. Eri dopanttien konsentraation vaikutus kriittiseen virrantiheyteen, -lam-
potilaan, kokonaislukkiutumisvoimaan sekd mukautumiskenttddn. Saman suureen
kdyrat eri dopanteille ovat verrannollisia toisiinsa.
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pauksen haitalliset vaikutukset materiaalin suprajohtaviin ominaisuuksiin tulevat
suuremmiksi kuin vuon lukkiutumisesta aiheutuva hyoty. BZO-doopatulla néytteel-
14 suurin kriittinen virrantiheys saavutetaan alhaisimmalla 2 % dooppauskonsent-
raatiolla, joka tukee edelld tehtyja padtelmia BZO-lukkiutumiskeskusten ympérille
muodostuvista poikkeuksellisen voimakkaista luontaisista lukkiutumiskeskuksista.

Mukautumiskenttad kasvaa kaikilla néyteilla dooppauskonsentraation funktiona.
Tamé voidaan selittdd kvalitatiivisesti silld, ettd suurempi lukkiutumiskeskusten
méaara naytteessd yksinkertaisesti lukitsee enemmén vortekseja, joiden lukuméara
on suoraan verrannolinen ulkoisen magneettikentdn suuruuteen. Téma intuitiivi-
sesti kasvattaa mukautumiskentdn arvoa. Kasvu on poikkeuksellisen suurta BSO-
doopatulla naytteelld, jossa yksittdinen halkaisijaltaan 10 nm oleva lukkiutumis-
keskus kykenee teoriassa lukitsemaan samanaikaisesti kaksi vorteksia. Teoriaa tu-
kee BSO:lle maaritetyt kokonaislukkiutumisvoimien arvot, jotka ovat merkittavasti
alhaisempia BHO- ja BZO-doopatuille naytteille méaritettyihin arvoihin verrattu-
na BSO-lukkiutumiskeskuksen merkittdvisti suuremmasta koosta huolimatta. Sa-
maan BSO-lukkiutumiskeskukseen lukkiutuneet vorteksit kohdistavat toisiinsa mer-
kittavan repulsiovoiman pienentéen lukkiutumiskeskuksen efektiivistd lukkiutumis-
voimaa, kasvattaen silti mukautumiskentéin arvoa.

Kahden samaan BSO-lukkiutumiskeskukseen lukkiutuneen vorteksin teorian vah-
vistamiseksi laskettiin taulukossa II esitetyt eri lukkiutumiskeskusten vorteksiin koh-
distamat attraktiiviset voimat Fy,, kahden lukkiutuneen vorteksin valinen repulsio-
voima F,, sekd ndiden erotuksena maéritelty kokonaisvoima Fi.;. Voimien laskut
suoritettiin kappaleissa 1.5.2 ja 1.5.5 johdettujen kaavojen (32) ja (52) avulla kuvan
13 havainnollistamassa energeettisesti edullisimmassa konfiguraatiossa, jossa vortek-
sit maksimoivat etéisyytensa toisistaan niiden ytimien pysyessa lukkiutumiskeskuk-
sen sisélla [27]. Kuvasta 24 nahdéén, miten halkaisijaltaan 1,5 nm olevien vorteksien

ytimet menevét suurelta osin péaéllekkdin niiden ollessa vain 4 nm levyisessa BHO-
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Kuva 13. Vorteksien ja eri lukkiutumiskeskusten suhteellista kokoa havainnollistava
kuva. BHO-, BZO- ja BSO-lukkiutumiskeskusten siteind R on kdytetty vastaavasti
arvoja 2 nm, 3 nm sekd 5 nm. Vorteksin séteenéd on puolestaan kiytetty YBCO:n
koherenssipituuden arvoa & = 1,5 nm. Kyseisid konfiguraatioita kiytettiin laske-
maan vorteksien véliset repulsiovoimat F,, vorteksin ja lukkiutumiskeskuksen véli-
nen attraktiovoima F,, sekd naiden erotuksena laskettu kokonaisvoima. Voimavek-
torien suhteellisia pituuksia on muutettu BHO:n tapauksessa havainnollisista syisté.

Taulukko II. Samassa lukkiutumiskeskuksessa sijaitsevien vorteksien véliset repulsio-
voimat, vorteksin ja lukkiutumiskeskuksen véliset attraktiovoimat sekd néiden ero-
tuksena méaritelty kokonaisvoima. Kaikista edelld mainituista voimista puhutaessa
viitataan voimaan pituusyksikkod kohti.

Dopantti R Foy Fop Fiot
(nm) (mN/m?) (mN/m?) (mN/m?)

BHO 2 28 2 -26
BZO 3 9 8 -1
BSO ) 4 9 )
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lukkiutumiskeskuksessa. Taulukossa II esitetyistd voimien arvoista havaitaankin, et-
td BHO-lukkiutumiskeskuksissa kahden vorteksin viliset repulsiovoimat ovat pal-
jon lukkiutumiskeskuksen ja vorteksin vélistd lukkiutumisvoimaa suurempia. Tama
osoittaa, ettd kahden vorteksin lukkiutuminen samaan BHO-lukkiutumiskeskukseen
on mahdotonta. Halkaisijaltaan 6 nm olevassa BZO-lukkiutumiskeskuksessa vortek-
sien ytimet ovat vierekkdin ja niiden valinen repulsiovoima on paljon alhaisempi
BHO:n tapaukseen niahden. Kyseinen repulsiovoima on silti niukasti suurempi kuin
attraktiivinen lukitsemisvoima, joten myoskidan BZO-doopatussa néytteessi ei voida
olettaa tapahtuvan useamman vorteksin lukkiutumista samaan lukkiutumiskeskuk-
seen. BZO-lukkiutumiskeskusten ympérille muodostuvat dislokaatiot mahdollisesti
kasvattavat sen efektiivistd halkaisijaa, mika voisi mahdollistaa useamman vortek-
sin samanaikaisen lukkiutumisen. Kyseisen efektiivisen lukkiutumisvoiman voidaan
kuitenkin olettaa olevan hyvin heikko, eikd tastd nédy merkkeja taulukossa I esite-
tyissé kokonaislukkiutumisvoimien arvoissa. BSO:n tapauksessa 10 nm levyisesséa
lukkiutumiskeskuksessa sijaitsevat vorteksit ovat tarpeeksi kaukana toisistaan, jotta
attraktiivinen lukitsemisvoima on suurempi kuin vorteksien vélinen repulsiovoima.
Kahden vorteksin lukkiutuminen samaan lukkiutumiskeskukseen on siis mahdollista
vain BSO-doopatun néytteen tapauksessa. Kyseinen ilmié voidaan havaita vain hy-
vin pienilld kulmien arvoilla, silld kaavan (53) ilmaisema lukkiutumisvoima pienenee
nopeasti kulman 6 funktiona vorteksien vélisen repulsiovoiman pysyessa likimain

vakiona.

4.2 Kriittisen virrantiheyden kulmariippuvuus

Kriittisen virrantiheyden kulmariippuvuus mitattiin 40 K lampotilassa kulmavalilla
0° - 360° kayttaen 3° askelta ulkoisen magneettikentan ollessa 0.5 T, 1 T, 2 T, 4 T,
6 T ja 8 T. Kuvassa 14 on esitetty eri naytteille mitatut 2 T ja 6 T kenttiéd vastaavat

kriittisen virran kulmariippuvuudet, jossa YBCO:n c-akselin suuntainen kenttda on
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Kuva 14. Dooppaamattomalle sekd BHO- BZO- ja BSO-doopatuille néytteille mita-
tut kulmariippuvuudet 40 K ldmpdotilassa ulkoisen kentén ollessa 2 T ja 6 T.

méaritelty vastaamaan nollakulmaa. Dooppaamattomalle naytteelle kriittinen vir-
rantiheys on pienimmilldén c-akselin suunnassa, kasvaen voimakkaasti ulkoisen ken-
tdn suunnan lahestyessa ab-tasoa. Tata vastoin ldhes kaikille doopatuille néytteille
kriittinen virrantiheys saavuttaa maksimiarvonsa juuri c-akselin suunnassa. Tama
on selvd merkki siitd, ettd kaikki tarkasteltavat dopantit muodostavat YBCO:n hi-
laan c-akselin suuntaisia kolumnaarisia lukkiutumiskeskuksia, jotka lukitsevat sa-
mansuuntaisesti orientoituneita vortekseja erityisen voimakkaasti.

BHO-doopatulla naytteelld c-akselin piikit ovat intensiteetiltdan suurimpia doop-
pauskonsentraation ollessa 4%. Kyseisten piikkien intensiteetit ovat paljon pienem-
pid 6%-doopatussa naytteessi. Tamén lisdksi 6 T magneettikentdssa havaitaan sel-

vasti c-akselipiikkien kapenemista dooppauskonsentraation kasvaessa. Piikien kape-
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Kuva 15. Eri kolumnaaristen lukkiutumiskeskusten orientoituminen YBCO-
ohutkalvossa.

neminen voidaan selittdd BHO-lukkiutumiskeskusten c-akselin suuntaisella orien-
toitumisella, jolloin niiden kasvava lukumaééra intuitiivisesti parantaa vuon lukkiu-
tumista kyseisessd suunnassa. Edelld mainitut havainnot piikkien intensiteeteista
selittyvat puolestaan edellisessd kappaleessa todetulla suprajohtavien ominaisuuk-
sien heikkenemiselld dooppauskonsentraation kasvaessa. 6 T ulkoisessa magneetti-
kentdssa mitatussa naytteessa havaitaan ns. kaksijakoinen c-akselipiikki, jonka mak-
simit saavutetaan ulkoisen kentén kulman ollessa karkeasti £30°. Tétéa pienemmilla
kulmilla kriittinen virrantiheys pysyy ldhes vakiona, kuitenkin pienentyen hitaas-
ti nollakulmaa lahestyttaessd. Kyseisten piikkien voidaan todeta myos levenevin
konsentraation kasvaessa. Téaméa viittaa BHO:n muodostamien kolumnaaristen luk-
kiutumiskeskusten olevan mahdollisesti osittain katkenneita ja likimain homogeeni-
sesti kallistuneita kulmavilille -30° — 30° YBCO:n c-akselin suhteen. Kyseinen ilmi6
on havaittu aikaisemmin myos paljon tutkitulle BZO:lle [28-30], joten vain 2 nm
pienemmasté halkaisijastaan johtuen néin voidaan olettaa tapahtuvan myos BHO-

lukkiutumiskeskuksille.
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BZO-doopatulla naytteelld havaittava selvésti isotrooppisin kriittisen virran kul-
majakauma on seurausta edelld mainituista syistd. BZO-lukkiutumiskeskusten muo-
dostuminen YBCO:n hilaan pulssitetussa laserhdyrystysmenetelméssa on osoitettu
olevan vahvasti riippuvainen erityisesti kasvatuslampdétilasta ja kohtioon ammutta-
vien laserpulssien taajuudesta, vaikuttaen etenkin BZO-kolumnien kulmajakaumaan
YBCO:n c-akselin suhteen [28|. Laajan kulmajakauman omaavien BZO-kolumnien
on lisdksi havaittu kasvavan katkonaisesti kuvan 15 osoittamalla tavalla ja niiden
ympadrille on havaittu muodostuvan pistemaéisind lukkiutumiskeskuksina toimivia
kidevirheita |29, 30], joita voidaan odottaa olevan myos téassi tyossd kédytetyissd
naytteissi. Erityisesti laajan kulma-alueen omaavien katkonaisten BZO-kolumnien
lasnaolo sekd BZO:n YBCO:n hilaan indusoimat luontaiset lukkiutumiskeskukset se-
littaisivit BZO-doopatulle ndytteelle mitattua isotrooppista kriittisen virran kulma-
jakaumaa. Merkittava ero BHO- ja BZO-doopattujen néytteiden vélilla on BZO:lla
6 T kentéssd havaittava korkea c-akselipiikki, joka viittaa BZO-kolumnien olevan
yhtendisempié ja vihemmaén kallistuneita BHO-kolumneihin ndhden. Tamé& on in-
tuitiivisesti jarkevad BZO-lukkiutumiskeskusten suuremmasta halkaisijasta johtuen.

BSO-doopatuilla néaytteilla havaitaan suhteellisen kapeat ja muihin naytteisiin
verrattuna hyvin korkeat c-akselipiikit, miké viittaa BSO-kolumnien kapeaan kul-
majakaumaan. Tamé on odotettavaa BSO-kolumnien edelld késiteltyihin dopant-
teihin verrattuna suuren halkaisijan johdosta. Korkeat c-akselipiikit tukevat myos
edellisessé kappaleessa esitettya teoriaa kahden vorteksin lukkiutumisesta samaan
BSO-kolumniin. Kuvassa 15 on havainnollistettu edellda tehtyja péatelmiéd eri do-

panttien muodostamien lukkiutumiskeskusten orientaatiosta.

4.3 Simulaatiotulokset

Kriittisen virratiheyden kulmariippuvuutta BHO- ja BSO-kolumneille simuloitiin

kappaleessa 3 esitetylld molekyylidynamiikkasimulaatiolla. Taulukossa III on esitetty
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Taulukko III. Simulaatioissa eri néytteilla kiytetyt kolumnaaristen lukkiutumiskes-
kusten siteet R, lukuméardat N, pituudet h, simulaatiotason ala A sekd kiytetty
ulkoinen magneettikentta.

Ndyte R (nm) N h(nm) A (nm?) B (T)

BHO-2% 2 16 20 200 0.75
BHO-4% 2 32 20 200 0.75
BHO-6% 2 48 20 200 0.75
BSO-2% 9 16 20 200 0.75
BSO-4% 5 32 20 200 0.75
BSO-6% 5 48 20 200 0.75

eri naytteiden simulaatiomalleissa kiytettyja parametreja. Simulaatioista saatavan
statistiikan parantamiseksi jokaista néytettd kohden luotiin viisi sattumanvaraisesti
generoitua lukkiutumiskeskuskonfiguraatiota, joille kaikille kriittisen virrantiheyden
kulmariippuvuus laskettiin erikseen 10° askelta kayttden valilla —60° < 6 < 60°.
Kulmilla 46 simuloiduista kriittisen virrantiheyden arvoista laskettiin keskiarvo ja
keskihajonta. Simuloidun J.(#)-kdyrin voidaan olettaa olevan symmetrinen nollakul-
man suhteen, joten samoja kulmalle |0| laskettuja keskiarvoja ja -hajontoja kiytet-
tiin sekd kulmalle 6 ettd —6, mika toteuttaa edellda mainitun symmetrian. BHO-luk-
kiutumiskeskusten todellisia tiheyksid vastaavat simulaatioissa kéytettyjen kolum-
nien lukumédrat on jaettu neljalla ja kyseisid lukumaéérid on kiytetty myos vastaa-
ville BSO-néytteiden simulaatioille laskenta-ajan pienentdmiseksi. Kédytettyyn simu-
laatioon ei ole implementoitu lampdtilan vaikutusta, joten simulaation avulla laske-
tut kriittiset virrantiheydet vastaavat teoriassa 0 K lampdétilassa tehtyja mittauksia.
Lampdtilalla ei kuitenkaan uskota olevan merkittavaa vaikutusta simulaatiosta saa-
taviin tuloksiin, joita verrattiin 40 K lampdétilassa suoritetuissa mittauksista saatuun

dataan.
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4.3.1 Kvantitatiivinen tarkastelu

BHO- ja BSO-doopatuille naytteille simuloidut kriittisen virrantiheyden kulmariip-
puvuuskayrat hajontoineen on esitetty kuvassa 16. Kuvasta havaitaan, etta kriittinen
virrantiheys kasvaa dooppauskonsentraation funktiona. Téma on ristiriidassa kap-
paleessa 4.2 tehtyjen havaintojen kanssa, jossa suurin kriittinen virrantiheys saavu-
tettiin 4%-dooppauskonsentraatioilla. Tdma aiheutuu siitéd, etta simulaatiomallissa
ei ole otettu huomioon dooppauksen haitallista vaikutusta materiaalin suprajohta-
viin ominaisuuksiin. Kriittisen virrantiheyden kasvu dooppauskonsentraation funk-
tiona on tédten varsin intuitiivinen tulos, jonka tarkempia mekanismeja tarkastellaan
seuraavassa luvussa.

BHO-doopatun néytteen simulaatiossa havaitaan hyvin kapeita c-akselipiikkeja,
jotka levenevét hieman dooppauskonsentraation pienentyessi. BHO-doopatun néayt-
teen piikit ovat intensiteetiltddn paljon pienempid BSO-doopatun néytteen piik-
keihin verrattuna. BSO-doopatulle néytteelle voidaan puolestaan havaita todella
voimakkaita ja leveitda kaksoispiikkeja, joiden maksimit saavutetaan 4+20° kulmil-
la. Maksimien valissé kriittisen virran kulmariippuvuus on 2% - ja 4%-doopatuilla
néytteilld hyvin isotrooppista, laskien kuitenkin lineaarisesti nollakulmaa lahestytté-
essi. BSO-2%:1le simuloitu kdyra poikkeaa merkittavisti muista isotrooppisuutensa
ja pienen intensiteettinséd johdosta.

Edella tehdyt havainnot voidaan selittad yksinkertaisen kuvassa 17 esitetyn geo-
metrisen mallin avulla. Merkitaédn havaittuja J.(0)-kéyrien maksimeja vastaavia kul-
mia f.,:1la, ja oletetaan, etté kyseinen kulma voidaan esittad kuvan 17 havainnol-
listamalla tavalla lukkiutumiskeskuksen sidteen R ja ohutkalvon paksuuden h avulla

muodossa

0.ax = arctan <%) ) (80)

Kuvasta 17 ndhdéén, miten kyseisen kulman suuntaisesti orientoitunut vorteksi mi-

nimoi energiansa maksimoimalla lukkiutumiskeskuksen sisélla kulkeman etaisyyten-
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Kuva 16. BHO- ja BSO-doopatuille néytteille simuloidut kriittisen virrantiheyden
kulmariippuvuuskayrat.

séa kaavan

1 1
U= / B’V + ——— / B2dV (81)
2pLK Sy 2pyBeo Jvypeo

mukaisesti, jossa lukkiutumiskeskuksen suhteellinen permeabiliteetti pupx > pvsco.

Kyseisen kulman suuntaisesti orientoituneiden vorteksien voidaan siis olettaa luk-
kiutuvan voimakkaimmin lukkiutumiskeskuksiin, jolloin kyseiselld kulmalla voidaan

olettaa myds esiintyvén kriittisen virrantiheyden maksimi. BHO-ja BSO-doopatuille
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Kuva 17. Vorteksin ja lukkiutumiskeskuksen geometria.

naytteille luoduille simulaatioille kyseiset kulmat ovat

2-2
QEII:XO = arctan <20—nrrljln> ~ ]_10

6859 — arctan (25—11111) ~ 27°.

max 20 nm

Edella laskettu kulma vastaa erittdin hyvin BSO-doopatulle néytteelle simuloidus-
sa J.(0)-kiyrassa esiintyvid maksimeja. BHO-néytteelle simuloidussa kdyréssa ei sen

sijaan esiinny vain yksittdistd maksimia 0°-kulmassa, mikd on ristiriidassa ylla las-

QBHO

ketun 0

-arvon kanssa. Syyna tdhdn on mahdollisesti BHO-kolumnien pieni 4 nm
halkaisia, jolloin leveydeltdan noin 3 nm olevan vorteksin ytimen kulkema etéisyys
kyseisessé kolumnissa on huonosti maéritelty. BSO-kolumnien halkaisija on puoles-
taan 10 nm, jolloin vorteksin kulkua kolumnin sisélla on helpompi mallintaa kuvas-
sa 17 esitettynd suorana viivana. Kyseisessd kuvassa esitetty malli pétee siis vain
kolumnaarisen lukkiutumiskeskusten halkaisijan ollessa paljon vorteksin halkaisijaa
suurempi, kuten BSO-lukkiutumiskeskusten tapauksessa.

Ulkoisen magneettikentdn kulman ollessa 0] < 0., voidaan vorteksin lukkiu-

tumiskeskuksen sisélld kulkema etdisyys [ kirjoittaa kuvan 17 havainnollistamalla



tavalla kulman 0 funktiona muodossa

h

l:
cosf’

(82)

jossa h on ohutkalvon paksuus. Kriittisen virrantiheyden voidaan olettaa olevan ver-
rannollinen vorteksien kokemaan lukkiutumisvoimaan F,(6) = —0yU [16]. Vortek-
sin magneettikenttdén varastoituneen energian U voidaan puolestaan olettaa olevan
suoraan verrannollinen etdisyyden [ vastalukuun, jolloin kriittisen virrantiheyden
kulmariippuvuudelle voidaan kirjoittaa verranto derivoimalla yht&ls (82) kulman 6
suhteen. Téssé tapauksessa késitelladn vain pienid kulmia 6 < 6., joten yhtalossa
(82) esiintyvédd kosini-termié voidaan approksimoida sen Taylorin sarjakehitelmén
cosz =1—a?/2!+ /4! — ... kahden ensimmiisen termin avulla. Lukkiutumisvoi-

man kulmariippuvuudelle voidaan téten kirjoittaa verranto

0 h 4h0
Je(0 < Onax) ~ va(¢9 < Omax) ~ 20 0z = 0 — 2>2 . (83)
1+ 5

Yhtélod (83) voidaan edelleen approksimoida sen sarjakehitelmén ensimmaéisen ter-
min avulla, jolloin kriittisen virrantiheyden ja kulman vélille saadaan lineaarinen

riippuvuus
J(0 < Omax) ~ hO. (84)

Kulmaa 6, suuremmilla kulmilla vorteksin lukkiutumiskeskuksen sisalla kul-

kema etéisyys [ muuttuu kulman 6 fuktiona kaavan

2R

l p—
sin 6

(85)

osoittamalla tavalla. Kriittisen virrantiheyden voidaan jilleen olettaa olevan ver-
rannollinen vorteksien pituuden derivaattaan kulman 6 suhteen. Approksimoimal-
la yhtélossd (85) esiintyvdd sini-funktiota sen Taylorin sarjakehitelmén sinx ~

x — x3/3! + 25/5! — 27 /7!+... neljin ensimmaéisen termin avulla, voidaan kriittisen
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Kuva 18. Yhtéloiden (84) ja (86) sovitus BSO-4%-néytteelle simuloituun dataan.
Sininen suora vastaa yhtélod (84) ja punainen kiyrd vastaa yhtaloa (86)

virran kulmariippuvuudelle kirjoittaa verranto

ou(o 0 R
JC(H > emax) ~ va(e > 9max) = _% ~ % 03 95 67
T ]

~ R(#°—30- 6"+ 360 - 92 — 720)
02 (05 — 42 - 64 + 840 - 62 — 5040)>

~

(86)

Yhtélo (86) ennustaa J.(0)-kiyran laskevan nopeasti kulman 6,,, ldheisyydessi,
jonka jilkeen se tasoittuu likimain vakioksi.

Kuvassa 18 on esitetetty edella johdettujen yhtéloiden (84) ja (86) sovitus BSO-
4%-néytteelle simuloituun dataan. Sovituksista niahdddn edella esitetyn teorian vas-
taavan hyvin tarkasti simuloituja tuloksia. Kulmavalillda 0 < 6 < 30° kriittisen vir-
rantiheyden voidaan havaita kasvavan lineaarisesti yhtélon (84) ennustamalla taval-
la, jonka jélkeen havaitaan yhtélon (83) ennustama J.(6):n akillinen lasku ja tasoit-
tuminen likimain vakioksi kulmilla 6 > 50°. Yhteenvetona voidaan sanoa simuloi-
tujen kriittisen virran kulmariippuvuuskayrien muodon aiheutuvan siité, etta edella
maéaariteltyd maksimikulmaa 6,,,, suuremmilla kulmilla vorteksin tilavuus lukkiutu-
miskeskuksen sisédlld pienenee voimakkaasti, miké johtaa vorteksin energian kasvuun

ja taten lukkiutumisvoiman heikentymiseen. Sama ilmi6 tapahtuu my6s pienemmil-
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& kulmilla, joilla vorteksi sijaitsee kokonaan lukkiutumiskeskuksen sisalla. Talloin
lukkiutumiskeskuksen siséllé olevan vorteksin tilavuus on paljon pienempi edelliseen
tapaukseen verrattuna. Tésta seuraa, ettd vorteksin energia lukkiutumiskeskuksen
sisalla pysyy likimain vakiona, johtaen lukkiutumisvoiman ja kriittisen virrantihey-

den lineaariseen kasvuun maksimikulmaa lahestyttéessa.

4.3.2 Kvalitatiivinen analyysi

Kuvassa 19 on esitetty miten kulmiin 20°, 40° ja 60° orientoituneet vorteksit lukkiu-
tuvat eri doopppauskonsentraatioita vastaaviin BHO- ja BSO-kolumneihin. Kuvas-
ta tulee ilmi samaa dooppausastetta vastaavien lukkiutumiskeskuskonfiguraatioiden
virheellinen identtisyys BHO- ja BSO-néytteiden vililla, joka sallittiin simulaatio-
ajan pienentédmiseksi. Kuvasta havaitaan selvésti erot eri dooppauskonsentraatioiden
valilld lukkiutumiskeskusten vélisen etdisyyden pienenemisens dooppausasteen kas-
vaessa. 4%-dooppausastetta vastaavissa simulaatioissa vorteksien ja lukkiutumiskes-
kusten lukumaééarat vastasivat toisiaan hyvin tarkasti. Suuremmilla dooppausasteilla
lukkiutumiskeskuksia oli vortekseihin ndhden huomattavasti enemmaén, jolloin yk-
sittéisten vorteksien oli helppo ajautua tyhjiin lukkiutumiskeskuksiin tai lukkiutua
samanaikaisesti kahteen eri kolumniin, jonne ne pysahtyivat. Tama selittaa kriittisen
virrantiheyden simuloitujen arvojen kasvun konsentraation funktiona.

Kuvassa 19 on havainnollistettu, miten BHO:1la doopatuille naytteille tehdyis-
sé simulaatioissa yksittdinen vorteksi lukkiutuu korkeammilla konsentraatioillakin
pédasiassa vain yksittaiseen lukkiutumiskeskukseen. Yksittdisten vorteksien havait-
tiin lipuvan lukkiutumiskeskuskonfiguraation lapi useita kertoja ennen pysahtymis-
taan joko vapaaseen lukkiutumiskeskukseen tai niiden véliseen tilaan vorteksien vé-
lisen repulsiovoiman johdosta. Vorteksien muodon voidaan havaita pysyvan korkeilla
kulmien arvoilla hyvin suorana, kun taas 40° pienemmilla kulmilla lukkiutuneiden

vorteksien paat vaantyvit ulkoisen kentén suuntaiseksi poiketen niita lukitsevan ko-
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lumnin muodosta. Taéma on merkki BSO-kolumnien vortekseihin kohdistaman att-
raktiovoiman heikkoudesta ja lyhyestd kantamasta.

BSO-doopatuille naytteille tehdyisséd simulaatioissa ndhdaan merkkeja BSO-ko-
lumnien hyvin vahvasta lukitsemisvoimasta. 40° kulmassa olevien vorteksien saman-
aikaista lukkiutumista kahteen eri kolumniin voidaan havaita jo 2% dooppauskon-
sentraatiolla. Ilmio vahvistuu suuremmilla kulmilla ja konsentraatioilla, joilla vor-
teksien muodon voidaan havaita my6s taipuvan niita lukitsevien kolumnien valilla.
BSO-doopattujen néytteiden simulaatioissa ei havaita vorteksien pyséhtymisté ko-
lumnien viliseen tilaan vorteksien vélisen repulsiovoiman johdosta, mika osoittaa
BSO-kolumnien voiman kantaman olevan merkittaviasti BHO-kolumneja suurempi.
BSO-kolumnien lukitsemisvoiman suuruus ilmenee myos pienilld kulmilla tehdyisté
simulaatioista, joissa alunperin kulman 6 suuntaisesti orientoituneet vorteksit vaan-
tyvat lahes taydellisesti niita lukitsevien kolumnien suuntaisiksi.

Edelld tehdyt havainnot kolumnien lukitsemisvoiman kantamasta sekd yksittéi-
sen vorteksin lukkiutumisesta kahteen eri kolumniin selittavit kvalitatiivisesti, miksi
BSO-doopatuille néytteille simuloitujen kriittisten virrantiheyksien arvot ovat pal-
jon suurempia BHO-simulaatioihin verrattuina. Erityista mielenkiintoa herattaa ku-
vassa 16 esitetyn 2% konsentraatiolla BSO-doopatulle naytteelle simuloitu kulma-
riippuvuuskayra, joka poikkeaa intensiteettinsé ja isotrooppisuutensa osalta merkit-
tavasti muilla dooppauskonsentraatioilla havaituista kiyristd. Tastéd voidaan tehda
johtopaatds, ettd suurien lukkiutumiskeskuksien tapauksessa dooppauskonsentraa-
tion kasvattamisella tietylla vélillda on merkittédva vaikutus kriittisen virrantihey-
den arvoon. BSO-2%-néytteelle simuloidun c-akselipiikin matala intensiteetti selit-
tyy BSO-kolumnien vortekseihin kohdistaman vahvan lukitsemisvoiman suuren kan-
taman avulla. 2% dooppauskonsentraatiota vastaavassa simulaatiossa BSO-kolumnit
ovat vield sen verran kaukana toisistaan, etta yksittaiset vorteksit pystyvét virumaan

lukkiutumiskeskuskonfiguraation lapi ja lukkiutumaan epéastabiilisti kolumnien véli-
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Kuva 19. Eri kulmiin orientoituneiden vorteksien lukkiutuminen eri dooppauskon-
sentraatioita edustavilla BHO -ja BSO- lukkiutumiskeskuskonfiguraatioilla.
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seen tilaan. 4% konsentraatiolla BSO-kolumnien vélinen keskiméérainen etaisyys on
kutistunut jo niin pieneksi, ettd vorteksit kokevat kaikkialla BSO-kolumnien mer-
kittavan attraktiivisen lukitsemisvoiman. BHO-kolumnien tapauksessa kolumnien
valisessé tilassa vaikuttava lukitsemisvoima olisi edelleen suhteellisen heikko, jol-
loin dooppauskonsentraation kasvattamisella 2-4%:iin ei ole niin suurta vaikutusta
kriittiseen virrantiheyteen kuin BSO:lla doopatun néiytteen tapauksessa. BSO-2%-
néytteelle simuloidun kulmariippuvuuskéiyran isotrooppisuus voidaan puolestaan se-
littaa edelld todetulla kahden vorteksin lukkiutumisella samaan lukkiutumiskeskuk-
seen vorteksin ja c-akselin valisen kulman ollessa tarpeeksi suuri. Pienilla kulmilla
vorteksit lukkiutuvat voimakkaasti yksittéisiin lukkiutumiskeskuksiin, kun taas suu-
rilla kulmilla lukkiutuminen yksittaiseen kolumniin on heikompaa, mutta vorteksin
mahdollisuus lukkiutua samanaikaisesti useampaan kolumniin kasvattaa kokonais-
lukkiutumisvoimaa. Téaten kriittinen virrantiheys voidaan olettaa likimain vakioksi
kulman # funktiona matalilla konsentraatioilla doopatuilla néytteilld. Kokeellisesti
todettua kahden vorteksin lukkiutumista samaan BSO-kolumniin ei havaittu simu-

laatioissa.

4.4 Simulaatioiden ja kokeellisten tulosten vastaavuus

Kuvassa 20 on esitetty eri naytteille 1 T ulkoisessa magneettikentissa ja 40 K 1ampo-
tilassa mitatut kriittisen virrantiheyden kulmariippuvuuskayrat seké niitd vastaavat
simuloidut kulmariippuvuuskéyrét, jotka on aikaisemmin esitetty myos kuvassa 16.
Mitattuja ja simuloituja kulmariippuvuuskayria verrattaessa on huomioitava kéy-
tetyn simulaation olevan hyvin yksinkertaistettu ja idealisoitu malli vorteksien to-
delliseen dynamiikkaan verrattuna. Kaytetty simulaatio ei ota lainkaan huomioon
todellisuudessa mahdollisesti ilmenevid kolumnien kallistumia, katkonaisuuksia tai
muita YBCO:ssa ilmenevié kidevirheité, joilla kaikilla voidaan olettaa olevan suuri

vaikutus naytteen kriittisen virran kulmariippuvuuteen. Téasta huolimatta mitattuja
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Kuva 20. Simuloidut ja kokeellisesti mitatut kriittisen virrantiheyden kulmariippu-
vuuskayrit. Kokeelliset mittaukset on suoritettu 1 T ulkoisessa magneetikentéssa ja
40 K lampotilassa. BHO-6%, BSO-4% seki BSO-6% niytteille mitatut kulmariip-
puvuuskayrat on skaalattu vastaamaan paremmin simuloituja tuloksia.

ja simuloituja kulmariippuvuuskéyria vertaamalla voidaan tehda tiettyja johtopéa-
toksia.
BHO-doopatuille naytteille simuloidut c-akselipiikit ovat paljon kapeampia ko-

keellisesti mitattuihin piikkeihin ndhden kaikilla dooppauskonsentraatioilla. Tés-
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td voidaan paitelld, ettd BHO-kolumnien on oltava merkittavésti kallistuneita c-
akseliin ndhden kappaleessa 4.2 tehtyjen paédtelmien mukaisesti. Muussa tapauksessa
havaittaisiin mita todenndkoisimmin simulaatioiden ennustama terava c-akselipiikki.
Tamén lisdksi mitattua piikkia saattaa leventdd BHO-kolumnien mahdollinen kat-
konaisuus ja pistemaisingd lukkiutumiskeskuksina toimivien kidevirheiden muodos-
tuminen BHO-kolumnien ympérille, mitd on havaittu tapahtuvan BZO-doopatuille
néytteille [28, 30, 31].

BSO-doopatuille néytteille mitattujen piikkien leveydet vastaavat suhteellisen
hyvin simuloituja tuloksia. Témén avulla voidaan toistaa aikaisemmin kappaleessa
4.2 tehty padtelmd BSO-kolumnien vahvasta c-akselin suuntaisesta orientaatiosta.
BSO-2%-néytteelle mitattu suhteellisen isotrooppinen kulmajakauma on myos so-
pusoinnussa simulaatioiden kanssa. Kappaleessa 4.3.2 tehty kvalitatiivinen analyysi
vorteksien lukkiutumisen mekaniikasta kuvaa siis jossain méaarin vorteksien todellis-
ta lukkiutumista. 2% dooppauskonsentraatiolla BSO-kolumnien vélinen etaisyys on
sen verran suuri, etté yksittéiset vorteksit pystyvat helposti virumaan lukkiutumis-
keskuskonfiguraation lépi ja lukkiutumaan heikosti kolumnien véliseen tilaan, jol-
loin c-akselin suunnassa saavutettava kriittinen virrantiheys on suhteellisen matala.
Suurilla kulmilla yksittaiset vorteksit voivat puolestaan lukkiutua samanaikaisesti
useampiin kolumneihin, miké kasvattaa kyseisilla kulmilla saavutettavien kriittisten
virtojen arvoja johtaen hyvin isotrooppiseen kulmajakaumaan nimenomaan pienil-
1& dooppauskonsentraatioilla. BSO-néaytteille mitatuissa kulmariippuvuuskayrissé ei
ole nahtéavissa simulaatioissa ilmenevia kaksoispiikkeja. Kappaleessa 4.3.1 esitetty
geometrinen malli vorteksien lukkiutumisesta ei siis kuvaa vorteksien lukkiutumista
todellisuudessa, jossa vorteksi kulkee lukkiutumiskeskuksen lapi monimutkaisempaa

reittia.
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5 Johtopaatokset

Kriittisen virrantiheyden kulmariippuvuuden kokeellisia mittauksia ja laskennalli-
sia simulaatioita vertaamalla voidaan tehdad péaédtelmia BHO- ja BSO-kolumnien
kasvusta YBCO:n hilaan ja niiden vaikutuksesta kriittiseen virrantiheyteen. BHO-
doopatussa naytteessé esiintyvat kolumnit eivit kasva suoraan YBCO:n c-akselin
suuntaisesti, vaan ovat kallistuneet likimain homogeenisesti suuremmalle kulma-
alueelle aiheuttaen suhteellisen matalan ja leveédn c-akselipiikin. Tamén lisdksi BHO-
kolumneissa saattaa esiintyéd katkonaisuutta ja ne saattavat aiheuttaa kidevirheita
niitd ympardividn YBCO:n hilarakenteeseen, mutta tésta ei ole saatu varsinaista
nayttod. BSO-doopatussa néaytteessa esiintyvit kolumnit kasvavat puolestaan hyvin
pitkdlti YBCO:n c-akselin suuntaisesti, johtaen korkeisiin c-akselipiikkeihin. Kysei-
set kolumnit lukitsevat vortekseja paljon BHO-kolumneja voimakkaammin, mink&
takid BSO-doopatulla naytteelld havaitaan suurempia kriittisia virrantiheyksia. Suu-
remmilla kulmilla havaitaan yksittdisen vorteksin lukkiutumista useampiin eri luk-
kiutumiskeskuksiin, miké kasvattaa kriittistda virrantiheyttd entisestdén vastaavilla
kulmilla. Simulaatioissa ei havaittu BSO-doopatuille néytteille kokeellisesti todettua
kahden vorteksin lukkiutumista samaan lukkiutumiskeskukseen.

Tutkielman projektia voi kehittad tulevaisuudessa luomalla lukkiutumiskeskus-
konfiguraatioon katkonaisia ja kallistuneita kolumneja seké pistemaéisia YBCO:n ki-
devirheitd edustavia lukkiutumiskeskuksia. Vertaamalla edelld mainittuja ominai-
suuksia sisaltavien lukkiutumiskeskuskonfiguraatioiden avulla simuloituja kriittisen
virrantiheyden kulmariippuvuuskayria kokeellisista mittauksista saatuun dataan,
voidaan tehda paljon enemméan johtopaétoksia naytteisséd esiintyvien lukkiutumis-
keskusten luonteesta seké niiden vaikutuksesta vorteksien lukkiutumisen dynamiik-
kaan. Téssa tyossa kiytettyd kaksiulotteista molekyylidynamiikkasimulaatiota voi
myos laajentaa kolmeen ulottuvuuteen, jolloin saadaan tietoa myds vahan tutkitus-

ta ab-tason suuntaisesta lukkiutumisesta. Simulaatioon pystytddn implementoimaan
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myo6s lampotilan vaikutus ns. Langevin termostaatin avulla [32].
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A Ginzburg-Landau-yhtalot

Ginzburg-Landau-teorian perustana on oletus, ettd ldhella transitiolampdtilaa T,

oleva Gibbsin vapaan energian tiheys voidaan kirjoittaa muodossa

1 [ 1 B?
G(¢>:Gn+v/[%(—zhv+6A)¢*(’th+€A)¢+ 2;:‘)
~ HH(E)M() + 66" + Jb66° 00" + . Jav, (57)

jossa ¢ on kompleksinen jarjestysparametri sekd a ja b siitd riippumattomia pa-
rametreja. Gibbsin vapaa energia minimoituu NTP-ensemblen termodynaamisessa
tasapainotilassa [3], joten sen derivaatta ¢*:n ja A:n suhteen hévidd. Varioimalla

yhtélo (87) vaiheparametrin ¢ suhteen saadaan

oG 1
8(;5?) =3 (ihV 4+ eA)* ¢ + ag + b|¢[>p = 0. (88)
Olettamalla, ettd V- A = A -V, yhtilo (88) voidaan esittdd myos muodossa
1
5 (R*V? — 2iheA -V — €2A%) ¢ — ap — b|¢|*¢ = 0. (89)

Yhtélo (89) on ensimméinen kahdesta Ginzburg-Landau-yhtélosta. Toinen GL-yh-
télo saadaan varioimalla yhtalod (87) vektoripotentiaalin A suhteen. Téssé téytyy
ottaa huomioon, ettd magneettikenttd B riippuu vektoripotentiaalista madritelméan
B = (V x A) mukaisesti. Liitteessd M.1 on osoitettu, ettd B* = (V x A)? = V?AZ

Téamén tuloksen avulla yhtéalon (87) integrandi Z voidaan kirjoittaa muodossa
B’(r)
2410

1
T=g - (~ilV+eA)d (ihV +c A)d+
1 VZA®

240

= 5 (~W°V6'V6 — V' eAd + iheAd Vo + A% 0) +

(90)

jossa kaikki A:sta riippumattomat termit on jéatetty pois, silld ne ovat merkityk-
settomid A:n varioinnin suhteen. Varioimalla nyt yhtdlé (90) vektoripotentiaalin A

suhteen saadaan

or 1, RN 2oy 4 VA
T (—ihe(V¢* ) + iheg* Vo + 2¢* Ap*p) + 10

_ e (56— 6V + CAlG] + VA (91)
m Ho

2m
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Yhtalo (90) voidaan esittdd myos virrantiheyden J avulla hydédyntdmalla liitteessé
M.2 todistettua vektori-identiteettii V x V x A = V(V - A) — V2A. Londonin-
Landaun mitassa (engl. London-Landau gauge) V - A = 0, edelld mainittu identi-
teetti voidaan kirjoittaa muodossa V x V x A = —V2A. Amperen lain ja vektoripo-
tentiaalin mééritelmén mukaan V x B =V x (V x A) = uoJ, joten VZA = —p0J.
Sijoittamalla tdmé yhtdloon (91) ja asettamalla 0Z/0A = 0 saadaan toinen GL-
yht&lé sen tunnetuimmassa muodossa |1, 33|

ihe

_ * * 62 2
pod = =55 (6"V6 — 6V6") — — AP, (92)

Yhtaloita (89) ja (92) kutsutaan Ginzburg-Landau-yhtéloiksi ja ne esitetddn taval-

lisesti yhtaloparina [4]

1
2m

(R?V?%¢ — 2iheA - V¢ — e2A%¢) — ag — b|¢|*¢ = 0
h 2 *
pod = =5 (6°V6 = 6V") — —Alof.

(93)
A.1 Vaiheparametrin yksikasitteisyyslause

Yleiselle integraalille voidaan kirjoittaa

/ b VO(r)dl = 0(b) — 0(a). (94)

Suljetulle viivaintegraalille ylla olevassa yhtdlossa a = b. Jérjestysparametrin ¢(r) =
|p(r)]e?™) on luonnollisesti saatava yksikisitteinen arvo missé tahansa avaruuden

pisteesséd. Funktion e periodisuudesta seuraa, ettd em. ehto toteutuu vain kun
0(b) — 6(a) = 27n. (95)
Sijoittamalla tdma yht&loon (94) saadaan ns. vaiheparametrin yksikésitteisyyslause

%V@(r)dl = 2mn. (96)
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A.2 Parametrien a ja b lampoétilariippuvuus

Ginzburg-Landau-teoriassa oletetaan, ettd suprajohtavan tilan vapaa energia G on
riippuvainen systeemin normaalitilan vapaasta energiasta sekd termodynaamisesta
suureesta ¢, jonka vaihtelu muuttaa kyseisté energiaa. Lahella transitioldmpotilaa
T, systeemin vapaa energia tulisi voida esittdd tdmén termodynaamisen suureen

sarjakehitelména muodossa
1
G~ Go(0,T) +/ alo] + hloP + ... av, (o7)
v

jossa integrointi suoritetaan suprajohtavan materiaalin yli sekd parametrit a ja b
ovat termodynaamisesta suureesta ¢ riippumattomia reaalilukuja, jotka voivat silti
riippua vallitsevasta lampdotilasta. Kuten liitteessd A mainittiin, edustaa ¢:n itsei-
sarvon nelio varsin intuitiivisesti suprajohteen supraelektronien tiheytta n.
Yhtélostd (97) voidaan tehdéd useita johtopédédtoksia parametrien a ja b luon-
teesta. Transitiossa normaalin ja suprajohtavan faasin vélilla vapaa energia GG saa
minimiarvonsa ja supraelektronien tiheyden on luonnollisesti oltava nolla. Naytteen
ollessa suprajohtavassa tilassa parametri ¢ on suuri ja yhtéléa (97) dominoi termi
b|p|?/2. Tisté seuraa, ettd b > 0, silli muuten vapaa energia saavuttaisi minimiar-
vonsa suurilla supraelektronien tiheyksilla, missé ei selvastikddn ole jarkea.
Parametrin a arvoista saadaan tietoa etsimélla vapaan energian minimi ¢:n funk-

tiona, joka 16ytyy tunnetusti derivaatan nollakohdasta

oG

Yhtélosta (98) ndhdéén, ettd parametri @ médrad G derivaattafunktion nollakoh-
dan, jossa faasitransitio tapahtuu. Liséksi faasitransitiossa parametrien a ja b suhde

on verrannollinen supraelektronien tiheyteen

ol =7 (99)

Olkoon suprajohteen kriittinen lampdétila T, jonka alapuolella materiaali on supra-

johtavassa tilassa ja |¢| > 0. Lampotilassa T, tapahtuvassa faasitransitiossa ja tata
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korkeammissa lampétiloissa |¢| = 0. Yhtélosta (100) seuraa, ettéd a(7,.) = 0. Suprae-
lektronien tiheyden on luonnollisesti oltava positiivinen suure, joten yhtalé (100)
rajoittaa a:n arvot negatiivisiksi transitiolampotilan alapuolella, eli a(T' < T,.) < 0.

Kyseiset ehdot toteuttaa ainakin yhtalo

o(T) = ag (% - 1) (100)

olettaen, ettd positiivinen parametri b ei riipu lampotilasta, eli
b(T) = by. (101)

Yhtéaloiden (100) ja (101) avulla lasketut kriittisen kentdn lampétilariippuvuudet

ym. tulokset vastaavat hyvin kokeellisesti mééritettyja arvoja [5, 34].

B Tunkeutumissyvyys

Syvélla homogeenisen ja isotrooppisen suprajohteen sisélld suprajohtavien elektro-
nien tiheyden oletetaan pysyvin vakiona eli jirjestysparametrin ¢(r) = |¢(r)|e?™
itseisarvo ja vaihe ovat vakioita. Talloin liitteessd A johdetussa toisessa GL-yhtalossé
(92) esiintyvé termi (¢*(r)Vo(r) — ¢(r)Veo*(r)) = 0. Tdmén ja Amperen lain pgJ =

V x B =V x V x A avulla voidaan kyseinen yhtal6 kirjoittaa muotoon
o2
VxVxA=——A|pS. (102)
m

Hyodyntamaélla uudestaan liitteessd A kéytettyd vektori-identiteettida V x V x A =

—V?2A, voidaan yhtals (102) kirjoittaa yksiulotteisessa muodossa

d? 1

(@) = )\—%Ay(x), (103)

mistd seuraa tunkeutumissyvyyden méaritelma

/ m
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Yhtalé (103) on toisen asteen homogeeninen differentiaaliyhtélo, jonka ratkaisuksi

on helppo 16ytas

Ay(x) = Age™/Pr (105)

C Koherenssipituus

Tarkastellaan GL-yhtéloiden kayttdytymistd nollakentissd epahomogeenisilla reu-
nachdoilla, jossa positiivisia koordinaatin = arvoja vastaavat avaruuden pisteet ovat
suprajohteen sisilld ja negatiivisia arvoja vastaavat pisteet tyhjiossé.. Sijoittamalla

A = 0 ensimméiseen GL-yhtaloon saadaan

h2 2 25
—5- V70 +ad+ blof*e = 0. (106)

Tekemalld sama virrantiheyden GL-yhtéldlle saadaan puolestaan

Vo = oV, (107)

jonka mukaan jérjestysparametrin vaihe on riippumaton paikasta. Vaiheparametrin
voidaan téaten olettaa saavan vain reaalisia arvoja, mika helpottaa edella esitetyn yh-

talon (106) ratkaisua. Kyseinen yhtélo voidaan kirjoittaa yksiulotteisessa muodossa

B &2

2mdx?

+a¢ +b|p|*¢p = 0. (108)

Saatua yhtdlod voidaan yksinkertaistaa muuttujanvaihdolla

a
o=1/1F, (109)
jonka avulla yhtdlo (108) voidaan kirjoittaa muodossa
R 2f
— — 1—f*)=0. 11
2m|a| da? +(1-f7) =0 (110)

Maaritelladn vield yksikoton muuttuja

== (111)
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jossa on siis maaritelty ns. koherenssipituus

1
h2

2m|al

s
Il

(112)

Koherenssipituuden fysikaalinen merkitys tule ilmi ratkaistaessa yhtélé (110) em.
yksikottoman muuttujan suhteen. Differentioimalla yhtdlo (111) puolittain ja korot-

tamalla tdmén jalkeen molemmat puolet toiseen potenssiin saadaan

dz’® <= A _ 2mia| d
h? de?  Rh2 dnp?’

(113)

Sijoittamalla differentiaalioperaattori (113) yhtéléon (110) saadaan yksinkertainen

dimensioton differentiaaliyhtélo

d*f B
o =1 =0 (114)

jonka ratkaisuksi on helppo 16ytéia

f= tanh%. (115)

Ratkaisu voidaan kirjoittaa parametrien f ja n méadritelmia (109) sekd (111) hyo-

dyntden myos jarjestysparametrin avulla muodossa

o(z) = |%|tanh (&) . (116)

Ratkaisusta (116) voidaan paatelld, etta

¢ — +/]al/b = ¢, kun z — 0o

o — 0, kun z — 0.

(117)

Téamén lisdksi ratkaisusta nihd&én myos, ettd koherenssipituus & skaalaa ¢(z)m
x-akselilla, jolloin se voidaan tulkita karakteristiseksi etéisyydeksi, jonka yli jérjes-

tysparametrin arvot suprajohteen sisélla vaihtelevat merkittavésti [1].



D-7

D Londonin yhtalo magneettikentalle

Tarkastellaan kappaleessa A johdetun toisen GL-yhtdlon (92) kiyttaytymisté syvalla
suprajohteen sisalla, jossa voimme olettaa jarjestysparametrin, eli siis suprajohta-
vien elektronien tiheyden, pysyvén vakiona paikan funktiona. Matemaattisesti edel-
14 mainittu oletus voidaan ilmaista muodossa V|¢(r)| = 0. Kirjoittamalla jarjestys-
parametri yleisessi muodossa ¢(r) = |¢(r)|e™) voidaan yhtilossd (92) esiintyvit

jarjestysparametrin gradientit kirjoittaa muodossa

;

Vo(r) =V (|o(r)[e”™) =V (|o(r)]) e + [¢(r)]ie” @V (6(r))
= 1¢(r)VH(r) (118)
V' (r) =V (|o(r)[e ) =V (|o(r)]) e ) — |(r)]ie "DV (6(r))
\ = —i¢*(r)VO(r).
Sijoittamalla yhtalot (118) GL-yhtdloon (92) saadaan
o = 1 [41(e) i0(x) V() — 6(x) (—i6" (1) VO(E))] — Al
= 2 0P V() + ilol Vo) — < AloP
- —;E [206P V)] — & AloP
mpod _ho,
= & [o[2 eVG() A

|¢I2 ]{Jdl fve )dl — ]{Adl (119)

Yhtalo (119) voidaan kirjoittaa liitteessd A.1 todistetun vaiheparametrin yksi-

késitteisyyslauseen avulla muotoon

m o

missia @y = 27h/e = h/e on magneettivuon kvantti ja n € Z. Yhtalon (120) oikean
puolen dimensiona on magneettivuo [Wbh], ja kyseisen yhtéalon mukaan magneetti-
vuo voi siis saada vain arvoja, jotka ovat magneettivuon kvantin ®; monikertoja.

Magneettivuo on siis kvantittunut suure.
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Viivaintegraalin
ya y
kierto
L UL
A,
Vakuumi

X, X

Kuva 21. Ulkoisen kentédn tunkeutuminen suprajohteeseen ja laskuissa kiytetyn sul-
jetun viivaintegraalin havainnollistus.

Liitteessa B osoitettiin, ettd ulkoinen magneettikentta ja vektoripotentiaali pie-
nenevat eksponentiaalisesti suprajohteen sisdlle mentédessid. Amperen lain mukaan
my6s virrantiheyden on pienennyttéiva eksponentiaalisesti suprajohteen sisalla ja ku-
van 21 merkinnéilld voidaan kirjoittaa, ettd A, — 0 ja J, — 0, kun  — oo. Kuvasta

21 on helppo néhdé, ettd yhtélon (120) viivaintegraalit redusoituvat muotoon

J
L [% + Ay(xo)} — nd,. (121)

Yhtalossd (121) esiintyvit parametrit L ja xo ovat tdysin vapaavalintaisia. Koska
parametri n voi saada ainoastaan kokonaisluku arvoja, toteutuu kyseinen yhtalo

vain, jos n = 0. Téstd puolestaan seuraa, ettd yhtélossia (121) esiintyva sulkulauseke

on oltava nolla ja saadaan

mJ,

62’—(;(2 + Ay(zo) =0

A, (@) =~ (@), (122)

missi A2 = m/uge|¢|? [1]. Faradayn laki voidaan kirjoittaa vektoripotentiaalin avul-
la muodossa V x E 4+ 9, (V x A) = 0. Yhtalo (122) pétee myds yleisessid vektori-

muodossa ja sijoittamalla se vektoripotentiaalin méaritelméain B = V x A, saadaan
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kirjoitettua magneettikentén ja virrantiheyden vélille yhtélo

! B (123)

B=—ppAVxJVxJ=—-——3B.
IUO)\L

Amperen lain mukaan J =V x B/py <= V xJ =V x (V x B/pup). Sijoittamalla

yhtélé (123) Amperen lakiin, voidaan kirjoittaa

V x (V xB/up) = — B<= B=-)\Vx(VxB). (124)

1o,
Kappaleessa A kiiytettyd tulosta V x V x A = —V2A hyddyntéen, voidaan yhtild

(124) kirjoittaa muodossa
B = )\ V*B, (125)

joka on ns. Londonin tai Helmholtzin yhtalo.

E  Vorteksit

Liitteessd D johdettiin magneettikentdn tunkeutumista suprajohteen sisille kuvaava
Helmholtzin yhtélo (125). Olettamalla, ettd magneettikenttd tunkeutuu suprajoh-
teen sisélle sylinterisymmetrisesti, jolloin JyBy = 0 ja 0,B. = 0, voidaan yht&lossa

(125) esiintyvé Laplacen operaattori kirjoittaa sylinterikoordinaatistossa muodossa

[35]
10 0
2= (r=— ). 12
v ror (rar) (126)
Helmholtzin yhtalo voidaan tdmén avulla kirjoittaa muodosssa
1d ([ d 1 0*B(r) ~ 0B(r) r?
rdr (r dr) (r) A (r) or? tr or + A (r) (127)

Yhtalon (127) ratkaisu on esitetty liittessd M.3. Tuloksena saadaan funktio

B(r) = CoK,y (ALL) : (128)



E-10

jossa K (r/AL) on ensimmaisen asteen modifioitu Besselin funkio. Funktio Ky (r/A)
divergoi arvolla x = 0, miké on selvésti epéfysikaalista. Ratkaisu ongelmaan on, etta
vorteksin ydin koostuu £-siteisesté alueesta, jossa ulkoinen magneettikentté pysyy
vakiona rn funktiona. Ytimen ulkopuolella alueella £ < r < oo kenttad riippuu

etdisyydestd funktion (128) mukaisesti. Voidaan siis kirjoittaa, etté

C@K() ()\EL) r < f

CoKo ()\LL) r=¢,

B(r) = (129)
missd Cy € R. Vakion C arvo voidaan ratkaista liitteessd D johdetusta magneet-
tivuon kvantittumisehdosta (120). Kyseisessa yhtélossé esiintyvé vektoripotentiaa-
lin viivaintegraali voidaan Stokesin lauseen avulla kirjoittaa muotoon ¢ A - dl =
$(VxA)dS = § B-dS. Sijoittamalla tdméa seké Helmholtzin yhtélon ratkaisu (132)

yhtdloon (120) saadaan

m fo § r
—-— JdH—j{ CoK (—) dS—{—j{ CoK (—) dS = nd,. 130
62 ’¢‘2 % Ydin 070 )\L Muu 0o )\L 0 ( )

Suurilla etéisyyksilla vorteksin ytimen keskipisteestd J ~ 0 ja yhtalossa (130) esiin-
tyva virrantiheyden viivaintegraali voidaan jattaa huomiotta. Valitsemalla integroi-
tava reitti kauas vorteksin keskipisteestd, jossa r > 1, sekd merkitsemalla dS =

27rdr saadaan [5]

€ 0
/ C()KO é 2mrdr + / C()Ko L 27rdr = n(I)o
0 AL ¢ AL

nd
—(Cy = 3 ° ,
27 {fos K, ()\—L) rdr + f;o K <>\_L> Tdr}
n@o

Magneettikenttdén varastoitunut energia U ~ [ B*dV pyrkii minimoimaan arvon-
sa. Kentén energia kasvaa siis verrannollisena yksittdiseen vorteksiin varastoituneen
kentédn nelioon. On siis energeettisesti edullisempaa pitaé yksittdisen vorteksin kent-

td mahdollisimman pienenéd ja lisdtd vorteksien kokonaistilavuutta kasvattamalla
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vorteksien méérdéd. Taten voimme asettaa kaavassa (131) esiintyvén parametrin ar-
voksi n = 1. Yleiseksi yhtéloksi vorteksin muodolle saadaan siis
)

0 K(] ( f ) r < 5

P g (&
B(r)={ 2™l A\ (132)

(I)() r

—— Ky | — > £,

oAz (AL) rzs
E.1 Vorteksit anisotropisessa materiaalissa

Liitteessd D johdettu Helmholtzin yhtalo symmetriselle ja isotrooppiselle materiaa-

lille (125) voidaan esittdd komponenteittain muodossa

(133)

2B 9*B 9B
B_Aiv2B<:>B_Ai(a 0 0 )

+——+
ox?  Oy? 022
jossa on merkitty B = B(z,y, z). Anisotrooppiselle materiaalille tunkeutumissyvyy-
den Ap, arvot voivat poiketa toisistaan z- y- ja z-suunnissa. T&lloin Helmholtzin

yhtélo on kirjoitettava muodossa

9*B 0?°B 0°B
2x72
B:ALVB@B:AJ;&EQ +)\yay2 +)\Z822’ (134)

jossa vakio A;, on muutettu tensoriksi

A 00
A=10 A 0 (135)
0 0 A

Yhtélosta (134) voidaan periaatteessa ratkaista vorteksin kentén muoto kaikissa
mahdollisissa anisotrooppisissa konfiguraatioissa. Useimmissa tapauksissa tdméa on
kuitenkin vaikea tehtéva, joten tassa tutkielmassa perehdytéan yksinkertaisimpaan
tapaukseen, jossa ulkoinen homogeeninen magneettikentta tunkeutuu z-akselin suun-
nassa xy-anisotrooppiseen materiaaliin, jossa A, # A,. Edelld mainitut oletuk-
set voidaan ilmaista matemaattisesti kirjoittamalla, ettd magneettikentéin z- ja y-

suuntaisille komponenteille B, = B, = 0 ja 0,B = 0. Sijoittamalla ndma alkuehdot
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yhtdloon (134) saadaan yksittédisen vorteksin kenttdd kuvaavaksi yhtaloksi

O*B.(x,y)
0x?

& B.(z,y)
0y?

B,(z,y) = \2 + A . (136)

Seuraavaksi skaalataan koordinaatisto isotrooppiseksi muuttujanvaihdoilla

/ Az
r—r T = )\—ZL'
V Ay (137)

y—y =4/7Y-

Derivaatat x:n ja y:n suhteen uudessa koordinaatistossa saadaan yksinkertaisesti

differentioimalla yhtalot (137), jolloin saadaan

A i [N d LN P
dv — do' = | [=2d iRV Rl e i
NN T N wde T A T A, da”

Y YEVNY T @y T\ Ny AW

(138)

Sijoittamalla muunnetut differentiaalioperaattorit (138) yhtéloon (136), saadaan

aQB(ZL‘/, y/)
ox'?

0QB($/, y/)

9 < B = \?V’B, (139)

B.(2,y) = Ao, + Az Ay

missd X' = /A;A,. Yhtélo (139) on sama Helmholtzin yhtélo, joka johdettiin ja
ratkaistiin liitteissd D ja E seké liitteessd M.3. Olettamalla vorteksin kentté sylinte-
risymmetriseksi z-akselin suhteen, voidaan Laplacen operaattori ilmaista pallokoor-

dinaatistossa liitteessd E esitetylla tavalla

10 0
Vi=—— (r—= 140
r’ or' (T or’ ) ’ (140)
missd 1’ = /2’2 + y2. Taysin luvussa E ja liitteessa M.3 esitetyn késittelyn mukai-

sesti, voidaan yhtdlon (139) ratkaisu esittdd Besselin funktion avulla muodossa

q)o T/ (I)O :L./2+y/2
I L LTy
Bz(x’y)_zmﬂKo(X) 27r/\x)\yK0<\/ NNy, | (141)

[lmaistaan yhtalo (141) alkuperdisessé anisotrooppisessa koordinaatistossa muutta-

malla 2/ — z ja ¥y — y muunnoksen (137) osoittamalla tavalla. Sijoittamalla



x’—>x:\/:\\—?’x’
xT

Y —ry=/3Y

Skaalattu {H=F Normaali

y—>y’=\/§y
A

Kuva 22. Vorteksin ytimen muoto skaalatussa ja normaalissa xy-koordinaatistossa.

muunnetut koordinaatit ratkaisuun (141), saadaan lopulta

o, 7\ 2 )2
B.(2',y K — = . 142

Ratkaisusta (142) n&hddén varsin epdintuitiivinen tulos, jonka mukaan vorteksin

kentén vaimeneminen z-suunnassa maéraytyy y-suunnan tunkeutumissyvyydesta \,
ja péinvastoin. Tadmé& on suora seuraus Amperen laista V x B = poJ, jonka mukaan
r-suuntaan liikkuva virta aiheuttaa magneettikentén y-suunnassa. Tunkeutumissy-
vyys on siis nimenomaan suprajohteen elektronien liikettd kuvaava parametri, kuten
voidaan jo paatelld liitteessd D esitetystd maéritelmésta \p, = \/W , missé
m ja e ovat elektronin efektiivinen massa ja varaus. Kyseiset suureet todella riippu-
vat elektronin liikkkeen suunnan kiderakenteesta [5].

Ratkaisun (142) mukaan vorteksin ydin ei selvéstikddn ole anisotrooppisessa ta-

pauksessa liitteessd E esitetyn £-sdteisen ympyran muotoinen. Skaalatussa koordi-
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naatistossa (137) voidaan kuitenkin analogisesti liitteessé E esitetyn késittelyn mu-

kaisesti esittda vorteksin muoto ympyrané, jonka sdde on vakio
& =/a?%+y2. (143)

Yhtélo (143) voidaan jilleen muuttaa takaisin normaaliin koordinaatistoon muun-

nosta (137) hyédyntéen, jolloin saadaan yhtélo

2 2
A A x Y
[ T2 + Y2 -z + | —
CTYRT A (xy/«/—m) (xx/w/—%x)

2

=1. (144)

2
<~ ’ + Y
A& [/ Ay A& [/ Ay
Saatu yhtdlé on tunnettu ellipsin yhtéalo. Vorteksin ytimen muoto on siis ellipsi,

jonka isoakselin puolikas - ja y-suunnassa on yhtdlon (144) mukaisesti

gx = )\yfl

\ Axfy (145)
¢ - A€
Y Aahy

Vorteksin ytimen muotoa skaalatussa ja normaalissa koordinaatistossa on havain-

nollistettu kuvassa 22.

F Pyorteisyysvektori
Pyorteisyysvektori on méaritelty yhtalon
V(r) =B+ V x (AJy) (146)

mukaisesti. Pyorteisyysvektorin hyodyllisyys paljastuu integroimalla se vapaavalin-

taisen pinnan S yli, jolloin saadaan

/SV(r)-dS :/SB-dSJr/S[V x (AJ,)]dS. (147)
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Soveltamalla Stokesin lausetta [((V X F) - dS = §,F - dl yhtélon (147) viimeiseen

integraaliin, voidaan pyorteisyysvektorin pintaintegraali kirjoittaa muodossa

V(r)-dS= [ B-dS+ ¢ AJ,-dl. (148)
fove-as=[peasef

Liitteessd D johdettiin magneettivuon kvantittumisehto (120), joka voidaan vekto-
ripotentiaalin méadritelmén B = V x A ja Stokesin lauseen avulla kirjoittaa myos

muodossa

m Ko %Jdl+j{Adl:n<I>0<:>mM0 deH/B.dszncbo. (149)
C C C S

e [of? e [of?
Vertaamalla yhtdloéd (148) magneettivuon kvantittumisehtoon (149) voidaan todeta,

etta

/V(r) -dS = ndy. (150)
s

Yhtalon (150) taytyy pated kaikille pinnoille S. Kyseinen pinta voidaan valita mieli-
valtaisen pieneksi, jolloin ainoa yhtélon (150) toteuttava funktio V(r) on Diracin del-
tafunktio. Kyseinen funktion saa nollasta poikkeava arvonsa n®, ainoastaan tason
pisteessd r,. Pyorteisyysvektori voidaan siis kirjoittaa erittdin hyodyllisessd muo-

dossa
V(r) = n®yd(r —ry)ey, (151)

jossa ey on vorteksin ytimen kentdn suuntainen yksikkovektori.

G Vorteksien energia ja vuorovaikutus

Vorteksin energia muodostuu sekd magneettikenttddn varastoituneesta energiasta
sekd supraelektronien liike-energiasta. Kyseinen energia voidaan laskea tunnetusta

kaavasta

1
W, = — / [B? + puJs - AJ] dv, (152)
21 Jy,
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Kuva 23. Integroitavien pintojen ja kiyrien havainnollistusta.

jossa matriisi A ottaa huomioon suprajohteen mahdollisen anisotropian. Amperen

lain poJs = V x B avulla yhtélo (152) voidaan kirjoittaa muotoon

1

W, = —
24

/ [B*+(V x B)-AJ,]dV. (153)

Hyodyntamaélld vektori-identiteettid (VxY) - X =Y (VxX)+ V- (Y x X) yhtalon

(153) integrandin toiseen termiin, saadaan

|
WS:@/ B2+ B (Vx AJ,)+ V(B xAJ,)|dV. (154)

Kéyttden Gaussin lausetta [ V-FdV = ¢ F - dS yhtilon (154) integrandin viimei-

seen termiin, voidaan kyseiselle alueelle varastoitunut energia kirjoittaa muodossa

1 1

W, = —/ [B*+B - (VxAJ)]dV+— ¢ Bx(AJ,)]-dS, (155)
2u Jy, 21 Js,

jossa pintaintegraali lasketaan siis tilavuutta V rajoittavan pinnan S yli kuvan 23

havainnollistamalla tavalla. Liitteessd F esitetyn pyorteisyysvektorin madritelméan

avulla yhtalo (155) voidaan kirjoittaa yksinkertaisempaan muotoon

1
W, — —/ B-Vdv+7§ B x (AJ,)] - dS. (156)
200 Jv, S,

Energia pituusyksikkod kohden voidaan nyt laskea vahentamélla yhtdlon (156) in-

tegraalien asteita, jolloin tilavuusintegraali muuttuu pintaintegraaliksi ja pintainte-
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graali muuttuu viivaintegraaliksi. Talloin energiaksi pituusyksikkoa kohti saadaan

1
W — —/ B.Vds+7§ B x (AJ)] - dl. (157)
210 Js, Cs

Pinta ja kiyri, joiden yli yhtdlossa (157) integroidaan, on havainnollistettu kuvassa
23. Integroitava reitti Cy voidaan valita darettoméan kauas vorteksin keskipisteesté,
jolloin B(r) ja J(r) ovat mielivaltaisen pienid. Yhtélossé (157) esiintyvé viivainte-
graali siis katoaa ja energia pituusyksikkod kohti voidaan laskea kaavasta

1
0 J8S;s

Tarkastellaan edelld johdetun yhtdlon (157) avulla miten kaksi eri vorteksia vuo-
rovaikuttavat kesken#én. Kyseisessd yhtélossa esiintyvit termit B(r) ja V(r) ovat
nyt superpositio kahden erillisen vorteksin aiheuttamasta kentéasté ja pyorteisyys-
vektorista. Kahden vorteksin kokonaiskenttd on liitteessd E johdettujen vorteksin
kentén r-riippuvuuksien (132) superpositio ja pyorteisyysvektori voidaan esittéé yh-

talon (150) osoittamalla tavalla d-funktioiden avulla muodoissa

B(r) = 23% [KO <%) o <%)] K (159)

V(r) = [Pod(r — 1) + Ppd(r —1r2)] €.

Olkoon ensimméinen vorteksi origossa ja toinen etéisyydelld r siité, jolloin |ry| =0
ja |ra| = 7. Vorteksien energia pituusyksikkod kohti voidaan nyt ratkaista sijoitta-
malla yhtalot (159) yhtdloon (158). Liitteessd F johdetun pyorteisyysvektorin vaih-
toehtoisen esitystavan (150) avulla on helppo todeta, ettd integrandi B(r) - V(r)
katoaa kaikissa muissa tason S pisteissd, paitsi pisteissa r; ja ro, joka tekee yhté-
16n (158) integraalista helpon laskea. Besselin funktio Ky(r) — oo, kun r — 0.
Taméa matemaattinen ongelma voidaan vélttda approksimoimalla ytimen kenttéda
liitteessa E esitetylld tavalla Ko(0) ~ K¢(§/A). Talla approksimaatiolla energiaksi

pituusyksikkoé kohti saadaan yksinkertaisesti

P2 ¢ P2 r
W = 0 Ko = O Kol —]. 160
C 2wt (AL> " 2N ()‘L) (160)
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Yhtalon (159) ensimméinen termi on kahden yksittéisen vorteksin energioiden

H2 3
Ey = O K, — 161
U drpe? ()\L) (161)

summa. Jalkimmaéainen termi voidaan siten tulkita kahden vorteksin véaliseksi vuoro-

vaikutusenergiaksi

o2 r
= Kol — . 162
v 27 oA}, ’ ()‘L) (162)

H Vorteksien valinen voima

Vorteksien vélinen repulsiovoima pituusyksikkod kohti voidaan laskea liitteessd G
johdetun vorteksien vilisen vuorovaikutusenergian (162) avulla derivoimalla kysei-

nen yhtalo vorteksien ytimien vélisen etédisyyden r suhteen, jolloin saadaan
ow! 0 H2
o )]
or or | 2m oAy AL

B

Yhtélossd (163) esiintyvé derivaatta voidaan esittdd vorteksin magneettikentén yh-

talon (132) avulla muodossa

1[0 [ P r 1 9B(r)
o Lo (o (30))] = 75 oY

joka on Amperen lain V x B = pupJ perusteella yksinkertaisesti vorteksin ydinta

kiertdvien supraelektronien virrantiheys J(r). Yhtdlo (163) voidaan siis kirjoittaa

virrantiheyden avulla muodossa
f=—PoJ(r). (165)

Vorteksin magneettikenttd @, on kotisuorassa supraelektronien liikkeeseen nidhden,

joten yhtalo (165) voidaan kirjoittaa yleisemméssé vektorimuodossa [5]
f=—dpe, x J(r). (166)

Vorteksien vélinen repulsiovoima aiheutuu siis viime kédesséd vorteksin kentén luo-

vien supraelektronien vuorovaikutuksesta toisen vorteksin kentén kanssa.
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I Useamman vorteksin lukkiutuminen samaan luk-
kiutumiskeskukseen

Kaksi vorteksia voi sopivissa olosuhteissa lukkiutua samaan lukkiutumiskeskukseen.
Tamé muuttaa luvussa 1.6.4 esitettya kriittisen virrantiheyden riippuvuutta luk-
kiutumiskeskusten dooppauskonsentraatiosta. Tassé kappaleessa tehty analyysi on
analoginen Stephen Brunauerin, P. H. Emmettin ja Edward Tellerin kehittdmaan
ns. BET-teoriaan kaasujen adsorboitumisesta pinnoille [36]. Merkitdédn yhden vor-
teksin lukkiutumiskeskusten miehityslukua ©,:114 ja kahden vorteksin miehityslukua
O,:1la. Lukkiutuneiden vorteksien kokonaisméaéra voidaan kirjoittaa muodossa
np~ 1 420, +30;... = Y i6;. (167)
i
Lukkiutumiskeskukseen, jossa on valmiiksi 7 vorteksia, lukkiutuvien vorteksien luk-
kiutumisnopeus on kappaleesssa 1.6.4 tehdyn késittelyn mukaisesti verrannollinen ul-
koiseen kenttadn B, virrantiheyteen J, vapaiden lukkiutumiskeskusten maaraan seké
nopeusvakioon kj" ~ e®»i/kT Voidaan siis kirjoittaan, ettd R,; ~ ki BJO; ;. Vor-
teksien poistumisnopeus 7:n vorteksin lukkiutumiskeskuksista on puolestaan verran-

nollinen poistumisvakioon k; ~ eFri/F

seka kyseisen méadran vortekseja lukinneiden
lukkiutumiskeskuksen miehityslukuun ©,. Voidaan siis kirjoittaa, ettd R¢; ~ k; ©;.

Tasapainotilassa Rs; = Ry j, eli

jossa on kiytetty merkintdd A; = ki BJ/k; ~ BJeFri=Eeid/kT Qlettaen, ettd yh-
teen lukkiutumiskeskukseen mahtuu kerralla korkeintaan kaksi vorteksia, voidaan

yhtélo (167) kirjoittaa yhtéalon (168) avulla muodossa

np = nA1 + 271,/\2@1 = 77,@0 (Al + 2A1A2) . (169)
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Lukkiutumiskeskusten kokonaismaéréa voidaan puolestaan esittda relaation

2
n ~ Z @z == A1®Q + Ag@l == @0 (Al + AlAQ) (170)

i=1
avulla. Lukkiutuneiden vorteksien suhde lukkiutumiskeskuksien kokonaisméaraan n
voidaan yhtéloiden (169) ja (170) avulla kirjoitaa muodossa

Np ZZ@z - @0 (Al + 2A1A2) . 2A2 +1

@:—: pum— —_— .
n Z @z @0 (A1 -+ AlAQ) A2 + 1

(171)

Kappaleessa 1.6.4 todettiin, etta kriittinen virrantiheys on verrannollinen lukkiutu-
miskeskusten ja vorteksien osaméadradn. Huomioimalla, ettd vorteksien lukuméara
on verrannollinen ulkoisen magneettikentdn suuruuteen, voidaan kriittinen virranti-
heys esittdd muodossa

n, nl n (2MA+1
e — N — = — _ s 12

jossa siis Ay ~ BJef/*T ja H = E, 2 — E o on vorteksin lukkiutumisenergian ja va-
pautumisenergian erotus toisen vorteksin varaamassa lukkiutumiskeskuksessa, tay-
sin analogisesti kuvan 5 kanssa. Virta J edustaa tdssd tapauksessa kriittista virtaa

J.. Sijoittamalla Ay:n lauseke verrantoon (172) ja ratkaisemalla siitd J., saadaan

VAn2eH/RT 11 4 2nell/FT — 1

Je 2 BeH/kT

(173)

Voidaan jilleen olettaa kappaleen 1.6.4 tapaan, ettd energia H on verrannollinen
lukkiutumiskeskusten tiheyteen: H ~ n”, missd x € R. Kuvassa 24 on esitetty yh-
talon (173) ennustama kriittisen virrantiheyden riippuvuus lukkiutumiskeskusten
konsentraatiosta eri H(x):mn arvoilla. Kriittinen virrantiheys kasvaa dooppauskon-
sentraation funktiona ldhes lineaarisesti. Tamén lisdksi H:n riippuvuus dooppaus-
konsentraatiosta n ei vaikuta ldhes lainkaan J.(n)-kidyréan muotoon.

Saatu tulos poikkeaa merkittavésti luvussa 1.6.4 johdetusta tuloksesta, jossa

analysoitiin tilannetta, jossa yhteen lukkiutumiskeskukseen mahtuu ainoastaan yksi
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T
Je(nH), kun H ~ n 05 e
Jo(n,H), kun H ~ n 06 e
Je(n,H), kun H ~ n 07
I Je(nH), kun H ~ n08
Je(n,H), kun H ~ n 99
Jo(n,H), kun H ~ n 10 e
Je(n,H), kun H ~ n 12 e
T Je(nH), kun H ~ n 1 e
Je(n,H), kun H ~ n 16 e
Je(n,H), kun H ~ n 18 o
L J(n,H), kun H ~ n20

Jelrh @ hal ta @t ysi kot ]

\

N

\
\
\

o
o
N
o
NS
o
o
o
©
=

n

Kuva 24. Kriittinen virrantiheys lukkiutumiskeskusten konsentraation funktiona eri
parametrien H (n,x) arvoilla.

vorteksi. Kuvassa 6 esitetty J.(n)-kidyrd saavuttaa maksimiarvonsa tietylla doop-
pauskonsentraatiolla, kun taas kuvassa 24 esitetty kiyra kasvaa likimain lineaarises-
ti dooppauskonsentraation funktiona. Yhden vorteksin tapauksessa H:n dooppaus-
konsentraatioriippuvuudella oli merkittava vaikutus kdyran muotoon, kun taas tés-
sé luvussa tarkastellussa kahden vorteksin tapauksessa H:n n-riippuvuudella ei ole
suurta merkitysta. Mikéli yksittdiseen lukkiutumiskeskukseen mahtuu useampi kuin

yksi vorteksi, pitdisi tdmé joka tapauksessa havaita selvésti J(n)-kidyran muodosta.

J Vorteksien termodynamiikkaa

Gibbsin energia ulkoisessa magneettikentéssé olevalle suprajohteelle voidaan kirjoit-

taa muodossa
G(H,T) = ~TS(H,T) + U(H,T) — / H.BaV, (174)

jossa V on suprajohteen tilavuus. Ilman ulkoista kenttaéd Gibbsin vapaa energia voi-
daan kirjoittaa yksinkertaisesti muodossa G(0,7) = —7'S(0,7") + U(0,T). Ulkoises-

sa kentéssd suprajohteen sisdinen energia kasvaa W:n verran, jolloin siis U(H,T) =
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U(0,T)+ W. Yhdistamalld ndmé péédtelméat, voidaan suprajohteen sisdinen energia
ulkoisessa magneettikentéssé kirjoittaa muodossa U(H,T) = G(0,7) + T'S(0,T) +
W. Sijoittamalla tdmé yhtaloon (174), voidaan Gibbsin energia ulkoisessa magneet-

tikentéssé ilmaista muodossa
GH,T)=-TSH,T)+ G0, T)+TS0,T)+ W — /H -BdV
:G(O,T)+W—/H-BdV—T[S(H,T)—S(O,T)]. (175)
Suprajohtavan materiaalin H-kentdn muutoksella ei ole vaikutusta néytteen mik-
rotilojen maaraan, eli S(H,T) — S(0,7) = 0. Yhtdlo (175) voidaan siis kirjoittaa
ilman entropiatermia. Lisdksi voidaan olettaa H-kentdn pysyvén vakiona naytteen

sisélld, joten se voidaan kirjoittaa yhtélossa (175) esiintyvén integraalin ulkopuolelle.

Saadaan siis, etta
G(H,T) = G(0,T)+ W —H. /de. (176)

Yhtélossd (176) esiintyvid termia W —H- [ BdV kutsutaan myos koenergiaksi (engl.
coenergy) ja sitd merkitéén usein W':lla. Gibbsin energian muutos magneettikentin

muuttuessa voidaan siis esittda koenergian avulla muodossa
AGH:W—H-/BdVEW/. (177)

Yhtalo (177) osoittautuu todella hyddylliseksi, kun sen avulla lasketaan monia supra-

johteita kuvaavia suureita seuraavissa luvuissa.

J.1 Alempi kriittinen kentta

Alempi kriittinen kenttd on méaaritelty kentédksi H.;, jota pienemmilld kentilla vor-
tekseja ei muodostu suprajohteeseen. Téassa luvussa johdetaan yhtalo tyypin-II supra-
johteen alemmalle kriittiselle kentélle kdyttéen hyviksi liitteessé J johdettua Gibbsin

energioiden erotusta eri H-kenttien arvoilla, jonka mukaan siis

AGy =W, (178)
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missd ns. koenergia on médritelty W = W — H - [ BdV. Faasitransitiossa l&hel-
18 H,.;:std Gibbsin energioiden erotus AGy = 0 ja ensimméinen vorteksi péédsee
tunkeutumaan suprajohteen lépi. Olkoon kyseisen vorteksin energia pituusyksikkoa

kohti Ey, jolloin
W = FEyz, (179)

misséd z on vorteksin pituus z-suunnassa. Liitteessa E todettiin lisédksi vorteksin ken-
tdn olevan sylinterisymmetrinen, joten W’:n yhtélosséd esiintyvéi integraali voidaan

kirjoittaa kyseisen symmetrian omaavan koordinaatiston valinnalla muodossa

H-/BdV:H-(z/ B-dS). (180)
z,y€R2

Liitteessd D johdetun vorteksin magneettivuon kvantittumisehdon mukaan voidaan

kirjoittaa | yerz B - dS = @, jolloin yhtéld (180) voidaan kirjoittaa muotoon

€R2
H- /de = Hz®,. (181)

Sijoittamalla yhtéloiden (179) ja (181) antamat tulokset koenergian W':n lausekkee-

seen, voidaan Gibbsin energian muutos kirjoittaa muodossa

Faasitransitiossa kahden faasin vélinen Gibbsin energian erotus AGy = 0. Yhtélon
(182) mukaan kyseinen ehto toteutuu vain, jos sulkeiden sisélld oleva termi saa arvon

nolla. Toisin sanoen

H, (183)

1230-

Sijoittamalla liitteessd G johdettu vorteksin kokonaisenergian yhtéls (161) yhtaloon

(183) saadaan kriittisen kentdn suuruudelle yhtalo [5]

P £
., = K (=), 184
T (>\L> (184
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J.2  Ylempi kriittinen kentta

Ylemmén kriittisen kentéan yhtélo GL-parametrien funktiona voidaan johtaa suoraan
liitteessd A johdetusta GL-yhtalosta (89). Lahelld faasitransitiota supraelektronien
tiheyttd kuvaava jérjestysparametri ¢ ~ 0 ja yhtélossa (89) esiintyvi termi b|¢p|¢
voidaan jattad huomiotta. Tésta seuraa, etté

h2V2  2iheA 2A2
( VI _ZheA g ¢ >¢:a¢. (185)

2m 2m 2m

Léahella faasitransitiota suprajohteen lapi kulkevat vorteksit ovat niin tiheéssa, et-
té ne alkavat menné osittain paallekkéin toistensa kanssa. Téll6in suprajohteen lapi
kulkeva magneettivuon tiheys vastaa suurinpiirtein ulkoista kenttéa, eli B ~ pioH,pp.
Vektoripotentiaalin méaritelméan mukaan B = poH,,, = V X A. Olettamalla ulkoi-
sen kentan olevan z-akselin suuntaan ja merkitsemalla H,,, = H,, seuraa vektori-
potentiaalin maaritelmasta, etta uoH, = 0.A,. Tasta saadaan integroimalla vallit-
sevan vektoripotentiaalin yhtéloksi A, = uoH,z. Sijoittamalla tdmé yhtaloon (185)

saadaan

h? 2 B H 2 QHQ 2
< V_ZGHO Zyg_eluo zy>¢:a¢ (186)

2m m ox 2m

Ratkaistaan yhtélo (186) kiyttaméala yritettéa

¢ = (z,y,2) = f(y)e'F==th2) (187)
2 2 2
e (B )
‘ de(y) . .
— _ 1.2 i(kzx+k.z) i(kzax+k.z) 2 i(kzax+k.z)
ke f(y)e + e +kZf(y)e
d*f (y)> ¢ 2
iy ks 188
dy* ) f(y) ¢ (188)

(y)eiterthes) = e Ferthes) — k. (189)

:—@¢+(
. 04,_9
or" Oz
Sijoittamalla yrite (187) ja sen derivaatat (188) ja (189) yhtéloon (186) saadaan
B i)\ o ifiepnH.y
— [ —&2 —— = k¢ | — ——== (ik,
2m ( o ( dy? ) f(y) Z(b) m ()

62,M2H22y2
;—mqﬁ = ag. (190)
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Yhtalosta (190) voidaan jakaa pois molemmilla puolilla esiintyvé yrite ¢. Kun tdmén
jalkeen vield kerrotaan yhtalo puolittain f(y) = f:114, saadaan helposti ratkaistavissa

oleva differentiaaliyhtalo

R d*f  h? hepoH .k e?p2H?
R kQ k?2 z'vr 04z 2 —
n: d*f  euiH? [, h2k? 2hk hk?
_ z € _ _ - = - = . 191
2mdy? | 2m (y = euony> / <a 2m> £ Q8D
Merkitsemalla
([ hk,
vo e,U/OHz
W= epo (192)
m
2.2
B 1) kZ7
\ 2m

voidaan yhtélé (191) kirjoittaa muodossa

h d2f  mw?

2m dy? + 2

(y —0)° f = EFf, (193)

joka on kvanttimekaanisen harmonisen varahtelijan yhtdls. Yhtalon (193) ratkaisu

on tunnetusti

E = <n + %) huw, (194)

jossa n € N [37]. Sijoittamalla kiytetyt merkinnét (192) takaisin ratkaisuun (194),

saadaan yhtalo

h2k?
h2k? 1\ heuoH, a—
o— = (o ) g = 2m T (195)
2m 2 m ( 1)he,u0
n+§

Yhtélostd (195) ndhdéaén, ettd H-kenttd saavuttaa suurimman mahdollisen arvon-
sa kun n = 0 ja k, = 0. Korkein mahdollinen suprajohtavan materiaalin sisalla

vallitseva H-kentta on siis

. = 2am

e (196)
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Lampotilasta riippuva parametri a voidaan esittaé liitteessé C esitetyn madritelméan
(111) avulla muodossa a = h?/2mé&?. Sijoittamalla timé yhtaloon (196) ja hyddyn-
tamalla liitteessd D johdettua magneettivuon kvantin &, = 27h/e méadritelméaa,

saadaan ylemméan kriittisen kentdn yhtaloksi lopulta

Do

Ho— 20 1
27 po&? (197)

K Vorteksien viruminen

Faradayn laki nopeudella v liikkuvalle vorteksihilalle, johon varastoitunut kokonais-

kenttd on B, voidaan kirjoittaa muodossa

0B

VX(EO—VXB):—E.

(198)

Kaavassa (198) esiintyvé sdhkokenttd Eq riippuu tarkastelukoordinaatistosta. Vor-
teksihilan lepokoordinaatistossa suprajohteen magneettinen rakenne pysyy muuttu-
mattomana ajan suhteen, joten tdmén koordinaatiston valinnalla Eq ja yhtalo (198)

voidaan kirjoittaa muodossa

0B

Vx(va):—E. (199)

Yhtalo (199) on vorteksien jatkuvuusyhtéld, jonka mukaan tilavuuteen V' saapuvien
ja ldhtevien vorteksien méara on yhtd suuri kokonaismagneettikentin B muutoksen
kanssa kyseisessé tilavuudessa. Fararayn laki —0B/0t = V x E on voimassa myos
liikkuvan vorteksihilan lepokoordinaatistossa, jolloin yht&lo (199) voidaan kirjoittaa

muodossa
Vx(vxB)=VXE<«<=E=Bxv, (200)

jossa sahkokenttd E on liikkuvien vorteksien indusoima kentta. Vorteksien liike on

luonnollisesti kohtisuorassa niiden magneettikenttdd vastaan, joten yhtalo voidaan
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esittad skalaarimuodossa E' = Bv. Vorteksien keskimaardinen nopeus on verrannol-
linen vapaiden vorteksien maaraan ny ~ ae /KT jossa a € R ja H = E, — E¢ on
luvussa 1.6.4 madritelty lukkiutumisenergian ja vapautumisenergian erotus. Yhtalo

(200) voidaan siis kirjoittaa muotoon
E ~ Bae /KT (201)

Kriittisessa tilassa vorteksin vapautumisenergia F¢y — 0, jolloin H — E,. Tata
pienemmilla E¢:n arvoilla vorteksit padsevat lilkkkumaan taysin vapaasti. On selvia,
ettd vapautumisenergian F; arvo kasvaa virrantiheyden pienentyessi. Voidaan siis

kirjoittaa, etta
Ey=FEy—sJ, (202)

jossa s € R. Kriittisessa tilassa, jossa vapautumisenergia Fy = 0, saavutetaan kor-
kein mahdollinen héviéton virta J.. N&illd reunaehdoilla yhtélostd (202) saadaan
ratkaistua vakion s arvoksi s = E/Jp ja vapautumisenergia voidaan kirjoittaa kriit-

tisen virrantiheyden avulla muodossa

i = B, (1 _ Ji> | (203)

Faradayn ja Amperen lakien avulla voidaan kirjoittaa verranto £ ~ OB ~ 0,J.

Tamén ja yhtdlon (202) avulla voidaan verranto (201) kirjoittaa muodossa

O eBo1=3/J/KT (204)

— ~ ae

ot

Yhtéalon (204) ratkaisu voidaan esittdd muodossa
J kT Eot
_:1__1n<“° +1). (205)

Tietyn ajanhetken jéilkeen yhtélossd (205) esiintyvin logaritmin sisdlla esiintyva 1

muuttuu merkityksettomasti ja virrantiheys riippuu lineaarisesti ajan luonnollisesta

logaritmista [14]

Lo In(t) + 1. (206)



L-28

L Kriittinen virrantiheys

Suprajohteelle, jossa ei ole vortekseja tai jossa ne ovat lukkiutuneet téydellisesti pai-
koilleen, voidaan kriittiselle virrantiheydelle johtaa yhtalo lahtemalla liikkeelle liit-
teessd A johdetuista GL-yhtaloistd (93). Homogeenisen ja isotrooppisen suprajoh-
teen jérjestysparametri on paikkariippuvainen ainoastaan vaihetermin 6(r) kautta,
eli voidaan kirjoitaa ¢(r) = ¢oe’®™). Yhtiloissa (93) esiintyvit jérjestysparametrin

ja sen kompleksikonjugaatin gradientit voidaan nyt laskea auki:

Vo(r) =V (doe”™) = ¢pie®Vh(r) = ig(r)VH(r)

(207)
Vi (r) =V (doe ")) = —goie ®IVO(r) = —ig*(r)Vo(r).
Sijoittamalla yhtalot (207) virrantiheyden GL-yht&loon saadaan
3= (eig)ve (1) V()] — Al
o = 2 4 i0(a)VO(x) + 6(x)i0” () V6()] — Al
7 9
=~ 2il6(0)| VO(r)] - —AloP
he e
= 8 [V - 4]
_he , 2m
= =6 {VG(I‘) - (EA} , (208)

jossa on kiytetty hyviksi magneettivuon kvanttia &, = h/e. Sijoittamalla jérjestys-
parametri ¢(r) = ¢pe?™) toiseen GL-yhtiloén (89) saadaan
1
2m

. a¢oei9(r) . b¢gei9(r) -0

[PV (¢0e™) — 2iheA - V (¢oe™™)) — € A’ ppe™)]

<:>ﬁ [hQV (¢0iei9(r)ve) — 2iheA - (i¢0€i0(r)vg) B 62A2¢Oei0(r)}
_ a¢0ei9(r) _ b¢8ei9(r) —0
<:>% [h2 (v (gﬁoiei@(r)) Vo + ¢0iei0(r)v20> — 2% heA - (Z¢0e10(r)ve) . €2A2¢08i9(r)]

o a¢oei9(r) . bqﬁgew(r) -0
1
2m

— agpe™®®) b¢gei9(r) —0. (209)

= [B? (=poe™®) (V0)? + ¢yie?TIV?0) — 2iheA - (igoeTIVO) — e2Apoe™)]
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Homogeeniselle ja isotrooppiselle suprajohteelle V26 < 0, joten kyseinen termi yh-
tilossd (209) voidaan jittdsd huomiotta. Ottamalla lisiksi termi ¢oe?™) yhteiseksi

tekijéksi, voidaan yhtalé (209) kirjoittaa muodossa

1 . . ,
— [~1* (V0)* + 2TieA - VO — 2A?] ¢pe®™) — agpe’™ — bgle™) = 0

2m
1 ) ) .
— 5 (hV@ + €A)2 (z)oezé(r) _ a¢0619(r) + b(bgew(r) —0
m

1 ,
=5 (hVO + eA)? o — agy + bog = 0

K2 2 2 b2
— (V6+—7TA> +1—ﬁ=o
a

2ma [ON

or \> 2m
= (V@ + @A) =77 (bog — a) . (210)

Sijoittamalla yhtélo (210) virrantiheydelle laskettuun yhtéloéon (208), saadaan

Py 2 2\1/2
= 1-— 211

missi A2 = m/poe?¢® on tunkeutumissyvyys, e = (h2/2ma)"’” seki f = ¢ (b/a)"/>.
Suprajohteessa kulkeva suurin mahdollinen virrantiheys saavutetaan silloin, kun ter-

mi f2(1 — f?)Y/? saavuttaa maksimiarvonsa. Kyseinen arvo 16ytyy derivaatan nol-
lakohdasta J;f2(1 — f2)Y/? = 0 & f = /6/3, joten kriittiseksi virrantiheydeksi

saadaan [1]

Do

J=— — 0 212
3\/§7ru0)\%e (212)

M Matemaattisia tuloksia

M.1 Vektori-identiteetti nro. 1

Roottori voidaan esittdéd Levi-Civita-symbolin avulla muodossa

(V X A)z = (GijkaiAj)Q = eijkeijk&&-AjAj . (213)
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Yhtélossd (213) esiintyvé termi voidaan kirjoittaa Levi-Civita-identiteetin €;;x€ms =

0jmOkn — 0jnOkn, jossa d;; on Kroneckerin delta, avulla muodossa
eijkeijk = 5jj5kk — 5jk5kj =1- O =1. (214)

Yhtilossi (213) esiintyvil termi 9;0;A;A; on selviisti VZA?, joten yhtilo (213) voi-

daan tdmén ja yhtéalon (214) avulla kirjoittaa muodossa

(V x A)2 = V?A? (215)

M.2 Vektori-identiteetti nro. 2

Levi-Civita symbolin avulla esitettynd roottorin roottori vektorista voidaan kirjoit-

taa muodossa
(V x V x A)k = ewk@(v X A)J = GijkaiﬁabjaaAb = EijkGijaiaaAb. (216)

Hy6dynnetaan seuraavaksi uudestaan liitteessd M.1 esitettyd Levi-Civita identiteet-
t18 €;k€mn = 0jmOkn — djnlkn, voidaan yhtalo (216) kirjoittaa Kroneckerin deltojen
avulla muodossa
(V XV XA = (0i0ka — 9ia0kp) 050, Ap
= 0it0ka0i0a Ap — 0ia0kp0i00 Ab
= 0yO0rAp — 0;0; Ay . (217)

Yhtélossé (217) esiintyvét termit on helppo tunnistaa vektorioperaattoreiksi 9,0, A, =

V (V- A)ja 0;0;A4, = V?A, joten lopulta voidaan kirjoittaa

(VxVxA) =(V(V-A)=V?A) . (218)

M.3 Helmholtzin yhtialon ratkaisu
Helmholtzin yhtélo voidaan kirjoittaa muodossa

1
y=0, (219)

1
" /
Yoyt
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missd A € R. Ratkaistaan yhtdlo (219) nk. Frobeniuksen menetelmélla sijoittamalla

n-+

y:n ja sen derivaattojen paikalle yrite y(z) = > 7 a,2""", missi a,, r € R. Yrite-

funktion y(z) ensimméinen ja toinen derivaatta ovat y'(z) = > o7 (n + r)a,z™" 1

jay’(z) = D7 (n+ r)(n 4+ r — 1)a,z"T" "2 Sijoittamalla ndmé yht&loon (219)

saadaan
-1 . n+r—2 - . n+r—1 . . ntr _ 0
ngzo(n—kr)(n—i-r Yanx + - ngzo(n—kr)a x + 3 ngzoa x

oo 00 1 .
=Y (n+r)(n+r—Daa"™ "+ ) (n+r)aa™T Vi > ana™t =0.
n=0 n=0

n=0 =
(220)
Asetetaan sarjoissa esiintyvien z:ien potenssit saman arvoisiksi kirjoittamalla termi
>0y anx™ " ekvivalentisti muodossa Yo, a,—2x" 2. Kirjoitetaan myds kahden
ensimméisen sarjan kaksi ensimméista termié ulos sarjasta, jolloin saadaan kaikki

sarjat alkamaan indeksistd n = 2. Yhtalo (220) voidaan siis kirjoittaa muodossa

r(r — Dagxr™ 2 +r(r + Daz"™* + Z(n +7)(n+7r—1)a,a""?

n=2
o 1 oo
+rapz" 2+ (r + Dagr™ ' + Z(n +7)a,a" T 4 ¢ Z Un_ox™ T2 =0. (221)
n=2 n=2

Yhtalo (221) toteutuu vain, jos kaikkien z:n potenssien kertoimien summat ovat

nolla. Potenssia 2”2 vastaavien kertoimien tapauksessa tamé johtaa yhtialoon
ap#0
r(r—1)ag+rag=0<=r =0. (222)
Termien z"~! tapauksessa saadaan puolestaan

r(r+1Da;+ (r+1)a; =0 = q, =0. (223)
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Saatujen tulosten (222) ja (223) mukaisesti summien ulkopuoleiset termit ja para-

metrit r havidvit. Yhtalo (221) voidaan kirjoittaa muodossa

o0 [e.9]

1
Z (n — Dapz™ 2+ Znanx” 2y 2 Ap_ox™ 2 =0
n=2

n=2 n=2

<:>Z{[ (n—1) an—l—nan—k—a;z] x"’Z}:O

a, — 2
<:>n(n—1)an—l—nan+T:O
Ap—2

<—a, = .
n n2\2

(224)

Yhtélo (224) on rekursiokaava, josta voidaan laskea yritteen y(z) = > 7 a,a™*"
kertoimet. Tuloksesta (223) seuraa, etta kaikki parittomat kertoimet [ag, a1, as, . . .

ovat nollia. Té&mé huomioiden voidaan yhtélo (224) kirjoittaa muodossa

a2p—2 1 Qo
n = — = ) 225
2 An2 2 47 (nl!)2\2 (225)

Sijoittamalla kertoimet (225) yritteeseen y(z) = >~ a,z"™" ja huomioimalla, ettd

myo0s yritteessda r = 0, saadaan Helmholtzin yhtélon ratkaisuksi

Qo

y(z) = KOQZ/)\:Z% e (226)

Ratkaisu (226) tunnetaan nollannen asteen modifioituna Besselin funktiona [38].
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