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Boolen algebrat ovat erityisid matemaattisia rakenteita. Ne koostuvat hilois-
ta, jotka ovat samaan aikaan distributiivisia ja komplementoituja. Boolen algebroja
voidaan hyodyntdd monissa sovelluksissa. Esimerkiksi tdssd tutkielmassa perehdy-
taan Boolen algebran sovelluksista kytkentépiireihin, joita voidaan kiyttdd moniin
eri tarkoituksiin. Putkistojen, virtapiirien tai minkd tahansa kytkimid sisdltavin

jarjestelmén suunnittelussa voidaan hyodyntai kytkentapiirien teoriaa.

Tassé tutkielmassa méaritellddn ensin hila ja kdydaédn 1api hilojen perusominaisuuk-
sia. N&itd pohjatietoja tarvitaan Boolen algebroja méariteltdessd. Tamén jalkeen
esitellddn distributiiviset hilat ja niiden ominaisuuksia. Distributiivisuus on tarked
kisite ja distributiiviset hilat omaavat paljon ominaisuuksia, jotka helpottavat nii-
den kanssa tyoskentelya. Néiden esitietojen avulla syvennytdin Boolen algebroihin.
Sovellusten kannalta tirkeitd ovat Boolen polynomit ja polynomifunktiot. Polyno-
mien avulla saadaan haluttu kytkentédpiiri matemaattiseen muotoon, ja polynomi-
funktiot kertovat, milloin piirissd kulkee esimerkiksi sdhkovirta. Tutkielman lopussa
kiaydaan lapi muutama konkreettinen kytkentapiirin sovellus sekéd tutkitaan, miten

piirejd suunnitellaan ja miten niistd saadaan yksinkertaisempia.

Tamén tutkielman tavoitteena on antaa lukijalle perustiedot hiloista ja Boolen al-
gebroista sekd osoittaa, ettd algebroja voidaan hyodyntdda myos kiytannon sovelluk-
sissa. Téssd tutkielmassa keskitytddn sovelluksista kytkentépiireihin, mutta Boolen

algebroja voidaan hyodyntda muillakin tavoin eri sovelluksissa.
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1 Johdanto

Tasséd pro gradu -tutkielmassa tutkitaan hiloja ja Boolen algebroja. Tutkiel-
ma perustuu padosin kirjaan [2]. Kuitenkin luvut ja on kirjoitettu
aineiston [4] avulla. Toisessa luvussa tarkastellaan hilojen perusominaisuuk-
sia ja niiden distributiivisuutta. Erityisesti distributiivisuus on seuraavissa
luvuissa téirkeédssa roolissa. Témén myotd kolmannessa luvussa padstadn sy-
ventyméan Boolen algebroihin, jotka ovat sovelluksien kannalta tarkeimpié
hiloja. Luvussa esitellidn Boolen algebran maaritelmén lisiksi Boolen poly-
nomit ja polynomifunktiot. Ndiden polynomien ja polynomifunktioiden avul-
la saadaan matemaattinen esitys viimeisessa luvussa esiteltaville kytkenté-
piireille. Téassa tutkielmassa keskitytddn hilojen mahdollisista sovelluksista
vain kytkentipiireihin. Kytkentépiirien teoriaa voi kuitenkin soveltaa moniin
kayttotarkoituksiin kuten putkistojen ja liikennevaloilla varustettujen tiever-
kostojen suunnitteluun.

Seuraavaksi mainitaan muutama vaihe Boolen algebran historiasta. Vuon-
na 1854 George Boole (1815-1864) esitteli tdrkedn algebrallisten rakentei-
den luokan. Hénta kunnioittaen nadmé rakenteet nimettiin Boolen algebraksi.
Richard Dedekind méiritteli nykyiselld terminologialla distributiivisen hilan,
mutta vasta 1930 luvun aikoihin hilateorian kehitys alkoi edetd vauhdilla, kun

Garrett Birkhoff alkoi panostaa siihen.



2 Hilat

Modernille matematiikalle on tyypillistd, ettd eri matematiikan osa-alueet
johtavat samankaltaisiin tilanteisiin. T&ll6in on jarkevad koota ndiden yhtei-
sid ominaisuuksia, tutkia niitd ja soveltaa niistd saatua teoriaa moniin mui-
hin aloihin. Esimerkiksi kuvassa |1/ on kolme diagrammia, joissa jokaisessa on
ylimpéana "vahvin” alkio/joukko ja alimpana "heikoin” alkio/joukko. Keskella

olevat alkiot/joukot eivét ole keskenéifin vertailtavissa.

Kuva 1: Kolme eri tilannetta, mutta kaikilla on samanlainen diagrammi.

Kuvan [I] ensimméisessd diagrammissa relaationa on jaollisuus. Alkiot a
ja b selviisti jakavat niiden pienimmén yhteisen jaettavan, ja syt(a, b) selvisti
jakaa alkiot a ja b. Sen sijaan kokonaisluvut a ja b eivit vilttdmétta ole jaol-
lisia toisillaan. Toinen diagrammi koostuu loogisista lausekkeista. Voidaan
ajatella, ettd a V b on vahvin, koska se on todennikoéisimmin tosi. Lauseke
a V b on siis tosi, jos a tai b on tosi. Alkiot a ja b ovat keskendén yhté to-
dennékoisesti tosia, ja a A b on epatodennikdisin, koska siind sekd alkion a
ettd alkion b pitdd olla tosi. Kuvan [l kolmannen diagrammin relaationa on
joukkojen siséltyminen.

Matematiikan yksi tarkeimmisté késitteistd on relaatio. Erityisesti tarkei-
td ovat ekvivalenssirelaatio, funktio ja jarjestysrelaatio. Hilateoriassa keski-

tytddn enemmén jarjestysrelaatioihin.

2.1 Hilojen perusominaisuuksia

Olkoot A ja B joukkoja. Joukkojen A ja B vilinen relaatio R on karteesisen
tulon A x B osajoukko. Jos pari (a,b) € R, merkitddn a R b ja luetaan "alkio

a on relaatiossa R alkion b kanssa”. Muulloin merkitdén a R b. Jos késitelladan



relaatiota R joukossa A, kiytetddn merkintdd (A, R).

Esimerkki 2.1. Olkoot a ja b luonnollisia lukuja eli positiivisia kokonais-
lukuja. Merkitdan luonnollisten lukujen joukkoa symbolilla N. Eréds ndiden
lukujen vilinen relaatio on jaollisuus. Jaollisuusrelaatiosta kiytetddn merkin-
tad |. Jos b on jaollinen luvulla a ja b ei jaa lukua a, niin merkitdin a|b ja
bt a. Olkoon joukko D = {(x,y) € N? | z|y}. Nyt (a,b) € D ja (b,a) ¢ D
kaikilla a # b.

Relaatiolla R joukossa A voi olla seuraavia ominaisuuksia:
e R on refleksiivinen, jos a R a kaikilla a € A;
e R on symmetrinen, jos ehdosta a R b seuraa b R a kaikilla a,b € A;

e R on antisymmetrinen, jos ehdoista a R b ja b R a seuraa a =b
kaikilla a,b € A,

e R on transitizvinen, jos ehdoista a R b ja b R c seuraa a R c kaikilla
a,b,c € A.

Relaatiota, joka on yhtd aikaa refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen,

kutsutaan ekvivalenssirelaatioksi.

Maaritelm 2.2. Jos relaatio R joukossa A on refleksiivinen, antisymmet-
rinen ja transitiivinen, niin relaatiota kutsutaan osittain jdirjestetyksi. Tassa

tapauksessa (A, R) on osittain jirjestetty joukko.

Esimerkki 2.3. Tarkastellaan kuvan [l]ensimmaéista diagrammia ja sen jaolli-
suusrelaatiota. Olkoon D = {(z,y) € N? | z|y} ja a,b € N. Helposti nihdéén,
ettd kyseinen jaollisuusrelaatio on refleksiivinen. Se on myd&s antisymmetri-
nen, koska ehdoista a|b ja bla seuraa a = b kaikilla a,b € N. Tamén lisiksi re-
laatio on transitiivinen, koska ehdoista a|b ja b|c seuraa a|c kaikilla a, b, ¢ € N.
Néin ollen kuvan [1| diagrammia vastaava joukko on osittain jarjestetty jouk-
ko.

Yleensa osittaista jarjestystd merkitddn symbolin R sijaan symboleilla <

tal C. Osittain jirjestettyja joukkoja voidaan kuvata Hassen diagrammeilla.



Hassen diagrammissa ns. vahvempi alkio on ylempéand kuin heikompi alkio,
ja jos nama ovat relaatiossa keskendin, yhdistetddn alkiot viivalla. Kuvassa
ei piirretd viivaa joukon {1, 2} ja tyhjén joukon vélille, koska tamé relaatio
kiy ilmi esimerkiksi joukon {1} kautta kulkevasta viivasta. Kuvan [2a joukko
P({1,2,3}) on kaikkien joukon {1, 2,3} osajoukkojen joukko ja C on joukko-
jen sisaltyvyys. Kuvan [2b joukkoa kutsutaan ketjuksi, koska se ei haaraudu

vaan jokainen joukon alkioiden pari on vertailtavissa.

{1,2,3} 5
P RN |
{1,2} {1,3} {2,3} %
X X 3
{1} {2} {3} ?
\\\\\w //// |

(a) (P({1,2,3}),9) (b) ({1,2,3,4,5}, <)

Kuva 2: Kaksi esimerkkis, Hassen diagrammista.

Maaritelma 2.4. Olkoon R relaatio joukosta A joukkoon B. Télloin relaatio

R~ joukosta B joukkoon A on relaation R kddnteisrelaatio, jos
(ba)e R™' & (a,b)€R VYac AbEB.

Esimerkki 2.5. Kuvassa[2h relaationa C on joukkojen sisdltyminen. Témén
kddnteisrelaatio on D. Valitaan alkiot {1} ja {1,2}, ja tarkastellaan niiden
vilisid relaatioita: {1} C {1,2} ja {1,2} D {1}. Kéénteisrelaatiota vastaa

seuraava Hassen diagrammi:

0
PN
{1} {2} {3}

| XX

{12} {13} {23}
NS
{1,2,3}



On helppo ndhda, ettd jos (A, <) on osittain jérjestetty joukko, niin myos
(A, >) on osittain jérjestetty joukko, missé relaatio > on relaation < kddn-

teisrelaatio.

Maéaritelmi 2.6. Olkoon (A, <) osittain jarjestetty joukko. Alkiota a € A
kutsutaan suurimmaksi alkioksi, jos kaikilla z € A on voimassa x < a. Toisin
sanoen kaikki muut alkiot ovat sitd pienempid. Vastaavasti alkiota b € A
kutsutaan pienimmdksi alkioksi, jos kaikilla x € A on voimassa b < x.
Maksimaaliseksi alkioksi kutsutaan alkiota ¢ € A, jos ehdosta ¢ < x
seuraa ¢ = x kaikilla z € A. Toisin sanoen alkio on maksimaalinen jos mikéén
alkio ei ole sitd suurempi. Samalla tavalla alkio d € A on minimaalinen alkio,

jos ehdosta x < d seuraa d = z kaikilla z € A.
Huomautus 2.7. Suurin ja pienin alkio ovat yksikésitteiset.

Joukolla (A, <) on enintéén yksi suurin alkio ja enint&én yksi pienin alkio.
Sen sijaan maksimaalisia tai minimaalisia alkioita voi olla useampia tai ei

yhtddn. Suurin alkio on my6s maksimaalinen ja pienin alkio minimaalinen.
a
b ¢ d

e
Kuva 3: Hassen diagrammi tilanteesta, jolloin joukolla ei ole minimaalial-

kiota.

Kuvan (3| joukon suurin ja maksimaalinen alkio on a. Minimaalisia alkioita
ovat b, ¢ ja e. Pienintd alkiota ei kuitenkaan ole, koska alkiot b ja c eivit ole

relaatiossa alkion e kanssa.
Miiritelmé 2.8. Olkoon (A, <) osittain jarjestetty joukko ja B C A.
(i) Joukon B ylirajaksi kutsutaan alkiota a € A, jos b < a kaikilla b € B.

(ii) Joukon B alarajaksi kutsutaan alkiota a € A, jos a < b kaikilla b € B.



(iii) Joukon B suurinta alarajaa, jos se on olemassa, kutsutaan joukon B

mfimumaiksi. Siitd kiytetddn merkintda inf B.

(iv) Joukon B pienintd yldrajaa, jos se on olemassa, kutsutaan joukon B

supremumiksi. Siitd kdytetdin merkintdé sup B.

Esimerkki 2.9. Olkoot A = {1,2,3,...}, B={r € R |0 <z < 2} ja
relaationa on <. Joukon A alarajoja ovat {1,0,—1,—2 ...}. Néista alara-
joista suurin on 1, joten inf A = 1. Joukolla A ei ole yldrajaa, joten sup A
ei ole olemassa. Joukolla B sen sijaan on olemassa sekd infimum ettd supre-
mum: inf B = 0 ja sup B = 2. Joukon B infimum ja supremum ovat kuten

reaalianalyysissi on médritelty (ks. kirja [I]).

Mairitelmi 2.10. Osittain jarjestettyd joukkoa (L, <) kutsutaan jéirjes-
tetyksi hilaksi, jos kaikille alkiopareille =,y € L on olemassa supremum ja

infimum.

Esimerkki 2.11. Kuvan perusteella voidaan todeta, ettd joukolla

P({1,2,3}) on voimassa muun muassa:

sup(0, {1}) = {1}, inf(0), {1}) = 0,
sup({1}, {1}) = {1}, inf({1}, {1}) = {1},
sup({1},{2}) = {1,2}, inf({1},{2}) = 0,
up({1},{1,2}) = {1, 2}, inf({1}, {1,2}) = {1}.

wn

Helposti nahdéén, ettd joukon P({1,2,3}) kaikille muillekin alkiopareille on
olemassa supremum ja infimum. Néin ollen P({1,2,3}) on jirjestetty hila.
Samalla tavalla joukko {1,2,3,4,5} on my6s jirjestetty hila (ks. kuva 2p).
Itseasiassa jokainen ketju on jirjestetty hila, koska kaikki ketjun alkiot ovat
keskenddn relaatiossa. Sen sijaan kuvan |3| diagrammi ei ole hila, koska esi-

merkiksi inf(b, ) ei ole olemassa.

Jarjestetyssa hilassa (L, <) kaikilla x,y € L seuraavat ehdot ovat ekviva-
lentit:



1.z <y,

2. sup(z,y) = y;
3. inf(z,y) = x.

Mairitelma 2.12. Algebrallinen hila (L, A\, V) on joukko L, jolla on kaksi
bindédrioperaatiota A ja V, ja se toteuttaa seuraavat laskulait kaikilla x, y, z €
L:

o xA\y =yAx, xVy =yVzx (kommutatiivisuus),
e tA(yAz)=(zAy)Az, xV(yVz)=(xVy)Vz (assosiatiivisuus),
e t A\ (xVy)=uz, zV(rAy)=x (absorptio),
o r N1 =21, rVr=2x (idempotenttisuus).

Idempotenttisuus seuraa myos suoraan absorptiolaista: t Az =z A (xV (x A

x)) = x ja samoin = V x = z.

Seuraava lemma muotoilee uudelleen infimumin ja supremumin maéaritel-

mat.

Lemma 2.13 ([3]). Jos (A, <) on osittain jirjestetty joukko ja a,b,c € A,

niin ¢ = sup(a, b) jos ja vain jos

1.a<c b<c, ja

2. ¢ < d kaikilla d € A, jolle on voimassa a < d ja b < d.
Samalla tavalla ¢ = inf(a, b) jos ja vain jos

1. c<a, c<b,ja

2. d < c kaikilla d € A, jolle on voimassa d < a ja d < b.
Lause 2.14.

(i) Olkoon (L, <) jérjestetty hila. Jos merkitdin

x Ay =inf(z,y) ja z Vy =sup(x,y),

niin (L, A, V) on algebrallinen hila.

7



(ii) Olkoon (L, A, V) algebrallinen hila. Jos méiritellddn

<y & zAhy==x (tal z<y & zVy=y),

niin (L, <) on jarjestetty hila.

Todistus.

(i) Olkoon (L, <) jarjestetty hila. Kaikille z,y, z € L pétee:

¢ Kommutatiivisuus:

Kahden alkion suurin alaraja ja pienin yldraja ei muutu, vaikka

alkioiden paikkaa vaihtaisi, joten saadaan

z ANy =inf(z,y) =inf(y,2) =y Az
ja
xVy =sup(z,y) =sup(y,z) =y V.

Assosiatiivisuus:

Todistetaan ensin, etté inf(z,inf(y, z)) = inf(z,y, z). Olkoon s =
inf(y, z) ja t = inf(x,s). Tastad seuraa, ettd ¢t < z ja t < s eli
t < x,y,z. Nyt siis t on jokin joukon {x,y, z} alaraja.
Seuraavaksi todistetaan, ettd ¢ on joukon {z,y, z} suurin alaraja.
Oletetaan, ettd r < x,y, z. Siis r < y jar < z. Koska s = inf(y, z),
niin r < s. Nyt on siis voimassa, ettd r < x ja r < s. Koska

t = inf(z, s), niin r < ¢t. Néin ollen ¢ on suurin alaraja.
Samoin voidaan néyttdd, ettd inf(inf(x,y),z) = inf(z,y,z) ja
sup(z,sup(y, z)) = sup(z,y, z) = sup(sup(zx,y), z). Niiden avulla
saadaan todistettua jirjestetyn hilan assosiatiivisuus:
z A (yAz) =z ANinf(y, z) = inf(z, inf(y, 2)) = inf(z, y, 2)
= inf(inf(x, y), 2) = inf(z,y) Az = (x Ay) A 2,

jasamoin zV (yVz) = (x Vy)V z.
Absorptio:

Olkoon sup(z,y) = c. Talloin x < ¢, joten inf(z, c) = x. Saadaan
z A (xVy)=xAsup(x,y) = inf(x,sup(x,y)) = =.

8



Olkoon inf(x,y) = d. Talléin d < z, joten sup(z,d) = x. Saadaan
zV (xAy) =2z Vinf(z,y) = sup(z,inf(z, y)) = .

(ii) Olkoon (L, A, V) algebrallinen hila. Oletetaan, ettd x,y,z € L. Koska
rAx =xjaxVr=x ninz <z jarelaatio < on refleksiivinen. Jos
r<yjay <z tilloin x Ay = z ja y A v = y. Kommutatiivisuuden
nojalla z Ay = y Az, joten x = y ja relaatio < on antisymmetrinen.

Josr<yjay <z ninxAy=x]jayAz=y. Talloin
r=xANy=zANyAz)=(xAy)Nz=zA -z

Tasté seuraa, ettd x < z ja relaatio < on transitiivinen.

Olkoot z, y € L. Tallgin ehdosta x A (z V y) = x seuraa x < z V y ja
samoin ehdosta y A (z Vy) = y seuraa y < x Vy. Jos z € L tiyttda
ehdot x < zjay <z, niin (zAy)ANz=xA(yAz)=zAy jasiten
xAy < z. Tésté seuraa, etta sup(z,y) = zVy. Samoin voidaan niyttia,
ettd inf(z,y) = x A y. Néin ollen (L, <) on jérjestetty hila.

O]

Tasté eteenpiin kiytetidn sekd hilajirjestetyista joukoista ettéd algebral-

lisista hiloista nimitysta hila.

Huomautus 2.15. Jos N on osittain jirjestetyn joukon osajoukko, niin

Vien ® ja A ey © tarkoittavat joukon N supremumia ja infimumia.

Huomautus 2.16. Miki tahansa operaatioiden A ja V lauseke, joka on voi-
massa jossakin hilassa (L, A, V), on voimassa myo0s, vaikka operaatio A kor-
vattaisiin kaikkialla lausekkeessa operaatiolla V ja V korvattaisiin kaikkialla
operaatiolla A. Tall6in my0s relaatiot < ja > vaihtuvat toisikseen. Téata kut-

sutaan dualisoinniksi.

Y1ld olevan huomautuksen voimassaolo seuraa siitd, ettd mikd tahansa
médritelmén lausekkeiden avulla johdettava hilan lauseke pysyy voi-
massaolevana, vaikka symbolit A ja V ja vastaavasti < ja > vaihdettaisiin

paittain kaikkialla lausekkeessa.



Maéaritelma 2.17. Jos hilassa L on operaation < suhteen pienin alkio, tété
yksikdsitteistd alkiota kutsutaan nolla-alkioksi ja merkitdén luvulla 0. Sa-
moin yksikésitteistd suurinta alkiota kutsutaan neutraalialkioksi ja merki-
tdan luvulla 1. Alkioita 0 ja 1 kutsutaan universaaleiksi rajoiksi. Jos ne ovat

olemassa, L on rajoitettu.

Jokainen darellinen hila on rajoitettu, koska méaritelméan ja lauseen
mukaan kaikilla hiloilla on voimassa, ettd jokaiselle hilan alkioparille on
olemassa infimum ja supremum ja néin ollen airelliselld hilalla on pienin ja
suurin alkio. Jos hila L on rajoitettu, jokaiselle x € L pitee 0 < x < 1,
zAN0=0,z2V0=z,2A1l=2zjaxV]1=1 Kuvassa[on kaikki mahdolliset
viisialkioisen hilan Hassen diagrammit. Vahvimpana alkiona diagrammeissa
on tietysti 1 ja heikoimpana 0. Merkintd V" tarkoittaa i:nnettéd hilaa, jossa

on n alkiota.

1 1
VAN \
a b a
NS VRN
c b c
\ NS
0 0
VP vy
1
! ‘
/ \
1 a \ b
/ é AN | b \
a c c c
NS N / \
0 0 0
143 vy Vs

Kuva 4: Kaikki erilaiset viisialkioisen hilan Hassen diagrammit.

Koska viisialkioinen hila on #dédrellinen, se on rajoitettu. Yldrajana ja sa-
malla Hassen diagrammissa ylimpéané alkiona on 1. Vastaavasti alarajana ja

alimpana alkiona on 0. Hilan loput kolme alkiota ovat nédiden rajojen vélissi,
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ja kokeilemalla voidaan todeta, ettei ole olemassa muita viiden alkion hiloja
kuin ylld olevien Hassen diagrammien maérittelemait.
Alla on kuvan |4 hilan V;? operaatiotaulukot. Taulukoissa on taulukoituna

kaikki x Ay ja x V y arvot hilan alkioille z ja y.

AlO a b ¢ 1 VIO a b ¢ 1
0/0 0 0 0 O 010 a b ¢ 1
al0 a 0 ¢ a ala a 1 a 1
b |0 O b 0 b b|b 1 b 1 1
c |0 ¢ 0 ¢ c clc a 1 ¢ 1
110 a b ¢ 1 111 1 1 1 1

Lemma 2.18. Jokaisessa hilassa L ehdosta y < z seuraa z Ay < x A z ja
zVy<zVz.

Todistus. Ehdosta y < z seuraa xAy = (xAx)A(yAz) = (xAy)A(zAz), josta

seuraa r Ay < x Az. Dualisoinnin nojalla toinenkin tapaus on todistettu. [I

Lause 2.19. Mielivaltaisen hilan alkiot toteuttavat seuraavat distributiiviset
epayhtalot:
zA(yVz)>(xAy)V(zAz)
ja
zV(yAz)<(zVy) AV z).
Todistus. Koska c ANy < zjaz Ay <y<yVzninzAy <zA(yV=z)
ja samalla tavalla x A z < 2 A (y V z). Nyt A (y V 2) on sekd lausekkeen

(x A y) ettd lausekkeen (x A z) yldraja, ja téstd seuraa ylempi epayhtalo.

Dualisoimalla ndhdééan, ettd toinenkin epiyhtilo pétee. O

Maaritelm4 2.20. Osajoukkoa S C L kutsutaan hilan L alihilaksi, jos kai-
killa z, y € S on voimassa xt Ay € SjaxVy€S.

Tyhjédjoukko ja kaikki yksialkioiset osajoukot ovat alihiloja. Hilan L ali-

hiloja ovat myo6s vilit:
z,y ={a€L|x<a<y; z,y€ L}
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Esimerkki 2.21. Olkoon L kuvan Hassen diagrammia vastaava hila, ja
olkoon S = {0,{1},{2},{1,2,3}}. Nyt S on hila sisiltymisen suhteen ja,
se on hilan L osajoukko. Hila S ei kuitenkaan ole hilan L alihila, koska
esimerkiksi sup({1}, {2}) = {1,2} ¢ S.

Mairitelm4 2.22. Olkoot L ja M hiloja. Kuvausta f : L — M kutsutaan:
(i) lLittomorfismiksi (join-morphism), jos f(z Vy) = f(z)V f(y);
(ii) kohtaamismorfismiksi (meet-morphism), jos f(z Ay) = f(z) A f(y);
(iii) jarjestysmorfismiksi (order-morphism), jos x <y = f(z) < f(y);

kaikilla x, y € L. Kuvaus f on homomorfismi, jos se on seki liittomorfismi
ettd kohtaamismorfismi. Injektiivista, surjektiivista ja bijektiivistd homomor-
fismia kutsutaan vastaavasti monomorfismiksi, epimorfismiksi ja isomorfis-
miksi. Jos f: L — M on homomorfismi, niin f(L) on hilan L homomorfinen
kuva. Tamé f(L) on hilan M alihila, koska f(L) on hilan M osajoukko ja
fl@) N fly) = fleny) € f(L) sekd f(z) v f(y) = flzVy) € f(L) kaikil-
la x,y € L. Jos on olemassa isomorfismi hilasta L hilaan M, ovat L ja M

isomorfiset, ja merkitdan L = M.

Esimerkki 2.23. Olkoot hiloilla L, ja Ly seuraavanlaiset Hassen diagram-

mit:
Ty
/ ‘ \ y4
Tg Ty T Y N
| X X N
NS
T2 Ty €3 U1
~N 7
I
Ly L,

Maaritelladn kuvaus f siten, etté

[iLi— Ly f(x1) = f(za) = w1, f(x2) = f(26) = ¥,



Kuvaus f on jarjestysmorfismi, koska ehdosta x; < z; seuraa f(z;) < f(z;)
kaikilla 4, j € {1,2,...,8}. Tamaén lisdksi f on liitto- ja kohtaamismorfismi,
silla f(x; Vxj) = f(z;) V f(z;) ja f(x; Axj) = f(z;) A f(z;) kaikilla 7,5 €
{1,2,...,8}. Siis kuvaus f on homomorfismi. Se ei kuitenkaan ole isomorfinen

kuvaus, koska f ei ole bijektiivinen.

Maéritelm4 2.24. Olkoot L ja M hiloja. Hilojen L ja M suoratulo L x M

on jarjestettyjen parien joukko
{(z,y) |z € L,y e M},

jossa operaatiot V ja A miaritelld&n seuraavasti:
(@1, 51) V (22, 92) = (21 V 22,41 V ¥2),

(1, 91) A (22, 92) = (21 A T2, 51 A Y2).
Useamman hilan suoratulo toimii samalla tavalla. On suoraviivaista todeta,
ettd hilojen suoratulo on myos hila. Koska L ja M ovat hiloja, niin ne toteut-
tavat algebrallisen hilan méaaritelmén. Talloin ylldolevien yhtaloiden oikea-
puoli toteuttaa algebrallisen hilan mé&ritelman (maar. , ja suoratulo on
siis algebrallinen hila. Lauseesta[2.14] seuraa vastaavuus osittaisjirjestykseen.

Suorassa tulossa (x1,y1) < (22, y2) jos ja vain jos z1 < x9 ja y; < Y.

Esimerkki 2.25. Hilojen L ja M suoratulo voidaan myos esittdd Hassen

diagrammilla:
(z3,y4)
(23, v2) | \\ / I
(2, y4) (@3, 91)
Z3 ///////° \\\\\\\\\\\
‘ Ya (z2,y2) | \ / |
T ™
2 Y / N 3 (z1, ya) (z2,y1)
‘ 2 Ys el
~
I yl . / \ .
(z1,92) \ /
L M ) (z1,v1)

Lx M

13
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2.2 Distributiiviset hilat

Seuraavaksi tarkastellaan tietynlaisia hiloja, joiden avulla voidaan maaritel-
15 Boolen algebrat. Boolen algebrat muodostavat rikkaan ja monipuolisen

algebrallisen rakenteen.

Maaritelma 2.26. Hila L on distributiivinen, jos se toteuttaa distributiivi-
lait:
zV(ynz)=(xVy A(zVz),

zA(yVz)=(xAy)V(xAz),
kaikilla x, y, z € L.

Lause 2.27. Hila on distributiivinen, jos ja vain jos se ei sisdlld timantin tai

pentagonin kanssa isomorfista alihilaa.

1 1
YARN a” N\
a b c \ p b

NS c
0 )
Timantt: Pentagoni

Kuva 5: Hila, jonka Hassen diagrammi on timantti tai pentagoni, ei ole

distributiivinen.

Helposti ndhdédén, ettd timantin tai pentagonin sisaltdvd hila ei ole
distributiivinen. Todistus toiseen suuntaan on tyolds, joten sivuutetaan se.
Timantti ei ole distributiivinen, koska kuvan [5| mukaan a V (b A ¢) = a #
1 = (aVb)A (aV c). Pentagoni ei mydskddn ole distributiivinen, koska
aN(bVe)=a#c=(aNb)V (aAc). Jokainen ketju on distributiivi-

nen hila.

Esimerkki 2.28. Olkoon hilan Hassen diagrammi kuten alla.
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C

VRN
Q- —
SN S

e

N
/
0

Télloin hila ei ole distributiivinen, koska se siséltdé timantin {d, ¢, b, a, 1}

alihilanaan.

Lause 2.29. Hila L on distributiivinen, jos ja vain jos ehdoista zt Ay = x Az

jaxVy=u2xVzseuraa y = z kaikilla z, y, z € L.

Todistus. Jos hila on distributiivinen ja on voimassa xr Ay =xAzjazxzVy =

x V z, saadaan

y=yVv@Ay)=yVv@Az)=(yVr)A(yVz2)
=(@VyAyVvz)=(@Vz)A(yVz)=zV(rAy).

Tastd seuraa z < y. Samalla tavalla saadaan y < z, joten y = z.

Tehdaédn vastaoletus, etta hila L ei ole distributiivinen. T&lléin L sisdltaa
alihilanaan timantin tai pentagonin (ks. kuva [5). Nyt kummasakin tapauk-
sessa bAa=0=0bAcjabVa=1=0bVc, mutta a # c. Tam4 on ristiriidassa

oletuksen kanssa, joten viite on tosi. [

Maaritelma 2.30. Hilaa L kutsutaan komplementoiduksi, jos jokaiselle x €
L on olemassa ainakin yksi sellainen alkio y, ettdi x Ay = 0 jaxVy =
1. Téllaista alkiota y kutsutaan alkion x komplementiksi ja siitd kiytetidin

merkintad z’.

Huomataan, ettd (z') = x.

Esimerkki 2.31. Kuvan [2| Hassen diagrammista ndhdaén, etta P({1,2,3})
ei sisalld alihilanaan timantin tai pentagonin kanssa isomorfista hilaa. Nain
ollen P({1,2,3}) on distributiivinen. Kyseinen hila on my6s komplementoitu,
silld sen jokaisella alkiolla on komplementti: {1,2,3} = 0, {1,2} = {3},
{13V = {2}, {2.3) = (1L 0 = {1,2,3}, {1}’ = {2.3}, {2 = {13} ja
[3) = {1,2).
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Yleisestikin muotoa P(M) oleva hila, jonka jérjestysrelaationa on sisilty-
minen C, on distributiivinen, koska seuraavat ominaisuudet ovat tunnetusti
voimassa kaikille A, B,C' C M:

e AN(BUC)=(ANB)U(ANC) ja
e AUBNC)=(AUuB)Nn(AUC(C).
Esimerkki 2.32.

(i) Olkoon L = P(M). Téllsin B = M \ A on joukon A yksikiisitteinen

komplementti.

(ii) Rajoitetussa hilassa neutraalialkio 1 on nolla-alkion 0 komplementti ja

painvastoin.

(iii) Jokainen ketju, jossa on enemmin kuin kaksi alkiota, ei ole komple-

mentoitu.

(iv) Alkion komplementti ei ole yksikésitteinen. Esimerkiksi kuvan |5 timan-

tin alkion a komplementit ovat alkiot b ja c.

Lause 2.33. Jos L on distributiivinen hila, niin jokaisella z € L on enintdén

yksi komplementti.

Todistus. Oletetaan, ettd alkion x € L komplementit ovat y; ja ys. Tésté
seuraa, ettd x Vy; =1 =z Vy jax Ay =0 =z A ye. Nyt lauseen [2.29

mukaan y; = y. [

3 Boolen algebra

Boolen algebrat ovat erityisié hiloja, joista on hyotyé esimerkiksi logiikan tut-
kimuksissa. Boolen algebraa voidaan soveltaa myos kytkentdpiireihin, joita

tarkastellaan tarkemmin viimeisessé luvussa.

16



3.1 Lauseita ja mairitelmia

Mairitelma 3.1. Jos hila on distributiivinen ja komplementoitu, niin siti

kutsutaan Boolen algebraksi tai Boolen hilaksi.

Lauseen [2.33 perusteella Boolen algebrojen distributiivisuus takaa

komplementtien yksikésitteisyyden.

Huomautus 3.2. Téstd eteenpdin symbolilla B merkitadn joukkoa, jolla on
bindirioperaatioina A ja V, nolla-alkiona 0, neutraalialkiona 1 ja unaariope-
raattorina (eli yhteen muuttujaan kohdistuvana operaattorina) komplement-
ti /. Siis merkitddn B = (B, A, V,0,1,).

Esimerkki 3.3.

(i) Joukko (P(M),N,U,D, M, ) on joukon M osajoukkojen joukon Boo-
len algebra. Téassa N ja U ovat joukko-opin mukaiset leikkaus ja unioni.
Joukko P(M) on distributiivinen kuten aiemmin todettiin. Esimerkin
kohdan (i) mukaisesti A’ = M \ A. Nolla-alkiona on () ja neutraa-
lialkiona M. Jos joukolla M on n € N alkiota, niin joukolla P (M) on
2" alkiota.

(ii) Olkoon B kaksialkioinen hila, jonka operaatioiden mééritelmét ovat

Ao vio 1 /
0 0 0 1 0
1 1 1 110

Téllsin (B, A, V,0,1,") on Boolen algebra. Jos n € N, voidaan B" muut-
taa Boolen algebraksi médritelmén [2.24] avulla:

(Zbyzn)/\(jl;?jn) = (21 /\]177211/\]11)7
(ilw--’in)v(jl;---?jn) = (21 vjl;---yin\/,jn>7

(i1, yin) = (i, ..., 1),
ja0=(0,...,0)sekd 1 = (1,...,1).
Lause 3.4. Boolen algebrojen suoratulo on myos Boolen algebra.

17



Todistus. Olkoot A ja B Boolen algebroja. Talloin A ja B ovat distributiivisia

ja komplementoituja. Niytetdan ensin, ettd suoratulo distributiivinen:

(a1,b1) V (<a2, b) A (as, bg)) = (a1,b1) V. <(a2 Aas), (b A b3>)

aq V (CLQ N (lg), b1 V (bQ N b3)>

(

- <(a1 Vas) A (a1 Vag), (b Vbs) A (by V bg>)
<(a1 Vas), (biV bg)) A ((a1 Vas), (biV bg))
((al, b))V (as, bQ)) A ((al, b))V (as, bg))

kaikilla ai, as, a3 € A ja by, by, b3 € B. Samalla tavalla saadaan

(a1,b1) A ((a2, bo) V (as, bg)) - ((al, b)) A (as, b2)) v ((al, b)) A (as, bg)).

Néytetdan seuraavaksi, ettd suoratulo on myos komplementoitu ja ettd
(a,b) = (a',V) kaikilla (a,b) € A x B:

(a,b) A (a,b) = (a,b) A (d',b)

((a Ad'), (bA b/)) = (0,0) ja
((a vad), (bV b’)> —(1,1).

(a,b) V (a,b) = (a,b) V (d,b)
O

Lause 3.5. (De Morganin lait) Boolen algebrassa B kaikilla x,y € B on

volmassa
(xAy) =@ VYY) ja (xVvy) =@ AY).

Todistus. Kaikilla z,y € B on voimassa

Ay V(@' Vy)= (V' Vy)A(yVva'Vy)
=(1Vvy)An(1va)
=1A1=1.
Samalla tavalla saadaan (z Ay) A (2’ VYY) =(xAyA2)V(eAyAy)=0.
Né&in ollen lausekkeen x A y komplementti on 2’ V ¢/. Toinen De Morganin

laki seuraa téastd dualisuuden nojalla. Huomataan, ettd dualisoinnin myota

0 ja 1 muuttuvat toisikseen. O
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Lause 3.6. Jos B on Boolen algebra, niin kaikilla x,y € B on voimassa

/

r<y & >y

Todistus. De Morganin lakien avulla saadaan * <y & axVy =y &
ANy =@Vy) =y & 2>y O

Lause 3.7. Jos B on Boolen algebra, niin kaikilla x,y € B on voimassa
r<y & 2Ny =0 2'Vy=1 & sAy=a & zVy=y.

Todistus. Aiemman mukaan tiedetdin, ettix <y & zAy=x < zVy =1y,
joten todistetaan téssd vain ekvivalenssit x <y < x Ay =0jax Ay =

0 & 2’vVy=1.
e Osoitetaan, ettd x Ay’ = 0 = 2'Vy = 1. Oletuksesta x Ay’ = 0 saadaan
(xAy') =0 < 2’ Vy = 1 ottamalla yhtalosta komplementit puolittain.
e Ylli olevalla tavalla osoitetaan myos, etta 2’ Vy =1= xVy = 0.
dvy=1 | ()
(@' vy) =1
x Ay =0
e Osoitetaan, ettd r < y = x Ay = 0. Oletuksesta x < y saadaan

xr = xAy. Assosiatiivisuuden nojalla on voimassa (xAy) Ay’ = xA(yAyY'),

joten saadaan

s ANy =@ANyY ANy =xAyAy)=2zA0=0

e Lopuksi osoitetaan, ettd x Ay’ =0 = = < y. Oletuksesta x Ay’ =0 ja

hilan distributiivisuudesta saadaan:

zAy=(@Ay)V(@AY)
=(zVa)A(yVy)
=z A (yVYy)
=zANl=x
Tamén perusteella z < y. O
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Esimerkki 3.8. Esimerkissi [3.3] todetaan, ettd hila P({1,2,3}) on distri-
butiivinen ja komplementoitu. Siis se on Boolen algebra. Néytetdin Boolen
algebran P({1,2,3}) avulla esimerkit lauseista [3.5] -

Lo ({12 n{1})" = ({1}) ={2,3} = {3} U{2,3} = {12} U {1}’ ja
{123 u{1}) = ({1,2}) = {3} = {31 N {2,3} = {1,2}' N {1}".

2. {1} C {1,2} ja {2,3) D {3}.

3. {1} € {1,2}, {1}n{L2} = {1}n{3} =0, {1} U{L,2} = {2,3} U
(1,2} = {1,2,3}, {1}n{1,2} = {1} ja {1} U{1,2} = {1,2}.

Maaritelmd 3.9. Olkoot B; ja By Boolen algebroja. Kuvausta f : By —
B> kutsutaan Boolen homomorfismiksi joukosta B; joukkoon Bs, jos f on

(hila)homomorfismi ja kaikilla = € By on voimassa f(z') = (f(x))'.

Boolen monomorfismi on injektiivinen Boolen homomorfismi ja Boolen
isomorfismi on bijektiivinen Boolen homomorfismi. Joukkojen B; ja By va-

lisestd Boolen isomorfismista kiytetadan merkintdd B =, Bs.

Esimerkki 3.10. Olkoot L; = P({1,2,3}) ja Ly = P({1,2}) hiloja. Mai-
ritellddn kuvaus f : L; — Ly seuraavasti: f(0) = f({2}) = 0, f({1}) =

FRL2)) = {1}, f({1,37) = f({1,2,3}) = {1,2}, f({3}) = F({2,3}) = {2}
Esimerkin nojalla f on hilahomomorfismi. Se ei kuitenkaan ole Boolen

homomorfismi, koska esimerkiksi

F{2Y) = f({1,3)) = {12} #{1,2,3} =0 = (f({2}))".

Maiaédritelmad 3.11 ([3]). Olkoon B Boolen algebra. Algebra A =
(A,V,A,0,1) on Boolen algebran B = (B, V,A,,0,1) alialgebra, jos A C B
ja joukon A operaatiot vastaavat joukon B operaatioita rajoitettuna jouk-
koon A.

Huomaa, ettd Boolen algebran B ja sen alialgebran A nolla-alkio ja neut-

raalialkio taytyvat olla samat.

Lause 3.12. Olkoon f : By — B Boolen homomorfismi. Télloin
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(1) f(0) =0, f(1) =1

(ii) kaikilla z,y € By on voimassa ehdot © <y = f(z) < f(y);
(iii) f(B1) on Boolen algebra ja joukon B; Boolen alialgebra.
Todistus.

(i) Koska f on Boolen homomorfismi, niin méadritelmén mukaan saadaan

=
=
I
=
S
>
&\
I
=
N
=
&\
I
-

(z) A (f())" =0 ja
(z) Vv (f(z)) =1

=
Naw?
I
=
S
<
&\
I
=
&
=
&\
I
—

(i) Homomorfismista ja ehdosta = < y seuraa f(z) = f(x Ay) = f(z) A
f(y), joten f(z) < f(y).

(iii) Joukko f(Bj) on Boolen algebra, jos se on distributiivinen ja komple-

mentoitu. Kaikilla z,y, z € By

)V fynz)=flzV(yAz))
sVy)A(xVz2))=flxVy) AflzVz)

= (f@) V) A (fz)V f(2))

Samalla tavalla saadaan toinenkin distributiivisuuden ehto. Oletetaan,
ettd z € By. Koska B; on Boolen algebra, niin 2’ € B;. Télléin f(2') =
(f(x)) € f(By), joten f(By) on komplementoitu. Selviisti f(By) C Bs.
Koska (z Ay), (x Vy) € By ja kuvaus f on Boolen homomorfismi, niin
FeAy) = F@) A fy) € F(B) ja FxVy) = f2)V £(y) € F(By).
Lisdaksi f(0) = 0 € f(By) ja f(1) =1 € f(By). Néin ollen f(B;) on

Boolen algebran B, alialgebra.
O

Esimerkki 3.13. Jos M C N, kuvaus f : P(M) — P(N), A — A on
(hila)monomorfismi. Se ei kuitenkaan ole Boolen monomorfismi, koska joukon
A € P(M) komplementit joukoissa M ja N ovat erisuuret. Lisdksi f(1) =
f(M)= M # N, joka on joukon P(N) neutraalialkio.
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Esimerkki 3.14. Olkoot B; ja By Boolen algebroja, ja olkoot niiden Hassen

diagrammit kuten alla.

1 1
VAN VRN
a b c d
NS NS
0 0
By By

Maaritelladn kuvaus f : By — Bs niin, etti

f(OBl> = OBzv f(a) =G f(b) =d, f(lBl) = 132'

Helposti nahdéén, ettd kuvaus f on (hila)isomorfismi. Koska kaikilla = € B;

on voimassa f(z') = (f(x))’, kuvaus f on Boolen isomorfismi.

Maaritelmé 3.15. Olkoon L hila ja 0 € L. Talloin alkiota a € L kutsutaan
atomiksi, jos a # 0 ja kaikilla b € L ehdosta 0 < b < a seuraa b = a.

Esimerkki 3.16. Alla olevaa Hassen diagrammia vastaavalla hilalla on nelja

atomia: f, g, h ja 1.

1
\WAVAVAY

f 9 h i
\\O//

Lause 3.17. Airellisen Boolen algebran B kardinaliteetti on aina muotoa
2" ja Boolen algebralla B on tasan n atomia. Mitkd tahansa kaksi Boolen

algebraa, joilla on sama darellinen kardinaliteetti, ovat isomorfiset.
Sivuutetaan tamén lauseen todistus. Se 16ytyy kirjasta [2] sivulta 23.

Lause 3.18. Adrellinen Boolen algebra on aina isomorfinen jonkin joukon
P({a,b,c,...}) kanssa.
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Tamén lauseen todistus on pitkd, joten sivuutetaan se. Todistus 16ytyy
kirjasta |2] sivulta 22.

Esimerkki 3.19. Olkoon B luvun 30 jakajista koostuva hila. Td&mé& on muo-
toa B = ({1,2,3,5,6,10,15,30},syt, pyj, 1,30," ) oleva Boolen algebra. Alla
olevasta diagrammista nahdaan, etta hila ei sisilld alihilanaan timanttia tai
pentagonia ja kaikilla alkioilla on komplementtinsa. Tadman Boolen algebran
kardinaliteetti on 8 = 23, joten lauseen mukaan se on isomorfinen po-

tenssijoukon P({a,b,c}) kanssa.

30
/1N
6 10 15
X X

NS

Esimerkki 3.20. Alla on kaikki kesken&én ei-isomorfiset Boolen algebrat,

joissa on alle 16 alkiota.

/1IN

/N X X |

N/ N1/

B? B! B? B3

Maaritelm4 ja lause 3.21. Olkoon B Boolen algebra ja X mikéi tahansa

joukko. Kuvauksille f ja g joukosta X joukkoon B méadritellaan

fANg:X—=>B;, z— f(x

fVvg:X—=B;, z— f(x
FX B aes (f2)
fo: X = B; x+—0;
fi: X =B, x—1;
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kaikilla x € X. Talléin kaikkien joukosta X joukkoon B kuvautuvien ku-
vauksien joukko BX on Boolen algebra. Erityisesti, jos X = B", saadaan
Boolen algebra F,(B) = BP", joka koostuu kaikista joukosta B™ joukkoon

B kuvautuvista funktioista.

Y114 olevan lauseen todistus on suoraviivainen, mutta sen pituuden vuoksi

sivuutetaan se.

3.2 Boolen polynomit

Téssé luvussa esitellddn Boolen polynomeja ja polynomifunktioita sellaisessa

muodossa, ettd ne sopivat seuraavassa luvussa esiteltiviin sovelluksiin.

Maéaritelma 3.22. Olkoon X = {zy,...,xz,} n-alkioinen joukko, joka ei si-
sélld symboleja 0 ja 1. Boolen polynomit joukossa X ovat kaikki ne polynomit,
jotka saadaan soveltamalla onnistuneesti darellisen monta kertaa seuraavia
kohtia:

(i) x1,x9,...,2,, 0 ja 1 ovat Boolen polynomeja;

(ii) jos p ja g ovat Boolen polynomeja, niin my6s p A ¢, p V ¢ ja p’ ovat

Boolen polynomeja.

Kaksi polynomia on keskenadn yhtasuuret, jos niiden symbolien sarjat ovat
identtiset. Joukon {x1,...,z,} kaikkien Boolen polynomien joukkoa merki-

taan symbolilla P,.

Huomautus 3.23. Huomataan, ettd esimerkiksi 0’ ei ole sama polynomi

kuin 1. Lisdksi x1 A 29 # x5 A x1, ja niin edelleen.

Esimerkki 3.24. Joukon {z,z2} Boolen polynomeja ovat muun muassa

/ / : /
0, 1, &1, xo, x1 V1, &y Axo, 21V X9, &), &) N ja x) A (z2V x7).

Koska jokainen joukon {zi,...,z,} Boolen polynomi on myos joukon

{x1,..., %y, Tys1} Boolen polynomi, saadaan

PchPhcCc...CP,CP1C....
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Huomataan, ettd P, ei ole Boolen algebra, koska esimerkiksi xq Axy # xo Ay.
Seuraavaksi esitelliin polynomifunktioiden kasite, jotta lausekkeet z1 A x5 ja

T9 A z1 voidaan samaistaa.

Maaritelma 3.25. Olkoot B Boolen algebra, B™ tdméan n-kertainen suora-

tulo ja p € P, Boolen polynomi. Tall6in kuvausta
Pp:B" = B; (a,...,a,) = pglay,...,a,),

kutsutaan Boolen polynomifunktioksi. Tassa pg(as, ..., a,) on joukon B al-
kio, joka on saatu Boolen polynomista p korvaamalla jokainen z; alkiolla
a; € B kaikilla i € {1,...,n}.

Toisin sanoen Boolen polynomifunktiolla tarkoitetaan mitd tahansa il-
maisua, joka voidaan esittdé darellisen monen symbolin kombinaationa ope-
raatioilla A, V ja ’. Jokainen symboli edustaa vakiota tai muuttujaa. Siis
esimerkiksi (@’ V b) AcVaAb AdVO0 on Boolen polynomifunktio edellyt-
tden, ettd jokainen a, b, ¢ ja d ovat muuttujia, jotka saavat arvoikseen Boolen

algebran alkioita. [4]

Esimerkki 3.26. Olkoot Boolen algebran B erés polynomi p = x1V (2o Az3)’

ja tésti saatu polynomifunktio pg : B> — B. Talloin esimerkiksi

pp(0,a1,1) =0V (a; A1) =al,
Pplar,as,az) =ar V (ag Aaz) = ay Vay,V ay,
Pp(1,0,a1) =1V (0Aa) =1,

kun 0, ay,as,a3,1 € B.

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd kahdella eri Boolen polynomilla voi olla

sama Boolen polynomifunktio.

Esimerkki 3.27. Olkoot n = 2, p = x1 A x9, ¢ = 2 A 77 ja B kuten

esimerkissi [3.3] Talloin
s B2 —B; (0,00—0, (0,1)~0, (1,000, (1,1)1,
Tz B> —DB; (0,0)—~0, (0,1)~0, (1,0)—0, (1,1)+ 1.
Siis Pp = Qp-

25



Maiédritelmi 3.28. Maaritellddin P,(B) = {pg | p € P}

Huomautus 3.29. Joukko P, koostuu Boolen polynomeista, kun taas P, (B)

koostuu Boolen polynomifunktioista.

Lause 3.30. Olkoot B Boolen algebra ja F,,(B) kaikista joukosta B, jouk-
koon B kuvautuvista funktioista koostuva Boolen algebra. Téll6in joukko

P,(B) on Boolen algebra ja joukon F),(B) alialgebra.

Todistus. Tarkistetaan, ettd P,(B) on suljettu operaatioiden V, A ja ' suh-
teen, ja ettd P,(B) sisiltdd funktiot fy ja fi. Operaatiolle A on voimassa
kaikilla a4, ...,a, € B:

(P ANdg)(a1,...,a,) =Dglar,...,an) NGglar,...,an) = (PA Q) glar,. .. an).

Téastd seuraa, ettd kaikilla Dg, 4 € Po(B), P NG = (PAq)g € Pu(B).

Samalla tavalla selvidd, ettd P,(B) on suljettu myos operaatioiden V ja

suhteen. Koska 0, a4, ..., a,, 1 ovat myds Boolen polynomeja, saadaan 0 = f;
jal=fi. O]

Miéritelma 3.31. Boolen polynomit p, ¢ € P, ovat ekvivalentit (merkitaéin

p ~ q), jos niiden Boolen polynomifunktiot joukossa B ovat yhtdsuuret eli
p~q < DPp={Gp

Esimerkki 3.32. Olkoot p = 21 A2} ja ¢ = 22 A 2)y,. Koska py =0 ja gy =0

kaikilla muuttujien xq, x5 arvoilla, niin p ~ q.
Lause 3.33.
(i) Relaatio ~ on ekvivalenssirelaatio joukossa P,.

(ii) Joukko P,\ ~ on Boolen algebra ekvivalenssiluokkiin kohdistuvien ope-
raatioiden A ja V suhteen, missid operaatiot ekvivalenssiluokille maari-
telldén [p] A lg] = [p A q] ja [p] V [g] = [p V g]. Liséiksi

P\ ~ =, P,(B).
Todistus.
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(i)

(ii)

Kaikilla p € P, on voimassa p ~ p, koska pg = pg, ja kaikilla p,q,r € P,

on volmassa
p~q = Pp=qQy = qg=Dg = ¢~Pp Ja

p~q, q~1r = Pgp={(qp, g =TB = Pp=(qg =T = P~ 7.

Tamén perusteella relaatio ~ on refleksiivinen, symmetrinen ja transi-

tiivien eli ekvivalenssirelaatio.

Joukossa P,\ ~ operaatiot A ja V ovat hyvinmadriteltyja: Jos [p1] =

[p2] ja [q1] = [g2], niin py ~ Py ja g1 ~ ga. Koska (p1 A q1)p = (P2 A 25,
saadaan p; Aq; ~ pa Age. Néin ollen [py Aqi] = [p2 A ga]. Samalla tavalla
saadaan [p1 V ¢1] = [p2 V q2). Helposti voidaan tarkistaa, ettd P,\ ~
on hila. Sivuutetaan kuitenkin tdm4 tarkistus. Maaritelldan kuvaus h :
P,(B) — P,\ ~ siten, ettd h(pg) = [p|. Koska

=08 < p~q < [p]=d,

h on hyvinmé&aritelty ja injektiivinen. Joukossa P,\ ~ operaatioiden
A ja V médritelmistd seuraa, ettd h on hilahomomorfismi. Helposti
nihdéén, ettd h(0g) = 0 ja k(1) = 1. Koska h(pg) A h(Dg) = h(pg A
Pr) = h(0p) = 0 ja samoin h(pg) V h(ps) = 1, niin h(pz) = h(ps)’ ja
siten A on Boolen homomorfismi. Kuvauksen A maaritelmin mukaan
se on surjektio. Niin ollen h on Boolen isomorfismi. Joukko P,\ ~ on

myos Boolen algebra, koska kaikilla p, g,r € P,\ ~

pIA(d V) =[pIAlgvrl=[pA(gvr)=IpAgV(pAT)]

~
P, (B) on Boolen algebra.

=[pAgVipArl=(pIAlg) Vv ([p] Alr]),

ja duaalisuudesta seuraa [p] V ([q] A[r]) = ([p] V [q]) A ([p] V [r]). Joukko

P,\ ~ on my6s komplementoitu:

O =pAp]=pIAP]ialll=pVvy]=p VI = P=I[)"
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Seuraavan lauseen mukaan ekvivalenttien polynomien polynomifunktiot

vastaavat toisiaan kaikissa Boolen algebroissa eikd vain Boolen algebrassa B.

Lause 3.34. Olkoot B mielivaltainen Boolen algebra ja p,q € P, sellaisia

Boolen polynomeja, ettd p ~ ¢. Talloin py = qp.
Téamén todistus sivuutetaan. Todistus 10ytyy kirjasta [2] sivulta 28.

Maaritelmi 3.35. Joukkoa N C P, kutsutaan normaalimuotojen systee-
maikst, jos
(i) jokainen p € P, on ekvivalentti jonkin polynomin ¢ € N kanssa;

(ii) kaikilla ¢1,q2 € N ehdosta ¢ # ¢2 seuraa q; % go.

Huomautus 3.36. Lausekkeiden yksinkertaistamiseksi kidytetdin vastedes

merkinndn p V ¢ sijaan merkintdd p 4+ ¢ ja merkinnén p A ¢ sijaan merkintaa

pg.

Tarkastellaan esimerkiksi polynomin p = zy252} tuottamaan funktiota.
Huomataan, ettd p saa arvon 1 vain silloin kun (z1,z2,x3) = (1,0,0), ja ar-
von 0 kaikilla (x1, x9,x3) # (1,0,0). Samalla tavalla ¢ = z 252} + z12025 saa
arvon 1 ainoastaan kohdissa (1,0,0) ja (1,1, 1) sekd muutoin se saa arvon 0.
Siis jokaisen muuttujista xq(tai z}),...,z,(tai 2]) koostuvien tulojen sum-
malle johdetun polynomifunktion arvo tiedetdén heti. Jos f on miké tahansa

funktio joukosta B" joukkoon B, niin tarkastellaan jokaista (by,...,b,) € B",

jolle f(by,...,b,) =1, ja kirjoitetaan ylos termi 5 - - - 2. Téssd ! = z; ja
2¥ = z!. Polynomi
p= ), ayeeeay
F(b1,e.,0n)=1

selvésti johtaa tulokseen p = f, ja se on ainut termeistd z7' - - - ¢ muodos-
tuva summa, jolla on tdmé ominaisuus. TAdmé on melkein normaalimuoto-
jen systeemi. Normaalimuotojen systeemié varten korvataan jokainen termi
x?l -+~ a2 polynomissa p termills 1951{1 <o xbn ja lisdtddn kaikki muut termit
xft - xfr, jotka eivit esiinny polynomissa p, termind 0x{' --- 2. Téllaista
muotoa olevien termien summana saadaan jokainen funktio B” — B tasan

kerran. Téssa siis johdettiin seuraava maaritelma:
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Maaritelma 3.37. Joukkoa Ny, joka sisdltda kaikki polynomit muotoa
Z dilig---infﬂillm? L l';n,
(315 in ) EB™

jossa jokainen d;;,..;, on joko 0 tai 1, kutsutaan disjunktiivisten normaali-

muotojen systeemikst.

Jokaisella termilld z{' - - - z'», joita on siis 2" erilaista, voi olla kertoimena

di, ..., = 0 tai d;,..;, = 1. Néin ollen saadaan seuraava madritelma.
Méaaritelma 3.38.

(i) Joukossa Ny on 22" alkiota. Tésté johtuen P, jakautuu 22" :ksi eri ekvi-

valenssiluokaksi.

(ii) Jos p € P,, niin polynomifunktiota p vastaava yksikésitteinen pg; € Ny
voidaan muodostaa tarkastelemalla kuvauksen p funktiotaulukkoa. T#-
td polynomia py kutsutaan polynomin p disjunktiiviseksi normaalimuo-

doksi.

Esimerkki 3.39. Kun halutaan 16ytad polynomin p = ((x1 4+ x2) x1 +24') +

x1x9+ 174 disjunktiivinen normaalimuoto, listataan ensin polynomifunktion

D arvot:
by | by | B(b1,b2)
00 0
011 1
110 1
1|1 1

Taulukosta saadaan pg = 0z a2} + 12fxe + 12l + 1129 tai pg = xjxs +

12y + x129.

Niin siis saadaan yleisestikin monimutkainen polynomi p yksinkertaistet-

tuun muotoon:

1. Muutetaan p disjunktiiviseen normaalimuotoon pg.
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2. Sievennetddn pg.
Toisin sanoen polynomi p korvataan ekvivalentilla polynomilla.

Esimerkki 3.40. Etsitdan Boolen polynomi p, joka johtaa funktioon f:

b | by | bs | f(by,b2,b3)
000 1
001 0
0|10 0
011 1
1/0]0 1
101 0
1|10 0
111 0

Tarkastellaan riveja, joilla f(by, be, b3) = 1, ja saadaan polynomi
p = ziahry + 2jroxs + viahasy.
Ensimmaéinen ja kolmas termi voidaan yhdistaa:

ANy A 10 / / !0 / 0 /
D~ ZLToxs + 112050 + X Toxs ~ (11 42 xhTs + 2 Texy ~ xhTy + T Taxs = q.

Niin ollen g on toinen ekvivalentti muoto annetulle funktiolle f,jag=p = f.

4 Hilojen sovelluksia

Hilateorian yksi tdrkeimmistd ja modernin algebran vanhimmista sovelluk-
sista on Boolen algebrojen kiytto kytkentdpiirien mallintamisessa ja yksin-
kertaistamisessa. Kytkentépiirien teoriaa voidaan soveltaa muun muassa vir-

tapiireihin, putkistoihin ja liikennevaloilla varustettuihin tieverkostoihin.

4.1 Kytkentipiirit

Kytkentapiirien algebrassa kuvataan padasiassa elektronisia kytkentéapiireja

matemaattisessa muodossa ja suunnitellaan kytkentdpiireille diagrammeja
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tietyilld ominaisuuksilla. Tassd luvussa muodostetaan elektronisia kytkimid
sarjoiksi ja rinnakkain piireiksi. Nailla kytkimilld on kaksi mahdollista tilaa:

auki tai kiinni. Oletuksena on, ettd virta kulkee kytkimen ollessa kiinni.

S
— S, Sy —
S
Sarjakytkentd Rinnakkaiskytkentd

Kuva 6: Kytkentéapiireji, joissa S ja So ovat kytkimid.

Sarjaan kytketyssé piirissa virta kulkee jos ja vain jos kaikki kytkimet ovat
kiinni. Sen sijaan rinnakkaiskytkennissi riittdd, ettd yksi kytkin on kiinni.
Kytkimen S; komplementti S; tarkoittaa kytkintd, joka on auki silloin ja
vain silloin kun S; on kiinni kyseisessd kytkentépiirissd. Kytkimet S; ja S
ovat siis ndin yhteydessi toisiinsa. Jos kytkentépiirissd on useampi S;-kytkin,
niin ndmé ovat yhteydessi toisiinsa olemalla aina samassa "tilassa” eli kaikki
S1-kytkimet ovat joko auki tai kiinni.

Seuraavat maaritelméat muodostavat yhteyden elektronisten kytkimien ja,

Boolen algebran alkioiden vilille.
Mééritelma 4.1. Olkoon X,, = {x1,...,x,}.
(i) Jokaista xq,...,z, € X,, kutsutaan kytkimeksi.
(ii) Jokaista p € P, kutsutaan kytkentdipiiriksi.
(iii) Symbolia 2} kutsutaan kytkimen z; komplementtikytkimeksi.
(iv) Merkintd z;z; tarkoittaa kytkimien z; ja x; sarjakytkentdd.
(v) Merkintd z; + x; tarkoittaa kytkimien wz; ja z; rinnakkaiskytkentdd.

(vi) Polynomia p € P, vastaavaa polynomifunktiota p € P,(B) kutsutaan
polynomin p kytkentdifunktiokst.
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(vii) Polynomifunktiota p(as, ..., a,) kutsutaan kytkentépiirin p arvoksi va-
kioilla aq,...,a, € B.

Esimerkki 4.2. Polynomi x,25 + x123 voidaan esittidd seuraavalla tavalla:
L1 — T2
.

Boolen polynomien avulla voidaan siis mallintaa elektronisia piirejé.
Elektroniset piirit toimivat identtisesti, jos niiden arvot ovat yhtésuuret kai-
killa mahdollisilla vakioilla. Tamé tarkoittaa vastaaville polynomeille p ja g,
ettd p ~ q.

Elektroniselle piirille voidaan 16ytda yksinkertaisempi muoto, jolla on
samat ominaisuudet kuin alkuperéiselld, etsimélld alkuperdisen polynomin

kanssa ekvivalentti yksinkertainen Boolen polynomi. Piirin yksinkertaista-

mista kiydaan lapi seuraavassa luvussa.

Esimerkki 4.3. Kytkentépiirien p; = z1(z2(z3 + x4) + x3(x5 + 76)) ja po =

zy(h (e + x3(xy + %)) + 27(23 + x6)25) diagrammit ovat seuraavanlaiset:

=L mz{“{
{0 i} S

b1 D2

Nykyéddn puolijohteet ovat tarkeimmassi asemassa kuin elektroniset kyt-
kimet. Puolijohteita kiytetddn paljon tietokoneiden rakennusosissa. Tassé
asiayhteydessd kytkimet esitetddn portteina tai niiden kombinaationa. Siis
portti tai usean portin kombinaatio on polynomi p, jonka arvot joukossa B
saadaan korvaamalla muuttuja x; alkiolla a; kaikilla i. Jos p(aq, ..., a,) =1,

niin virta kulkee piirissd p ja funktion arvon ollessa 0 virta ei kulje.

Maaritelmé 4.4. Alla on joitakin portteja, joita kiytetddn kytkentépiirien

kuvantamisessa.
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(i) Identiteettiportti vastaa polynomia x.

a—>—a

(ii) EI-portti vastaa polynomia z’.

a % a/
(iii) JA-portti vastaa polynomia x; ... xz,.
ap —
: ai
ay; —
(iv) TAI -portti vastaa polynomia xq + ...+ x,.

Useamman portin kombinaatiossa El-portti voidaan merkitd yksinkertai-

semmin pelkkind ympyriand joko heti ennen tai jilkeen jonkin toisen portin:
a a
o ey 8= e d

Esimerkki 4.5.

(i) Polynomi p = (z}x2) + 3 = x1 + 2 + w3 voidaan esittdd kuten alla.

Kuvasta (tai polynomin sievennetystd muodosta p = 1 + x4 + 3) néh-
d&én, ettd piirissd kulkee virta jos ja vain jos p(aq, as, as) # p(0,1,0) =
0.

(ii) Alla olevaa diagrammia vastaa polynomi p = ((z122) x5 + z4) (2129 +

xhy).

D S

as
Qg

-
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Esimerkiksi totuustaulukon avulla nidhdian, ettd tdssd piirissd virta
kulkee arvoilla (0,0,0,1),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(1,1,0,1) ja (1,1,1,1).

Muissa tapauksissa virta ei kulje.

4.2 Kytkentipiirien muuttaminen yksinkertaisempaan

muotoon

Boolen algebran soveltamisessa kytkentédpiireihin kohdataan kaksi perusteh-
tavaa: piirien yksinkertaistaminen siten, ettd ne sailyttdviat samat ominaisuu-
det kuin alkuperdinen piiri, ja tietyt ominaisuudet omaavien uusien kytken-
tépiirien suunnittelu. Kytkentépiirien yksinkertaistamiseen on useita meto-
deja Boolen funktioiden avulla. Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkien avulla
joitakin yksinkertaistamismetodeja.

Yleinen tapa yksinkertaistaa kytkentépiiri on etsid piirin Boolen funk-
tio ja yksinkertaistaa tdmi funktio samalla tavalla kuin esimerkissa [3.40
tehdaan. Lopuksi piirretddn tdmén yksinkertaisemman Boolen funktion dia-

grammi.

Esimerkki 4.6. Boolen funktio f = (ajas + asaqas)(aias + afy + aj + af)
saadaan yksinkertaistettua funktioksi g = ajas. Kuvassa [7] on polynomeja f

ja g vastaavat diagrammit.

[ = (aas + azasas)(ajas + ay + aly + ay)
= (mag(aras + ay + ajy + ay)) + (azasas(arag + ay + aly + a))
= ajas(ayay + ag + ajy + al) + azagasaias + azaqas5a5 + 4304050, + a30405a;
= ajas(aas + ay + aj + as) + asasasayas + Oasas + az0as + azas0
= ayas(ar1as + ay + ay + ag) + azaqazaaz +0+0+0
araz(arag + ay + ajy + ay + azaqas)
ayas(aray + dy + dy + (af + a)(ak + ag)(ak + as))
= araz(aras + aj + ay + (a5 + as)(as + aq)1)
= ayag(aray + ay 4 (dy + ak + as)(ah + al + ay))
= ayas(ajas + ajy + (aly + al + az)1)
as(a:

as + ajy + ag + az) = ajasl = aja3 = g
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a1
a2

e
" )

as

ai
a2

ELK

Kuva 7: Polynomien f ja g diagrammit.

Toinen tapa yksinkertaistaa kytkentéapiirid on dualisoida piirid vastaava
Boolen funktio ja yksinkertaistaa tdmé dualisoitu funktio. Niin saatu yksin-
kertainen Boolen funktio dualisoidaan uudestaan ja niin ollaan saatu alku-

peréiselle funktiolle yksinkertaisempi muoto.

Esimerkki 4.7. Muutetaan Boolen funktio f = agas + aydbazas + aza) +
ayas+a)asal+ahasa) yksinkertaisempaan muotoon. Edelld mainitun funktion
ja sen yksinkertaistetun muodon diagrammit ovat kuvissa [§ ja [9 Olkoon

!

f = g+hsiten, ettd g = azas+arahasas+asay ja h = aral+alasal + ajalal.

Kéytetddn ndiden funktioiden dualeista merkintéja d(g) ja d(h).

d(g) =(as + az)(ay + a5 + as + as)(as + a})

az(as + ay) + az(az + ay)) (a1 + a5 + as + ay)
az + az(az + ay)) (a1 + ay + az + ay)

Jar + (a3 + ag(as + aly))ay

)

as + (CL3 + &2(613 + ag‘))a4

bs.

[

_I_

1)
az + as(az + al))

/!
a1 + aza,

=(
(
(
(a3 + az(ag + a;
(
(a3 + asaz + asa
(

1)
+(as + asas + agaﬁl)ag + ((13 + asas + CLQCLZ)CM

abs.
=(as + asa})ar + azay, + az + azay

=ayaza)y + az(ay + ay + 1+ a4) = az + a1a20a),
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Kun tadmaéa dualisoidaan uudestaan saadaan
g = as(a; + as + ajy),

joka on siis ekvivalentti alkuperdisen polynomin ¢ kanssa. Samalla tavalla

saadaan polynomi h sievempdin muotoon

d(h) = (a1 + a3)(ay + az + a3)(ab + ay + a})
= ((a1 + a3)a) + (a1 + ay)as + (a1 + ay)ay)(ay + ay + ajy)
/

(aga + (a1 + ay)as + a3)(ab + ay + a})
= ((a1 + a3)as + ay)(ay + aj + ajy)

ah + (a1 + ay)agay + ay + ((a1az + ayas + ay)a)
!

!/
3
o / / / I\ !
= ayal, + (a1 + aj)agay + as + (arag + ay)ay
!/ / !/ ! / / /
= ay(ay + (a1 + az)as + 1 + asay) + a1a9a)y = aj + ajazay
!/

Nyt yhdistamélld uudet ¢ ja h saadaan

f=g+h=(az+a})(a1+az+a)) =ar+as +aj.
3

ay q :
as
ay o
g
—
Qq
ag q

5]

Kuva 8: Esimerkin [4.7| alkuperédinen polynomi f.
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aq
“— -
Q4
Kuva 9: Esimerkin yksinkertaistettu polynomi f.

4.3 Kytkentapiirien suunnittelu

Tietyilld ominaisuuksilla varustetun piirin suunnittelun vaikeutena on l6ytaa
funktio, jonka totuustaulukko vastaa piirin vaadittuja ominaisuuksia. Ensim-
méiseksi muodostetaan taulukko, joka antaa kytkentépiirille halutun tilan (0
tai 1) kaikille eri kytkimien mahdollisille tiloille. Seuraavaksi muodostetaan
tata taulukkoa vastaava Boolen funktio ja yksinkertaistetaan se, jos se on

mahdollista. Tdmaén jalkeen piirretddn diagrammi téstd funktiosta.

Esimerkki 4.8. Halutaan suunnitella piiri, joka yhdistda kaksi kytkintid ja
hehkulampun siten, ettd kummallakin kytkimelld voidaan kontrolloida heh-
kulamppua toisen kytkimen tilasta riippumatta.

Merkitdan kytkimid symboleilla x ja y. Alla on tehtdvinannon tilannetta
vastaava totuustaulukko, jonka avulla saadaan kytkentépiirid kuvaava Boolen

funktio.

Rivi|x |y | f
1 [0]0]|1
2 |0|1/0
3 |1]0]0
4 1711

Taulukko on saatu muodostettua seuraavasti: rivin 1 funktion arvo on
valittu sattumanvaraisesti, jos ei ole vilid, onko lamppu péalla vai pois padlta
kyseisilld kytkimien asennoilla. Rivit 2 ja 3 edustavat yhden kytkimen tilan
muutosta riviin 1 verrattuna ja tdlloin myos lampun tilan pitdd muuttua
tehtdvinannon mukaan. Siis tapauksessa, jossa rivin 1 funktion tila on 1,

pitdd rivien 2 ja 3 funktion tilojen olla 0. Rivi 4 edustaa yhden kytkimen
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tilan muutosta verrattuna riveihin 2 ja 3, joten funktion tila rivilla 4 pitdad

olla eri kuin riveilla 2 ja 3. Néin on saatu Boolen funktio f = xy + x'y/'.

x
Y

Usein suunniteltaessa kytkentépiireja tiedetdén, ettéd jotkin kytkimien ti-
lojen kombinaatiot eivit koskaan esiinny piirissd. Talloin piirid vastaavan
funktion arvo voi néilld kombinaatioilla olla mité tahansa vaikuttamatta tu-
lokseen. Merkitddn totuustaulukossa téllaisten kombinaatioiden funktiosa-
rakkeeseen symboli 7. Suunniteltavaa kytkentépiirid voidaan merkittavisti
yksinkertaistaa valitsemalla sopivat arvot symbolien 7 paikalle. Seuraavak-
si esitellddn kaksi sadntod, joiden avulla saadaan helposti yksinkertaistettua

kytkentapiiria.

1. Jos voidaan valita symbolit ? joko kaikki arvoiksi 0 (tai kaikki arvoiksi
1) siten, ettd funktiolla on vain muutamalla rivilld arvo 1 (tai vastaavas-
ti arvo 0) ja lopuilla riveilld on funktion arvona tdmén komplementti,
niin titd vastaava disjunktiivinen normaalimuoto (tai konjunktiivinen
normaalimuoto, jonka maaritelmé 16ytyy kirjan [4] sivulta 38) antaa

funktion.

2. Funktiosta voi olla mahdollista tehda riippumaton yhdesta tai useam-
masta muuttujasta sijoittamalla symbolien ? paikalle sopivasti arvoja
1ja 0.

Esimerkki 4.9. Muodostetaan seuraavalla sivulla olevan taulukon mukainen
funktio. Huomataan, ettd funktiosarakkeessa on arvoja 1 vain yksi. SAannon
1 mukaan nyt voidaan korvata kaikki symbolit 7 arvolla 0 ja néin saadaan
funktio f = xyz. Tama vastaa kytkentdpiirid, jossa kytkimet x, y ja z on
kytketty sarjaksi.

Soveltamalla tdhén sdédntod 2 saadaan toinen ratkaisu tehtavélle. Jos ri-
villa 4 funktion arvo on 1 ja riveilld 1 ja 3 sen arvo on 0, niin funktio f on

riippumaton muuttujasta x. Sdannon 2 avulla saadaan siis ratkaisu f = yz.
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Rivi|z |y |z | f
1 {0007
2 10]0|1]0
3 (01107
4 0|1 ]1]7
5 |1]0[0]0
6 |1/0]1]0
7 |1]1(0]0
8 111111

Nyt kytkentédpiiri on ainoastaan kytkimien y ja z muodostama sarjakytkenta,
joka on yksinkertaisempi kuin ensimmaéinen ratkaisu. Namé ratkaisut eivit
ole ekvivalentit, mutta koska ne eroavat vain niissé tapauksissa, jotka eivit

esiinny piirissd, kelpaavat molemmat tehtavin ratkaisuiksi.

4.4 Kytkentapiirien sovelluksia

Téssa luvussa esitellian muutama kytkentédpiirien sovellus esimerkkien avul-

la.

Esimerkki 4.10. Huoneessa on kolme ovea ja jokaisen oven vieressi on kyt-
kin, jolla hallitaan huoneen valaistusta. Jokaisella kytkimelld valot saadaan
paille ja pois pailtd eli jokaisella kytkimelld on kaksi mahdollista tilaa: jo-
ko padlld tai pois padlta. Merkitddn kytkimid symbolein 1, x5, x3 ja kahta
mahdollista kytkimen tilaa symbolilla a; € {0,1}. Huoneen valaistuksen ti-
lanne selvidd arvosta p(ai, aq, ag). Jos p(ay, as,az) = 0, niin valot ovat pois
paalté ja funktion arvolla 1 ne ovat pédalld. Valitaan sattumanvaraisesti, etté
p(1,1,1) =1.

(i) Nyt on voimassa p(a1, as, as) = 0 kaikilla (aq, as, as), jotka eroavat ar-
vosta (1,1,1) yhdessd tai kaikissa kolmessa kohdassa. Toisin sanoen,

jos vaihdetaan yhden tai kolmen kytkimen tilaa, niin valot sammuvat.

(ii) Samoin on voimassa p(ai,az,a3) = 1 kaikilla (aq, as, as), jotka eroa-

vat arvosta (1,1,1) kahdessa kohdassa. Toisin sanoen, jos vaihdetaan
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kahden kytkimen tilaa, niin valot pysyvat paalla.

Tastd saadaan seuraava taulukko:

Rivi | a1 | ag | a3 | vast. termi | p(aq, as, asz)
1 01010 Tyl 0
2 01011 ) xhxs 1
3 ]0]11]0 Tl 1
4 1011 T\ ToT3 0
5 1101]0 T1THTY 1
6 1101 T1THT3 0
7 11110 T1Toxh 0
8 11171 T12273 1

Taulukosta saadaan disjunktiivinen normaalimuoto kytkentépiirille p:
P = T1T9T3 + T1ToTy + T ToTy + Ty THTs.
Tamén avulla piirretdén piirin diagrammi, joka on esitetty kuvassa [10}
aq

a2
a3

000,
:

Kuva 10: Valaistuksen virtapiirid kuvaava diagrammi.

Esimerkki 4.11. Moottorissa on kolme generaattoria. Kunkin generaattorin
toimintaa valvoo sitd vastaava kytkin, joka sulkee piirin heti generaattorin

hajottua. Valvontasysteemiltd vaaditaan seuraavat ominaisuudet:
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1. Varoitusvalo syttyy, jos yksi tai kaksi generaattoria hajoaa.

2. Halytysadni kiaynnistyy, jos kaksi tai kaikki kolme generaattoria hajoa-

vat.

Olkoon a; = 0, kun generaattori ¢ on toimiva, ¢ € {1,2,3} ja a; = 1, kun

generaattori ¢ on rikki. Nyt tarvitaan kaksi funktiota:

Halytysaani paalla.

1

= 0: Halytysdani pois paalta.
1 Varoitusvalo paalla.
0

Varoitusvalo pois paalté.

Néiden polynomifunktioiden arvoille saadaan seuraava taulukko:

Rivi | a1 | az | a3 | Py(ar, az,a3) | Dylar, as, az)
1 01010 0 0
2 01011 0 1
3 O 110 0 1
4 011 1 1
) 110]0 0 1
6 11011 1 1
7 1 110 1 1
8 1 1] 1 1 0

Polynomiksi p; valitaan disjunktiivinen normaalimuoto:
/ / /
P1 = L1223 + T1X2oX5 + T1T9T3 + T X2X3.

Tama saadaan yksinkertaisempaan muotoon Boolen algebran sdéntdjen avul-
la:

P1 ~ T1T9 + Tox3 + T1T3.

Polynomin pf, disjunktiivisesta normaalimuodosta, ph = z1x223 + zizhas,

ottamalla komplementti saadaan
p2 = (2] + 25 + x%) (21 + 22 + x3).
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ja tédtd polynomia kuvaava diagrammi on esitetty kuvassa |11}

al —
" %j—
as j— ﬁQ(ah as, a3)

> ﬁl(a17a27a3)

s[e]s

Kuva 11: Diagrammi kuvaa, milloin hilytysdéni ja varoitusvalo ovat paalla.

5 Yhteenveto

Hilat ovat siis algebrallisia rakenteita ja niitd voidaan kuvata Hassen dia-
grammeilla. Hilassa jokaiselle alkioparille on olemassa infimum ja supremum,
muutoin se ei ole hila. Kaikista hiloista koostuvan joukon erés alajoukko on
distributiiviset hilat. Distributiivisuus on téirked ominaisuus. Se helpottaa
hilojen kanssa tyoskentelyd. Jos distributiivinen hila on lisdksi komplemen-
toitu, sitd kutsutaan Boolen algebraksi. Boolen algebroja voidaan hyddyn-
taa esimerkiksi kytkentépiirien suunnittelussa ja piirien yksinkertaistamises-
sa. Boolen polynomien avulla voidaan kytkentapiirit esittdd matemaattisessa
muodossa ja Boolen polynomifunktiot taas kertovat esimerkiksi milloin vir-
tapiirissa kulkee virta. Elektroniset kytkentépiirit ovat hyva esimerkki siité,
ettd Boolen algebroja voidaan hyodyntda kiytdnnon sovelluksissa.

Tassé tutkielmassa keskityttiin Boolen algebrojen sovelluksista vain kyt-
kentdpiireihin. Boolen algebroja voidaan kuitenkin soveltaa myos logiikassa,
joukko- ja todennikdisyysteoriassa seké kvanttifysiikassa. Naista sovelluksis-

ta 10ytyy hieman liséitietoa kirjasta [2]. Jos kytkentéipiirit kiinnostavat enem-
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mén, niin kirjassa [4] on lisda kytkentépiirien teoriaa. Aina sarja- tai rinnak-
kaiskytkentd ei ole taloudellisesti kannattavin kytkentd ja talloin ei Boolen
algebrasta ole apua. Muun muassa tistd on enemmain tietoa kyseisessa kir-

jassa.
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