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Tassd kirjallisuuskatsauksessa perehdytddn toisen asteen opiskelijoiden kohtaamiin
haasteisiin, joita funktion symbolisen ja graafisen esitysmuotojen viliset yhteydet aihe-
uttavat. Tutkielmassa paneudutaan kerdtyn kirjallisuusaineiston pohjalta havaintoihin
opiskelijoiden funktion symbolisen ja graafisen esitysmuotojen yhteyksien puutteista,
siirtymdkyvyn haasteista sekd funktion esitysmuotojen lokeroinnista. Tdmén jidlkeen
kartoitetaan niitd haasteita aiheuttavia tekijoitd. Tutkielman lopussa esitetdiin omaa
henkilokohtaista pohdintaa kirjallisuuskatsauksen aiheesta kirjoittajan oman toisen as-
teen opiskelun sekéd opettajakokemuksen pohjalta. Tutkielma on kirjoitettu osana ai-

neenopettajan patevyyteen johtavia syventévid opintoja.

Avainsanat: Esitysmuoto, yhteys, siirtymékyky, funktiokisite, lokerointi



Sisdllysluettelo

1

2

6

JORAANTO ...t e 4

Tutkielman KESTEEEEL..........evuiiiiiiieiiiieeeee e 6
2.1 Esitysmuodon MEAATTIEIMEA .........cceeeeiiiieiiieeiieeciee et e e ens 6
2.2 Yhteydet matematiikassa......c..ceecuieeriieeiiieeiiie et e ecteeetee e sbee e e e eaeeeeaeeens 8
2.3 STTEYMEPTOSESST cuvvreeurreeeiieeeteeeeieeesteeesteeessreeassseeassseessseesseeessseeessseesssseesssseeans 9
2.4 Matematiikan 0SAAMINEN . .......eeiuierurieiiierieetieeite et ee st e eteesiteebeeseeeebeesaeeenaeesaees 10
2.5 Dreyfuksen malli OpPIMISESTA .....cceeeuieriiiiieiiieiiesie ettt 12
2.6 LoKeroinnin ilmid..........cccoeeiiiiiiiiiieiieeie e 14
2.7  Esitysmuodot, yhteydet ja opetussuunnitelman perusteet............cccceeveeeeennee. 16

FUNKHOKASTEE ...ttt st 18
3.1  Funktiokésitys ja funktio lukion opetussuunnitelmassa...........ccccceceeveeeeennennne. 18
3.2 Funktiokdsitteen MAATItEIMAE .........cceevieriiiiiieieeeeeee e 19
3.3 Funktion esitysmuodot ja niiden rajoitteet ............cccveverierieecrienreeiierie e 19
3.4  Funktion symbolisen ja graafisen esitysmuodon yhteys ...........ccccevvveerrveennnen. 22
3.5  Funktiokésitteen loKeroituminen .............ccooueeruierieiniinieenieeeeeeeeeee e 24

Tutkimuskirjallisuuden havainnot koululaisten haasteista ...........ccccceeceeveencnncen. 26
4.1  Karteesisen yhteyden puutteet..........occeeviieiiiiiienieiieeieee e 26
4.2 Havainnot siirtymatehtdvien haasteista............coceevervienieniniineinencneceene 30
4.3  Opiskelijoiden lokeroajattelt ...........ccceviieiiiiniiiiiiiiieeee e, 32
4.4  Haasteita ja lokerointia aiheuttavat teKijat ..........cccooevievieniiieiiiiieieeieeeeee, 34

Johtopéatokset ja henkilokohtaisia NAKEMYKSIA .....c..covvevviriinierieniinicienicene 39
5.1 JORtOPAGLOKSET .....eeeeieiiieeiieeiie ettt ettt ettt ettt et e e 39
5.2 Kirjoittajan pohdintaa..........ccceeeceeeeiiieeeiiieeeiie e e 40

KarjalliSUUSVITLEEEL ......eeeevveeeiieeciie ettt e e et e e et e e e e enaeeeenaeeennaeeens 42



1 Johdanto

Suomen vuoden 2015 lukion opetussuunnitelman perusteissa (lyhennetdan LOPS 2015)
opetustilanteita ohjeistetaan jarjestettaviksi siten, ettd “erityisesti opiskelijaa ohjataan
hahmottamaan matemaattisten késitteiden merkityksid ja tunnistamaan, kuinka ne liitty-
vit laajempiin kokonaisuuksiin.” Vuoden 2016 peruskoulun opetussuunnitelman perus-
teissa (lyhennetddn POPS 2016) taas mainitaan, ettd matematiikassa vuosiluokilla 7-9
“opetuksessa syvennetddn matemaattisten kisitteiden ja niiden vélisten yhteyksien ym-
mirtdmistd.” Matematiikalle aineena on luontaista seki eri aihealueiden viliton kytkey-
tyminen toisiinsa sekd ndiden aiheiden kumulatiivinen luonne, jonka vuoksi edis-
tyneempien asioiden ymmartdminen vaatii peruskésitteiston vahvaa hallintaa sekd ky-

kya linkittda tdma yhteen uuden asian kanssa.

Eri aihealueiden tai késitteiden véliset yhteydet eivit ole kuitenkaan valttiméttd ilmeisid
tai triviaaleja ja ndiden tavoitteiden tdyttdminen opetuksen suunnittelussa saattaa osoit-
tautua hankalaksi. Monet peruskoulun oppilaat ja lukion opiskelijat saattavat kohdata
koulutaipaleensa aikana yhteyden puuttumiseen tai heikkoon ymmaértdmiseen liittyvié
haasteita, joita ovat esimerkiksi hankaluus havaita ja késitelld konsepteja erilaisista ni-
kokulmista, hankaluus tunnistaa yhteinen matemaattinen késite erilaisten esitysten valil-
14 ja haaste siirtda késiteltdva aihe toiseen esitettivadn muotoon. Tédménkaltaisia ongel-
mia voidaan kartoittaa jokaisella matematiikan osa-alueella, kuten geometrian ja tri-

gonometrian vélilla tai analyyttisen geometrian ja algebran vélill4.

Yksi vastaava toisen asteen matematiikan opetuksen haaste on funktion symbolisen ja
graafisen esityksen vilisen yhteyden ymmartdminen. Pitkdn matematiikan opiskelijat
saattavat tyoskennelld runsaasti funktion yhtdlomuodon kanssa laskiessaan funktion
nollakohtia tai derivaattaa ja kuvaajan kanssa tutkiessaan funktion kayttdytymistd, mutta
perinteisille rutiinitehtéville altistuminen ei vilttdmattd johda syvemmén ymmaérryksen
syntyyn; heikommat opiskelijat ovat saattaneet ohittaa ndiden kahden esityksen vélisen
yhteyden tyystin, eli miten funktion lauseke ja kuvaaja liittyvit toisiinsa. Heikot opiske-
lijat saattavat kasittdd funktion yhtdldémuodon ja graafisen kuvaajaan kahdeksi koko-
naan erilliseksi kasitteeksi, koska he ovat tottuneet kohtaamaan néitd joko erillisissad
konteksteissa tai jos nédiden vilistd vuorovaikutusta ei ole opetuksessa tuotu esiin. Eri-

tyisen riskiryhmdn muodostavat varsinkin minimikurssimddrdn suorittavat lukio-



opiskelijat, joilla matematiikan osaamisen taso saattaa sdilyd juuri ja juuri peruskoulun

9. luokan tasolla (Metsdmuuronen, 2017).

Taman kirjallisuuskatsauksen tarkoituksena on perehtyd funktion esitysmuotojen vélis-
ten yhteyksien haasteisiin ja ndiden seurauksiin. Funktio on valittu tutkielman aihealu-
eeksi toisaalta sen mielenkiintoisuuden, ilmaisuvoimaisuuden, soveltuvuuden ja esitys-
muotorikkautensa kuin myos haasteellisuutensa vuoksi. Funktion esitysmuodoista rajoi-
tutaan téssd tutkielmassa késitteleméén taas symbolista ja graafista esitysmuotoa. Raja-
uksessa on jétetty taulukoitu muoto pois siksi, koska tésti ei 16ydy merkittdvad madraa
tutkimusmielenkiintoa ja sanallinen muoto taas siitd syystd, ettd sanallisiin esitysmuo-
toihin liittyvét ongelmat muodostavat oman erillisen kieleen ja semantiikkaan pohjautu-
van tutkimushaaransa ja tdhin aiheeseen liittyvit havainnot sekd mekanismit ovat poh-
jimmiltaan erilaiset symbolisen ja graafisen esitysmuodon viliseen vuorovaikutukseen

verrattuna.

Tarkasteltavana kohderyhméni ovat toisen asteen opiskelijat, jotka suomalaisessa kou-
lujérjestelméssd ovat valtaosin joko kansallisen- tai IB-lukion opiskelijoita. Kirjalli-
suuskatsauksen tavoitteena ei ole kuitenkaan perehtyd juuri suomalaisten koululaisten
matematiikan taitoihin ja oppimisvaikeuksiin, vaan pikemminkin kansainvélisen aineis-
ton pohjalta kartoittaa niitd mahdollisia haasteita, joita toisen asteen opiskelijat saattavat

matematiikan opinnoissaan kohdata.

Aiheen kisittely perustuu esitysmuotojen, yhteyksien ja siirtymien késitteiden viiteke-
hykseen. Tutkielmassa esitetdén aluksi matemaattisten esitysmuotojen, yhteyksien ja
siirtyméprosessin kasitteet, jonka jilkeen matematiikan haasteita tarkastellaan ndiden
nidkokulmasta. Seuraavaksi ndihin késitteisiin pureudutaan tarkemmin funktion konteks-
tissa. Tamin jédlkeen rajataan sitd tutkimuskirjallisuutta, joka on perehtynyt oppilaiden
ja opiskelijoiden haasteisiin funktion esitysmuotojen yhteyksien kanssa ja nédiden on-
gelmien syihin. Tutkielman lopussa esitetdén kirjallisuuskatsauksen lopputulokset seka

henkil6kohtaista pohdintaa kisiteltdvésta aitheesta.



2 Tutkielman kasitteet

Opiskelijan haasteilla tarkoitetaan sellaisia opiskelijan matematiikan osaamisen puuttei-
ta, jotka aiheuttavat haittaa opiskelijan matematiikan kehitykselle ja koulumenestyksel-
le. Perehtyessd ndiden haasteiden syntyyn ja syihin on vilttimitonta asettaa jokin viite-
kehys, jonka pohjalta opiskelijoiden matematiikan osaamista voidaan méérittda. Tadméan
lisdksi tarvitaan jokin oppimisprosessin malli, jonka kautta matematiikan osaamisen
oletetaan tapahtuvan. Talloin haasteiden voidaan todeta seuraavan niisté tekijoistd, jotka
haittaavat oppimisprosessin edistymistd. Koska matematiikan opiskelu, oppiminen ja
matemaattinen aktiviteetti yleisesti ovat monimutkaisia ilmidité, vaativat nima matema-
tiikalle spesifisten mentaalisten mallien tarkastelua. Téssd kirjallisuuskatsauksessa té-
min ndkokulman kattavat matemaattiset esitysmuodot, yhteydet sekid siirtyméprosessin
kisite, jotka ovat oppilaan tai opiskelijan kehityksellisistd tai yksiloperiisistd tekijoista
riippumattomia ja tarjoavat siten toisen asteen matematiikan opiskeluun tarkasti rajatun

nikokulman.

Téassd kappaleessa esitellddn esitysmuotojen, yhteyksien ja siirtymédprosessin késitteet
matematiikan didaktiikassa ja perehdytdin matematiikan osaamiseen sekd matematiikan
oppimiseen ndiden kisitteiden kontekstissa. Tdman jdlkeen perehdytdin erddseen haas-
teen muotoon, jonka esitysmuodot ja ndiden yhteydet aiheuttavat. Lopuksi tarkastellaan,
miten ndma késitteet ovat huomioitu suomalaisessa vuoden 2015 lukion opetussuunni-

telmassa.

2.1 Esitysmuodon miéiritelmi

Tamaén kirjallisuuskatsauksen laajuudessa esitysmuoto (engl. representation) tai lyhy-
emmin esifys tai representaatio on menetelmé kisitelld abstrakteja matemaattisia kon-
septeja, ideoita tai riippuvuussuhteita. Esitysmuoto nimensid mukaan esittda tai ilmentda
esittdmadnsi tai ilmentdméénsi oliota ja tdimin ominaisuuksia, jolloin my0s vastaavaksi
suomennokseksi sopisi termi ilmaisutapa”. Gerald Goldin (2014) luokittelee esitys-
muodoista sisdiset ja ulkoiset esitykset siten, ettd sisdiset esitykset kasittdvat yksilon
mielen sisdiset kdsitteet ja rakennelmat. Niitd voivat olla esimerkiksi mielikuvat todelli-
sesta tai abstraktista kdsitteestd, mielensisdiset kisitteelliset mallit matemaattisista ide-
oista, abstraktia tilannetta kuvaava mielensisdinen kieli tai ajatukset tai heiddn matema-

titkan parissa tyoskentelyyn liittyvit tunnetilat. Ndma esitykset voivat edelleen ilmentyd



ulospdin erilaisina kineettisind tai taktiilisina menetelminé, kuten esimerkiksi sormien

tai kasien liikkeina.

Ulkoiset esitysmuodot ovat sisdisiin ndhden mielen ulkoisia tuotteita ja siten ulkopuoli-
sille henkildille havaittavissa, tulkittavissa ja manipuloitavissa. Téllaisia ovat esimer-
kiksi paperille kirjotetut piirustukset, diagrammit, kaaviot, symbolit, ja kuvankaappauk-
set tietokoneen ndytoltd. Matematiikassa ulkoisia esitysmuotoja voi olla eri késitteitd
kohtaan lukuisa madrd, mutta ndma kaikki voidaan padsdantoisesti jaotella symbolisiin,
verbaalisiin ja visuaalisiin tyyppeihin. Néistd verbaaliset esitysmuodot vastaavat sanal-
lisia, kielellisid esityksid, joissa kdsite on esitetty kirjoitetussa tai puhutussa muodossa.
Téllainen esitysmuoto voi sisdltdd sekd matematiikan, arjen kuin myos kontekstille spe-
sifisid sanoja ja késitteitd. Koulussa verbaaliset esitysmuodot tulevat opetuksessa vas-
taan poikkeuksetta tehtdvanannoissa ja varsinkin ongelmatehtivissi, jotka on usein pu-
ettu sanallisiksi tehtdviksi vastaamaan kuvausta jostain todellisesta tai kuvitellusta on-

gelmatilanteesta.

Symbolisessa muodossa kisite esitetddn hyodyntiméalla matematiikassa esitettyjd sym-
boleita, kuten merkkejd, vélimerkkejd, aakkossymboleita, kuvasymboleita tai muita
thmisen keksimid merkintdjd. Symbolisten esitysten merkitys matematiikassa kasvaa
aina opintojen edetessd (Orton & Frobisner, 2004). Toisaalta ne saattavat olla seké kult-
tuuri- tai maantieteellissidonnaisia. Esimerkiksi méérdtyn integroinnin laskuvaiheissa
sijoitusmerkintd integroituun funktioon sekd desimaalierottimen kéytto poikkeavat sel-
kedsti suomalaisten ja amerikkalaisten opiskelijoiden vililld. Symbolisista esitysmuo-
doista erityisen merkittivd on yhtilo, jonka késittelyd esiintyy sekd yldkoulun, lukion

kuin myd6s korkeakoulun matematiikassa.

Visuaalisia esitysmuotoja ovat kaikki esitykset, joissa informaatio vilitetdédn kuvan tai
piirroksen avulla. Néitd ovat esimerkiksi kuvaajat, kaaviot, diagrammit ja taulukot. Vi-
suaalisten esitysmuotojen merkitys piilee informaation tiiviydessd verrattuna verbaali-
seen esitysmuotoon ja havainnollisuudessa verrattuna symboliseen esitysmuotoon. Nii-
td esitysmuotoja on kynén ja paperin lisdksi mahdollista tuottaa hyddyntdmaélla teknolo-

gisia apuvilineitd, kuten laskinta ja tietokonetta.

Matematiikassa ulkoisista konkreettisista esitysmuodoista vakiintuneita, hyvaksyttyji ja
yleisesti kéytettyjd lajikkeita, kuten esimerkiksi lukujen kymmenjérjestelmad, lu-

kusuoraa ja algebrallisia yhtél6itd kutsutaan toisinaan muodollisiksi esitysmuodoiksi ja
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ndiden kasittelyyn ja tulkintaan kuuluu siten joukko sovittuja sdént6jd ja konventioita
(Goldin, 2014). Painottaessa ndiden sddntdjen merkitystd esitysmuodon kasite erotellaan
tavanomaisesti esitysmuotorekisteristd tai esitysmuotosysteemistd (Duval, 2006), joka
kasittda kollektiivisesti sekd muodollisen esitysmuodon etté titd koskevat sdédnndt, kon-

ventiot ja periaatteet.

Esitysmuodon merkitys riippuu olennaisesti tutkimusalasta, silld esimerkiksi kognitiivi-
sessa psykologiassa ja kasvatuspsykologiassa representaation kisitteelld viitataan muis-
tiedustukseen ja vastaavasti mentaalisen representaation késitteelld sitd, miten ulkoista
ympéristdd koskeva kokemus on mielen sisédlld edustettuna (Lehtinen, Vauras, Lerkka-
nen, 2016, s. 97). Tdmé vastaa siis Goldinin sisdisen esityksen méadritelméa. Toisaalta
Duval (2006) esittdd, ettd jos matematiikassa esitysmuotoa tarkastellaan yleisesti mene-
telmina kasitelld abstrakteja kisitteitd eikd pelkdstddn epistemologisena tarpeena saa-
vuttaa abstrakti késite, katoaa tdimén jaottelun merkitys. Tdman vuoksi koska matema-
titkkan didaktiikassa rajoitutaan ldhes aina ulkoisiin esitysmuotoihin, viitataan tistd

eteenpdin termilld “esitysmuoto” juuri ulkoisiin esitysmuotoihin.

2.2 Yhteydet matematiikassa
Yhdysvaltalainen opettajajdrjestd National Council of Teachers of Mathematics (lyhy-
esti NCTM) méérittelee matematiikassa yhteydet (engl. connections) kyvyksi:

1. tunnistaa ja kdyttdd matemaattisten ideoiden vilisid yhteyksia,
2. ymmdrtdd, miten matemaattiset ideat liittyvit yhteen ja rakentuvat toisensa pail-
le muodostaen ehjdn kokonaisuuden, ja

3. kyvyksi tunnistaa ja soveltaa matematiikkaa tdmdn kontekstin ulkopuolella

(NCTM, 2000, s. 64)

Matematiikassa yhteyksid voidaan havaita matemaattisten kéasitteiden eri esitysmuoto-
jen vililld, matematiikan eri kisitteiden vililld sekd matematiikan aihealueiden vililla.
Naéiden lisdksi yhteyksilld viitataan myos miten matematiikka liittyy muihin tieteenaloi-
hin sekéd arkieldmin ilmidihin, konteksteihin ja ongelmatilanteisiin. Esimerkiksi perus-
koulussa murtoluvun muuttaminen desimaaliluvuksi vaatii rationaalilukujen desimaali-
ja murtolukuesitysten vélisen yhteyden ymmartdmisté, jolloin kyseessd on matemaatti-
sen késitteen eri esitysmuotojen viélisten yhteyksien hyodyntdminen. Vastaavasti lukios-

sa funktion ja yhtdlon vélinen yhteys tarjoaa opiskelijalle mahdollisuuden laskea funkti-



on arvoja tietyissa pisteissd, jolloin opiskelijat hyodyntivét taas kahden eri matemaatti-

sen késitteen vélistd yhteytta.

Yhteyksien merkitys ilmenee useassa koulumatematiikan opetus- ja oppimistilanteessa.
Esimerkiksi alakoululla oppilaat opettelevat kokonaislukujen kertolaskua toistuvana
yhteenlaskuna, jolloin opettaja hyddyntdéd oppilaiden aikaisemmin opitun yhteenlaskun
yhteyttd uuteen opittavaan asiaan. Lukiossa taas opiskelijoilta edellytetdan kykya tun-
nistaa matemaattinen kédsite ongelmatehtdvissa ja kykyé tyoskennelld niiden yhteyksien
kanssa, joilla tdmi késite liittyy ratkaistavaan ongelmaan. Matematiikassa opetettava
aines on kuitenkin tavanomaisesti jaettu aihekokonaisuuksiin, kuten esimerkiksi perus-
koulussa peruslaskutoimituksiin, geometriaan ja yhtiloihin, joita kédsitelldén erillisind
osa-alueina. Talloin juuri yhteydet tayttdvat aihekokonaisuuksien jattdmén tyhjion, jol-
loin yhteydet muodostavat ndiden aihekokonaisuuksien kanssa yhteisen matematiikan

aineen (NCTM, 2000).

2.3 Siirtymaprosessi

Jotkut matematiikan tehtdvétyypit vaativat matemaattisten késitteiden tarkastelua useilla
esitysmuodoilla. Téllaisissa tehtdvétyypeissd opiskelija saattaa kohdata tarpeen kéyttda
nditd useita esitysmuotoja samanaikaisesti tai hinen tulee muodostaa tai esittdd kasitel-
tava kasite toisessa esitysmuodossa, jolloin ndiden esitysten vélisien yhteyksien merki-
tys korostuu. Késite siirtymdprosessi tai siirtymd merkitsee niitd opiskelijan kognitiivi-
sia prosesseja, kun opiskelija siirtdd abstraktista kéasitteestd informaatiota esitysmuodos-
ta toiseen (Janvier, 1987). Suppealla tasolla siirtyméprosessilla viitataan varsinaisesti
nithin mielen prosesseihin, joissa opiskelija siirtdd informaatiota kahden ulkoisen esi-
tysmuodon valilla. Siirtymdkyvylld (engl. translation ability) kuvataan taas opiskelijan
kykyéd suorittaa tillainen siirtymd ja siirtymdtehtdvdlld matematiikan tehtdvid, jonka

ratkaisemisen kannalta tillaisen siirtyméan suorittaminen on valttimatonta.

Janvier erottelee siirtyméssd ldhde-esitysmuodon eli muodon, josta informaatio siirre-
tadn, sekd kohde-esitysmuodon, johon informaatio lopulta siirretdén. Siirtymén ei tarvit-
se kuitenkaan rajoittua vain prosessiksi kahden esitysmuodon vilill4, vaan tdma voidaan
suorittaa epdsuorasti jonkun kolmannen esitysmuodon kautta. Tdmén lisdksi siirtymé-
prosessilla voidaan tarkoittaa kollektiivisesti sellaisia prosesseja, joissa opiskelija tyos-

kentelee usean esitysmuodon kanssa samanaikaisesti tai hydodyntéé jotain toista esitys-



muotosysteemid tutkiessaan matemaattista késitettd. Leinhardt, Zavlasky ja Stein (1990)

nimedvat tiatd toimintaa vastaavasti tulkinnaksi.

Matematiikan tunnilla siirtyméprosessi konkretisoituu sellaisissa tehtévissd, joissa on-
gelmatilanteen perimmadinen kédsite voidaan esittdd eri esitysmuodoilla. Tavanomaisia
tilanteita lukion opetuksessa ovat funktion kulun ja ominaisuuksien tutkiminen tdmén
kuvaajan avulla, tilastollisten pdittelyjen suorittaminen havaintopisteiden taulukoinnin
ja néihin suoritetut laskutoimitukset sekd kokeellisessa tyoskentelyssd mittapisteiden
kirjaaminen koordinaatistoon ja ndihin kdyrén sovittaminen. Olennaisesti siirtyméapro-
sessissa operaatioita ei suoriteta yksinddn yhdessd esitysmuotorekisterissd, ja tdmin
vuoksi Duval (2006) erottelee siirtyméstd erikseen esitysmuotojen muunnoksen, jossa
opiskelija siirtyy saman esitysmuotorekisterin sisdlld. Tétd vastaava tilanne on po-
lynomin jakaminen tekijoihin, jolloin polynomin esitysmuoto saadaan vaihdettua ken-
ties havainnollisempaan muotoon, mutta polynomi sdilyy alkuperiisessi esitysmuotore-

kisterissé eli symbolisessa muodossa.

2.4 Matematiikan osaaminen
Haapasalo ja Kadijevich (2000) jakavat matemaattisen tiedon proseduraaliseen tietoon,
joka viittaa perinteisesti nimettyihin mekaanisiin taitoihin”, sekd konseptuaaliseen tie-

toon. Heiddn mukaansa proseduraalinen tieto:

”..vastaa dynaamista ja onnistunutta tiettyjen sddntojen, algoritmien ja
proseduurien suorittamista aiheeseen liittyvin esityksen tai esitysten sisdlld. Tamd
vleensd vaatii sekd tietoa kdytetyistd objekteista, kuin myos nditd esittdivien

esitysmuotosysteemien muodoista ja syntakseista.”

Vastaavasti heiddn mukaansa konseptuaalinen tieto:

2

. vastaa tietdmystd ja taidokasta ohjauskykyd edetd pitkin verkostoa, jonka
elementit koostuvat kdsitteistd, sddnndistd ja useissa esitysmuodoissa esitetyistd

ongelmista” (Haapasalo ja Kadijevich, 2000, s. 141).

Haapasalon ja Kadijevichin jaottelusta on ndhtévissd, ettd konseptuaaliseen tietoon lu-
keutuvat sellaiset matematiikan kyvyt, joita ei voida kuvata yksinddn mekaanisina suo-
rituksina. Toisaalta heiddn mukaansa toinen tiedon tyyppi saattaa varsinkin korkeam-
malla matematiikan tasolla perustua toiseen. Haapasalo ja Kadijevich erottelevat edel-

leen toisistaan proseduraaliset ja konseptuaaliset tehtdvien ratkaisumenetelmit sen mu-
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kaan, kumpaa tiedon tyyppid ndissd tarvitaan. Téll6in ollaan tekemisissd niiden aktivi-
teettien kanssa, joita opiskelijat matematiikan parissa suorittavat ja joilla opiskelijat

vuorovaikuttavat matemaattisten késitteiden kanssa.

Duval on painottanut erityisesti matematiikan abstraktisuuden luonnetta, joka luo erityi-
set ehdot matematiikan osaamiselle ja oppimiselle. Abstraktisuus asettaa matematiikan
verrattain tdysin poikkeavaan asemaan suhteessa luonnontieteisiin, silld toisin kuin esi-
merkiksi fysiikassa, kemiassa, astronomiassa tai muissa luonnontieteissé, joissa késittei-
td ja konsepteja voidaan tarpeen vaatiessa havainnollistaa havaintojen ja mittauslaittei-
den avulla, matemaattiset késitteet ovat saavutettavissa vain ja ainoastaan merkkien ja
(semioottisten) esitysmuotojen kautta (Duval, 2006, s. 107). Vastaavasti tilloin esitys-
muodot ovat ainoa ulospédin ilmenevéd seuraus opiskelijoiden ajattelusta ja syvistd mie-
len rakennelmista (Piaget, 1967, s. 78-79). Tamin vuoksi matematiikan tehtévien rat-
kaisuja ja matemaattista toimintaa ylipaétinsa tulisi tarkastella vain ja ainoastaan kési-

teltdvien késitteiden esitysmuotojen kautta.

Haapasalon ja Kadijevichin erottelussa tehtdvét ovat proseduraalisia, jos niissd tydsken-
nellddn rutiininomaisesti yhden esitysmuotosysteemin sisdlld, ja taas konseptuaalisia,
jos niissé kisitellddn useita kisitteen esitysmuotoja ja siirrytdén tietoisesti ndiden vélil-
1a. Siten kasitteen ymmartanyt opiskelija osaa tarpeen vaatiessa tuottaa tai esittidd kysei-
sen késitteen usealla eri esitysmuodolla seké hallinnoida ja kdyttda timén eri esitysmuo-
toja tdydentdmadn ndiden rajattuja ndkokulmia. Tdmi seuraa, kun opiskelija ymmartaa
eri esitysmuotojen viliset yhteydet sekd kykenee siirtymddn ndiden esitysten viélilla.
Esimerkiksi murtoluvun késitteen ymmartényt peruskoululainen osaa muodostaa annet-
tua murtolukua vastaavan ympyrin jaon ja péitelld tdiman pohjalta murtolukujen suu-
ruuseron tai osoittaa annetun murtoluvun lukusuoralla suhteessa kokonaislukuihin.
Nadissd menetelmissd tdmé oppilas siis siirtyy murtoluvun esityksestd toiseen muotoon

ja hyodyntéa tété toista muotoa tehtivan ratkaisussa.

Useiden esitysmuotojen ja siirtymien painotus esiintyy myos muualla tutkimuskirjalli-
suudessa. Lesh, Post ja Behr tarkoittavat ymmaérrykselld: (1) kykyé tunnistaa kvalitatii-
visesti erilaisiin esitysmuotosysteemeihin nivottu idea, (2) kykyd manipuloida titi ideaa
joustavasti ndissd esitysmuotosysteemeissd, sekd (3) kykyéd siirtdd idea tarkasti esitys-
muotosysteemistd toiseen (Lesh, Post, Behr, 1987, s. 36). Heiddn mukaansa siirtyma-

prosessit liittyvdt myos muihin erityisen hyodyllisiin matemaattisen mallintamisen pro-
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sesseihin, kuten: (1) ongelmatilanteen yksinkertaistamiseen; (2) kuvauksen rakentami-
seen ongelmatilanteen ja mallin vélille; (3) mallin ominaisuuksien tutkimiseen ongel-
matilanteen tutkimiseksi; (4) ndiden ominaisuuksien siirtdmiseen takaisin ongelmatilan-

teeseen, ja (5) siirrettyjen ominaisuuksien hyodyllisyyden tarkastukseen.

Témin kirjallisuusarvioinnin pohjalta voidaan todeta, ettd matemaattisen kisitteen
osaaminen edellyttdd késitteen nimellisen tuntemisen liséksi tdimén eri esitysmuotojen
sekd ndiden yhteyksien hallintaa seka siirtyd ndiden esitysten vililld. Even tiivistdé néi-

den merkityksen seuraavasti:

"Kyvyt tunnistaa ja esittdid sama asia usealla eri esitysmuodolla ja siirtyd sujuvasti
eri esitysten vililld tarjoavat mahdollisuuden havaita rikkaita riippuvuussuhteita,
kehittid parempaa konseptuaalista ymmdrrystd, laajentaa ja syventdd ymmdrrystd
sekd vahvistaa ongelmanratkaisukykyd. Eri esitysmuotojen vilinen yhtendisyys
kehittdvit konseptin olemuksen ja tdmdn monien tahojen ymmdrryksellistdi

oivaltamista” (Even, 1998, s. 105).

2.5 Dreyfuksen malli oppimisesta

Schneider ja Stern ovat koonneet artikkeliinsa useita merkittdvid huomioita nykyisen
kognitiivisesti suuntautuneen tutkimuksen késityksistd oppimisesta. Néistd ensimmaéisi-
nd voidaan mainita: (1) Oppiminen perustuu oppijan omaan toimintaan; (2) Aikaisempi
tieto on oppimisen perusta, ja; (3) Oppiminen edellyttda tietorakenteiden integroitumista
(Schneider ja Stern, 2010). Ndméa huomiot painottavat siis opiskelijan ja tdmén koke-
musten merkitystd oppimiselle sekd seikkaa, ettd opiskelijoiden tieto rakentuu jonkinlai-

seksi tietorakenteeksi.

Matematiikan opetuksessa oppilaille ja opiskelijoille tarjotaan kisiteltdvistd kasitteista
lyhyitd kuvauksia jo vdhintddn yladkoulun matematiikasta 1dhtien, mutta varsinaisia pe-
rustavanlaatuisia mééritelmid aletaan hyddyntdd varhaisintaan vasta toisen asteen ope-
tuksessa ja viimeistddn ensimmaisilld korkeakoulukursseilla. Konstruktivistisesta nék6-
kulmasta on kuitenkin aiheellista olettaa, etteiviat koululaiset 1dhtokohtaisesti omaksu
matemaattisia kisitteitd ndiden maédaritelmien pohjalta, vaan he assosioivat késitteet ti-
lanne- ja tehtdvékohtaisiksi ja luovat néistd mielikuvia. Tall ja Vinner (1981) nimittavét
nditd mielikuvia kollektiivisesti konseptikuviksi, jotka koululaiset assosioivat kisitteen
ja sen ominaisuuksien kanssa. Néitd ovat esimerkiksi prototyyppiset esimerkit, muistot

ja kokemukset.
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Opiskelijoiden konseptikuvat kehittyviat heidin kokemustensa myotd sekd mitd esi-
merkkejd ja vastaesimerkkejd he kidsitteestd kohtaavat ja miten usein niitd esiintyy. Ko-
kemuksen karttuessa opiskelija jarjestelee tietoaan edelleen rakennelmiksi, joita Pia-
get’n kognitiivisen teorian pohjalta nimitetdén skeemoiksi (Piaget, 1923). Skeema on
opiskelijan sisdisesti jirjestyneiden muistirakenteiden eli hdnen sisdisten esitystensa
luoma malli todellisesta maailmasta, jota hdn edelleen kdyttdd apunaan uusien havainto-
jen késittelemiseen ja tiedon kartuttamiseen. Téten siis opiskelijan matemaattinen

osaaminen pohjautuu ndiden rakenteiden toimivuuteen ja kypsyyteen.

Edelleen kuten kaikki matemaattiset aktiviteetit, myds matematiikan oppiminen tapah-
tuu abstraktisuuden vuoksi esitysmuotojen kautta. Téalloin myds esitysmuodot kietoutu-
vat osaksi opiskelijoiden matemaattisista konsepteista rakentamiaan skeemoja. Toisaalta
ndma esitysmuodot ovat riippumattomia niiden esittdmistd abstrakteista konsepteista,
jolloin opiskelijat kohtaavat kognitiivisen haasteen, silld heidédn taytyy kyeti erottamaan
kasiteltdva kasite titd esittavisti esitysmuotosysteemistdén. Tdmén takia myds matema-
titkkan oppimisessa korostuu useiden esitysmuotojen, ndiden vélisten yhteyksien sekd
siirtymien merkitys (Duval, 2006, s. 106-108), silld eri esitykset tukevat ja tdydentavét
toisiaan, jolloin opiskelijalle tarjoutuu mahdollisuus rakentaa esitysten perimmaisesti

matemaattisesta kisitteestd kokonaiskuva (Gagatsis ja Shiakalli, 2004).

Dreyfuksen (1991) mukaan matemaattisten késitteiden esittiminen ja abstrahointi ovat
kaksi toisiaan tdydentdvdd vastakkaista prosessia, joissa abstrahoinnilla tarkoitetaan
késitteen erottamista sen useasta esitysmuodosta ja jdlleen esittdmiselld varsinkin abst-
raktin késitteen esittimistd. Kéytettdessd yhtd esitysmuotoa huomio voidaan keskittda
abstraktista késitteestd tdhdn kyseiseen esitysmuotosysteemiin, jolloin abstrahoinnin
aiheuttama taakka minimoituu. Toisaalta abstrakti késite on mahdollista irrottaa esityk-
sestddn vain usean esitysmuodon avulla, silld vain hallittaessa abstraktin késitteen useaa

esitysmuotoa ndiden vélinen relaatio abstraktiin késitteeseen korostuu.

Edelleen Dreyfus esittdd, ettd ndiden esitysten konstruointi jonkin ajatusprosessin, kuten
esimerkiksi laskusuorituksen aikaansaamiseksi kulkee kahden matemaattisten ajatus-
prosessien kanssa. Tdlloin matemaatikon ja opiskelijan ajattelu tehostuu, jos he kykene-
vt siirtymédn mielessdén johonkin tiettyyn esitykseen ja vaikutus kasvaa, jos he kyke-
nevit kiyttdmaddn useampaa esitystd. Hén esittdd matemaattisten késitteiden oppimisen

tapahtuvan titen neljan vaiheen kautta:
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1. Ensimmadisessd vaiheessa opiskelija hydodyntdd vain yhtd esitysmuotoa ankkuri-
naan késiteltdvéddn aiheeseen.

2. Toisessa vaiheessa opiskelija voi hyddyntdd useampaa esitysmuotoa samanai-
kaisesti.

3. Kolmannessa vaiheessa opiskelija havaitsee yhteyksid esitysmuotojen vililla.

4. Viimeisessd vaiheessa opiskelija yhdistdd esitysmuodot kisitteen ideaksi ja siir-

tyy niiden valilld ndppérasti (Dreyfus, 1991, s. 39).

Mallin mukaan esimerkiksi funktiok&sitteen oppiminen alkaa jonkun funktion esitys-
muodon, yleensd symbolisen muodon kdyton sisdistdmiselld. Tadssd vaiheessa opiskeli-
jan skeema funktiosta on padsidintdisesti rakentunut siten symbolisen muodon ympérille
ja opiskelija palauttaa mieleen aina mielikuvan algebrallisesta lausekkeesta funktioita
kohdatessaan. Funktion esitysmuotorikkauden vuoksi opiskelija kohtaa kuitenkin ajan
mittaa muita mahdollisia esitysmuotosysteemeji, joiden sisdistdminen koostuu toisesta
vaiheesta. Tédssd vaiheessa opiskelija oppii esimerkiksi kdyttdmédén funktion graafista
esitystd symbolisen lisdksi, vaikka hénelld ei vélttimattd ole késitystd ndiden vilisesti

vuorovaikutuksesta.

Tédmin jilkeen kolmannessa vaiheessa opiskelijan abstrakti ymmarrys alkaa kehittyd
ndiden esitysmuotojen linkkien kautta. Tdmé antaa hénelle mahdollisuuden vaihdella
esityksid sekd vahvistaa funktion monitahoista ideaa. Neljdnnelld vaiheella opiskelija
integroi niitd esityksid ja niiden yhteyksid yhteen, jolloin hén tulee viimein “sinuiksi”
funktiokisitteen kanssa. Télloin opiskelija kykenee vaivatta valitsemaan ja kdyttimain

tehtdvinantoon sopivaa esitysmuotoa hallitusti ja tarkasti.

2.6 Lokeroinnin ilmio

Kognitiivisen luonteensa vuoksi skeemat ja niiden rakenne ovat mielen siséisid ja siten
suorannaisesti ulkopuolisten tarkastelijoiden saavuttamattomissa. Tdmédn vuoksi on
huomionarvoista, ettd koska ndiden skeemojen luonne riippuu kokemuksista ja ndihin
liittyvistd kognitiivisista prosesseista, voivat eri ihmisten skeemat olla tiysin erilaisia.
Taman vélittoména seurauksena opiskelijan matemaattiseen olioon liittyvit kisitykset
voivat erota merkittdvésti opettajan vastaavista kisityksistd (Vinner, Dreyfus, 1989).
Vaikka eri opiskelijoiden skeemoja ei ole luontevaa arvottaa toisiaan paremmiksi, voi-
vat tietylld tavalla rakentuneet skeemat asettaa tietyt opiskelijat epdedulliseen asemaan,

jossa oppiminen keskeytyy tai sille aiheutuu erityisté haittaa.
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Opiskelijat kohtaavat opetuksessa haasteita, jos heidédn skeemansa matemaattisesta kéasi-
teestd ovat puutteelliset, vddrin rakentuneet tai jos opiskelija on erehtynyt késittdmaan
jonkin késitteen eri esitykset erillisiksi konsepteiksi ja siten rakentanut néille omat irral-
liset skeemansa. Kollektiivisesti ilmiotd, jossa opiskelijan konseptikuva tai skeema
poikkeaa muodollisesta méaritelmésta tai opiskelijalla on saman késitteen kahdesta eri
esitysmuodosta toisistaan irralliset ja mahdollisesti ristiriitaiset konseptikuvat tai skee-
mat kutsutaan lokeroajatteluksi tai kdsitteen lokeroinniksi (engl. compartmentalisation)
(Vinner, Herschkowitz, Bruckheimer, 1981). Talloin eri tilanteet aktivoivat opiskelijalla
samasta kisitteestd eri skeeman, jolloin lokeroajattelu ilmenee epdjohdonmukaisena
toimintana tehtdvien ratkaisussa. Toisaalta lokerointi voi ilmentyd myds sellaisessa ti-
lanteessa, jossa opiskelija on aktivoinut tilanteesta riippuen tehtdvdin vihemmén mer-

kittivimman skeeman.

Kuten aiemmin méériteltiin, matemaattisesti taitava ja matemaattiseen kisitteen siséis-
tanyt opiskelija kykenee havaitsemaan késitteen erilaisten esitysten takaa ja siirtyméain
ndiden vélilld. Konstruktivistisesta ndkdkulmasta tdllainen opiskelija on rakentanut ti-
mén késitteen esityksineen yhdeksi ehjdksi skeemaksi. Koska erilaiset esitysmuodot
tarjoavat kuitenkin esittdmastiin kisitteestd rajoitetun méérdn informaatiota, ja opiske-
lijoiden skeemojen rakentuminen perustuu ldhtdkohtaisesti heiddn kokemuksiinsa niita
konsepteja esittdvistd esityksistd, riippuu téllaisen skeeman muodostuminen opiskelijan
saamasta opetuksesta, kuten esimerkiksi minkélaisia esityksid ja missd yhteyksissd hén

opetuksessa kohtaa.

Esitysmuotoja lokeroiva opiskelija on rakentanut matemaattista késitettd kuvaavista
esitysmuodoista toisistaan riippumattomat skeemat sisdistimattd nditd esityksid timén
késitteen eri ndkokulmiksi, jolloin hén kuvittelee ndmi esitysmuodot yksindisind ja ir-
rallisina késitteind itsessddn. Télloin hénelld on my0s erityisen heikko késitys ndiden
esitysten yhteyksistd, mikd tavanomaisesti johtaa epdjohdonmukaiseen toimintaan on-
gelmanratkaisutehtivissd (Gagatsis, Elia, Mousoulides, 2006) sekéd altistaa opiskelijan
védrinkasityksille. Tdmid tuottaa erityisesti opetukselle merkittdvin ongelman, silld
opettajan voi olla vaikea havaita opiskelijoiden lokerointia, miké edelleen saattaa johtaa

opettajan tekemiin véariin johtopaitoksiin opetuksen suunnittelussa ja arvioinnissa.

Témin kappaleen pohjalta opetuksen seurausta voidaan havainnollistaa seuraavalla

kaaviolla:
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Opettajan ja oppilaan .
vuorovaikutus Opetustilanne

N

Joukko irrallisia

Oppilaan sisdiset prosessit Yhtendinen skeema

skeemoja
Oppilaan ulkoiset Kasitteen Vaarinkasitykset ja
prosessit ymmartaminen oppimisvaikeudet

Kuvio 1. Kaavio matematiikan opetuksen seurauksista

Tamaén tarkastelun pohjalta opiskelijoiden haasteet seuraavat heiddn matematiikan kési-
teiden puutteellisesti rakentuneista skeemoista. Vastaavasti opiskelijoilla, jotka ovat
onnistuneet muodostamaan skeemansa yhtendiseksi, on suuremmat mahdollisuudet ke-
hittyd matematiikassa pidemmalle sekd vélttdd lokeroituneiden kisitysten aiheuttamat
haitat. Taémén johdosta opetus olisi hedelmillisintd jirjestdd huomioiden useiden esi-
tysmuotojen, yhteyksien sekd siirtyméprosessien merkitykset, jolloin tarpeettomalta

matemaattisten kasitteiden lokeroitumiselta voitaisiin vilttya.

2.7 Esitysmuodot, yhteydet ja opetussuunnitelman perusteet

Suomalaisissa opetussuunnitelman perusteissa esitysmuotoja ja yhteyksid ei mainita
ollenkaan vuoden 2004 perusopetuksen tai vuoden 2003 lukion opetussuunnitelmien
perusteissa. Molemmat késitteet esiintyvét taas kummassakin néité seuraavissa opetus-
suunnitelmissa. Vuoden 2016 perusopetuksen perusteissa (POPS 2016) maéaéritelldén
matematiikan oppiaineen tehtédvét ja opetuksen tavoitteet erillisesti vuosiluokille 1-2, 3-
6 ja 7-9. Kahdella ensimmadiselld luokalla ”Opetus kehittdd oppilaiden kykyd ilmaista
matemaattista ajatteluaan konkreettisin vélinein, suullisesti, kirjallisesti ja piirtden sekd
tulkiten kuvia”. Vuosiluokilla 3-6 esiintyy vastaavasti tavoitteet T3 kannustaa oppilas-
ta esittdmddn padttelydén ja ratkaisujaan muille konkreettisin vilinein, piirroksin, suulli-
sesti ja kirjallisesti my0s tieto- ja viestintidteknologiaa kiyttden” ja tdmén liséksi tavoite
T2 ohjata oppilasta havaitsemaan yhteyksid oppimiensa asioiden valilla”.
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Ylédasteen luokat 7-9 sisdltdvit my0Os samat edelld esitetyt tavoitteet. Nama luokat ovat
my0s nyt kisiteltdvien seikkojen kannalta merkittdvid, silld timén ajanjakson siséltoalu-
eisiin kuuluu funktio (S4), joka siséltdd funktiokisitteen, riippuvuuksien kuvaamisen
graafisesti ja algebrallisesti, suoran ja paraabelien kisitteen ja kuvaajien tulkintaa. Pel-
kdstddn jo tdhdn sisdltdalueeseen sisdltyy tdsmdllisesti funktion kahteen esitysmuotoon
perehtyminen ja implisiittisesti siirtyminen ndiden esitysmuotojen vélilld suoran kulma-
kertoimen, vakiotermin ja funktion kasvamisen, vihenemisen ja nollakohdan graafisen
etsinndn kautta. Tdmaén lisdksi oppilaan tyoskentelyn taidoiksi vuosiluokille 7-9 on kir-
jattu T3 ohjata oppilasta havaitsemaan ja ymmaértdmadn oppimiensa asioiden vilisid

yhteyksid”.

Lukion opetussuunnitelman perusteissa 2015 esitysmuodot ja siirtymét esitelldén tés-
maéllisesti: "Opiskelijaa rohkaistaan myos kdyttdmiin ajattelua tukevia kuvia, piirroksia
ja vilineitd sekd tuetaan opiskelijan taitoa siirtyd toisesta matemaattisen tiedon esitys-
muodosta toiseen” (LOPS 2015, s. 129). Ndmé huomiot tukevat vahvasti kisitystd, ettd
matemaattinen toiminta on vahvasti kytkdksissd esitysmuotojen eli niiden menetelmien
kanssa, joilla opiskelijat késittelevit ja tulkitsevat matemaattisia ideoita ja ilmioitd. Ta-
man lisdksi perusteissa kehotetaan tukemaan opiskelijoiden siirtymékyvyn taitoa, jol-
loin lukion opetuksessa tulisi vastaavasti késitelld matemaattisten kasitteiden erilaisten

esitysmuotojen vilisid yhteyksid sekd harjoitella néihin liittyvid siirtymétehtivia.
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3 Funktiokasite

Sierpinska (1992) tarjoaa artikkelissaan kattavan esityksen funktiosta ja funktiokésitteen
ymmartdmisestd, ja tdssd tutkielmassa perehdytddn erityisesti funktion esitysmuotojen
merkityksiin. Téstd nidkokulmasta funktio on juuri sen esitysten monimuotoisuuden
vuoksi yksi tiarkeimpid matemaattisia ideoita yhdistdvisti kasitteistd (Romberg, Carpen-
ter & Fennema, 1993), silld se mahdollistaa matemaattisten kasitteiden, kuten jatkuvuu-
den tai jaksollisuuden tarkastelun sekd visuaalisesti kuin myds analyyttisesti. Lukiossa
funktion kanssa ty0skentely tarjoaa opiskelijoille taas keskeisen alustan rakentaa mate-
maattisen késitteen esitysten vilisid yhteyksid. Opetuksellisessa mielessd on huomioita-
va, ettd funktion lausekkeeseen ja timdn kuvaajaan perehtyminen merkitsee muodolli-
sessa opetuksessa opiskelijalle ensimmaistéd sellaista merkkipaalua, jossa hdn voi hyo-
dyntdd yhtd symbolista jarjestelmid oppiakseen ja ymmartddkseen toista (Leinhardt,
Zavlasky, Stein, 1990).

Tassd kappaleessa perehdytddn aluksi opiskelijan funktiokésitykseen osana matematii-
kan osaamista ja sekd funktion huomiointiin lukion opetussuunnitelmassa. Témén jal-
keen tarkastellaan funktion mairitelmad, funktion eri esitysmuotoja sekd ndiden rajoit-
teita. Lopuksi esitellddn funktion symbolisen ja graafisen esitysten vélinen yhteys ja

perehdytddn lokeroinnin ilmi6on funktion kontekstissa.

3.1 Funktiokisitys ja funktio lukion opetussuunnitelmassa

Funktion tai funktiokdsitteen ymmarrystd voidaan kutsua lyhyesti funktiokdsitykseksi.
Aikaisemman matematiikan osaamisen erottelun pohjalta opiskelijan funktiokésityksel-
14 viitataan siis sellaisiin seikkoihin, jotka ulottuvat funktion méaritelmén tuntemusta ja
mekaanisia laskutoimituksia kauemmas ja tdhén liittyy esimerkiksi funktioon liittyvien
esitysmuotojen hallinta, ndiden vilisten yhteyksien ymmaértaiminen sekd kyky siirtyd
ndiden esitysten vililld. Moschkovich ym. (1993) tarkoittavat funktiokésitykselld (1)
kykya tarkastella funktiota eri ndkdkulmista, ja (2) kykyéa siirtyd sujuvasti funktion eri
esitysten vililld ongelmanratkaisutehtivissd. Tdmédn késityksen perustavanlaatuinen
rajoite on, ettei se kata kaikkia monimutkaisia funktioon liittyvié ilmi6itd, mutta painot-
tamalla esitysten yhteyksid ja siirtymékykyd voidaan keskittyd hankkimaan informaatio-

ta juuri niistd haasteista, joita nimé konseptit aiheuttavat.
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Suomen perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa funktio on méaaratty yhdeksi
keskeiseksi sisdltoalueeksi vuosiluokille 7-9 (POPS 2016). Opetussuunnitelman perus-
teiden pohjalta peruskoulussa funktion opetus keskittyy 1dhtokohtaisesti funktiokoneen
esittelyyn, suoran ja tdmin ominaisuuksien tutkimiseen sekéd pintapuolisesti myos pa-
raabelin késittelyyn, kun taas itse funktiokésitteeseen perehdytéén vasta lukiossa. Luki-
on opetussuunnitelman perusteissa (LOPS 2015) funktio on kirjattu keskeiseksi sisdlto-
alueeksi lyhyen ja pitkdn oppiméérin yhteiselle, ensimmadiselle kurssi MAY1 ja kurssin
tavoitteeksi opiskelijalle on merkitty “vahvistaa ymmarrystdén funktion késitteestd ”.
Alleviivataan tdssd sanaa “vahvistaa”, silld funktiokdsityksen kehitys jatkuu ensimmai-
sen kurssin jdlkeenkin aina koko lukion ja ylioppilaskirjoitusten 1dpi. Funktio tulee
opiskelijoille vastaan toistuvasti vahintdinkin pitkédn oppimairin pakollisilla kursseilla
MAA?2; Polynomifunktiot ja — yhtilot, MAAG6; Derivaatta, MAAT; trigonometriset
funktiot, MAAS; juuri- ja logaritmifunktiot, MAADY; integraalilaskenta, sekd lyhyessi
oppimédrissd kursseilla MAB2; Lausekkeet ja yhtdilot ja MAB4; Matemaattisia malleja.

3.2 Funktiokiasitteen mairitelméa

Funktio joukosta X joukkoon Y on joukko jérjestettyjd pareja f = {(x,y)|x EX jay €
Y}, kun jokainen joukon X alkio x esiintyy tdsmilleen vain yhden kerran. Téll6in alkio-
ta y kutsutaan alkion x kuvaksi tai argumentin x arvoksi, joukkoa X funktion mddritte-
lyjoukoksi ja joukkoa Y funktion maalijoukoksi. Jos kaikkien arvojen y muodostama
joukko on maalijoukon Y osajoukko, kutsutaan titd osajoukkoa funktion arvojoukoksi.
Funktio on siis relaatio, jolla jokaista arvoa y vastaa vain yksi argumentti x. Tdéméan
médrittelyn nojalla funktio kdsittdd valtavan mdiérdn késiteltdvid riippuvuussuhteita,
kuten esimerkiksi kalenteripdivan ja valitun thmisen idn riippuvuuden; annettuna kalen-
teripdivdnd x ihmiselld on yksikésitteinen ikd y, joka ilmaistaan ”’y on muuttujan x funk-

tio” ja merkitddn y = f(x).

3.3 Funktion esitysmuodot ja niiden rajoitteet

Funktiota voidaan esittdd usealla eri esitysmuodolla, ja ndiden tyypit voidaan pédpiir-
teittdin erotella numeeriseen eli taulukoituun esitykseen, verbaaliseen eli sanalliseen
esitykseen (joko suullisessa tai kirjoitetussa muodossa), graafiseen eli visuaaliseen esi-
tykseen sekd algebralliseen eli symboliseen esitykseen. Niistd esimerkkeind sanallinen
esitys viittaa yksinkertaisesti sellaiseen esitysmuotoon, jossa funktiota tai funktion kayt-

taytymistd luonnehditaan sanallisesti tai kirjoitetussa muodossa. Esimerkiksi seuraavas-
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sa tehtdvissd funktiota kuvataan verbaalisessa muodossa (Hautamaiki, Ottelin, Wallin-

Jaakkola, 2004, s. 111):

“Hahmottele sellaisen funktion kuvaaja, jolla on kaksi nollakohtaa. Lisdksi funktion

mddrittelyjoukko on [0,2] ja arvojoukko [0,3].”

Sanallisen esitysmuodon rajoitteet liittyvét erityisesti kielellisiin seikkoihin, silld opis-
kelija ei vélttdmattd ymmarrd kirjoitettuja késitteitd tai niiden tarkoituksia, opiskelija
saattaa ymmartdd esityksen vidirin tai ei valttdmaéttd huomaa jotain olennaista annettua
informaatiota. Toisaalta opiskelijalla voi olla haasteita tulkita itse esityksen tulkinnan-
varaisuutta tai tehtdvinlaatijan/opettajan tarkoitusperdi. Edelleen sanallista esitysmuo-

toa voi rajoittaa myds sen pituus sekd missd madrin sitd on mielekédsté lukea

Taulukoidussa esityksessi tieto funktion kulusta on taas esitetty taulukkona, kuten esi-

merkiksi pituus idn funktiona alla olevassa taulukossa:

Henkilon ik [vuosi] Pituus [cm]
15 168

34 181

3 97

6 118

18 179

Kuvio 2. Taulukko henkilén idin ja pituuden vdlisestd relaatiosta

Taulukon ideana on kuvata funktiota esittdvét yksittdiset pisteet sekd eritelld ndiden
pisteiden argumentti ja arvo taulukon eri puolille, jolloin informaatio on kirjattu hel-
pommin luettavaan muotoon. Toisaalta taulukko asettaa esitykselle sellaiset rajoitteet,
jotka muuttavat késiteltdvin kisitteen luonnetta; taulukko voidaan nimittdin tdydentda
aina mielivaltaisen paljon, mutta taulukoiduista pisteistd ei itsestdéin selvid, ettd onko
késittelyn alla yksittéisid pisteitd, yhtdlo tai sitten funktio. Tdméin vuoksi taulukko on
toisinaan hyvin rajoittunut, ellei opiskelijalla ole jo entuudestaan tietoa kisiteltdvéin

olennon luonteesta.

Graafinen esitys on kdytdnndssd koordinaatistoon piirretty funktion kuvaaja, jossa mah-
dollisesti ndkyvét funktion kayrén lisdksi x- ja y-akselit. Alla on Geogebra-ohjelmistolla

piirretty esimerkki paraabelifunktiosta:
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Kuvio 3. Paraabelin kuvaaja Geogebra-ohjelmistossa

Kuvaajan esityksessd on keskeistd valita, mitd kohtaa kuvaajasta halutaan esittds. Tassa
kyseisessd esityksessd on onnistuttu tavoittamaan sekd kummatkin koordinaattiakselit
ettd my0Os paraabelin minimi. Kuvaaja on manipuloitavissa valittaessa uusi kuvan kes-
kipiste tai skaalaamalla eli muuttamalla koordinaattipisteiden mittasuhteita kuvaan néh-

den.

Funktion kuvaaja xy-koordinaatistossa antaa ldhes poikkeuksetta parhaimman kuvan
funktion kulusta ja luonteesta. Opiskelijoille funktion havainnollistaminen koordinaatis-
tossa on merkittidvasti helpottunut graafisten ja symbolisten laskimien sekd matemaattis-
ten ohjelmistojen opetuskdyton yleistymisen myotd. Toisaalta kuvaajan havainnollisuus
on riippuvainen kuvan koosta ja skaalauksesta, valitusta keskipisteestd sekd olennaisesti
siitd, miten opiskelija kykenee tuottamaan kuvan siten, ettd hin saa siitd mahdollisim-
man paljon tietoa irti eli hallitseeko opiskelija kdyrdn piirtdmisen joko késin tai hallit-
seeko hén apuvilineensd. Kuvaaja voi myos hamaét, silld jokainen piirretty kuvaaja on
aina kuitenkin approksimatiivinen eikd opiskelijoilta tavanomaisesti sallita graafisia
ratkaisuja tehtdvissd, joissa vaaditaan tarkka tulos. Tdmén vuoksi kuvaajaa pidetddn

epamuodollisena funktion esitysmuotona.
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Funktion symbolinen esitys on kaikista esitysmuodoista eniten riippuvainen symboleis-
ta. Y1li kuvatun paraabelin symbolinen esitys on f(x) = 0,5x% + x — 1, kun x € R.
Ottamalla huomioon funktion kuvaaja tdtd muotoa on hyvi tidydentdd merkitsemalld
funktion lauseeseen muuttuja y, jolloin saadaan y = f(x) = 0,5x? + x — 1. Télldin yh-
tdlé y = 0,5x2 + x — 1 kuvaa funktioon kuuluvat pisteet xy-koordinaatistossa ja mer-

kintd f(x) taas ilmentéd, ettd funktion arvo y on muuttujan x funktio.

Symbolinen esitysmuoto on funktion esityksistd lyhyin ja informatiivisin niille, jotka
tatd esitystd osaavat tulkita. Symbolisen muodon idea on seka tiivistdd funktion olen-
nainen informaatio mahdollisimman tiiviiseen muotoon ja toisaalta antaa opiskelijalle
tyokalut ratkaista funktioon ja funktion kulkuun liittyvid laskutehtdvid. Lukiossa tavan-
omaisimmat laskutoimitukset ovat funktion koordinaattiakselien leikkauspisteiden 16y-
taminen, funktion derivoiminen ja funktion ddriarvopisteiden etsiminen derivoimalla.

Naissd tehtdvityypeissd korostuvat varsinkin opiskelijoiden mekaaniset taidot.

Funktion Symbolinen muoto antaa kuitenkin rajatun méérén tietoa itse funktion kulusta.
Esimerkiksi paraabelin P(x) = ax? + bx + ¢ kuvaajan muodon méiriivit parametrien
a, b ja c arvot, joista parametrin a etumerkki kertoo paraabelin aukeamissuunnan ja pa-
rametri ¢ kuvaajan y-akselin leikkauspisteen, mutta kuvaajan sijoittuminen koordinaa-
tistoon ei sen sijaan niistd vility suoraviivaisesti. Toisaalta opiskelija saattaa pystyd
laskemaan yksittdisid funktion arvoja annetuilla muuttujan x arvoilla, mutta opiskelija ei
tamén avulla kykene hahmottamaan funktion globaalia kédytostd eli miltd funktion ku-

vaaja ndyttad lapi koko vaakasuuntaisen reaaliakselin.

Jokaisella funktion esitysmuodolla on siis omat informatiiviset rajoitteensa. Témaén li-
saksi funktion useat esitysmuodot aiheuttavat opiskelijoille kognitiivisen taakan, silld
heidin tulee opetella funktiokédsitteen lomassa myds ndiden esitysmuotosysteemien hal-
linta ja niihin liittyvét konventiot (Schoenfeld, Smith, Arcavi, 1993; Hitt, 1998). Luki-
on opiskelijat joutuvat olemaan kuitenkin tekemisissd jokaisen esitysmuodon kanssa
jossain vaiheessa opintojaan, silld esimerkiksi sanallinen muoto liittyy kauttaaltaan sa-
nallisiin tehtdvanantoihin, taulukot taas todenndkdisyys- ja tilastotieteen kursseille seka

kuvaajat ettd symboliset esitykset differentiaali- ja integraalilaskennan kursseille.

3.4 Funktion symbolisen ja graafisen esitysmuodon yhteys
Kaikki funktion esitysmuodot liittyvit toisiinsa ominaisten yhteyksien kautta ja toisen
asteen matematiikassa niistd erityisen merkittdva on funktion symbolisen ja graafisen
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esitysmuodon vilinen yhteys. Schoenfeld, Smith ja Arcavi nimedvét tdtd yhteyttd kéasit-
teelld karteesinen yhteys (engl. cartesian connection), jonka he esittdvét kahdessa osas-

sa:

1. piste (X0, yo) kuuluu funktion y = f(x) kuvaajaan, jos ja vain jos piste toteuttaa
kuvaajan yhtdlon y, = f(xg).

2. Algebrallisilla lausekkeilla on karteesisella tasolla graafinen vastike. Esimerkik-
si koulumatematiikassa (y, — y;) kuvaa suunnattua janaa, jolla on karteesisessa
koordinaatistossa suunta ja suuruus (Schoenfeld, Smith, Arcavi, 1993, s. 108 -

109).

Naistd ensimmaéinen esiintyy myds Moschkovichin, Schoenfeldin ja Arcavin (1993)
artikkelissa muodossa “piste on suoran L kuvaajalla, jos ja vain jos sen koordinaatit
toteuttavat suoran L yhtdlon.” Tami yhteys tarjoaa menetelmaén, jolla annetusta funktion
lausekkeesta voidaan piirtdd kuvaaja ja edelleen miten kuvaajasta voidaan tulkita yksit-
taisid funktion argumentti-arvopareja. Toisaalta timin yhteyden avulla suoran tapauk-
sessa voidaan vilittomasti péddtelld suoran y-akselin leikkauspiste, silld jos suora on
muodossa f(x) = mx + b, kuuluu piste (0, b) suoran kuvaajalle. Schoenfeld, Smith ja
Arcavi sisillyttivit toisen kohdan tarkastellessaan suoran kulmakertoimen méaarittimista
kahden suunnatun janan (y, —y;) ja (x, —x;) avulla siten, ettid pisteet (xq,y;) ja
(x5, y,) seké ndiden kautta piirrettyjen x- ja y-akselin suuntaisten suorien leikkauspiste

muodostavat kolmion, jonka kateetteja ovat suunnatut janat (y, — y;) ja (x; — x1).

Karteesinen yhteys on perustavanlaatuinen silta funktion kuvallisen ja symbolisen esi-
tyksen vililld, mutta se ei ole mekaanisen suorituksen onnistumiselle vélttiméaton. Esi-
merkiksi toisen asteen opiskelijat oppivat tulkitsemaan esimerkiksi yhtédlon y = x + 4
suoraksi, koska se vastaa suoran yhtdlon yleisti muotoa y = mx + b. Tamin jilkeen
opiskelija voi hyddyntdd suoran kisittelyyn liittyvid mekaanisia taitojaan, kuten esimer-
kiksi médrittdimadn yhtilostd suoran kulmakertoimen tai y-akselin leikkauspisteen tun-

tematta sen tarkemmin yhtdlon yhteyttd kuvaajamuotoon.

Moschkovich, Schoenfeld ja Arcavi (1993) esittidvét viitekehyksesséén, ettd funktiokési-
tettd voidaan ldhestyd useiden esitysmuotojen kontekstissa kahdesta eri ndkdkulmasta;
prosessiperspektiivistd ja objektiperspektiivistd. Prosessiperspektiivissd funktio tulki-
taan muuttujien x ja y liitokseksi, silld jokaiselle muuttujan x arvolle on olemassa funk-

tion arvo y. Téatd ldhestymistapaa kiyttdva opiskelija osaa siis sijoittaa muuttujan x ar-
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von funktion yhtdloon ja ratkaista muuttujan y arvon tai 10ytdd yhtilon ratkaisun hake-
malla jonkun kuvaajan pisteen koordinaatit. Objektiperspektiivissd funktiota ldhestytdan
taas olentona itsessdén ja titd ldhestymistapaa kdyttdviat ymmaértdd muotoa y = 3x + b
olevien funktioiden muodostavan samansuuntaisten suorien parven. Tdmé idea saattaa
mennd sellaiselta opiskelijalta ohi, jonka funktiokisitys rajoittuu vain prosessiperspek-
titvin mekaanisen osaamisen tasolle, jonka johdosta funktiokdsitteen ymmarrys vaatii

siis kykya tarkastella funktiota objektiperspektiivista.

Vaikka karteesisen yhteyden késite esiintyy pddosin lineaarisia funktioita koskevassa
tutkimuskirjallisuudessa, voidaan kisite yleistdd koskemaan jokaista mielivaltaista
funktiota tai yhtdlod. Moon, Brenner, Jacob ja Okamoto (2013) esittdvét artikkelissaan
karteesisen yhteyden médritelméksi: “piste A on matemaattisen relaation R(x,y) = 0
kuvaajalla, jos ja vain jos sen koordinaatit toteuttavat yhtdlon R(x,y) = 0.” Heidédn
tutkimuksensa esimerkkini oli vastaavasti 1600-luvun persialaisen matemaatikon Omar

Khayyamin ratkaisema vaillinainen kolmannen asteen yhtild x3 + p?x = p?q.

3.5 Funktiokisitteen lokeroituminen

Koska useat esitysmuodot ovat funktiokdsitteen perimméiinen ominaisuus, vaatii ehja
funktiokdsitys sellaista yhtendistd skeemaa, jossa yhdistyvit sekd funktion eri esitys-
muotojen kuin myds niiden vélisten yhteyksien hallinta. Opiskelijan funktiokéasitys on
taas lokeroitunut, jos opiskelija késittelee funktion esitysmuotoja itsendisind objekteina
(Gerson, 2001) eli jos opiskelijalla on funktion esitysmuodoista omat irralliset skee-
mansa, opiskelijan funktiokdsitys rajoittuu vain yhteen esitysmuotoon tai jos opiskelija

el ymmarrd funktion eri esitysmuotojen vilisid yhteyksia.

Opiskelijat, joiden funktiokésitys rajoittuu vain tiettyihin esitysmuotoihin, voivat hallita
ndiden esitysmuotojen kdyton hyvinkin sujuvasti nditd kasittelevissd mekaanisissa teh-
tavissd. Toisaalta niilld opiskelijoilla on taas hankaluuksia kasitelld taas muita esityksid
sisdltdvid tehtdavid. Edelleen esitysmuotojen vélisid yhteyksia hallitsemattomat opiskeli-
jat joutuvat ponnistelemaan sellaisissa tehtdvissi, jotka vaativat useiden esitysmuotojen
kéyttdmistd samanaikaisesti riippumatta siitd, miten he hallitsevat ndiden esitysmuoto-
jen kdyton yksinddn. Siirtymétehtivit ovat juuri timénkaltaisia tehtdvityyppejd ja Ga-
gatsis, Elia ja Mousoulides (2006) ovat kiyttineet artikkelissaan seuraavia havaintoja

merkkeind funktiokésitteen lokeroinnista:
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- Opiskelijan ratkaisumenetelmédt ovat epdjohdonmukaisia tai ristiriitaisia sellai-
sissa tehtévissd, joissa esiintyy funktion erilaisia esitysmuotoja tai siirtymid esi-
tysmuodoista toiseen, ja/tai

- Yhden esitysmuodon tai siirtymén hallinta ei vastaavasti viittaa toisen esitys-

muodon tai siirtymén hallintaan.

Naiden liséksi esitysmuotoja lokeroivilla opiskelijoilla saattaa olla haasteita valita hel-
pompia ja sopivimpia ratkaisumenetelmid sellaisissa tehtdvissd, joissa ongelmaa on
mahdollista késitelld sekéd funktion graafisen ja symbolisen esityksen avulla. Jos opiske-
lijat eivit hallitse toista ndistd esitysmuodoista tai he eivit ymmairrd tdmin yhteyttd
funktioon, he kéyttdvit useimmiten niitd ratkaisumenetelmié, jotka he ovat mekaanisesti

oppineet.
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4 Tutkimuskirjallisuuden havainnot koululaisten haasteista

Tyypillisesti esitysmuototutkimusten kohteina ovat moniesitykselliset matematiikan
kisitteet, kuten murtoluku ja lukukésite yleisesti, geometria tai funktiokésite. Tutkimuk-
sessa on my0s perehdytty koululaiset luovat ndiden esityksid, suorittavat muunnoksia ja
siirtyvét niiden valilld sekd tulkitsevat esityksié toisten avulla (Goldin, 2014). Funktion
tapauksessa tutkimuskirjallisuudesta voidaan erottaa kolme eri haaraa, jotka liittyvit
funktion esitysmuotojen vélisten yhteyksien aiheuttamiin haasteisiin. Ensimmdiisend
ovat sellaiset haasteet, jotka keskittyvét vilittomasti karteesisen yhteyden puutteelliseen
ymmaérrykseen. Toisena ovat taas sellaiset haasteet, jotka liittyvét vaikeuksiin suoriutua
funktion esitysmuotoja koskevissa siirtymitehtdvissd. Viimeiseksi voidaan luokitella
kirjallisuus, joka keskittyy koululaisten esitysmuotojen lokeroinnin ilmidon. Toisaalta
jokainen ndista liittyy toiseensa, silld lokerointi ilmenee heikkojen yhteyksien ymmaér-
tadmisen seurauksena ja edelleen estdd timén yhteyden syntymisen, kun taas puutteelli-

set yhteydet taas seuraavat haasteina suoriutua siirtymétehtivista.

Téssd kappaleessa perehdytddn rajattuun tutkimuskirjallisuuteen lukiolaisten haasteista
funktion symbolisen ja graafisen esitysmuodon yhteyden kanssa, eli tutkitaan karteesi-
seen yhteyteen ja siirtymitehtiviin perehtyvad kirjallisuutta. Tdmén jélkeen eritelldin
sitd tutkimuskirjallisuutta, jossa on tarkasteltu opiskelijoiden funktion esitysmuotojen
lokerointia. Lopuksi esitetdédn kirjallisuuden pohjalta nédihin ilmidihin johtavia tekijoita.
Kirjallisuuskatsauksen kohderyhméné ovat toisen asteen opiskelijat eli lukiolaiset tai
ndiden ikdryhmédi vastaavat koululaiset, mutta tutkimusotannan rajauksessa on huomi-
oitu myo6s nditd edeltdvid ylikoulun oppilaita sekd matematiikan ja opetusalan korkea-

kouluopiskelijoita késittelevit artikkelit.

4.1 Karteesisen yhteyden puutteet

Tutkimuskirjallisuudesta 10ytyy runsaasti havaintoja menneeltd vuosituhannelta perus-
koulun oppilaiden funktion symboliseen ja graafiseen esitykseen liittyvistd haasteista
(Sierpinska, 1992). Erityisesti funktion kuvaajan tapauksessa oppilaat ovat alttiita mo-
nenlaisille vaérinkédsityksille (Leinhardt, Zavlasky, Stein, 1990) ja monet tutkijat ovat
pyrkineet kartoittamaan ndistd kumpuavia haasteita tutkimalla oppilaiden kisityksid
suoran kulmakertoimesta, pisteistd, pisteiden koordinaateista sekd miten he néiti konst-
ruoivat (Moschkovich, Schoenfeld, Arcavi, 1993; Schoenfeld, Smith, Arcavi, 1993).

Leinhardt’n ja muiden mukaan vidirinkdsitykset koskevat esimerkiksi funktion tunnis-
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tusta, muuttujien vastaavuutta, lineaarisuutta, jatkuvan ja diskreetin ominaisuuksien

eroa, variaation ideaa, merkintitapoja sekd funktion esitysmuotoja.

Schoenfeld ja muut (1993) ovat kartoittaneet néitd vaarinkésityksid kahden opiskelijan
mikrogeneettiselld tutkimuksella tietokoneympéristossd, jossa he havaitsivat opiskeli-
joiden tietorakenteissa useita puutteita liittyen suoran kulmakertoimeen ja pisteiden
koordinaatteihin. Nama opiskelijat eivdt esimerkiksi osanneet kuvata suoran kayttiyty-
mistd kulmakertoimen k arvon muuttuessa, méérittaa pisteiden koordinaatteja erilaisissa
ongelmatilanteissa ja ndiden lisdksi heiddn skeemansa suorasta eivét vastanneet suoran
muodollista mééritelméa. Jokaista tutkimuksessa tehtyd havaintoa yhdisti kuitenkin
karteesisen yhteyden puute, eli ndmi opiskelijat eivit olleet sisdistineet funktion sym-
bolisen ja graafisen esityksen vilistd perimmaéistd yhteyttd, joka oli merkittidva syy tut-

kimuksessa havaituille haasteille ja viirinkasityksille.

Karteesisen yhteyden puute on myds havaittu suurilla opiskelijaméérilld. Eric Knuth’n
(2000) tutkimuksessa kuvataan koeasetelma, jossa 178 yhdysvaltalaiselle opiskelijalle
jaetussa tehtdvéssd esiteltiin suoran kuvaaja sekd titd vastaava puutteellinen yhtalo ja
opiskelijoiden pyydettiin selittdméan ratkaisumenetelmé, miten suoran yhtilo tdydenne-
tadn puutteellisesta taydelliseksi. Tutkimuksen hypoteesi oli, ettd karteesisen yhteyden
ymmartineet opiskelijat kykenisivit havaitsemaan kaksi erilaista (graafinen ja symboli-
nen) tehtavadn liittyvid ratkaisustrategiaa ja valitsemaan néistd luonnollisesti helpom-
man ja tehokkaamman (ndissd tehtdvityypeissa graafisen) menetelmén. Tulosten perus-
teella kuitenkin yli 75 prosenttia opiskelijoista tukeutui symbolisen esitysmuodon hyo-
dyntdmiseen tehtivin ratkaisussa. Tdmain lisdksi vain alle kolmannes hyddynsi graafista
menetelmid osana ratkaisuaan ja moni ei ollut maininnut graafista ratkaisumenetelmaa

ollenkaan.

Y1la esitetyt havainnot antavat ymmartdd, ettd suoran ja funktion kuvaajien tuottamat
haasteet eivdt hivid toisen asteen opetuksen aikana, mutta tilld kouluasteella opiskeli-
joiden kehittyneet mekaaniset taidot saattavat maskeerata perustavanlaatuiset konseptu-
aalisen taidon puutteet. Schoenfeld ja muut esittivit, ettd karteesisen yhteyden elemen-

tit:

...ovat matemaattisesti suoraviivaiset, ja tyypillisesti oppilaiden oletetaan
sisdistavin ndmd lyhyessd ajassa. ... ... Tdmd on tavanomainen pedagoginen

oletus. Jos opiskelijat ovat tutustuneet graafiseen esittimiseen aikaisemmin, ei
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differentiaali- ja integraalilaskentaa opettava luennoitsija kdyttdisi ndiden
seikkojen kertaamiseen muutamaa minuuttia kauempaa (Schoenfeld, Smith, Arcavi,

1993, s. 110)”.

Suomalaisten opetussuunnitelmien pohjalta funktiokisite esitelldédn suomalaisissa kou-
luissa perustavanlaatuisesti vasta toisella kouluasteella ja ndin on aiheellista olettaa ta-
pahtuvan my6s muissa koulujdrjestelmissd. Toisen asteen opetus voidaan ndhda siis
erityisen merkitykselliseksi karteesisen yhteyden kehityksen kannalta ja tutkittaessa
karteesisen yhteyden haasteellisuutta olisi siten tdhdellistd erottaa keskendin ne toisen
asteen opiskelijat, joilla haasteet kumpuavat perustavanlaatuisten mekaanisten taitojen
ja perustietojen puutteesta ja opiskelijat, joilla matematiikan osaamisen taso mahdollis-

taisi karteesisen yhteyden synnyn.

Heikkojen opiskelijoiden haasteita voidaan kartoittaa tarkastelemalla peruskoululaisilla
tehtyjé suoran késittelyyn liittyvid havaintoja. Graafiseen esitykseen liittyen esimerkiksi
Greens, Chang ja Ben-Chaim (2007) ovat tutkineet vuonna 2005 Yhdysvaltalaisten,
Korealaisten ja Israelilaisten kahdeksannen ja yhdeksdnnen luokka-asteen oppilaiden
kykyja kisitelld lineaarisia funktioita, suoran kulmakerrointa sekd ndiden esityksié.
Heidédn havaintojensa mukaan oppilailla oli hankaluuksia huomata suoran kuvaajan
suunnan vaikutusta kulmakertoimen etumerkkiin. Jotkut oppilaat tarkastelivat vain
muuttujan y muutosta laskiessaan kulmakerrointa, toiset eivit ymmartéineet mihin suun-
taan muuttujien erotuksia tulisi laskea ja toiset eivét osanneet ottaa huomioon koordi-
naattiakselien skaalausta. Toisena havaintoja oppilaat eivdt myoskddn ymmaértineet
taulukoitujen pisteiden koordinaattien olevan suoran yhtialon ratkaisuja, jotka muodos-

tavat suoran kuvaajan.

Vastaavasti suoran symbolisen muodon haasteita kuvataan Postelnicun véitdskirjassa
(2011), jossa tutkittiin yhdysvaltalaisten toisen asteen vuosiluokkien 8-10 koululaisten
taitoja suoran ja kulmakertoimen kanssa seki kerittiin ongelmista informaatiota haastat-
telujen avulla. Havainnoissa toistuivat hyvin perustavanlaatuiset ongelmat, kuten vaike-
us tarkistaa onko piste suoralla jos pisteen koordinaatit ja suoran yhtdlo oli annettu, seka
vaikeus tdydentdd taulukkoon pisteitd vastaavat koordinaattien x ja y arvot, kun suoran
yhtdlo oli annettu. Nama yhdessd muiden havaintojen (Greens, Chang, Ben-Chaim,
2007) kanssa todentavat, ettd heikkojen opiskelijoiden tulokset kumpuavat heikoista

mekaanisista taidoista sekd kyvyttomyydesti tulkita graafisia esitysmuotosysteemeja.
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Muiden opiskelijoiden karteesisen yhteyden puutteen tarkastelua vaikeuttaa tutkimus-
kirjallisuuden rajallisuus, silld edelliset tutkimukset eivit selitd, missd madrin opiskelijat
ovat sisdistdneet karteesisen yhteyden ja miten ndméi yhteydet rakentuvat (Adu-Gyamfi,
Bossé, Chandler, 2016). Knuth’n tutkimuksen kaltaisissa havainnoissa karteesisen yh-
teyden hallinta perustui mittariin, jossa yhteyden hallitseva opiskelija valitsee ensisijai-
sesti tehtdvdnannon kannalta tehokkaamman menetelmaén eli graafisen esityksen kdyton,
mutta tdmi ldhtokohta kasittdd opiskelijan ongelmanratkaisumenetelmét hyvin yksin-
kertaisella tasolla. Ensimmaéiseksi huomio tehokkaammasta ratkaisumenetelmastd on jo
itsessdén ainoastaan subjektiivisesti madriteltdvissd, eikd menetelmén tehokkuus itses-
sddn mittaa merkittdvasti karteesisen yhteyden laatua; opiskelija on kenties hyldnnyt
graafisen esityksen siitd syysti, ettei se tarjoa kuin approksimatiivisen ratkaisun ongel-
maan. Toisaalta opiskelija on saattanut ratkaista tehtdvan kuvaajan pohjalta hyodynta-
mélld aikaisemmin oppimaansa tehtdvétyyppid, jossa suoran yhtdlon muoto pédtellddn
suoraviivaisesti leikkauspisteen ja suorakertoimen pohjalta. Tédssa tapauksessa tehtdvén-
ratkaisu kuvaa pikemminkin opiskelijan mekaanista taitoa késitelld tietynlaisia tehtdva-

tyyppejé kuin opiskelijan konseptuaalista tietoa.

Moon ym. (2013) tutkimuksesta kdy ilmi, ettd tietynkaltaisissa funktioihin tai yhtdloihin
liittyvissd ongelmatehtivissd opiskelijat tarvitsevat karteesisen yhteyden ohella myds
variaation ideaa. He perehtyivét tutkimuksessaan tulevien lukion matematiikan opettaji-
en karteesisen yhteyden haasteisiin vaikuttaviin tekijoihin ympyrén ja paraabelin kon-
tekstissa, jossa opiskelijaryhmien tuli piirtii annettua yhtilod y2 + x? = gx vastaava
kuvaaja. Havaintojen perusteella tehtdvin suorittamiseksi ryhmien oli péittelyissidén
valttimatontd ymmartdd variaation késite, jonka mukaan muuttujapari (x,y) kuvaa
muuttuvia koordinaatteja graafisessa kontekstissa, kun taas muuttujat x ja y kuvaajat
yksittdin muuttuvia muuttujia symbolisessa kontekstissa. Témén sivuuttaneet opiskelija-
ryhmit kasittivét termin \/a ympyrén siteeksi, miké johti virheellisiin kuvaajiin. Kol-
lektiivisesti ryhmien vastauksia ja perusteluja tutkiessaan havaittiin, ettd opiskelijat
ymmartivit algebrallista relaatiota vastaavan kuvaajan rakentuvan yksittiisten pisteiden

muodostamasta urasta yhdistdmalla variaation idean ja karteesisen yhteyden idean.

Adu-Gyamfi, Bossé ja Chandler (2016) ovat taas tutkineet yhteyksien muodostumisen
luonnetta nojautuen Hiebertin (1988) viitekehykseen, jossa yhteyksiin liittyvd mate-

maattinen tieto on lajiteltu kenttétietoon (engl. domain knowledge) ja rekisteritietoon
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(engl. register knowledge), joista kenttétieto vastaa opiskelijoiden tietoa ja ymmaérrysta
kasiteltdvéstd aihekokonaisuudesta kuten polynomeista ja rekisteritieto taas niité taitoja,
jotka liittyvit titd esittdvien esitysmuotosysteemien hallintaan. Heiddn havaintojensa
mukaan opiskelijaryhmi, joka kykeni yhdistimiin kenttitiedon polynomeista yhteen
tdméan graafiseen esitykseen liittyvén rekisteritiedon kanssa pérjdsi paremmin kuin ryh-

m4d, jolla ndma eri tiedon lajit olivat toisistaan irrallaan.

4.2 Havainnot siirtymétehtivien haasteista

Dreyfuksen oppimisen nelivaiheisen mallin mukaisesti lukiolaisten funktiokisitteen,
funktion esitysmuotojen hallintaa ja ndiden yhteyksien ymmaérrystd voidaan tarkastella
siirtymatehtidvien avulla. Yleisesti tutkimuksissa, joissa on kédytetty siirtymdtehtivia
hyodyksi ndiden seikkojen tutkimisessa, on tarkasteltu myds muita seikkoja, kuten
opiskelijoiden ratkaisumenetelmid ja ratkaisujen johdonmukaisuutta. Opiskelijoiden
haasteista siirtymitehtédvien kanssa on tehty mittavasti tutkimusta (Adu-Gyamfi, Bossé,
Chandler, 2015; Boss¢, Adu-Gyamfi, Cheetham, 2011a; Elia, Panaoura, Eraclous, Ga-
gatsis, 2007; Gagatsis, Shiakalli, 2004). Adu-Gyamfi, Boss¢ ja Chandler (2015) kartoit-
tavat artikkelissaan opiskelijoiden haasteita siirtymissd verbaalisten ja symbolisten
muotojen vililld sekd niihin liittyvid tekijoitd. Boss€, Adu-Gyamfi ja Cheetham (2011a)
erittelevit taas yleisesti siirtymien ja yhteyksien haasteita kokoavassa kirjallisuuskatsa-

uksessaan ndihin vaikuttavien tekijoiden ulottuvuuksia.

Elia, Panaoura, Eracleous ja Gagatsis (2007) tutkivat kyproslaisten toisen asteen opiske-
lijoiden funktiokédsitteen ymmarrystd sekd mitd he ajattelevat funktiosta ja miten he sitd
kayttavat. Tutkijat kartoittivat niitd seikkoja kolmen ldhtokohdan pohjalta: (1) mitd
ideoita opiskelijoilla funktioista on; (2) miten opiskelijat tunnistavat funktion eri esi-
tysmuotojen takaa, ja (3) miten opiskelijat ratkaisevat funktion siirtymid vaativia on-
gelmatehtdvid. Tutkimukseen osallistui 179 16-vuotista lukiolaista kolmesta eri koulus-
ta. Opiskelijoille jaetussa seitsemdssd tehtdvassd ensimmaéisessd heidédn tuli antaa funk-
tion mééritelméd ja seuraavissa kolmessa tunnistaa funktio annetuista viivadiagrammeis-
ta, kuvaajista ja symbolisista esityksistd. Viimeiset kolme olivat funktioon liittyvid siir-
tymatehtdvid. Vain noin kolmasosa opiskelijoista osasi antaa suoran symbolisen muo-
don annetun kuvaajan pohjalta. Vastaavasti myds vain noin kolmasosa opiskelijoista
pystyi ratkaisemaan sanallisen tehtdvin, joka vaati funktion symbolisen muodon tuot-

tamista annetusta sanallisesta muodosta.
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Jotkin siirtymétehtdvid kdyttdneet tutkimushavainnot antavat ymmartdd, ettd funktion
graafisen esityksen esiintyminen siirtymitehtidvéssé tuottaa opiskelijoille selvisti erityi-
sid hankaluuksia. Esimerkiksi Gagatsis’s ja Shiakallin (2004) havainnoissa opiskelijat
suoriutuivat kaikissa tehtdvétyypeissd heikommin siirtymistd sanallisesta muodosta
graafiseen muotoon kuin sanallisesta muodosta symboliseen muotoon. Vastaavasti
Markovits, Eylon ja Bruckheimer (1986) havaitsivat yhdeksédsluokkalaisilla olevan vai-
keuksia siirtyd juuri funktion graafisesta esitysmuodosta symboliseen esitykseen, silld
vain kolmasosa oppilaista kykeni kirjoittamaan suoran yhtélén annetun kuvaajan perus-

teella.

Myd6s muissa tutkimuksissa on havaittu, ettd juuri siirtymé funktion graafisesta esityk-
sestd symboliseen tuottaa opiskelijoille enemmén haasteita kuin pdinvastaiset siirtymé-
tehtdvat. Esimerkiksi Knuth’n tutkimuksessa vain kolmasosa opiskelijoista kykeni yrit-
tamain ratkaista ongelmatehtéva kuvaajan avulla, vaikka tehtdvéssa oli kyseessé lineaa-
rinen funktio joita opiskelijat ovat todennékoisesti kohdanneet jo peruskoulusta ldhtien.
Néamai havainnot eivit ole yllattivid, silld kuvaajan piirtdiminen symbolisen lausekkeen
avulla voidaan mekanisoida yksinkertaisesti piirtimistehtdviksi varsinkin suoran tapa-
uksessa. Sen sijaan pdinvastainen tilanne eli funktion ominaisuuksien péitteleminen
kuvaajasta vaatii edelld esitetyn karteesisen yhteyden elementit, ellei opiskelijalle ole
tahdonmukaisesti teetetty mekaanisia ohjeita suoriutua tdménkaltaisista tehtivityypeis-

ta.

Opiskelijjoilla voidaan erotella sekéd kyvyt ja taipumukset kayttdd joko algebrallisia tai
geometrisia menetelmid funktioon liittyvissd ongelmanratkaisutehtivissd (Mousoulides,
Gagatsis, 2004). Mousoulides ja Gagatsis havaitsivat tutkimuksessaan, ettd vain geo-
metrisen ldhestymistavan hallinneet opiskelijat kykenivdt ratkaisemaan haastavampia
funktioon liittyvid ongelmanratkaisutehtdvid. Tdmin havainnon mukaisesti funktion
siirtymétehtidvien haasteet saattavat seurata siis yleisesti haasteisiin funktioon liittyvien
ongelmatehtivien kanssa. Gagatsis ja Shiakalli (2004) ovat perehtyneet siirtymékyvyn
ja ongelmanratkaisukyvyn viliseen relaatioon ja heididn tutkimuksessaan 195 kypros-
laista opettajaopiskelijaa vastasivat yksinkertaisiin funktion symbolista, graafista ja sa-
nallista esitystd koskeviin siirtymétehtdviin seké néitd funktioita koskeviin ongelmateh-
taviin. Havaintojen mukaan siirtymékyky selitti 95 % merkitsevyystasolla 53 % ongel-
manratkaisukykyd vastaavan muuttujan varianssista. Tdmén tuloksen johdosta siirtymi-

kyky olisi suurin osatekijd onnistuneessa ongelmanratkaisussa.
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Edellisten tutkimusten havainnot eivit vilttiméttd toistu ainakaan samankaltaisilla teh-
tavatyypeilld tdmin pdivin opiskelijoilla johtuen opiskelijoilla kdytettdvissd olevista
elektronisista apuvélineistd. Siind missd siirtymétehtidvien haasteet ovat aikaisemmin
saattaneet seurata kuvallisten esitysmuotojen konstruoinnin vaativuudesta, niin tietoko-
netta tai graafista laskinta kayttidvéallad opiskelijalla esimerkiksi funktion kuvaajan piir-
tdminen saattaa onnistua muutamassa sekunnissa. Tamdn vuoksi opiskelijan valittomik-
si haasteiksi nousevat ndiden tydkalujen hankkiminen ja hallinta sekd motivaatio opetel-
la ja kéyttdd niitd. Téstd huolimatta apuvélineet itsessdéin eivdt korvaa opiskelijan ym-
marrystd, jonka kehittymisestd hin on itse vastuussa ja kuvallisten esitysmuotojen sisé-
ominaiset haasteet tulevat seuraamaan aina késiteltdessd funktion kuvallista esitysta.
Teknologian kehitys pikemminkin madaltaa vélttdmétontd kynnystéd lahestyd niiti esi-

tyksid ylipdétansa.

4.3 Opiskelijoiden lokeroajattelu

Havainnot peruskoululaisten epdjohdonmukaisista ratkaisumenetelmistd seké tuloksista
siirtymatehtivissd antavat viitteitd, ettd koululaiset ovat erityisen taipuvaisia lokeroi-
maan uusia kisitteitd varhaisessa oppimisen vaiheessa. Gagatsis’n ja muiden (2006)
artikkeli titvistdd tutkimuksia, joissa tutkittiin toisen luokan sekd 12-vuotiaiden perus-
koulun oppilaiden lokerointia yhteen - ja vdhennyslaskusta, desimaaliluvusta ja murto-
luvuista sekd symbolisessa muodossa kuin lukusuoramuodossa. Kaikissa tutkimuksissa
toistuivat havainnot, ettd oppilailla oli hankaluuksia siirtyd eri esitysmuotojen valilla,
oppilaat kayttiviat epdsddnnollisid ratkaisumenetelmid sekd oppilaiden ratkaisujen ha-
vaittiin riippuvan tehtévissi kyseessd olevasta esitysmuodosta. Yhdessd ndmé havainnot
tukevat siten késitystd, ettd myos aloittavilla toisen asteen opiskelijoilla on taipumus

lokeroida funktiokdsitys varhaisilla matematiikan kursseilla.

Elia, Gagatsis ja Gras (2005) ovat tutkineet 14- ja 16-vuotiaiden opiskelijoiden funktion
ja algebrallisten relaatioiden esitysmuotojen lokerointia yksinkertaisten siirtymétehtévi-
en avulla. Heidin havaintojensa mukaan samasta algebrallisesta relaatiosta tai funktios-
ta riippumatta opiskelijoiden onnistumiseen tehtdvissd vaikutti ldhde-esitysmuodon
tyyppi, silld esimerkiksi opiskelijat pérjdsivit paremmin graafisen esityksen kanssa ver-
rattuna sanalliseen esitykseen. Analyysin mukaan onnistuminen jollain ldhde-esitykselld
ei implikoinut onnistumista toisella lihde-esitykselld siirtymétehtidvissd. Tadma viittaa

esitysmuotojen lokerointiin, silld jos eri 1dhde esitysmuodot olisivat semanttisesti kong-

32



ruentit, tulisi heidén kyetd vastaavasti suorittamaan néitd siirtymid riippumatta ldhde —

esityksen tyypista.

Gerson (2008) erottelee funktion kontekstissa lokeroinnin ilmion kahteen kategoriaan:
esitysmuotojen lokerointiin ja kasitteiden lokerointiin. Hénen tutkimuksessaan ndiden
kummankin yhteisvaikutus on havaittavissa tutkittaessa erddn toisen asteen opiskelijan
ratkaisuja ja ndiden perusteluja liittyen jaksollisiin funktioihin. Havaintojen mukaan
opiskelijan késitys jaksollisuudesta perustui mééritelmén sijasta sellaisiin olettamuksiin,
jotka hén oli itse luonut aikaisemmin havaitsemiensa esimerkkien pohjalta. Perinpohjai-
nen tarkastelu osoitti, ettd hidnen késityksensd jaksollisuudesta oli nivoutunut yhteen
funktion graafisen kuvaajan kanssa. Tdémén johdosta vaikka han pystyi siirtyméan funk-
tion taulukon ja graafisen esitysten vililld, hdn ei pystynyt tekemddn jaksollisuuteen

liittyvid johtopdatoksid taulukkoasetelmassa.

Gersonin havainnot tdhdentdvét niiden esitysmuototyyppien merkitystd, joihin opiskeli-
jat funktion ja timén ominaisuudet assosioivat, silld tima saattaa merkittavasti vaikuttaa
opiskelijoiden ratkaisustrategioihin sekid kykyyn suunnitella ja arvioida ratkaisujaan.
Téahan liittyy kyproslaisilla matematiikan opettajaopiskelijoilla teetetty tutkimus, joka
késitteli heiddn ratkaisumenetelmiéén liittyen funktion siirtymaétehtdviin (Mousoulides,
Gagatsis, 2004). Opiskelijat jaettiin ratkaisumenetelmien mukaan algebralliseen lédhes-
tymistapaan ja geometriseen 1dhestymistapaan siten, ettd symbolista muotoa kiyttdneet
opiskelijat luettiin algebrallisen ldhestymistavan ryhméédn ja kuvallista hyddyntdneet
geometrisen ldhestymistavan ryhméén. Havaintojen perusteella algebrallisen ldhesty-
mistavan valinneet opiskelijat kdyttivat funktion symbolista muotoa ratkaisumenetel-
mandin myos niissd tehtdvissd, joissa geometrinen ldhestymistapa olisi ollut helpompi
ja tehokkaampi. Tamaén lisdksi 88,4 % opiskelijoista ei kyennyt esittdméédn tutkimuksen
viimeisessd tehtdvissd graafista ratkaisumenetelméd ollenkaan, vaikka tehtivi ei ollut

ratkaistavissa symbolisilla menetelmilla.

Esitysmuotojen lokeroitumisella saattaa olla ratkaisumenetelmien lisdksi myds sellainen
seuraus, etteivit opiskelijat valttdmattd arvota esitysmuotoja yhtdldisesti. Dufour — Jan-
vier, Bednarz ja Belanger (1987) esittivit titd tukevan havainnon tutkimuksessaan, jos-
sa lukiolaisille oli annettu tehtiviksi ratkaista yhtild vx = —x + 6 kéyttien opettajan
antamaa viisikohtaista algoritmia juuriyhtildiden ratkaisemiseksi. Viiden askeleen jil-

keen opiskelijat olivat saaneet ratkaisuiksi juuret x = 4 ja x = 9 eivitka aluksi hyvék-
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syneet tehtdvin oikeaa ratkaisua, joka késitti vain juuren x = 4. Oppilaat tukeutuivat

kahden eri juuren ratkaisuun siitdkin huolimatta, etti heille esitettiin yhtildiden y = v/x
jay = —x + 6 kuvaajat, jotka leikkasivat ilmiselvésti vain yhdessi pisteessd. Opiskeli-
jat hylkédsivét toisen ratkaisun vasta, kun heille esitettiin algebrallinen menetelma yhtéa-
16n ratkaisun tarkistamiseen sijoittamalla ratkaisu yhtdloon. Koska tdmai opiskelijaryh-
mi oli assosioinut funktiokésitteen yhdeksi symbolista esitystd, eivét he osanneet arvot-
taa kuvaajan todistusarvoa. Tama kulkee kasi kddessd havainnoista opiskelijoiden haas-

teista kuvallisten esitysmuotojen kanssa.

Lokeroituminen selittdd oppilaiden osaltaan karteesisen yhteyden puutteen, silld loke-
roiva oppilas ei osaa erottaa funktion késitetti sen esitysmuodosta, jonka vuoksi oppilas
kasittdd funktion kaksi eri esitysmuotoa kahtena eri objektina. Lokeroiva oppilas saattaa
assosioida funktioon graafisen esityksen aina kuvaajaa tulkitessaan, kun taas hinelle
symbolinen esitys viittaa vastaavasti vain sellaisiin tehtédviin, joissa pyritddn laskemaan
derivaatan kulmakerroin tai muulla tavoin manipuloimaan matemaattista symbolikielta.
Télloin oppilaalle ei siten synny tarvetta pohtia ndiden esitysten vélistd vuorovaikutusta.
Toisaalta oppilas myds lokeroi ndma esitysmuodot yhteyksien havaitsemisen puutteesta,
jolloin yhteyksien puute ja lokeroinnin ilmid tavallaan vahvistavat toisiaan ja ovat toi-
nen toisensa rinnakkaisilmiot. Tdméd sykli siten ruokkii oppilaiden haasteita rakentaa
funktion esitysmuotojen vélille yhteyksid, joka johtaa edelleen hankaluuksiin ongelma-

tehtdvien kanssa.

4.4 Haasteita ja lokerointia aiheuttavat tekijat

Funktiokésityksen erityinen haaste seuraa funktion esitysten monimuotoisuudesta (Hitt,
1998). Tamén lisdksi jos oppimisen oletetaan perustuvan opiskelijan omaan toimintaan
sekd tietorakenteiden integroitumiseen, niin yhteyksiin liittyvien haasteiden syitd on
ym. (2004) ovat jaotelleet funktiokisityksen kehityksen haasteet kolmeen ulottuvuu-
teen, jotka ovat; (1) epistemologinen ulottuvuus, joka késittdd opiskelijan funktiota kos-
kevan a priori tiedon ja funktion muodollisen mééritelmén esittimén formalismin suh-
detta, eli niitd prosesseja, jotka koskevat funktion virallisen méaéritelmén ja opiskelijan
késitysten vuorovaikutusta; (2) matematiikan opettajien ndkemyksid ja uskomuksia
koskeva ulottuvuus, sekéd; (3) didaktinen ulottuvuus, johon voidaan lukea opetuksen ja

opetusmenetelmien aiheuttamat rajoitteet opiskelijoille.
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Epistemologinen ulottuvuus kumpuaa yksinkertaisesti siitd seikasta, ettd opiskelijat ei-
vit opi matematiikkaa yksinddn késitteiden mééritelmistd ja ettd heiddn ymmarryksensa
matemaattisista kasitteistd eivat vélttdméttd vastaa ndiden muodollista méadritelmaa.
Sierpinska (1992) tdsmentdd artikkelissaan, ettd funktion tapauksessa ymmaérryksen
ensiedellytyksend opiskelijat vaativat tietynlaisen konkretisoituvan prototyypin funkti-
osta, jonka kdyrd on useimmiten kaikkialla jatkuva, derivoituva ja siled. Téllaiset proto-
tyypit seuraavat todenndkodisimmin siksi, koska ensimmadiset opiskelijoiden kohtaamat
funktiot rajoittuvat tavanomaisesti lineaarisiin, polynomisiin ja trigonometrisiin funkti-
oihin. Néiden prototyyppien tulee kuitenkin olla yhtépitdviad opiskelijoille annetun maa-
ritelmén kanssa ja jos timid maéritelma taas tuottaa toisenlaisia prototyyppejd kuin mi-
hin opiskelijat ovat tottuneet, ei mééritelma ole kdyttokelpoinen. Sierpinska painottaa,
ettd madritelmé el nimestddn huolimatta mééirittele kohdetta, silld kohde on olemassa
méidritelmastd huolimatta. Tdmén johdosta opiskelijoille annetun funktion mééritelméan
tulisi seurata opiskelijoiden kypsyyttd ja taitotasoa sekd heille annettuja esimerkkeji ja
yleisen kaikenkattavan maédritelméin esittelyd tulisi tdmédn vuoksi siirtdd myohempain

ajankohtaan.

Tutkimushavainnot tukevat Sierpinskan késitystd. Esimerkiksi Elian ja muiden (2007)
havainnoissa opiskelijoiden kyvylld tuottaa funktion maéiritelmd ei ollut vaikutusta
opiskelijoiden ongelmanratkaisukyvylle tai -menetelmille. Opiskelijat saattoivat esi-
merkiksi tulkita tehtdvien funktioita tai ratkaista ongelmia menetelmilld, jotka olivat
ristiriidassa heididn antamiensa médritelmien kanssa ja vastaavasti funktion mééritelmén
tuottamista kykenemaéttomaét opiskelijat pérjasivét yhtd hyvin funktioihin liittyvissd on-
gelmanratkaisutehtévissd. Ndiden havaintojen antina on, ettd toisen asteen opetuksessa
padpainoa ei ole didaktisesti perustelua asettaa funktion mééritelmédn, koska tima ei
mitd ilmeisimmin edesauta opiskelijoiden ymmarrysti; jos funktion muodollinen maéri-
telma ei kuvaa opiskelijan funktiokdsitystd, niin opiskelijalla on mitd todennékoisimmin
haasteita myds muiden funktion ndkokulmien kuten esitysmuotojen kanssa. Tama seik-
kaa kuvaa erityisesti sellaisten opiskelijoiden haasteita, joiden altistuminen funktiolle

rajoittuu madritelméén laskurutiinin puutteen vuoksi.

Merkittava didaktinen tekijd on tiettyjen esitysmuotojen toistuva kayttd opetuksessa.
Jotkut tutkijat esittdvit, ettd toisen asteen matematiikan opettajat ovat painottaneet eri-
tyisesti funktion symbolista esitysmuotoa (Elia, Gagatsis, Gras, 2005). Dunham ja Os-

borne (1991) viittdvit, ettd kouluopetus suosii varsinkin matemaattisten késitteiden
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symbolista manipulointia ja algebrallisia esitysmuotoja, jonka vuoksi opiskelijoiden
kokemukset eri esitysmuotojen kaytostd saattavat jaada véahaisiksi. Eisenberg ja Dreyfus
(1991) esittavit myds, ettd koulussa opetus on tavanomaisesti jarjestetty oppimisproses-
sin kannalta siten, ettd funktioiden analyyttistd tarkastelua vahvistetaan graafisen tul-
kinnan kustannuksella. Kaldrinmidou ja Iconomou (siteerattu artikkelissa Gagatsis,
Elia, Mousoulides, 2006) ovat taas havainneet seké opettajien ja opiskelijoiden kiinnit-

tavin enemmén huomiota algebrallisiin symboleihin kuin kuviin ja kuvaajiin.

Symbolisten esitysten suosio on ymmarrettdvissd, kun tarkastellaan varsinkin useita
kymmenid vuosia vanhoja oppikirjoja; kirjojen laadinnassa on huomioitu hyvin vihidn
tai ei ollenkaan oppimateriaaliin liittyvid pedagogisia tekijoitd, jotka nikyvat esimerkik-
si tekstid selventdvien kuvien ja diagrammien puutteina, teksti- ja kaavavoittoisuutena
sekd tietynlaisena yksitoikkoisuutena. Toisaalta sekéd oppikirjoissa, kuin myds matema-
titkkan opetuksessa on tapahtunut merkittdvén suuria harppauksia viimeisen kolmen-
kymmenen vuoden ajanjaksolla, jonka johdosta nimé maininnat eivit kuvaa nykyisen-
kaltaista opetusta. Sen sijaan ndmi selittdvét osittain varhaisimpia havaintoja opiskeli-
joiden heikoista tuloksista graafisten esitysten késittelyn kanssa sekd havainnot, joissa
opiskelijat turvautuivat ensisijaisesti symbolisiin menetelmiin ongelmanratkaisuissa tai

arvottivat symbolisia menetelmid graafisia enemman.

Kuvien ja kuvaajien karsastaminen voidaan myds tulkita seuraavaan kognitiivisesta
taakasta, jonka visuaaliset esitysmuotosysteemit opiskelijoille asettavat. Ainsworth’n
(1999) mukaan esitysmuotosysteemien oppiminen vaatii eri menetelmien ja tottumuksi-
en opettelua sekd ndiden soveltamista eri tehtdvissd ja konteksteissa, johon jokaisella
opiskelijalla ei vilttdmattd ole rajatulla opetusajalla valmiuksia. Vastaavasti Aspinwall
ym. (1997) esittivat, ettd esimerkiksi diagrammina esitetyn implisiittisen matemaattisen
informaation késittely ja tarkastelu vaatii suuremman panostuksen kuin muut ongelman
ndkokulmat. Kaytdnnossd nditd viitteitd selittdd se, ettei toisen asteen opiskelijoilla ole
valttdmattd suurta opiskelumotivaatiota, tai tatd motivaatiota sddtelevat pitkélti tehtévi-
en ratkaisemiseen liittyvd vaivanndko ja uskomus vaivanndaon méérdstd. Opiskelijalla
saattaa olla merkittivid vaikeuksia ratkaista tutkimuksellisia tehtdvid, joissa tdytyy piir-
tdd funktion kuvaaja, koska funktion kuvaajan piirtiminen saattaa olla tydkaluista riip-
puen raskaampi suorittaa kuin yhtélojen ratkaisu ruutupaperilla. Téllaisen tehtdvin vaa-

tivuus riippuu myos merkittdvasti, kuinka opiskelija hallitsee tyovilineensd; jos opiske-
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lijalta puuttuu rutiini kuvaajien piirtdmiseen, myos kynnys piirtdéd ja kdyttdd néitd ku-

vaajia ongelmanratkaisussa kasvaa.

Opettajien ndkemykset ja uskomukset vuorovaikuttavat osaltaan didaktisiin seikkoihin,
silld ndmé midraavit minkélaisia esitysmuotoja opettajat padtyvat kdyttimadn opetuk-
sessa kuvatessaan tiettyjd matemaattisia ideoita. Jos opettajan nikemyksen mukaan pa-
ras menetelmd kuvata derivoituvuutta on graafisen esityksen avulla, niin todennédkdises-
ti hin my0s haluaa havainnollistaa tdtd graafisen esityksen avulla. Opettajan uskomuk-
sia voivat taas olla esityksen muodollinen kelvollisuus tai pedagogisuus. Havainnot
opettajien kuvaajavastaisuudesta voivat esimerkiksi selittyd silld, ettd opettajat joko
tietdmittddn vihattelevit kuvaajan merkitystd tai tietoisesti kieltdvit kuvaajan todis-
tusarvon eliminoiden siten opiskelijoilta sellaiset kisitykset, jossa opiskelijat luulevat
approksimatiivisen kuvan piirtdmisen tai kuvaajasta tulkitsemisen kelpaavan muodolli-
seksi todistukseksi. Opettajien keskuudessa toistuva fraasi ”laskin on hyvé apuri, mutta
huono iséntd” saattaa peilautua opiskelijalle késityksend, ettd funktion kuvaajasta vede-
tyt johtopéditdokset eivit ole siten kdyttokelpoisia, vaikka opettajan tarkoitus saattoi olla
opastaa opiskelijoita esimerkiksi tarkastamaan tulostensa jarkevyys vertailemalla vasta-
usta ja funktion kuvaajaa tai muuten kdyttdmadn kuvaajaa apuna ratkaisumenetelmien

laatimiseksi.

Opiskelijoiden haasteet voivat myds seurata opettajien omista haasteista ja vaarinkéasi-
tyksista (Stylianou, 2010). Esimerkiksi Hitt (1998) on tutkinut tulevien opettajien virhe-
kasityksid funktiokdsityksestd ja hdnen havainnoissaan kolmasosa opettajaopiskelijoista
erehtyi luulemaan kartioleikkausta esittdvit kuvaajat funktion kuvaajiksi. Tdmaén lisdksi
opettajilla oli toistuvia ongelmia hyddyntdd tarjoamaansa funktion mairitelmad funk-
tiontunnistustehtivissd varsinkin niissa tapauksissa, joissa kuvaajista oli annettu symbo-
linen muoto. Even on kdyttinyt omassa vastaavassa tutkimuksessaan seuraavaa ongel-

matehtavaa:

“Problem 1: If you substitute 1 for x in ax? + bx + ¢ (a, b and c are real numbers),
you get a positive number. Substituting 6 gives a negative number. How many real

solutions does the equation ax? + bx + ¢ = 0 have? Explain. (Even, 1998) “

Vain 14 prosenttia 152 opettajaopiskelijasta kykenivét ratkaisemaan edelld esitetyn teh-
tavédn ja noin 80 prosenttia vastanneista eivit hyodyntineet kuvaajaa ratkaisuissaan ol-

lenkaan. Vastaavanlaisia havaintoja tulevien opettajien haasteista on kirjattu myds muu-
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alla (Gagatsis ja Shiakalli, 2004; Moon, Brenner, Jacob, Okamoto, 2013; Presmeg,
Nenduradu, 2005)

Toiset tutkijat esittdvit opettajien myds lokeroivan funktion esitysmuotoja (Even, 1998;
Gagatsis, Elia, Mousoulides, 2006; Hitt, 1998), joka edelleen seuraa ndiden opettajien
kyvyttdomyydestd erotella funktiokdsite tdmén esitysmuodosta. Esimerkiksi Stylianoun
(2010) mukaan opettajien taipumus painottaa funktion symbolisen esityksen kayttod
opetuksessa saattaa johtua siitd, ettd opettajat késittdvét funktion symbolisen esityksen
muodollisuuden vuoksi ainoaksi oikeaksi esitykseksi, siind missd kuvalliset esitykset

ndhddin epétarkkoina ja vain osviittaa antavina.
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S Johtopaatokset ja henkilokohtaisia nikemyksii

Tassd kappaleessa esitetdédn lyhyesti johtopddtokset tutkimusaineiston pohjalta sekéd

kirjoittajan omia ndkemyksid tutkielman aiheesta sekd tuloksista.

5.1 Johtopaitokset

Tamaén tutkielman tavoitteena oli perehtyd funktion symbolisen ja graafisen esitysmuo-
don viliseen yhteyteen ja tidhdn liittyviin havaintoihin lukiolaisten haasteista. Tutkimus-
kirjallisuudessa esiintyy toistuvasti havaintoja, ettd oppilailla ja opiskelijoilla on haas-
teita rakentaa yhteyksid funktion symbolisen ja graafisen esitysmuodon vilille sekéd
haasteita suorittaa erilaisia siirtymatehtdvid. Toisen asteen opiskelijat ovat alttiita funk-
tion esitysten lokeroinnille, jos opetusta ei ole sopeutettu opiskelijan kykyjen ja mate-
matiikan osaamisen kanssa tai jos opetuksessa suositaan litkaa symbolisia esityksia.
Edelleen lokerointi heikentdd opiskelijoiden kykyd rakentaa yhteyksid funktion esitys-

ten vilille, jolloin syntyy oppimiselle haitallinen itsedan ruokkiva kierto.

Funktion lokeroinnin syntyd on mahdollista vilttdd esimerkiksi esittelemalld opiskeli-
joille opintojen aikana symbolisesta muodosta vaihtoehtoisia esitysmuototyyppeja tar-
peeksi varhaisessa vaiheessa. Opettaja voi kehittdd opiskelijoille erilaisia tutkimustehta-
vid, joissa opiskelijoiden on vilttiméatonta tulkita kuvaajia saadakseen tietoa funktioiden
ominaisuuksista, kuten kdytoksestd, madrittely — sekd arvojoukosta. Kayttimalld tau-
lukkoa erilaisissa tehtidvityypeissd opiskelijoilla on taas mahdollisuus hahmottaa funk-
tion kuvaajien pisteluonne seké timén yhteys funktion lausekkeeseen. Opetuksessa tuli-
si myos olla sekd suljettuja ja avoimia siirtymitehtdvid, joissa opiskelijoille syntyy vélt-

tamaton tarve kayttdd funktion eri esitysmuotoja hyvikseen ongelmanratkaisussa.

Viimeiseksi opettajien tulisi myds tuntea lokeroinnin ilmid ja tétd ruokkivat opetusme-
netelmét sekd tiedostaa mitkd havainnot kertovat opiskelijan lokeroajattelusta, jolloin
heilld olisi mahdollisuus suunnitella opetusta torjuakseen ja ennaltachkiistdkseen loke-
roinnin kaltaisia ongelmia. Tdma auttaisi myos opettajan opiskelija-arviointia, silld ky-
ky todeta opiskelijan lokeroitumisen taso sekd syyt antavat opettajalle paremman kuvan
opiskelijan todellista tyomaérastd sekd kuvaa, missd méérin opiskelijan osaaminen pe-
rustuu proseduraaliseen tai konseptuaaliseen tietoon. Tdmé seikka nousee erityisen
merkittdviksi kddnteisen opetuksen ja arvioinnin menetelmissd, joissa avaintekijoind

ovat opettajan ja opiskelijan vuorovaikutus ja tuntemus.
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5.2 Kirjoittajan pohdintaa

Tédmin kirjallisuuskatsauksen idea on ldhtenyt henkilokohtaisesta konkreettisesta ko-
kemuksesta, jonka allekirjoittanut on lukio-opinnoissaan havainnut. Muistan edelleen
varhaisilla lukion kursseilla, miten funktion nollakohtia saatettiin ratkoa paperilla muut-
tamalla funktion lauseke yhtdlomuotoon opettajan kehottaessa tarkastamaan tuloksen
mielekkyys graafisen laskimen avulla kuitenkin muistuttaen, ettei vastauksena hyvak-
syttdisi kuitenkaan suoraan laskimesta kopioitua lukuarvoa perusteluitta. Néissd tilan-
teissa funktion kuvaaja toimi siis jonkinlaisena apukeinona, mutta lukioikdisen tasolla
minulle avautui vasta hyvin my6hdén, ettd timéd kuvaaja koostui juuri niistd kaikista
pisteistd, jotka tiyttavat tatd funktiota kuvaavan yhtdlon. Tamé idea nousi tarkastellessa
parametrisid yhtdloitd laskimen piirto-ohjelmassa, jossa kuvaajan muotoa ei madrannyt
endd funktion lauseke vaan yhtélopari, jossa tuli kirjoittaa muuttujien x ja y arvot kysei-
sen parametrin funktiona. Tdmi néprdys ldhti sattumoisin liikkeelle mielenkiinnosta
piirrelld laskimen nidytolle spiraalien ja muiden kdyrien kuvia, jotka olennaisesti néilld

kyseisilld laskimilla onnistuivat vain parametristen yhtidloiden kautta.

Edelld kuvatussa tilanteessa, lukio- sekd korkeakouluopinnoissa graafisen laskimen
kéyttd on osoittautunut minulle henkilokohtaisesti valttaméttomaéksi apuvélineeksi. Toi-
saalta lukioissa ndma laskimet saivat hyvin nopeasti valmistumiseni jdlkeen tehdi tilaa
symbolisille laskimille, jotka kehittyneempind laitteina eivdt vaatineet kiyttdjiltdén
samassa suhteessa matemaattisiin konsepteihin perehtymisti ja keskustelu lukiolaisten
perusrutiinien ja kyvyistd suorittaa alkeellisia laskusuorituksia kiihtyi. Taméin pohjalta
on siis luontevaa ajatella, ettd laskimen hyddyllisyys pohjautuu hyvin pitkélti siihen,
mitd laskimella tehddin; jos laskin laskee tehtdvét opiskelijan puolesta, ei opiskelijalle
vilttamattd synny motivaatiota perehtyéd laskujen taustalla olevien késitteiden tai pro-
sessien syvempiin mekanismeihin. Toisaalta laskin tuo opiskelijalle merkittdvén ilmai-
suavaruuden graafisen esityksen puolesta, joiden havainnollistaminen néditd ilman on
opiskelijalle haasteellista ja aikaa vievdd. Tamén vuoksi laskinten ja laskinohjelmistojen
tdysi tyrmddminen johtaisi helposti nithin samoihin ongelmiin, joita matematiikan ope-
tuksen ja oppimisen tutkimuksessa on havaittu jo viimeisen viidenkymmenen vuoden

ajalta.

Opettajan on kuitenkin erittdin merkityksellistd pohtia, missd méérin ja miten tekniikkaa
opetuksessa kéytetddn. Nykyisin koululaisilla saattaa olla jo peruskoulussa kéiytossd

tablettitietokoneet ja edelleen lukiossa henkilokohtaiset kannettavat tietokoneet. Nuoril-
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la oppilailla ja opiskelijoilla tekniikan kédyttoon liittyy sekd kéyton haasteita kuin myos
tarkoituksenmukaisuuden puutetta, silli lukion ensimmdiisen vuoden opiskelijat eivét
vélttdmattd ole 10ytdneet itselleen vield sopivia oppimismenetelmia tai opiskelumotivaa-
tiota, jolloin tietokoneen kayttd tunnilla saattaa rajoittua viithdekayttoon. Tamén vuoksi
niin peruskoulussa kuin lukiossa tekniikan kéyton pitéisi olla hallittua ja tarkoituksen-

mukaista, ettei tietokone muodostu pelkiksi oppitunnilla kaytettavéksi leluksi.

Erilaisista ilmaisista ohjelmista esimerkiksi Geogebra tarjoaa opettajalle runsaasti tyo-
kaluja kehittdd oppilaiden ja opiskelijoiden kykyd opetella funktion esitysmuotojen
kéyttod ja manipulointia. Tehtévisséd tulee kuitenkin huomioida, ettd ratkaisut eivét re-
dusoidu mekaanisiksi, vaan opettajan tulee implementoida néihin tehtiviin myos sellai-
sia vaiheita, jotka liittyvét vdlittdmisti ndiden esitysmuotojen valisiin yhteyksiin. Opet-
taja voi esimerkiksi teettdd opiskelijoilla rinnakkain sellaisia siirtymitehtévid, joissa
kasitelladn sekd funktioita, yhtdloitd kuin myos yksittdisid pisteitd. Talloin karteesinen
koordinaatisto ei muodostu opiskelijalle vain funktion kuvaajiin rajatuksi ympéaristoksi.
Opettajan tulee myds varmistaa ndiden laskenta- ja piirtimisohjelmistojen ulkopuolella,
ettei opiskelijan ymmaérryksen taso rajoitu vain kyseisessid ohjelmistoympéristossé toi-
mimiseen, silld yhteydet havainnut opiskelija kykenee siirtdmadn ajatuksensa myos ky-

nén kautta paperille.

Reformimatematiikan puitteita ei ole sovellettu suomen opetussuunnitelmissa sokeasti.
Téstd huolimatta timén maailman anti on jokaiselle opettajalle tuttu, joka kehottaa on-
gelmanratkaisua tekevid oppilaita ja opiskelijoita piirtiméén tilanteesta kuvan. Vastaa-
vasti luonnontieteissd opiskelijoita kehotetaan kirjoittamaan ylos kaikki tehtdvinannos-
sa mainitut suureet sekd piirtdiméin tilanteesta mallin. Nami ovat juuri niitd esitysmuo-
toja soveltavia menetelmid, joilla pyritdén saada opiskelijat tallentamaan omaa ajattelu-
aan paperille, kirjoittamaan ongelmatilanne toisessa muodossa sekd manipuloimaan
nditd muotoja ja viime kddessd myds siirtdmain néihin lisdd informaatiota. Tétad on ollut
perinteisesti hyvin helppo harrastaa paperilla, jonka johdosta tietoteknisten apuvilinei-
den tulisi olla suunniteltu siten, ettd ne sallisivat myds vastaavat vapaat merkintd- ja
piirrostyokalut, jotta tekniikan kdyttd ei muodostuisi rajoitteeksi ajatusten hahmottami-

selle.
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