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Kvanttimekaniikassa mittaustapahtuma on monimutkaisempi késite kuin klassisessa
fysiikassa, silla tutkittavaan systeemiin tehtdvét mittaukset tdytyy mallintaa systee-
min ja mittalaitteen vilisenéd vuorovaikutuksena. Todennékoisyysluonteensa vuoksi
kvanttimekaniikassa erilaiset mitattavat suureet voivat vaikuttaa systeemin tilaan
hyvin eri tavoilla. Suure voi esimerkiksi ma#rata téaysin systeemin tilan mittauk-
sen jalkeen tai ennen mittausta. Téllaisten eroavaisuuksien johdosta suureille on
médritelty erilaisia optimaalisuuskriteerejé, joiden avulla voidaan 16ytaa kulloiseen-
kin mittaustilanteeseen parhaiten sopivia suureita. Kovarianssi puolestaan varmis-
taa, ettd positiivisina operaattorimittoina kuvattavat suureet muuntuvat systeemin
symmetriamuunnoksissa samalla tavoin kuin mittaustulokset.

Tutkielmassa tarkastellaan diskreettien kvanttimekaanisten suureiden optimaali-
suuskriteereja ja kovarianssia sekéd optimaalisten kovarianttien diskreettien suurei-
den olemassaoloa ja rakennetta.
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Johdanto

Fysiikan voidaan viime kédesséd sanoa olevan tieteenala, joka tutkii mitattavissa
olevia asioita. Kvanttimekaniikassa mittaustapahtuman késite on aina ollut ongel-
mallinen, silld mittauksia taytyy késitella tutkittavan systeemin ja mittalaitteen
vélisend vuorovaikutuksena [1, luku 10]. Systeemin tilojen ja mitattavien suurei-
den ominaisuuksia sekd néiden vilisid vuorovaikutuksia tutkiva kvanttimekaniikan
osa-alue tunnetaan mittausteoriana.

Tutkielmassa tarkastellaan erdstd mittausteorian osa-aluetta, optimaalisia kova-
riantteja suureita. Fysiikassa kovarianssilla tarkoitetaan fysiikan lakien tietynlaista
muuntumista erilaisissa koordinaattimuunnoksissa. Kaytdnnossa se tarkoittaa, etta
fysiikan lait ovat samanlaiset kaikille havaitsijoille, eikd mik&éan havaitsija ole eri-
tyisasemassa muihin ndhden. Matemaattisessa mielessé se luo lisdrajoitteita teorioi-
den teknisille yksityiskohdille. Mittausteoriassa kovarianssilla tarkoitetaan nimeno-
maan suureiden tietynlaista muuntumista systeemin symmetriaryhmén muunnok-
sissa. Koska suureita kuvataan kvanttimekaniikassa operaattoriarvoisina mittoina,
taytyy kovarianssiehdot puolestaan ilmaista ryhmien esitysteorian ja operaattoriteo-
rian avulla.

Kayténnossé suoritettavien mittausten ja kokeiden kannalta satunnaisten kova-
rianttien suureiden rakentaminen ei kuitenkaan ole kovin mielekésté, silla yleensé
yhdet suureet sopivan tiettyyn tehtdvéaén paremmin kuin toiset. Esimerkiksi suureet,
joiden avulla systeemi voidaan muuntaa haluttuun tilaan eroavat matemaattiselta
rakeenteeltaan huomattavasti suureista, joilla systeemin tuntematon tila voidaan
méaarittda kokonaan. Liséksi tietyt suureet voidaan muodostaa muita suureita ”se-
koittamalla”. Téllaisten ominaisuuksien ja eroavaisuuksien perusteella suureille on
médritelty erilaisia optimaalisuuskriteereja [2], joita toteuttavat suureet ovat teo-
rian ja kdytdnnon kannalta kiinnostavia tutkimuskohteita. Téassd tutkielmassa ra-

joitutaan diskreetteihin ja usein dérellisiin optimaalisiin suureisiin, joiden kovarians-



sia erilaisten symmetriaryhmien suhteen tarkastellaan. Kaikkien néiden liikkuvien
osien sovittaminen yhteen vaaditulla tavalla ei ole itsestdan selvé toimenpide, kuten
myohemmin tullaan ndkemé&in.

Tutkielmassa kaydasan aluksi ldpi fysikaalinen ja matemaattinen teoria, jota op-
timaalisten kovarianttien suureiden yhteydessé tarvitaan. Luvuissa 1 ja 2 esitelldéan
kvanttimekaniikan nykyformalismin peruskésitteitd ja madritelmia. Lukijalta odote-
taan perustietoja lineaarialgebrasta ja operaattoriteoriasta sekd Hilbertin avaruuk-
sista. Luvussa 3 esitelldén erilaisia kvanttimekaanisten suureiden optimaalisuuskri-
teerejd ja niiden suhteita toisiinsa. Luvussa 4 esitellddn kovarianttien suureiden kan-
nalta keskeisid diskreettien ryhmien esitysteorian tuloksia. Paédpaino on projektiivi-
silla, indusoiduilla ja unitaariesityksilla. Luvussa 5 kdyd&aan lapi mittausteoreettisen
kovarianssin matemaattinen muotoilu. Péddosaa naytteleviat imprimitiivisysteemeik-
si kutsutut matemaattiset rakenteet ja George Mackeyn ensimmaéisens kehittamét
menetelmét [3, luku 6.6], joilla ryhmén esityksid voidaan analysoida aliryhmén in-
dusoitujen esitysten avulla. Lopuksi luvussa 6 késitellain optimaalisia kovariantteja
suureita aiempien lukujen pohjalta ja lasketaan muutamia esimerkkeja.

Lukijalta ei vaadita kovinkaan kattavia esitietoja kvanttimekaniikasta tai ma-
tematiikasta, tavallisimpien algebrallisten rakenteiden (ryhmé, vektoriavaruus, al-
gebra) tuntemus riittdnee. Tutkielma on kirjoitettu mahdollisimman johdonmukai-
seksi kokonaisuudeksi, jossa kulloiseenkin aiheeseen liittyvien matemaattisten olioi-
den méaritelmét ja perusominaisuudet kerrataan ennen itse aiheeseen siirtymista.

Néin lukijan ei tarvitse tarkistaa méadritelmia muista ldhteista.



1 Kvanttimekaniikan matemaattiset perusteet

Kvanttimekaniikka rakentuu suurelta osin operaattoriteorian varaan. Kyseessé on
laaja ja monipuolinen matematiikan ala, joka siséltdd elementtejia muun muassa
lineaarialgebrasta, analyysista, algebrasta ja topologiasta. Aloitetaan kertaamalla

lyhyesti operaattoriteoriassa tarvittavia matemaattisia peruskésitteité.

1.1 Homomorfismeista

Erilaisten algebrallisten rakenteiden kanssa tulee vastaan useita erilaisia mééritelmié
homomorfismeille eli rakenteen siilyttaville kuvauksille. Téssé kappaleessa selven-
netddn nédiden eri médritelmien eroja. Usein on kuitenkin selviaé kontekstista, mita
madritelméa kulloinkin tarkoitetaan. Téllaisissa tilanteissa kuvauksista kéaytetdan

yksinkertaisuuden vuoksi pelkédstdan nimitystd homomorfismi.

Maiéritelmia 1.1. Olkoon A ja B ryhmid. Ryhmdahomomorfismi on kuvaus f : A —

B, jolle f(zy) = f(x)f(y) kaikilla z,y € A.

Maaritelma 1.2. Olkoon A ja B ryhmid ja e ryhmdin B identiteettialkio. Triviaal
homomorfismi on kuvaus f : A — B, jolle f(a) = e kaikilla a € A. Jos homomor-

fismi f ei ole triviaali, sitd sanotaan ei-triviaaliksi.

Maaritelma 1.3. Ryhmdahomomorfismi f : A — B on endomorfismi, jos A = B.
Maaritelma 1.4. Olkoon ida ryhmdn A identiteettikuvaus. Ryhmdhomomorfismi
f A — B on isomorfismi, jos on olemassa ryhmdhomomorfismi g : B — A, jolle
fog=1da=gof.

Maiéaritelma 1.5. Endomorfismi f : A — A on automorfismi, jos se on myds

1somorfismi.

Maaritelma 1.6. Olkoon V' ja W wektoriavaruuksia yli kunnan K. Vektoriava-

ruuksien vdlinen homomorfismi eli lineaarikuvaus on kuvaus f : 'V — W, jolle

flax +by) = af(z) +bf(y) kaikilla a,b € K ja x,y € V.



Maaritelma 1.7. Olkoon A ja B algebroja. Algebrojen vdilinen homomorfismi on

lineaarikuvaus f : A — B, jolle f(xy) = f(z)f(y) kaikilla x,y € A.

Maaritelmé 1.8. Olkoon A ja B x-algebroja (mdadritelmd 1.10). Algebrojen vilinen

homomorfismi f : A — B on x-homomorfismi, jos f(x*) = f(x)* kaikilla x € A.

Lisdé yleisimpien algebrallisten rakenteiden vilisistda homomorfismeista voi lukea

esimerkiksi Grilletin kirjasta Abstract algebra [4].

1.2 ('*-algebroista ja niiden ominaisuuksista

Kvanttimekaanisen systeemin tilojen ja mittausten matemaattiseen kuvailuun tar-
vitaan (C*-algebroiksi kutsuttuja rakenteita. Tarkastellaan seuraavaksi ldhemmin
nédiden ominaisuuksia. Notaatio ja mééritelmien esitysasu mukailevat Follandin har-

monista analyysia késittelevda kirjaa [3, luku 1]. Téssé kappaleessa A on algebra.

Maaritelma 1.9. Involuutio (kompleksisessa) algebrassa A on astetta 2 oleva anti-
automorfismix : A — A eli kuvaus, jolle (z+y)* = x*+y*, (Ax)* = ¥, (zy)* = y*2*

ja (x*)* = x kaikilla x,y € A, A € C.
Maiéritelma 1.10. A on x-algebra, jos se on involuutiolla varustettu algebra.

Maaritelma 1.11. A on Banachin algebra, jos se on algebran lisiksi Banachin

avaruus eli taydellinen normiavaruus.

Maaritelma 1.12. A on C*-algebra, jos se on involuutiolla varustettu Banachin

algebra ja lisiksi ||z||* = ||x*z|| kaikilla x € A.

Maéaritelma 1.13. Olkoon A C*-algebra ja H kompleksinen Hilbertin avaruus. Ku-
vaus f 1 A — L(H) on algebran A x-esitys, jos se on algebrojen vilinen homomorfis-
mi ja f(x*) = f(x)* kaikilla x € A. f on unitaalinen jos lisiksi f(ea) = Iy algebran
A identiteettialkiolle e 4. f on degeneroitumaton, jos ei ole sellaista 0 # v € H, jolla

f(x)v =0 kaikilla x € A.



Vektoriavaruuksien vélisten lineaarikuvausten eli operaattorien ominaisarvoilla
ja -vektoreilla on keskeinen rooli kvanttimekaniikassa. Tarkasteltavat avaruudet eivit
kuitenkaan aina ole aérellisulotteisia, eiké talloin voida oikeastaan puhua ominaisar-
voista vaan tarvitaan yleisempi késite. Téllaisissa tilanteissa puhutaankin operaat-

torin spektristé, joka voidaan méaritelld yleisesti C*-algebrojen alkioille.

Maaritelma 1.14. Olkoon A identiteettialkiolla e varustettu C*-algebra. Alkion

x € A spektri on joukko s(x) = {\ € C: e — x eiole kddntyva}.
Spektri voidaan méaritelld myds kokonaiselle algebralle.

Maaritelma 1.15. C*-algebran A spektri s(A) on joukko, joka koostuu kaikista jat-
kuvista funktioista f : A — C, joille f(e) = 1 ja f(xy) = f(x)f(y) identiteettialkiolle

e € A ja kaikille z,y € A.

Algebran spektrin avulla voidaan méaritella viela yksi késite, jota tullaan myohem-

min tarvitsemaan.

Maéritelma 1.16. Olkoon A kuten edellisessd mddritelmdssa. Mddritellddn jokais-
ta x € A kohti kuvaus & : s(A) — C kaavalla (f) = f(x). Kuvausta I'(z) = &

sanotaan Gelfandin muunnokseksi.



2 Kvanttimekaniikan formalismi

Kvanttimekaniikan matemaattisessa formalismissa keskeistd osaa néyttelevit Hil-
bertin avaruudet ja niiden viliset lineaarioperaattorit. Tésséd luvussa kerrataan ly-
hyesti kvanttimekaniikan Hilbertin avaruus -formalismin peruskésitteet ja méaéritel-
mat, joita myohemmin tullaan tarvitsemaan. Luku etenee seuraten Buschin et al.

mittausteoriaa késittelevén kirjan [1, luvut 1 - 2, 7 ja 9] juonta.

2.1 Hilbertin avaruuden operaattoreista

Olkoon H ja K Hilbertin avaruuksia eli taydellisié sisétuloavaruuksia. Avaruuden H
identiteettioperaattoria merkitadn Iy tai jos vaaraa epéselvyydesté ei ole, merkitaan
pelkéstaan I. Kdydaan ensiksi ldpi tdarkeimpien kvanttimekaniikassa esiintyvien ope-

raattorijoukkojen méaaritelmat.

Maéritelma 2.1. Lineaarikuvaus T : H — K on kompakti, jos joukon

{T¢: ||o|| <1} sulkeuma on kompakti.

Maaritelma 2.2. Lineaarikuvaus T : H — K on rajoitettu, jos on olemassa M > 0,

jolle ||T¢|| < M||¢|| kaikilla ¢ € H.
Maaritelméa 2.3. Lineaarikuvaus T : H — H on itseadjungoitu, jos T = T™.

Maéritelma 2.4. Lineaarikuvaus T : H — K on unitaarinen, jos T*T = Iy ja

TT* = Ik.

Maéaritelma 2.5. Lineaarikuvaus T : H — K on jalkiluokkaoperaattori, jos

tr[|T|] = tr[VT*T] < oo.

Maaritelma 2.6. Jalkiluokkaoperaattor: T : H — K on jdljen 1 operaattori, jos

tr[|T)] = 1.

Maéritelmi 2.7. Lineaarikuvaus T : H — H on projektio, jos T? =T ja T = T*.



Maéritelma 2.8. Lineaarikuvaus T : H — K on Hilbert-Schmidt -operaattori, jos

tr[1™7T) < oo

Maaritelma 2.9. [tseadjungoitu lineaarikuvaus T : H — H on posititvinen, jos

s(T) C [0,00). Operaattorin positiwvisuutta merkitiin T > 0.

Edellinen méaritelmé antaa myos keinon mééritelld osittainen jérjestys lineaari-

kuvausten viélille.
Maéritelma 2.10. Olkoon T, S lineaarikuvauksia H — IC. T'> S jos T — S > 0.

Optimaalisten suureiden ja projektioiden yhteydessd puhutaan usein operaatto-

rin asteesta. Selvennetéddn vield, mité talla tarkoitetaan.

Maaritelma 2.11. Operaattorin T € L(H) aste on sen kuva-avaruuden dimensio

dim (TH).

Kompaktien lineaarikuvausten joukkoa merkitdin C(H, K). Kédytdnnossa kaik-
ki tutkielmassa esiintyvit lineaarikuvaukset ovat kompakteja. Rajoitettujen lineaa-
rikuvausten joukkoa merkitain L(H, ). Hilbertin avaruudet ovat normiavaruuk-
sia, joten rajoitetut ja jatkuvat lineaarikuvaukset muodostavat tédsmaélleen saman
kuvausten joukon. Unitaarioperaattoreita merkitdan U(H, K). Unitaarioperaattorit
ovat tdsmaélleen Hilbertin avaruuden isometriset surjektiot. Jalkiluokkaoperaattorien
joukkoa merkitdén vastaavasti T (H, K), positiivisille jéljen 1 operaattoreille kiyte-
taan merkintdd S(H, K), projektioille merkintdan P (H) ja Hilbert-Schmidt -operaat-
toreille merkintdd HS(H, K). Tilanteessa, jossa H = K, kiiytetddn mainituista ope-
raattorijoukoista lyhyemmin merkintoja C(H), L(H), U(H), T(H), S(H) ja HS(H).

Hilbertin avaruuden sanotaan olevan separoituva, jos silld on numeroituva or-
tonormaali kanta. Jatkossa kaikki Hilbertin avaruudet oletetaan separoituviksi ja

avaruuksien skalaarikuntana on aina kompleksilukujen kunta C.



2.2 Kvanttimekaaniset tilat ja suureet

Kvanttimekaniikassa tdsmélleen saman mittauksen toistaminen tésmélleen saman-
laiselle systeemille ei tuota aina samaa lopputulosta, jolloin tutkittavan systeemin
tiloista ei voida puhua yksittéisind mittaustuloksina. Kaikkien mahdollisten mittaus-
tulosten tapahtuma-avaruutta eli arvoavaruutta merkitdan symbolilla 2. Kun > on
sopiva joukon €2 g-algebra ja X € Y, merkitdén symbolilla p;‘(X ) todennékoisyyttéa
saada mittaustulos joukosta X C () kun tilassa p olevasta systeemistd mitataan
suure A. Jotta mittaustulosten todennékoisyyksille perustuva kuvailu olisi toimi-
va, vaaditaan lisiksi, ettd kaikille suureille A ja tiloille p funktio p;f‘ : X — [0,1]
muodostaa todennédkdisyysmitan.

Kvanttimekaniikassa jokaiseen systeemiin liittyy systeemin ominaisuuksista maé-
raytyva Hilbertin avaruus H. Mychemmissd luvuissa selvidd, ettd kyseinen ava-
ruus on itse asiassa osa systeemin symmetriaryhmén (projektiivista) unitaariesi-
tysti. Keskitytddan kuitenkin vield téssd vaiheessa tarkastelemaan systeemin tilojen

matemaattista rakennetta.

Maaritelma 2.12. Systeemin tila on positiivinen jdljen 1 jalkiluokkaoperaattor:

p: H—HelipeSH).

Eras kvanttimekaniikan keskeisimmistéd perustuloksista liittyy tapaan, jolla tilat
ja muut lineaarioperaattorit voidaan hajottaa projektioiden summiksi. Tulos tun-
netaan paremmin spektraalilauseena. Ennen lauseen ja sen todistuksen esittdmista
tarvitaan kuitenkin muutama kompakteja itseadjungoituja operaattoreja koskeva

aputulos.



Lemma 2.1. Olkoon T € L(H) kompakti ja itseadjungoitu , S = s(T') operaattorin

T spektri ja Ny ominaisarvoon X\ liittyvd ominaisavaruus. Tdlloin

(i) Jokainen A € S on reaalinen ja (¢|¢)) = 0kun (A —=T)p =0, (u —T)p =0ja # p
(7) 0 on ainoa joukon S kasautumispiste

(17i) Jos A € S\ {0} , niin dim(N,) < oo

Todistus. (i) Olkoon A, u € S seké ¢ ominaisarvoon A ja ¢ ominaisarvoon g liittyva

ominaisvektori. Nyt A(¢|¢) = (¢|T¢) € R, joten A € R. Liséksi

Moly) = (Tol)
= (9[TY)
= (o),

joten (p|y)) = 0 kun X # p.

(71) Olkoon (), reaalilukujen ja (¢,), C H ortonormaalien vektorien jono, jot-
ka toteuttavat ehdon T'¢,, = \, ¢, kaikilla n. Oletetaan lim,,_,,, A, = X # 0. Vektori-
jonon ortonormaalisuudesta ja Pythagoraan lauseesta seuraa ||[A¢, — Aoy, |2 = 2|\|?,
kun m # n, joten jonolla (A¢,), el voi olla suppenevaa alijonoa. Toisaalta A¢p,, =
An®n+ (A=) dp ja lim, oo (A —A,) = 0, joten myoskddn jonolla (A, dn)n = (T'dpn)n
ei voi olla suppenevaa alijonoa. Témé on ristiriita, silla operaattori T" oletettiin kom-
paktiksi.

(17i) Oletetaan dim(N,) = oo jollain 0 # A € S. Nyt avaruuden N, vektoreista
voidaan muodostaa numeroituvasti déretén ortonormaali jono ()., jolle T'p, =
Ao, kaikilla n. Jono (¢,), ei suppene, joten jonolla (A¢,), = (T'¢,), el voi olla
suppenevaa osajonoa. Tamé on ristiriita, silld operaattori T oletettiin kompaktiksi.

]
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Lause 2.2 (Spektraalilause). Olkoon T € L(H) kompakti itseadjungoitu operaattori.
Talloin T voidaan esittdd muodossa T = ZZZl APy, missi 0 # N\, € R ja P, €

P(H) kaikilla n. Lisiksi Ay # A\ ja PP, =0 kunm #n

Todistus. Edellisen lauseen kohtien (i) ja (ii) perustella operaattorin 7" ominaisarvot
A ovat reaalisia ja niitd on dérellinen lukumééré jokaisen vélin (—1/m, 1/m), m € N
ulkopuolella. T#llsin joukko S = {\,}¥_, on korkeintaan numeroituvasti déretén ja
ominaisarvot voidaan jérjestda siten, ettd jono (A, ), suppenee kohti nollaa. Olkoon
P, projektio ominaisarvoa A, vastaavaan ominaisavaruuteen. Edellisen lauseen pe-
rusteella kaikkien téllaisten projektioiden aste on &érellinen, joten kaikille m,n € N

ja ¢ € H, joille m > n ja ||¢|| < 1, saadaan

I (Zm - Z&ﬂ) ol = || ( > m) 9|I?
i=1 j=1

i=n-+1
m
= > PIPelP
1=n+1
m
< max, 1<j<m |Aj|° Z 1Poll?
i=n-+1

< maxp1<j<m [A;]°

Koska lim;_,c A; = 0, muodostaa (31" ; A\;F;) Cauhcyn jonon (operaattorinormin
suhteen) ja suppenee kohti jotain operaattoria B € L(H).

Todistetaan lopuksi B = T. Merkitddn operaattorin 7" ominaisarvoon A, liit-
tyvdd ominaisavaruutta N,. BP, = \,P,, joten B¢ = A\, = T¢ kun ¢ € N, ja
An # 0. Toisaalta jos A\, = 0, niin T'¢p = 0 eli ¢ L N, kaikilla m, joilla \,, # 0.

Tama puolestaan on ekvivalentti ehdon B¢ = 0 kanssa, joten B =T O]

Seuraavan tarkedn lauseen fysikaalinen tulkinta on, ettd kvanttimekaniikassa
kahden tilan sekoitus on myos tila. Niin ollen tunnetuista tiloista voidaan muo-
dostaa uusia tiloja sekoittamalla ja tiettyja tiloja voidaan myds hajottaa toisten

tilojen summaksi.
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Lause 2.3. Systeemin tilat muodostavat konveksin joukon.

Todistus. Olkoon a € (0,1) ja p1,p2 € S(H). Olkoon tilojen p; ja ps konveksi-
kombinaatio p = ap1 + (1 — a)p2. Nyt (lpd) = a{d|p1¢) + (1 — a){d|p2¢), missi
a{p|lp1d) > 0 ja (1 — a){@|p20) > 0 kaikilla ¢ € H, joten p on positiivinen. Liséksi

tr[p] = atr[p1] + (1 — a)tr[ps] = 1, joten p € S(H). O

Kaikkia systeemin tiloja ei kuitenkaan voida esittdd muiden tilojen sekoituksena.

Téllaisia tiloja kutsutaan systeemin puhtaiksi tiloiksi.

Maaritelma 2.13. Olkoon py, p2, p ja a kuten edellisessd todistuksessa. Tila p on

puhdas, jos ehdosta p = apy + (1 — a)py seuraa p = p1 = po.

Lause 2.4. Systeemin puhtaat tilat vastaavat systeemin Hilbertin avaruuden asteen

1 projektioita.

Todistus. Olkoon p puhdas tila. Kaikki joukon S(#) operaattorit voidaan kirjoittaa
hajotelmana > >, a; P;, missé a; € [0,1], Y 7, a; = 1 ja operaattorit P; ovat asteen
1 projektioita. Puhtaan tilan mééaritelmésté seuraa, ettd P, = P; kaikilla ¢, joten p
on asteen 1 projektio.

Olkoon p nyt asteen 1 projektio ja p = ap; + (1 — a)ps, missd py, ps € S(H)
jaa € (0,1). p > apy ja dim p(H) = 1, joten ap; = bp jollekin b > 0. Kuitenkin
tr[p1] = tr[p] = 1, joten a = b jolloin p; = p. Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa

p2 = p. Seuraa, ettd p on puhdas tila. O]

Kvanttimekaaniset suureet ovat puolestaan sopivassa arvoavaruuden () g-algeb-
rassa L médriteltyjd kuvauksia M : X — L(H). Kun tilassa p olevasta systee-
mistd mitataan suuretta M, mittaustulosten todennékoisyydet saadaan kaavasta
p]p” (X) = tr[M(X)p]. Jotta luvut pf)” (X) olisivat todennidkoisyyksié, taytyy ope-
raattorien M (X) toteuttaa ehtio 0 < M(X) < I kaikilla X € .
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Maaritelmé 2.14. Operaattori A € L(H) on efekti jos 0 < A < I. Efektien joukkoa

merkitidn E(H).

Efektit kuvaavat systeemille tehtédvid yksittdisid mittauksia. Tilojen tapaan ne-
kin muodostavat konveksin joukon. Tilanteen fysikaalinen merkitys on, etté sekoit-
tamalla kesken#dédn mittauksia saadaan aina jokin uusi mittaus. Efektin puhtaus
madritellddn analogisesti tilan puhtauden kanssa: efekti on puhdas jos sitd ei voida

esittdd kahden eri efektin koveksikombinaationa.
Lause 2.5. Olkoon A € E(H). A on puhdas efekti jos ja vain jos A € P(H).

Todistus. Efektin médritelméstd seuraa P(H) C E(H). Olkoon A € P(H) ja A =
aA;+ (1 —a)As joillekin Ay, Ay € E(H) ja 0 < a < 1. Olkoon liséksi ¢ € H, Ap = 0.
Nyt 0 = (p|Ag) = (¢|(aA;1 + (1 — a)A2)d) > (plaAip) > 0 joten A;¢ = 0. Olkoon
nyt ¢ € H, AY = 1. Talloin (I — A)yy = 0 ja samalla péadttelyketjulla saadaan
(I — Ay)y = 0. Toisaalta H = Ker(A) @& A(H) joten A; = A jolloin myds Ay = A
eli A on puhdas efekti.

Oletetaan nyt, ettd A ei ole projektio. Télloin on olemassa a € s(A),0 < a < 1.
Olkoon f : [0,1] — R jatkuva funktio jolle f(a) # 0,0 < x £ f(z) < 1 kaikilla
r € [0,1]ja Ay = A—f(A), Ay = A+ f(A). Ay ja Ay ovat efekteja ja A # A, A # Ay

1
mutta A = 5(141 + Ay), joten A ei ole puhdas efekti. O

Se, ettd suure M saa arvoja efektien joukosta ei kuitenkaan yksin takaa kuvaus-
ten p)’ : 3 — [0, 1] olevan todenniikéisyysmittoja. Témén toteutumiseksi vaaditaan
todennédkoisyysmitan kaltainen rakenne myos suureelta M. Esitetddn nyt kvantti-

mekaanisen suureen yleisin mahdollinen mé&aritelma.

Maéaritelméa 2.15. Olkoon ¥ kuten edelld ja {X,,}5°, C X. Kuvaus M : ¥ — L(H)
on suure eli positiwioperaattorimitta jos M(0) = 0, M(Q) = I ja MU, X,) =

Yo M(X,), kun X, N X, = 0 kaikilla n # m.
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Lisédksi jos operaattori (efekti) M (X) on projektio kaikilla X € ¥, sanotaan suu-
retta M projektiomitaksi. Positiivioperaattorimitoista kdytetdan lyhennystda POVM
ja projektiomitoista lyhennystd PVM. Kaikkien tietylle o-algebralle ¥ ja Hilbertin

avaruudelle H maériteltyjen suureiden joukkoa merkitdén Obs(X, H).

2.3 Operaatiot, instrumentit, dilaatiot

Erilaiset operaattorimitat eivit suinkaan ole ainoita valttdméttomia matemaattisia
tyokaluja, joita mittausten tutkimiseen tarvitaan. Jos halutaan tietdd suureen mit-
taustulostodennékoisyyksien liséiksi, miten tilat muuttuvat mittauksessa, tarvitaan
instrumenteiksi kutsuttuja kuvauksia. Ennen instrumentteihin siirtymista tarvitaan
kuitenkin lisdd operaattoriteorian késitteité, jotka tdytyy méaritelld. Téassd kappa-

leessa ‘H, K ovat Hilbertin avaruuksia ja (€2,3) on mitallinen avaruus.

Maaritelmé 2.16. Olkoon A x-algebra, M, (A) alkioita joukosta A ottava n X n-
matriisien muodostama x-algebra ja I, algebran M, (C) identiteettikuvaus. Lineaa-

rikuvaus ® : A — L(H) on n-positiivinen, jos lineaarikuvaukselle ®,, = I, @ ¢ :

M, (A) = M, (L(H)) pitee ©,(TT*) > 0 kaikilla T € M, (A).

N-positiivisuus ei kuitenkaan aina riitd takaamaan kuvauksen soveltumista sys-
teemin tilojen muuttumisen kuvailuun. Néin voi kiyda esimerkiksi yhdistettyjen sys-
teemien teoriassa, silld kahden n-positiivisen kuvauksen tensoritulo ei valttamatta

ole enédé positiivinen. Tarvitaan vahvempi ehto.

Maéritelmi 2.17. Olkoon A, M,,(A) kuten edellisessd mdadritelmdssa. Lineaariku-
vaus ® : L(H) — L(K) on tiyspositiivinen, jos lineaarikuvaukselle @, : M, (A) —
M, (L(H)) pitee D(TT*) > 0 kaikilla T € M, (A) ja kaikilla n € N.

Maaéritelma 2.18. Olkoon (a;)ier C L(H) nouseva tai laskeva jono itseadjun-
goituja operaattoreita. N-positiivinen kuvaus ® : L(H) — L(K) on normaali, jos
sup;c;P(a;) = ®(sup;es(ai)), mikdli (a;)ier on nouseva ja inf;c;®(a;) = ®(infier(a;)),

mikdli (a;)ie; on laskeva.
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Nyt voidaan méaéritelld kvanttimekaaninen operaatio. Operaatioiden merkitys

instrumenteille on suunnilleen sama kuin efektien merkitys suureille.

Maaritelma 2.19. Heisenberg-operaatio on normaali tdyspositiivinen kuvaus @ :
LK) = L(H) jolle (Ix) < Iy. Jokaista Heisenberg-operaatiota kohti mddritellidin
Schridinger-operaatio kuvauksena @, - T(H) — T(K) jolle tr[®.(T)A] = tr[T'®(A)]
kaikilla T € T(H), A € L(K).

Maaritelmi 2.20. Heisenberg-kanava on operaatio, jolle ®(Ixc) = Iy;. Vastaaavalle

Schridinger-kanavalle saadaan tr[®,(T)] = tr[T] kaikilla T € T (H).

Nyt paastiaan kasiksi instrumentteihin, jotka ovat suureiden ohella erdita koko

kvanttimekaniikan mittausteorian tarkeimmistd kasitteista.

Maéritelma 2.21. Heisenberg-instrumentti on kuvaus J : L(IC) x ¥ — L(H) jol-
le 3(-,X) : LK) — L(H) on operaatio kaikilla X € %, 3(-,Q) on kanava ja
J(A,U;X;5) = >, 3(A, X;) ultraheikosti kun (X;); C ¥ on jono pareittain alkio-
vieraita joukkoja. Schridinger-instrumentti on kuvaus J, : T (H) x X — T (K) jolle

3T, X) = [3(, X).(T).

Operaatioihin ja instrumentteihin liitetdan Heisenberg- tai Schrodinger-etuliite
historiallisista syistd. Heisenberg-operaatiot kuuluvat kvanttimekaniikan ns. ” Heisen-
berg-kuvaan”, jossa mittauksissa tilat pysyvét ennallaan, mutta suureet muuttu-
vat. ”Schrodinger-kuvassa” puolestaan tilat muuttuvat, mutta suureet pysyvét en-
nallaan. Namé kuvat ovat duaalisia tapoja kuvailla kvanttimekaanisia mittauksia,
joten jatkossa Heisenberg-operaatiosta kaytetdéan yksinkertaisesti nimitysté operaa-
tio ja Schroédinger-operaatiosta nimitysté esiduaalioperaatio.

Instrumenttien hyodyllisyys piilee niiden kyvysséd kuvata systeemin tilan muun-
tumisen lisdksi mittaustulostodennékoisyyksid suureiden tapaan. Jokaista suuretta
kohti voidaankin méaéritelld instrumentteja, joiden avulla voidaan tuottaa suureen

kanssa identtinen todennékoisyysjakauma.
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Maiaritelma 2.22. Suureeseen M € Obs(X, Q) liittyvd instrumentti tai M-instrumentti

on instrumentti J, jolle M (X) = J(Ix, X) kaikilla X € X.

Maédritelmésté seuraa vilittoméasti p)/ (-) = tr[pM ()] = tr[pTI(Iic, -)] = tr[T.(p, -)].
Instrumentit ovat siis suureita laajempi tapa kuvailla mittauksia.

Instrumenttien hyodyllisyydestd huolimatta niitd on toisinaan vaikeaa ja epé-
kaytannollista kasitelld sellaisenaan. Taméan ongelman ratkaisemiseksi voidaan in-
strumentti hajottaa helppokéyttoisempéaédn muotoon tai esittdd se operoimassa al-
kuperéista suurempaan Hilbertin avaruuteen. Namé hyodylliset tekniikat tunnetaan
erilaisina hajotelmina ja dilaatioina. Yksittdisten dilaatioteorian tulosten todistami-
sen sijaan todistetaan ensin yleisempi bilineaarinen dilaatiolause, josta Stinespringin
ja Naimarkin dilaatiot saadaan erikoistapauksina. Naitd voidaan puolestaan kéayttaa

kanavan Krausin hajotelman olemassaolon todistamiseen.

Lause 2.6. Olkoon A = {f : Q — C : fonmitallinen jasup,.q|f(z)| < oo} ja B
identiteettialkiolla varustettu C*-algebra. Oletetaan lisiksi, ettc ¥ : Ax B — L(H)
positiivinen bilineaarikuvaus (eli kuvaus, jolle W(aa*,bb*) > 0 kaikillaa € A, b € B),
jolle W(xx,:) : B — L(H) on tiyspositiivinen kaikilla X € 2%. Tillgin ¥ on
rajoitettu. Lisiksi on olemassa Hilbertin avaruus K, unitaaliset x-esitykset 7 :
A— LK), p: B— L(K) ja operaattori V € L(H,K), joille m(x)p(y) = p(y)7(z)
ja ¥(z,y) = V*r(x)p(y)V kaikilla v € A,y € B.

Todistus. Olkoon C' identiteettialkiolla varustettu C*-algebra ja h : C' — R positii-
vinen lineaarikuvaus. Télloin kaikilla positiivisilla alkioilla a,b € C ehdosta a < b
seuraa h(a) < h(b), joten || f|[sup = sup,<i. [|h(a)|| = h(1c). (P|¥(-,-)¢) on positii-
vinen bilineaarikuvaus A x B — C kaikilla ¢ € ‘H ja A ja B ovat molemmat identi-
teettialkiolla varustettuja C*-algebroja, joten |[{(¢|U(-,-)d)|| = (¢|V(14, 15)0) < 0.
Néin ollen ¥ on rajoitettu.

Konstruoidaan seuraavaksi sopiva avaruus K. Olkoon Ko = AQ B® H, u =

Y @y ®& jau= Y12 @y; @n;. Nyt (v|u)o = ST X0 ([ (2 i, v yi) &)
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muodostaa seskvilineaarimuodon (bilineaarikuvauksen, joka on antilineaarinen en-
simmaéisen ja lineaarinen toisen argumentin suhteen) vektoriavaruudessa KCy. Osoite-
taan seuraavaksi, ettd (u|u)o > 0 kaikilla u € KCy. Olkoon {&}7, C H, {y;}!, C B
ja {fi}’, C A, missd funktiot f; ovat joukon € osajoukkojen karakterististen funk-
tioiden lineaarikombinaatioita. Joukosta () voidaan valita erillisten osajoukkojen
kokoelma { X}, jolle f; = > 7", cix Xy joillain kompleksiluvuilla ¢;,. Nyt

<Z [i®%®&)  fi®oy® €i> = (&I f yiui)E)
i=1 =1

0 3,j=1
n m

— Z (&Gl (creinxx,, Yiyi)&))

i,j=1 k=

<Z Czkgzllp XX Yi yj) Z Cjk€j>

i=1 J=1

s

=1

Vv
o

koska oletuksen mukaan kuvaus ¥(xx, -) on téyspositiivinen kaikilla X € 2. Alkiot
&i, yi ja fi olivat mielivaltaisia, joten (u|u)o > 0 kaikilla u € Ko. Olkoon nyt N = {u €
Kol (u]u)o = 0}. Téllsin tekijiavaruus Ko = Ko/N yhdessi binileaarikuvauksen (u+
N|v + N) muodostaa sisdtuloavaruuden. Tadmén avaruuden sulkeuma on lauseessa
tarvittava Hilbertin avaruus K, kuten kohta nidhd&én.

Rakennetaan nyt sopivat esitykset p ja m. Mééritellddn jokaista b € B kohti ope-
raattori Sy 1 Ko — Ko, Spz @y & =2® by ® £ sekd kuvaus w: B — C, w(b) =
(u|Spu)g. w(b*d) = (u|Sppu)o = (Spu|Spu)y > 0, joten w on positiivinen lineaari-
muoto. Talléin |w(a) — w(b)] — 0 kun ||a — b|] — 0 eli w on myo6s jatkuva. Nyt
w(b*b) = (Spu|Spu) < [|b%0]] - ||w|] = ||b]|*w (1) = [|b][*(u|u)o eli Sy on rajoitettu.
Tallsin avaruudessa ICp maaritelty lineaarikuvaus Sy, : ICo — KCo, Sb(u—l—N ) = Spu+N
on rajoitettu. Médritelldsin p(b) € L(K) kuvauksen Sy jatkuvana ja lineaarisena laa-
jennuksena. Télla tavoin méaéariteltynéa p on algebran B yksikollinen x-esitys. Samal-
la tavoin voidaan konstruoida myo¢s tarvittava algebran A esitys. Lopuksi kuvaus

V € L(H,K) voidaan valita olemaan esimerkiksi V€ =1, ® lp ® £ + N. O
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Maiaritelma 2.23. Olkoon A mitalliseten, sup-normin suhteen rajoitettujen kuvaus-
ten F: Q — C joukko, 7 : A — L(H) x-esitys, V € LIH,K) ja F: A — L(H)
taysposititvinen kuvaus. (I, 7w, V') on kuvauksen F' Naimarkin dilaatio jos F(x) =
V*r(x)V kaikilla x € A. Dilaatio on minimaalinen, jos vektorien w(x)V o, ¢ € H

lineaarikombinaatioiden joukko on tihed avaruudessa K.

Seuraus 2.6.1. Naimarkin dilaatio on olemassa kaikille edellisen lauseen algebroille
A ja positiivisille lineaarikuvauksille F : A — L(H) (riittid valita B = C ja
U(z,y) =yF(z)).

Maéritelméa 2.24. Olkoon B yksikkoalkiolla varustettu C*-algebra, ® : B — L(H)
taysin positiivinen kuvaus, p : B — L(K) x-esitys ja V € L(H,K). (K,p,V) on
kuvauksen ® Strinespringin dilaatio jos ®(z) = V*p(x)V kaikilla x € B. Dilaatio
on minimaalinen, jos vektorien p(z)V ¢, ¢ € H lineaarikombinaatioiden joukko on

tihed avaruudessa IC.

Seuraus 2.6.2. Stinespringin dilaatio on olemassa kaikille edellisen lauseen alge-
broille B ja tdyspositiivisille lineaarikuvauksille ® : B — L(H (riittdd valita | = 1,
jolloin A ~ C ja V(z,y) = zP(y)).
Maédritelmé 2.25. Operaattorit {A; }ier C LK, H) muodostavat kanavan
¢ : L(H) — LK) Krausin hajotelman, jos ®(S) = X;e;AFSA; kaikilla S € L(H)
ja 3 AL A; suppenee heikosti.

Kuten seuraava lause osoittaa, kaikilla kanavilla on olemassa Krausin hajotelma.

Itse asiassa pelkké Krausin hajotelman olemassaolo riittdéd todistamaan lineaariku-

vauksen kanavaksi.

Lause 2.7. Lineaarikuvaus ® : L(H) — L(K) on kanava jos ja vain jos silli on

olemassa Krausin hajotelma.

Todistus. Olkoon (K',p, V') kanavan ® Stinespringin dilaatio, missd K' = ®;ecH,,
H; = H kaikilla i € T ja p(S)(n:)ier = (Sm:)ier kaikilla (9;);e; € K. Olkoon liséksi
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A, = BV . K — H;. Mille tahansa ¢ € K ja &érelliselle joukolle J € I saa-
daan Sics (€| AT AL) = Sics ]V RVE) = S (VEIRVE) < [[VEIR < VI - [IElP,
joten ¥;er A A; suppenee heikosti. Liséksi kaikille S € L£(H), £,n € K on voimas-
sa (n|®(S)E) = Tier(|V'p(S)VE) = Lie(PBVn|SPVE) = Xier(Aim|AiVE), joten
kanavalla  on olemassa Krausin hajotelma.

Muodostakoon nyt operaattorit {A;};c; lineaarikuvauksen ® Krausin hajotel-
man. Sarja Y;c; A A; suppenee heikosti jos ja vain jos lineaarikuvaus ® on normaa-
li [1, prop. 7.4]. Mille tahansa joukoille {Si}?_, C L(H), {&}}-; C K saadaan
=1 (& P(SES)&) = B (GlBier AT SESIA&) = SierEy —i (SeAide| SA&) =
Yierl| 27 Sk Aik|)? > 0, joten ® on myds tdysin positiivinen ja niin ollen kana-

va. O

2.4 Diskreetin tapauksen erityispiirteit&a

Tutkielmassa késitellasin tilannetta, jossa mittaustulosten arvoavaruus 2 ja kvant-
tisysteemin symmetriaryhmé G ovat &dérellisia tai numeroituvasti ddrettomia. Talla
on useita etuja, silla diskreettid joukkoa tutkittaessa voidaan ongelmitta kayttaa dis-
kreettid topologiaa. Talloin joukon Borelin o-algebra on tésmaélleen sama kaikkien
osajoukkojen kokoelma kuin topologiakin. Topologian ja c-algebran sijaan puhu-
taankin jatkossa pelkéstddn tapahtuma-avaruuden tai symmetriaryhmén potenssi-
joukosta 2% tai 2¢.

Diskreetissa topologiassa kaikki kuvaukset ovat jatkuvia ja kompaktit ja déarelliset
joukot ovat sama asia. Néin ollen esimerkiksi kompaktisti tuettujen jatkuvien ku-
vausten sijaan voidaan késitelld pelkéstaan déarellisesti tuettuja kuvauksia. Diskree-
tissé joukossa A méaritellyistd dérellisesti tuetuista kuvauksista f : A — C eli
kuvauksista, joille joukko supp f = {a € A : f(a) # 0} on &érellinen kiytetddn
jatkossa merkintdd F.(A). Myoskddn mitta- ja integrointiteoriaa ei juuri tarvitse

huomioida, silld kiytetyt mitat ovat aina painotettuja lukumééramittoja, jolloin in-
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tegraalit redusoituvat summiksi.

Yksinkertaisuudesta huolimatta tilanne on realistinen, silld todellisuudessa mit-
talaitteet voivat rekisterdidd vain &érellisen méérédn erilaisia mittaustuloksia. Jos
mahdollisia mittaustuloksia on hyvin paljon, pystytédin tilannetta approksimoimaan

numeroituvasti darettomalla arvoavaruudella.

3 Optimaaliset suureet

Kvanttimekaniikassa suureille voidaan asettaa useita erilaisia optimaalisuuskritee-
rejd, jotka liittyvéat tutkittavasta kvanttisysteemistd mittauksessa saatavaan infor-
maatioon. Suure voi esimerkiksi méérata kokonaan systeemin menneisyyden tai tu-
levaisuuden tai voi olla ettei suuretta voida valmistaa muita suureita sekoittamalla.
Ellei toisin mainita, luvun méaéritelmét ja tulokset perustuvat E. Haapasalon ja J.
P. Pellonpdén optimaalisia suureita késittelevaan paperiin [2]. Jatkossa suureiden
yhteydessé kiytetddn merkintdd M ({z;}) = M; kun Q = U;c{x;}. Lisdksi tdmén

luvun ajaksi otetaan kdyttoon merkinndat N = || ja dim M;(H) = m,;.

3.1 Erilaisia optimaalisuuskriteereja

Erds yksinkertaisimmista suureelle asetettavista optimaalisuuskriteereisté on, etté
systeemin tila mittauksen jilkeen tiedetdén varmuudella. Téllaiset suureet maardaavit
systeemin tulevaisuuden. Tulevaisuuden méarddvien suureiden avulla voidaan val-
mistaa halutussa tilassa olevia kvanttisysteemeja esimerkiksi uusia mittauksia var-

ten. Téllaisia suureita kutsutaankin myos preparointisuureiksi.
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Madéritelmé 3.1. Olkoon N € Z, ja 0; € S(K) kaikilla 0 < i < N. Suure M on
preparointisuure, jos jokaiselle M -instrumentille Z on voimassa Z;.(p) = tr[M;plo; =

pio; kaikilla p € S(H).

Suure voi toimia myos painvastaisella tavalla, jolloin mittauksessa saadaan kaik-
ki mahdollinen informaatio systeemin tilasta ennen mittausta. Téllaiset suureet
méaradvat systeemin menneisyyden ja niitd sanotaan informatiivisesti taydellisiksi,
tai lyhyemmin infotaydellisiksi. Infotdydelliset suureet ovat korvaamattomia kvant-

titomografiassa, jossa tarkoituksena on tunnistaa annetun systeemin tila.

Madritelméa 3.2. Suure M on infotdydellinen, jos tr[pM ()] = tr[p’ M ()] = p =o'
kaikilla p € S(H).

Nama eivit tietenkddn ole ainoat mahdolliset optimaalisuuskriteerit. On myds
luonnollista vaatia, ettéd jokaista mittaustulosta kohti on olemassa tila, jossa mitat-
tava suure saa kyseisen arvon varmasti. Talloin paddytdéan ns. arvonsa madradaviin

suureisiin.

Maaritelma 3.3. M on arvonsa mddrddvd suure, jos M; on normin 1 operaattori
eli ||M;|| = 1 kaikilla i. Tamd tarkoittaa, ettd jokaista mittaustulosta X; kohti on

olemassa tila p; € S(H), jossa suureella M on arvo z; 100% todenndkdisyydelli.

Kvanttimekaniikassa tilojen lisiksi myos suureet muodostavat konveksin joukon,
jolloin on olemassa puhtaiden tilojen tapaan ekstremaalisia suureita. Nama suureet

vastaavat mittauksia, joissa ei esiinny klassista kohinaa.

Maaritelma 3.4. M on ekstremaalinen suure, jos se ei ole minkddn kahden eri

1 1
suureen konveksikombinaatio, eli M = EM/ + §M” =>M=M =M".

Viela voidaan mééaritella ainakin kaksi mittauksesta saatavaan informaatioon liit-
tyvad optimaalisuuskriteerid. Naistd ensimméinen on esiprosessointipuhtaus. Téata

varten taytyy ensin selventdd, mitd suureen esiprosessoinnilla tarkoitetaan.
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Maéritelmé 3.5. Suure M : 2% — L(H) on suureen M’ : 2% — L(K) esiproses-

sointi, jos kaikilla i on voimassa M; = ®(M]) jollekin kanavalle ® : L(K) — L(H).

Madritelméstd seuraa p; = tr[pM;] = tr[p®(M])] = tr[P.(p) M]], eli suureen M

mittaamisen tilassa p sijaan voidaan mitata M’ tilassa @.(p).

Maéritelma 3.6. Olkoon M ja M' kuten edellisessi mdadritelmdssd. M on esi-
prosessointipuhdas/ -maksimaalinen, jos M; = ®(M]) = M] = O(M;) joillekin

7

kanaville ® : L(K) — L(H) ja © : L(H) — L(K).

Viimeisené késiteltdvana optimaalisuuskriteerina on jélkiprosessointipuhtaus. Jélki-
prosessoinnilla tarkoitetaan mittaustulosten todennékoisyysjakauman késittelyd mit-

tausten suorittamisen jélkeen.

Maaritelmi 3.7. Suure M : 2% — L(H) on suureen M’ : 2% — L(H) jilkiprosessointi,

: Qo , N
jos kaikillai on voimassa M; = 3, pj

M, missi (pf;) on N'X N todenndkdisyysmat-

rusi eli matrisi, jolle pj; > 0 katkilla j,1 ja Zf\il pji = katkilla 1.

Maaritelméa 3.8. M on jalkiprosessointipuhdas/-maksimaalinen, jos

N N
M; = Zj:l pyM; = M = Zj:l pjiM;.

Jatkossa tullaan huomaamaan, ettd diskreetissé tapauksessa iso osa edelld méaéritel-
lyistd optimaalisuuskriteereistd toteutuu niin sanotuille asteen 1 suureille. Selven-

netadn vield, mita talla termilld tarkoitetaan.

Maaritelma 3.9. Suure M on asteen 1 suure jos dim M;(H) < 1 kaikilla 1.
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3.2 Optimaalisten suureiden luokittelu

Varsinkaan diskreetissé tapauksessa edelld esitellyt optimaalisuuskriteerit eivét ole
toisensa poissulkevia, vaan vaihtoehtoisia tapoja luokitella hyvid ominaisuuksia omaa-
via suureita. Taman kappaleen tarkoituksena on selventdéd optimaalisuuskriteerien
suhtautumista toisiinsa. Osoittautuu, ettd diskreetissd tapauksessa preparointi- ja
jélkiprosessointipuhtaat suureet muodostavat saman suurejoukon. Vastaavuutta ava-

taan lisdd kahden seuraavan lauseen todistuksissa.
Lause 3.1. M on preparointisuure, jos ja vain jos se on asteen 1 suure.

Todistus. ([5, Prop. 8]) Oletetaan ensin, ettd M on asteen 1 suure. Olkoon M-
instrumenttia vastaavan esiduaalikanavan Kraus-hajotelma Zi.(p) = >_; K;ipK};,
jolloin M; = T;(I) = >, K};Kj;. M oletettiin asteen 1 suureeksi, joten jokaista in-
deksid j kohti taytyy olla KJ; Kj; = k;M; jollekin 0 < k; < 1 siten, etté Zj k; = 1.

Kéyttamalld polaarihajotelmaa Kj; = Sj;| K| saadaan
Tlp) = ) KjipK;,
J
- Z Sjil Kjilpl K il S5
J

=D S \/K;iniP\/KﬁKﬁ Sji
;

= S5iv/kjiMip\/k;i M, S5,
j

=Y Siiv/kAiPip kAP S,
j
= k;AS;iPpPiS;,

J
=Y kMtr[pP] PS5,
J

missé \; on operaattorin M; ominaisarvo ja P; projektio vastaavaan ominaisavaruu-

teen. M oletettiin asteen 1 suureeksi, joten laskun jokaisella M; > 0 on tdsmélleen
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yksi nollasta poikkeava ominaisarvo \;. Lisdksi summan jokainen termi on positiivi-
nen operaattori ja tr[S;P;S;| = tr[Pj] = 1, joten M on preparointisuure.

Olkoon nyt M preparointisuure. Oletetaan, ettd suureen M aste on suurem-
pi kuin 1. T&lloin on olemassa operaattori M;, jonka ominaisavaruuden dimensio
on suurempi kuin 1. Olkoon M; = ZS( M) A P; tdmén operaattorin spektraalihajo-
telma. Spektri s(M;) voidaan hajottaa kahteen epatyhjadn osaan sq(M;), sa(M;),
joita vastaavat operaattorit M;; = Zs]-(M,-) AP, > 0. Selvasti My, + My, = M,
s(M;1) = s1(M;) ja s(Mya) = so(M;). Madritelladn vield operaatiot ®;;, = tr[-M;;]¢;,
missid j = 1,2 ja &, & ovat lineaarisesti riippumattomia tiloja. Nyt tr[p(®;1 (1) +
Oin(1))] = trltr[pMy]& + tr[pMis]&s] = tr[pM;] kaikilla p € S(H) joten ®,;(I) =
D1 (I) + yo(I) = M;. Toisaalta oletuksen perusteella on olemassa tila o; € S(H),
jolle tr[p(M;1 + M;s)|oi = @ii(p) = Pirs(p) + Pioi(p) = tr[pMi1]&1 + tr[pM;s]s, joten

o; =& = &. Tama on ristiriita, joten suureen M asteen taytyy olla 1. O
Lause 3.2. M on jdlkiprosessointipuhdas, jos ja vain jos M on asteen 1 suure.

Todistus. Oletetaan, ettd M on asteen 1 suure ja suureen M’ jalkiprosessointi. Koska
M on diskreetti, on olemassa yksikkvektorien joukko {¢;}Y, C H ja reaalilukujen
joukko {c;}Y,, joille ¢; € (0,1] ja M; = ¢;|é;){(ds]. Nyt cilgi) (@] = M; = Zj.\ilp;iM;,
mutta p’; > 0 kaikilla j, 4, joten M; = Zjvzllp;ZMj’ = b;M] jollain b; > 0. Toisaalta
nyt M’ on suureen M jalkiprosessointi, eli M on jalkiprosessointipuhdas.

Olkoon nyt M jalkiprosessointipuhdas. Jokainen operaattori M; € L(H) voi-
daan kirjoittaa muodossa M; = > 7" |dig) (dik] = D1y Nik|dir) (@i |, missé {@ix }ivy
muodostaa avaruuden M;(H) ortonormaalin kannan ja \; ovat operaattorin M;
ominaisarvot. Nyt voidaan muodostaa uusi suure M’ kaavalla M} = |d){d|.
Midritelmésté seuraa, etté suure M on suureen M! jilkiprosessointi. Toisaalta M
oletettiin jélkiprosessointipuhtaaksi, joten M*! on suureen M jilkiprosessointi, jolloin
M} = Zjvzl puM;, missé (p;;) muodostaa N x (32N | m;)-todenniksisyysmatriisin

jal=Fk+ " _ m, Koska p; > 0 kaikilla j,1, saadaan M}, = M; eli dim M;(H) =
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m; = 1 kaikilla 7. Nain ollen M on asteen 1 suure.

]

Jalkiprosessointipuhtaat, preparointi- ja asteen 1 suureet muodostavat saman
suurejoukon, joten tisté eteenpéin voidaan néité suureita késiteltdessa kayttaa pelkés-

tdan termié asteen 1 suure.

Lause 3.3. M on infotiydellinen suure jos ja vain jos operaattorien M; (komplek-

sisten) lineaarikombinaatioiden ultraheikko sulkeuma on L(H).

Todistus. ([1, Prop. 18.1]) Olkoon M infotdydellinen suure. Jokainen itseadjungoi-
tu jélkiluokkaoperaattori 7" € T,(H) voidaan esittédd tilojen p; € S(H) lineaa-
rikombinaationa 7' = Z?Zl cjpj, missd 0 # ¢; € C kaikilla j. Suureen M in-
fotdydellisyydesta seuraa, ettd jos tr[T'M;] = > 7, cjtr[p;M;] = 0 kaikilla i, niin
T =37, ¢cjpj = 0. Jokainen operaattori T € T(H) voidaan kirjoittaa itseadjungoi-
tujen jélkiluokkaoperaattorien summana 7' = > " | b;T;, missé b; € C kaikilla j, jo-
ten jos tr[T'M;] = 0 kaikilla ¢, niin 7" = 0. Toisaalta 7" = 0 jos ja vain jos tr[T'A] =0
kaikilla A € L(H). Néin ollen jokainen operaattori A € L(H) voidaan kirjoittaa
operaattorien M; kompleksisena lineaarikombinaationa eli £(H) on operaattorien
M; lineaarikombinaatioiden ultraheikko sulkeuma.

Olkoon nyt £(H) operaattorien M; lineaarikombinaatioiden ultraheikko sulkeu-
ma, T' € T(H) ja tr[T'M;] = 0 kaikilla 7. Télloin tr[TA] = 0 kaikilla A € L(H), joten
T = 0. Nyt kaikille tiloille py, ps € S(H) pitee py = po kun tr[p,M;] = tr[pyM;]

kaikilla 7, eli M on infotdydellinen suure. ]

Lause 3.4. Olkoon M; = ;" |dix)(dix| mddritelty kuten lauseen 3.2 todistuksessa.
Suure M on ekstremaalinen jos ja vain jos operaattorit |dix)(dy| (1 < i < N + 1,

1 <k,l <m;+ 1) ovat lineaarisesti risppumattomia.

Todistus. ([6, lause 2]) M ei ole ekstremaalinen suure jos ja vain jos on olemassa it-

seadjungoitu operaattorimitta D ja reaaliluku e > 0 siten, ettd M €D ovat molem-
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mat suureita. Ekvivalentisti yhtalolla M(Q) = I = M(Q) £ eD(Q) < SN, D; =0
on ei-triviaaleja ratkaisuja. Koska M + e¢D ovat molemmat suureita, taytyy olla
M+ eD > 0 & €|D|] < M. Téstd seuraa supp(D;) C supp(M;), joten jokainen
operaattori D; voidaan esittdd operaattorien |d;x)(d;| lineaarikombinaationa, jolloin
yhtalolla ZZ 1 ZZ w1 Dir|dir)(diy| = 0 on ei-triviaaleja ratkaisuja, eli operaattorit

|d;1) {d;| ovat lineaarisesti riippuvia. O
Lause 3.5. Jos M on ekstremaalinen infotdydellinen suure, se on asteen 1 suure.

Todistus. Ekstremaalisen ja infotdydellisen suureen méaaritelmien seurauksena

|{ M; }lm1 = d?, operaattorit M; ovat lineaarisesti riippumattomia ja miki tahan-
sa A € L(H) voidaan esittdd nididen operaattorien lineaarikombinaationa. Toisin
sanoen {M; } _, on vektoriavaruuden L£(H) kanta. Oletetaan, ettd on olemassa ope-

raattori M;, jolle dim (M;H) > 2. Valitaan avaruuden M;(#) ortonormaaliksi kan-

12|

naksi {¢;}7 M) jolloin operaattorit |¢;)(¢;| ovat ortogonaalisia ja {M; i1, ot

U
{|:) <¢1]}dlm MiH) o1 myés avaruuden L(H) kanta. Toisaalta oletuksen mukaan
dim (M;#H) > 2, joten ndmé kaksi avaruuden £(H) kantaa siséltavit eri méérén al-

kioita, mikéd on ristiriita. Siis dim (M;H) = 1 kaikilla i. O

Lause 3.6. M on esiprosessointipuhdas, jos ja vain jos se on arvonsa mddrddvd

suure.

Todistus. Olkoon M esiprosessointipuhdas ja p todennékoisyysmitta avaruudella
(92,29), jolle M ~ u. Mé&éritelldén projektiomitta P, : 2 — L(L?(u)), (P.(X)Y)(x) =
xx¢(x). L*(p) on separoituva Hilbertin avaruus, joten P, = ®(M) jollekin kana-
valle @ : L(H) — L(I*(p)) [7, lause 3b] . Téllsin kaikille p € S(L%(u)), X € 2%
on tx[pP,(X)] = trlp®(M(X))] = tr[@,(p)M(X)]. Olkoon px = u(X)?xx){xx
kun M (X) # 0. Selvisti px € S(L*(u)). Olkoon vield tilan @, (p) spektraalihajotel-
ma @, (p) = > | An|dn)(dnl, missd siis A, > 0 kaikillan <r+1,> " _ A, =1ja
(Sul6m) = e Nyt 1 = t[pPL(X)] = Xy An{on M (X)0), jolloin (| M (X)6n) =
1 ja Mo, = ¢, kaikille n < r 4 1.
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Oletetaan nyt, ettd jokaista M(X) # 0 kohti on olemassa vahintdén yksi yk-
sikkovektori ¢ € H, jolle M(X)p = ¢. Merkitddn projektiota joukkoa X vas-
taavaan ominaisavaruuteen symbolilla Pyx. Valitaan nyt jokaiselle ¢ < N 4 1 yk-
sikkovektori ¢; € Py, (H). Madritelldin operaattori R = Y°0 | [¢:)(¢4] ja kanava W
L(H) = L(RM), U(A) = RAR. Nyt U(M;) = RM;R = Y1, ;) (¢ Mioy;) (] =
|0:i) (Di| D) (Di] = | i) (:]. Tsté voidaan identifioida uusi projektiomitta P = W (M) :
2 — L(R(H)), P({x;}) = |¢i){(¢s|. Selviisti M < P, jolloin on olemassa ka-
nava U’ jolle M = W'(P) [7, lause 3b]. Oletetaan nyt, ettd M on jonkin suu-
reen M’ esiprosessointi, eli M = ®(M') kanavalle . Télloin P = ¥ o ®(M’) ja
M’ <« P, joten M' = ®'(P) jollekin kanavalle ®’ [7, lause 3b]. Toisaalta téstéd seuraa

M' = d&'(P) =@ o U(M), eli M on esiprosessointipuhdas. O

Lause 3.7. Suure M : 2% — L(H) on esiprosessointipuhdas, jos ja vain jos on
olemassa suljettu aliavaruus M C H, PVM P : 2% — L(M) ja POVM F : 2% —
L(M™) joille M(X) =0« P(X) =0 ja M(X) = P(X)® F(X) kaikilla X € 2°.

Todistus. Olkoon L*(u1) kuten edellisen lauseen todistuksessa. Oletetaan, ettd M
on esiprosessointipuhdas. Télloin se voidaan esiprosessoida kanavan ¢ : L(H) —
L(L?*(p)) avulla suureeksi P,, P, ~ M. Todistuksessa tarvitaan seuraavaa aputu-

losta.

Lemma 3.8. Olkoon ® : L(H) — L(K) kanava ja R kanavan tukiprojektio. Jos
A€ E(H) ja B(A) € P(K), niin RAR € P(H), RA = AR ja A= RAR + R*AR".

Todistus. Olkoon A € E(H), P(A) € P(K). Nyt ®(A) = ®(RAR) joten ®(RAR) =
O(RAR)? < ®(RARAR) eli ®(RAR — RARAR) < 0. Toisaalta RAR > RARAR,
joten ®(RAR — RARAR) = 0. Oletuksen mukaan ARA < A < [3; eli RARAR <
RAR, joten RAR = RARAR. Tisté puolestaan seuraa (RAR)? = RARAR = RAR,
jolloin RAR € P(H). Voidaan lisiksi paatelld ((I — R)AR)*((I — R)AR) = RA(I —
R)AR = 0 jolloin AR = RAR = (RAR)* = (AR)* = RA. Lopuksi kommutatiivi-
suudesta seuraa A = (R+ RY)A(R+ RY) = RAR+ RTAR*. O
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Aputuloksen perusteella on olemassa R € P(H), jolle ®(R) = I;2(,) ja M(X) =
RM(X)R+ R*M(X)R* kaikilla X € 2%, M(X) = 0, niin selviisti RM(X)R = 0.
Toisaalta jos RM(X)R = 0, niin P,(X) = ®(RM(X)R) = 0 joten pu(X) = 0 ja
M(X) = 0. M on haluttua muotoa, sillé voidaan valita M = R(H), P(-) = RM(-)R
ja F(-) = R*M(-)R*.

Olkoon nyt M lauseessa viitettyd muotoa. P on suureen M esiprosessointi, kana-
vaksi kelpaa esimerkiksi projektio aliavaruuteen M. Olkoon suure M’ : 2% — L(H')
suureen M esiprosessointi, jolle M’ ~ M ~ P. Té&llin M’ on suureen P esipro-
sessointi [7, lause 3b]. Koska kahden kanavan yhdiste on aina kanava, M’ on myos

suureen M esiprosessointi.

]

Tamén kappaleen tulosten perusteella voidaan erottaa kaksi alkiovierasta, useita
optimaalisuuskriteerejé tayttavada suurejoukkoa. Ensimméisen joukon muodostavat
esiprosessointipuhtaat asteen 1 suureet, jotka ovat itse asiassa asteen 1 projektio-
mittoja (koska t#llin lauseen 3.7. merkintdjd kiyttien M = H ja M+ = {0}).
Toinen mielenkiintoinen suurejoukko koostuu ekstremaalisista infotéydellisistd suu-
reista, jotka ovat aina myos asteen 1 suureita. Namaé kaksi joukkoa ovat alkiovieraita,
silld suure ei voi olla seké esiprosessointipuhdas etté infotdydellinen.

Suureiden optimaalisuuteen palataan luvussa 6, jossa tarkastellaan kovarians-
sin aiheuttamia lisdrajoitteita optimaalisten suureiden muodolle ja olemassaololle.
Ensin taytyy kuitenkin kdyda ldpi kovarianssin matemaattinen muotoilu mittaus-

teoriassa sekéd ryhmien esitysteoriaa, jolle tdmé muotoilu perustuu.
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4 Diskreettien ryhmien esitysteoriaa

Ryhmien esitysteoria on matematiikan haara, joka tutkii ryhmien toimintaa ja raken-
netta lineaarialgebran keinoin. Se on keskeinen osa kvanttimekaniikkaa ja etenkin
kovarianttien suureiden tutkimusta. Erityisen téarkeitd ovat fysikaalisen systeemin
symmetriaryhmén unitaariesitykset, indusoidut esitykset ja imprimitiivisysteemit.
Téassa luvussa kdydédan lapi diskreettien ryhmien esitysteorian perustuloksia, joita
tarvitaan suureiden kovarianssin yhteydessd. Lahdetédédn liikkeelle ryhméteorian ja
ryhmien esitysteorian méadritelmisté, jotka 16ytyvét esimerkiksi edelld mainitusta
Grilletin kirjasta [4, luvut 1.2 ja 2.3]. Tamén luvun ajan G on diskreetti ryhmé ja

) on tuttuun tapaan diskreetti joukko.

4.1 Ryhmiteorian méaidritelmia

Maaritelméa 4.1. Ryhmdan G keskus on joukko
Z(G)={9 € G: gh=hgkaikillah € G}.

Maaéritelmé 4.2. Alkion g € G sentralisaattori on joukko Z, = {h € G : gh = hg}.
Maéaritelméa 4.3. G on kommutatiivinen eli Abelin ryhmd, jos Z(G) = G.
Maiéritelmé 4.4. Alkion g € G konjugaattiluokka on joukko C, = {hgh™* : h € G}.

Maéritelmé 4.5. Ryhmdan G aliryhmdn H vasemmat (oikeat) sivuluokat ovat jouk-

koja gH ={gh: he H} (Hg={hg: he€ H}).

Maaritelmi 4.6. Ryhmdn G aliryhmd H on normaali, jos gH = Hg kaikilla g € G.

Normaalia aliryhmdad merkitiin H < G.
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4.2 Ryhméin operointi joukossa

Maaritelma 4.7. Ryhmdn G operointi joukossa 2 on kuvaus f : G x Q — €, jolle
ex = x identiteettialkiolla e € G ja (gh)xr = g(hz) kaikilla g,h € G. Jos ryhmdlle
G voidaan mddritelld toiminta joukossa ) sanotaan, ettd G operoi joukossa € ja )

on G-avaruus.
Maéritelméa 4.8. Alkion x € Q rata on joukko Og(x) = {gz : g € G}.
Maéaritelméa 4.9. Alkion x € Q stabilisaattori on joukko G, ={g € G : gxr = x}.

Lause 4.1. Oletetaan, ettd ryhmd G operoi joukossa 2. Olkoon xy € Q) ja g, € G

alkio, jolle x = gyxqo. Téllbin Gy = g.G g, kaikilla x € Og(xy).

Todistus. gr = x jos ja vain jos gg,To = g.%o eli g, '9g.To = To, joten g € G, jos ja

vain jos g, '9g, € G- Siis G, = 9,G,,9, " kaikilla x € Og(xg). O

Lause 4.2. Oletetaan, ettd ryhmda G toimii joukossa 2 ja valitaan jokaiselta radalta

alkio x, € ). Radat O4(z,) voidaan samaistaa sivuluokkien gG,, kanssa.

Todistus. Olkoon g € G ja h € G,,. Talléin (gh)z, = g(hz,) = gz, joten kuvaus

gz, — gG,, on bijektio. n

Maaritelma 4.10. G toimit joukossa €2 transitiivisesti, jos kaikille x,y € €1 on

olemassa g € G, jolle gr = y.

4.3 Yleisti esitysteoriaa

Ryhmien esitysteorian tarkoituksena on tutkia ryhmien toimintaa vektoriavaruuk-
sissa. Télla tavoin useita ryhméteorian ongelmia voidaan kisitelld lineaarialgebran
keinoin. Menetelmésta on usein hyotya, silld lineaarialgebra on monilta osin parem-
min tunnettua kuin ryhméteoria. Témé ja seuraava kappale perustuvat Etingofin et

al. esitysteoriaa késittelevéén oppikirjaan [8, luvut 2.3, 4.2 - 4.7].
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Maaritelma 4.11. Ryhmdin G esitys on jarjestetty pari (V,o), missi V' on vekto-
riavaruus, o : G — End(V') on homomorfismi ja End(V') on vektoriavaruuden V

endomorfismien muodostama ryhmd.

Jos esityksessi kéytetty homomorfismi o on selvd konstekstista tai sen eksplisiit-
tiselld rakenteella ei ole tilanteen kannalta merkitystd, merkitdén esitysta lyhyesti
pelkkéné vektoriavaruuena V. Toisinaan saatetaan esityksestd kayttda myos alain-

deksimerkintéé V. Seuraavissa méadritelmissd G on ryhmé ja (V, o) sen esitys.

Maaritelma 4.12. Esityksen V' aliesitys on (vektori)aliavaruus W C 'V, jolle
o(g)(W) =W kaikilla g € G.

Maaritelma 4.13. V' on redusoitumaton esitys, jos silld ei ole aitoja ei-triviaaleja
aliesitysid eli jos sen ainoat aliesitykset ovat {0} ja V. Esitys on redusoituva, jos
se et ole redusoitumaton ja tdysin redusoituva, jos se hajoaa redusoitumattomien

esitysten suoraksi summaksi.

Maéritelmi 4.14. V on hajoamaton esitys, jos V- 2 Vi@V, millekddan ei-triviaaleille

esityksille Vi, Vo C V. Esitys on hajoava, jos se ei ole hajoamaton.

On selvid, ettd redusoitumattomat esitykset ovat myos hajoamattomia. Huomat-
takoon kuitenkin, ettd sama ei péade toisinpédin. Esitys voi nimittédin olla tietyissa
tilanteissa hajoamaton, mutta redusoituva [8, esim. 2.3.14.]. Téllaisiin tilanteisiin ei
kuitenkaan tormétéd tdméan tutkielman aihepiirissé. Jatkossa jokaisen esityksen vek-
toriavaruudeksi oletetaan separoituva kompleksinen Hilbertin avaruus, ellei toisin

mainita.

Madritelma 4.15. Ryhmin G esitysten (Vi,01) ja (Va, 02) vilinen homomorfismi
on rajoitettu lineaarikuvaus ¢ : Vi — Va, jolle ¢po1(g) = o02(9)¢ kaikilla g € G.
Esitysten (Vi,01) ja (Va, 02) vdlisten homomorfismien joukkoa merkitiin €(oy, 02)

tai €(oy) kun o1 = os.
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Maiaritelma 4.16. Olkoon G ryhmd. Luokkafunktio on funktio f : G — C, jonka

arvo riippuu vain konjugaattiluokasta, eli f(aga™") = f(g) kaikille g,a € G.

Ryhméan G luokkafunktioiden f : G — C joukkoa merkitdén téstd eteenpéin
symbolilla C(G, C). Luokkafunktioiden hyddyllisen osajoukon muodostavat esityk-

sen karakterit.

Maaritelma 4.17. FEsityksen (H, o) karakteri on kuvaus xy : G — C,

xu(g) = tr[o(g)].

Seuraava Schurin lauseena tunnettu perustulos kertoo, miten redusoitumattomat

esitykset vaikuttavat esitysten vilisten homomorfismien rakenteeseen.

Lause 4.3. (Schur) Olkoon Hy, Hs ryhmdin G esityksid ja ¢ : Hi — Ha ei-triviaali
homomorfismi. Jos Hi on redusoitumaton, niin ¢ on injektiivinen ja jos Hs on

redusoitumaton, niin ¢ on surjektiivinen.

Todistus. Olkoon H; redusoitumaton. Ker ¢ C H; on esityksen H; aliesitys, mutta
Ker¢ # H; koska ¢ on ei-triviaali, joten redusoitumattomuudesta seuraa Ker ¢ = 0
eli ¢ on injektiivinen.

Olkoon nyt Hs redusoitumaton. Selvésti Im¢ C H, on esityksen Hs aliesitys ja

Im ¢ # 0, joten Im ¢ = Hs eli ¢ on surjektiivinen. O]

Téassa tutkielmassa kiytettyjen esitysten skalaarikuntana on aina C, joka on al-
gebrallisesti suljettu. Téllaisille esityksille saadaan Schurin lemmasta hieman vah-

vempi versio.

Seuraus 4.3.1. Olkoon H ryhmdin G redusoitumaton ddrellisulotteinen esitys ja

¢ : H — H homomorfismi. Tdlloin ¢ = N, missi X € C.

Todistus. Olkoon A kuvauksen ¢ ominaisarvo. Se on olemassa, koska H on &dérellis-
ulotteinen ja C on algebrallisesti suljettu. Nyt Ker(¢ — AI) # {0}, joten Schurin

lauseen perusteella Ker(¢p — AI) = H. O
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Adrellisten ryhmien esityksille ja luokkafunktioille on olemassa useita esitysten
analysoinnin kannalta hyodyllisid tuloksia. Seuraavassa esitellédén karakterien ja esi-
tysten ortogonaalisuusrelaatioita sekd ryhmén kertaluvun ja redusoitumattoman esi-

tyksen dimension vélistd suhdetta.

Lause 4.4. Maddritellidn sisitulo avaruudessa C(G,C) kaavalla
1 _
(f1, fo)a = @ deG fi1(g)f2(g). Jos H, K ovat redusoitumattomia esityksii, niin

(x#s xc)a =1 kun H =2 K ja (xu, xc)e = 0 kun H 2 K.

Todistus. ([9, lause 5.3]) Maéritellddn homomorfismi f* : H — K kaavalla f* =
Y vec oxc(@™h) foy (), missé f : H — K on homomorfismi.

Olkoon H 2 K, {¢;}; avaruuden H ja {1;}; avaruuden K ortonormaali kanta.
Schurin lauseen perusteella f* on triviaali kuvaus kaikilla homomorfismeilla f. Vali-
taan homomorfismiksi f = 37, ; fi; = >, [i) (] jolloin f = 37 ox(x7") fijon(x).
Talloin

D @) =) Y (ilow(a i) (dlon(x);)

zeG zeG 1,5

= _(Wilf55)
=0

Olkoon nyt H = K. Isomorfisille esityksille on voimassa oy = M 'ox M, missi
M € G Lgim#(C). Néin ollen isomorfisilla esityksilla on tédsmaélleen samat karakterit.
Nyt > co Xn(@)xc () = 2 ,cq xm (@) xa(x). Schurin lauseen perusteella f* = AT
kaikilla homomorfismeilla f. Kuvaukset f; ja f;; voidaan siis méaéritelld kuten edelld,

mutta kuvauksina ‘H — H. Voidaan vieldpi valita f = f;;, jolloin
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Adim H = tr[f7]

—ZZ Orloa(z7 1) ¢3) (05l om () dr)

zeG k

= |Gltr[|d:)(¢;]]
=[G4y
ja

Dl (@) =) Y (dilou(a e (d5lom(2)e;)

zeCG z€G 1,j

= _(@ilf565)
- Z<¢z |G|

= |Gl

)

]

Lause 4.5. Olkoon G ryhmd ja Z, C G alkion g € G sentralisaattori. Olkoon
lisiksi h € G ja {H;}ier ryhmin G redusoitumattomien esitysten joukko. Tdlloin

Yoicr X1 (@)X, (h) = |Zg| kun g ja h kuuluvat samaan konjugaattiluokkaan ja 0

muulloin.

Todistus. ([9, lause 5.3 ja 8, huomio 4.5.5]) Olkoon {g;}%_, jokin ryhmén G konju-

gaattiluokkien edustajisto. Edellisen lauseen perusteella

ZX?—L 9)xn,.(9) = |G|

geG

& > x99 9)IG1/ 12, = |G

j=1

&Y o (9)x0(9) /125, = 1,
j=1
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kan H; = Hi ja d - o 1, (9)x#, (9) = 0 kun H; 2 Hy.. Olkoon nyt U = (xz,(95)
/ \/]Z—gj| )ij matriisi, jonka rivejd luetteloivat ryhmén G keskenéén ei-isomorfiset re-
dusoitumattomat esitykset ja sarakkeita luetteloivat konjugaattiluokkien edustajat
g;. Edelld olevan laskun perusteella matriisin U rivit ovat ortonormaalit. Koska tar-
kasteltava ryhmé on &dérellinen, ovat redusoitumattomat esitykset dérellisulotteisia,
joten U on itse asiassa unitaarinen matriisi. Tall6in my6s matriisin U sarakkeet ovat

ortonormaalit, misté véite seuraa. O

Seuraavan lauseen todistuksessa tarvitaan ykkosenjuuren ja algebrallisen koko-
naisluvun késitteitd. Menemétté sen syvemmin algebrallisten lukujen teoriaan tode-
taan, ettéd algebrallinen kokonaisluku on jonkin kokonaislukukertoimisen paapolyno-
min (polynomi, jonka johtavan termin kerroin on 1) juuri. Kertalukua n oleva
ykkosenjuuri on miké tahansa luku x € C, jolle 2 = 1. Kunnan C karakteristi-
ka on 0 ja se on algebrallisesti suljettu, joten kertaluvun n ykkdsenjuuria on aina n

kappaletta.

Lause 4.6. Olkoon G ddrellinen ryhmda, Z(G) sen keskus ja (H, o) ddrellisulotteinen

redusoitumaton esitys. Tdlloin dim H jakaa luvun |G = Z(G)|.

Todistus. ([9, lause 22.1]) Olkoot C4,...,C, ryhmén G konjugaattiluokat ja x; €
Ci, |Ci| = h; kaikilla 1 < ¢ < h. Maéritellddn ekvivalenssirelaatio ~ konjugaatti-
luokille seuraavasti: C; ~ C; jos ja vain jos C; = zC; jollekin z € Z(G). Olkoon ¢t
niiden ekvivalenssiluokkien lukumaééri, joissa on |Z| konjugaattiluokkaa ja olkoon o
injektiivinen. Nyt kaikille ekvivalenssiluokille [Cf], joissa on véhemmén kuin |Z(G)|
alkiota, taytyy olla C,, = 2C,, jollain z € Z(G),z # 1. Talloin myos o(z) = .1
jollain A, € C, joten x(z;) = x(zx;) = A\, x(x;). Toisaalta kuvauksen o injektiivi-
syydesti seuraa A\, # 1, joten x(z;) = 0. Yhdistamalla tdmé ehto ortogonaalisuus-
relaatioihin (lauseet 4.4 ja 4.5) saadaan |G| = 3" [x(2)]> = S, hilx(z:)]? =
SO R x (2> = S0 1Z(O) iz x (i zie)) X (T 26 )- Lauseen [viite] perus-

teella h;z(q) X(xi|Z(G)|) = dim Ha;, misséd luvut a; ovat algebrallisia kokonaislukuja.
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Tallsin myds Y'_, | Z(G)|eix(ziz)) = |G|/(|Z]dim H) = |G : Z|/dim H on al-
gebrallinen kokonaisluku. Se on myds rationaaliluku, joten dim H | |G : Z].
Oletetaan nyt, ettd o ei ole injektiivinen. Jos Ker ¢ = K, niin dim H | |G/K :
Z(G/K)|. (Z(G)K)/K < Z(G/K) joten dim H | |G/K : Z(G)K/K)|, |G/K -
Z(G)K/K)|||G: Z(G)K|ja |G: Z(G) x K|||G: Z(G)| elidimH | |G : Z(G)|. O

4.4 Unitaariesitykset

Maédritelma 4.18. (H, o) on unitaariesitys, jos kuvaukset o(g) ovat unitaarisia eli

(o(g)vlo(g)w) = (v|w) kaikilla v,w € H,g € G.
Lause 4.7. Adrellisulotteinen unitaariesitys on tiysin redusoituva.

Todistus. Olkoon H ryhméan G &éirellisulotteinen unitaariesitys. Jos K C H on
aliesitys, niin esityksen unitaarisuuden perusteella myos K C H on aliesitys ja

H =K @ K+. Aliesitys K oli mielivaltainen, joten viite seuraa. O]

Unitaariesitykset ovat térkeitd kvanttimekaniikassa, silla Hilbertin avaruuden ra-
joitetut unitaarioperaattorit ovat tdsmaélleen avaruuden isometriset surjektiot. Tésta
seuraa, etté systeemin symmetriaryhmén unitaariesityksissé systeemin tilat kuvau-
tuvat aina tiloiksi ja jokaisen tilan alkukuva on aina tila. Toisin sanoen, kvanttime-

kaniikan matemaattinen todennékoisyysrakenne ei rikkoudu.

4.5 Projektiiviset esitykset

Usein kvanttimekaanisen systeemin symmetriaryhmén esityksia tutkittaessa ollaan
kiinnostuttu operaattorien yleisesté rakenteesta, eikd operaattorien skalaarikertoi-
milla ole juurikaan vélia. Jattdmaélla huomiotta operaattorien mahdolliset komplek-
silukukertoimet paadytdan projektiivisiin esityksiin.

Lauseen 4.6 heikompi, mutta silti varsin hyodyllinen versio dimH | |G| on voimas-

sa myo0s projektiivisille esityksille, mutta niille edelld esitetty todistus ei yksin riita,



36

silla kuvaus o : G — End(H) el valttamétta ole homomorfismi. Lausetta 4.6 tar-
vitaan aputuloksena, mutta todistus on kokonaisuudessaan pidempi ja tyoldampi.
Tamén kappaleen paatarkoituksena onkin yleistdé redusoitumattomien esitysten di-
mension ja ryhmén kertaluvun vélinen suhde projektiivisille esityksille. Kappaleessa

seurataan Dornhoffin esitysteoriaa kisittelevin kirjan [9] lukua 25.

Maaritelma 4.19. (H, o) on projektiivinen esitys, jos kaikilla x,y € G on voimassa
o(x)o(y) = a(z,y)o(zy) jollekin a(x,y) € C.

Lause 4.8. Olkoon H ryhmdn G projektiivinen esitys. Tdlloin

alz,yz)aly, z) = a(z, y)a(ry, z)

Todistus.

a(z,y2)aly, 2)I = o(x)o(yz)o(ryz) " aly, 2)

= o(2)o(y)o(2)o(zyz) "

= a(z,y)o(zy)o(2)o(vyz)™
= a(z, y)a(zy, 2)1

O
Maaritelméa 4.20. Projektiiviset esitykset Hi ja Ho ovat ekvivalentit, jos on ole-
massa unitaarikuvaus [ : Hy — Ha ja funktio c : G — C, joille o1(x) = c(x) foa(x) f
kaikilla x € G.
Lause 4.9. Olkoon H ja Hs ekvivalentteja projektiivisia esityksia. Tdlloin oq(z,y) =
c(z)e(y)e(zy) " as (@, y).
Todistus.

ar(z,y)I = 01(@01(9)01(%(@)71

= c(z) [ oo () fely) f oo (y) felay) ™ [ oa(zy) ' f
= c(x)e(y)e(zy) " floo(e,y) f

= c(x)c(y)e(zy) ooz, y)I
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]

Maédritelma 4.21. Funktio o : G x G — C\ {0} on kertojafunktio, jos se toteuttaa
lauseen 4.8 kaavan. Kaksi ryhmdn G kertojafunktiota o ja 3 ovat ekvivalentit, jos

ne toteuttavat lauseen 4.9 kaavan jollain ¢ : G — C.

Maédritelma 4.22. Ryhmdn G Schur-kertoja on ekvivalenssiluokkien [a] muodos-

tama Abelin ryhm.

Edellisen méaaritelman mukainen ryhmé on hyvin mééaritelty, kun tulo-operaatioksi

valitaan [o] - [f] = [af], missd (af)(x,y) = a(z,y)B(x,y).

Lause 4.10. Olkoon (H,o) ddrellisen ryhmdan G redusoitumaton projektiivinen esi-

tys. Talloin dim H jakaa ryhmdn kertaluvun |G|.

Todistus. Olkoon M ryhmén G Schur-kertoja. M on &érellinen Abelin ryhmé, joten
M = ([a1]) ... {[aq]) ja jokaisella alkiolla [o;] on dérellinen kertaluku e;. Todistuk-

sessa tarvitaan seuraavaa aputulosta.

Lemma 4.11. Olkoon M kuten edelli ja ekvivalenssiluokan [o] € M kertaluku e.
Talloin on olemassa o € [a] jolle kaikilla x,y € G luvut oz, y) ovat kertaluvun e

ykkdsenjuuria.

Todistus. Olkoon ekvivalenssiluokan [a] € M kertaluku e. Talloin on olemassa
funktio a : G — C\ {0} jolle a(z,y)® = a(z)a(y)a(xy)~!. Olkoon lisiksi b :
G — C\ {0} funktio jolle a(z)b(z)® = 1. Nyt a(x,y)b(z)b(y)b(xy)~! € [a] ja
(a(z,y)b(x)b(y)b(zy) 1) = a(x)b(x)a(y)b(y)a(zy) *b(zy)~¢ = 1 eli ekvivalens-
siluokasta [a] voidaan valita o, jonka arvot o'(z,y) € C\ {0} ovat kertaluvun e

ykkosenjuuria kaikilla z,y € G. m

Lemmasta seuraa, ettd kaikilla ¢ funktioiden «a; arvojen voidaan olettaa koos-

tuvan pelkéstaan kertaluvun e; ykkosenjuurista. Arvot ovat siis muotoa «o;(z,y) =
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,yzh (ac,y)

, missd y; on primitiivinen ykkosenjuuri ja 0 < n;(x,y) < e;. Lisdksi voidaan
olettaa, ettd a;(1,1) = 1 kaikilla i.
Miiritelldén uusi funktio a : G x G — C kaavalla a(z,y) = []L,[a:]"C).

Maaritelmésta seuraa a € M ja

d
a(x,yz)a(x,y) = H[ai]”i(%yz)m(yz)

i=1
d
_ H[ai]m(&y)m(ﬂcyz)

=1

= a(x,y)a(ry, 2)

Lisaksi 1 = o4(1,1) = %m(l’l), joten n;(1,1) = 0 kaikilla i. Tésté puolestaan seuraa
a(1,1) = 1jolloin a(x, 1) = a(x,1)a(z, 1), a(1,z)a(l,z) = a(1,x) jaa(z,)a(z™t, z) =
a(z,z7Ya(l,z). Toisaalta M on Abelin ryhmé, joten a(z,1) = a(l,z) = 1 ja

) =a(z, 7).

a(x
Joukko H = {(z,m) : = € G,m € M} muodostaa ryhmén tulo-operaation
(x,m)(y,n) = (zy,a(z,y)mn) suhteen. TAmén ryhmén neutraalialkio on (1,1).
Liséksi N = {(1,m) : m € M} on ryhmén H keskuksen aliryhmé (N < Z(H)), joten
M ja N ovat isomorfiset. Jos h, = (z, 1), niin h,hy, = (zy, a(z,y)) = (zy, 1)(1,a(z,y)) =
hay(1,a(z,y)) eli ¢(z) = h, N on isomorfismi ¢ : G — H/N ja H on ryhmén G niin
sanottu keskuslaajennus.
Olkoon nyt (H,0p) miké tahansa ryhmén G redusoitumaton projektiivinen esi-
tys. Madritelladn esityksen (#H, o) kanssa ekvivalentti projektiivinen esitys (H, o)
kaavalla o(x) = c(z) o (z)o, missi ¢ : G — C. Esitykselld (H,00) on kertojafunk-

tiona []%_, [a]" joillain kokonaisluvuilla I;. Maritellién vield kuvaus & : H — L£(H)
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kaavalla 7 ((z, H?Zl[ai]ui)) = H?Zl it (x). Nyt

d d d
7((w, [Tl N (v [ Jlod™)) = [T o@)o(w)
=[] e(z) " ely) oo ()00 (y)
'L:dl ]
= [ ele)e(y) ™ [ [l e@)ety)e(ey) " oo(ay)
_ ﬁ,yi(ui“r’l}i“!‘m(xvy))lio_(xy)
= 5((xy, H[ai]uﬁvﬂrm(%y)))
= 5-(('17:97 a(m, y) H[ai]ui+vi))a

joten (H,c) on ryhmén H (tavallinen) redusoitumaton esitys. Lisiksi o(1)o(1) =
[T fadl o (1), a((1L T fad®)) = T, 220 (1) ja 6((z, 1)) = o(x), joten & saa-
daan itse asiassa "nostamalla”esitys o ryhmén H esitykseksi. Lauseen 4.4 nojal-
la esitykselle (#,5) on voimassa dim H | |H : Z(H)|. Toisaalta edelld osoitettiin

G = H/N, missi N < Z(H), joten |H : Z(H)| | |G| ja lopuksi dim H | |G|. O

Projektiiviset esitykset tulevat kdyttoon kovariantteja suureita tutkittaessa. Ne
ovat luonnollinen tapa kuvailla systeemin symmetriaryhmén ei-kommutatiivisen ali-
ryhmén indusoituja esityksid. Kvanttimekaniikassa yleisin téllainen esitys on Hilber-

tin avaruuden H projektiivisten unitaarioperaattorien ryhma PU(H) = U(H)/U(1).

4.6 Rajoittuma ja indusoidut esitykset

Imprimitiivisysteemien yhteydessé tédrkedksi menetelméksi muodostuu ryhmén esi-
tyksen konstruoiminen jonkin aliryhmén esityksesta. Téllaisia tilanteita varten maéri-

telldén esityksen rajoittuma ja indusoitu esitys [8, luku 5.8].

Maéaritelma 4.23. FEsityksen (H, o) rajoittuma aliryhmdin H < G on
ResGH = (H,0lu).
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Maaritelméa 4.24. Aliryhmdan H < G esityksen (H, o)indusoima ryhmdn G esitys
onIndSH = ({f : G = H: f(hx) = o(h)f(z) kaikillaz € G,h € H},p), missi

p(g9)f(z) = f(zg) kaikille g € G.

Seuraava lause liittda yhteen luokkafunktioiden rajoitetut ja indusoidut versiot

8, lause 5.9.1].

Lause 4.12. (Frobenius-kaava) Olkoon G ddrellinen ryhmd, H < G ja (H,o0)
ryhmdn H redusoitumaton esitys. Indusoidun esityksen karakteri saadaan kaavasta
1§ \(0) = (37 Cacciape-ren Vulaga™).

Todistus. Olkoon |G : H| = t, {mi}!_, ryhmén H (oikeiden) sivuluokkien joukko,
{x;}t_, jokin sivuluokkien 7; edustajisto ja H; = {f € Ind%H : f(g) = Okung ¢ 7;}.
Selvisti IndSH = @', H; joten Ind% s (g) = Xmag#(9) = S xn,(g). Sivuluokat
ovat alkiovieraita, joten y#,(g) = 0 kun 7, # 7; ja toisaalta z;gz;' € H, kun
xr; € 7; ja ;g = 7;. Indusoidun esityksen médritelméistd seuraa, ettd arvot f(x;)
midradvit kuvauksen f € Ind% kokonaan. Néin ollen voidaan médritelld isomorfismi

a: Hi = H kaavalla a(f) = f(2:). Nyt a(p(g)f) = f(2:9) = o(wiga; )l f). joten

x#:(9) = trla; [p(9)]

= trly, [a” " p(g)al

= tr|y [a(xigxi_l)]
= xu(zigz; ")

ja

—d X e

a€G,aga—1cH
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Lause 4.13. (Frobenius-vastaavuus) [9, lause 9.4¢] Olkoon G ddrellinen ryhmd,

H <G jaacC(HC),BeC(GC). Tilgin (IndSa, B)g = (a, Rest ) .

Todistus. Edella méaritellyn luokkafunktioiden sisétulon lineaarisuus- ja antilineaa-
risuusominaisuuksien seké karakterien ortogonaalisuuden perusteella riittaé todistaa
viite redusoitumattomien esitysten karaktereille. Olkoon siis H; ryhméan H ja H,

ryhmén G redusoitumaton esitys. Nyt

1 _
(Ind§XH17 XHQ)G = @ Z Ind%XHl (g)XHz (g 1)

geG
1 1 _ _
e > T > xaulhgh )XY
geG heG,hgh—teH

S X lheh (e ™))

9€G heG,hgh—1eH

= |G|1|H| Z Z XHq (a)XHQ (a_1>

geG acH

1 _
= m Z Xm(a)Reng;ﬁ(a D)

acH

= (X2,, ResS X, )
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5 Suureiden kovarianssi

Luvussa tarkastellaan kovarianssin merkitysté fysikaalisen teorian jarkevyyden kan-
nalta ja esitelldén diskreettien suureiden kovarianssin tutkimisessa tarvittava mate-
maattinen koneisto. Tdmén koneiston keskitssé ovat ryhmien indusoidut unitaarie-
sitykset ja imprimitiivisysteemeiksi kutsutut rakenteet, joita koskevia perustuloksia
luvussa myos esitetdén. Ellei toisin mainita, koko tdmén luvun ajan G on diskreetti
(el vélttaméatta dadrellinen) ryhmé, H < G sen aliryhmé ja Q kvanttimekaaniseen
systeemiin liittyvd mittaustulosten arvoavaruus, jossa G operoi. Lisédksi kaikki esi-
tykset oletetaan unitaarisiksi, joten unitaariesitysten sijaan puhutaan pelkéstdan

esityksisté.

5.1 Fysikaalinen ldhtokohta

Fysiikan teorioissa kovarianssi tarkoittaa kdytdnnossa oletusta, jonka mukaan fysii-
kan lait ovat kaikille havaitsijoille samat, eikd mikédén koordinaatisto ole erityisa-
semassa. Teoria on esimerkiksi Galilei-kovariantti, mikéli sen ennustamat mittaus-
tulokset eivét riipu havaitsijan paikasta, asennosta tai nopeudesta. Matemaattises-
sa mielessd kovarianssi redusoituu eréisiin sdéntoihin, joiden mukaan fysiikan lait
muuntuvat koordinaatiston muunnoksissa.

Mittausteoriassa kovarianssissa on kyse mittaustuloksia kuvaavien todenn&koi-
syysmittojen tietynlaisesta muuntumisesta tutkittavan systeemin symmetriamuun-
noksissa. Symmetriamuunnokset voidaan puolestaan ndhdé systeemin puhtaiden ti-
lojen automorfismeina eli kuvauksina, jotka permutoivat puhtaita tiloja keskenédan
ja sdilyttavit tilojen véliset ehdolliset todennikoisyydet [10]. Wignerin lauseena
tunnettu tulos kertoo, milla tavalla systeemin tilat muuntuvat téllaisissa automor-

fismeissa.
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Lause 5.1 (Wigner). Olkoon P systeemin puhtaiden tilojen ja Aut(P) puhtaiden
tilojen automorfismien joukko. Puhtaiden tilojen automorfismeilla tarkoitetaan bi-
jektioita ® : P — P, joille tr[®(p1)P(p2)] = tr[p1p2] kaikilla py, po € P. Tallsin
jokainen ® € Aut(P) on muotoa ®(p) = UpU* jollain ryhmdn U(1) muunnoksia

vaille yksikdsitteiselld unitaari- tai antiunitaarioperaattorilla U : H — H.

Todistus. ([10, lause 3.1]) Olkoon ® € Aut(P),0 #w € Hja O, ={¢ € H : (w|p) >
0}. Selvisti ¢1 + ¢ € Oy, ja Apy € O, kun ¢1, ¢ € O, ja A > 0. Olkoon p,, € P(H)
projektio vektorin w virittdmaélle yksidimensioselle aliavaruudelle ja olkoon w’ vektori
projektion ®(p,,) ominaisavaruudessa, jolle ||'|| = ||w]|.

Rakennetaan seuraavaksi autoformismin ® kanssa samankaltaisen rakenteen omaa-
va normin séilyttava lineaarioperaattori 1, : O, — O.. Kaikille ¢ € O, on ole-
massa yksikésitteinen ¢ € Oy, jolle ®(py) = py ja ||@|| = ||¢||. Médritelladn kuvaus
T, : O, — O kaavalla T, = ). Erityisesti T ,w = w’. Maaritelméista seuraa
vélittomésti, ettd T, on normin siilyttiva ja (positiivisten reaalilukujen) suhteen
homogeeninen kuvaus seké pr, o = ©(py)-

Todistetaan vield kuvauksen T, additiivisuus. Olkoon ¢, ¢o € O,,. Oletetaan
ensin vektorit ¢; (missé ¢ = 1, 2) lineaarisesti riippuvaisiksi toisistaan. T&ll6in joukon

O, maaritelmésta seuraa ¢ = A jollekin A € R, jolloin

Tw(¢1 + ¢2) = Tw(()‘ + 1)¢2)
=N+ 1T, 09

= w¢1 + Tw¢2

Oletetaan nyt vektorit ¢; lineaarisesti riippumattomiksi. (7,¢;|1)) = 0 jollain ¢ € H
jos ja vain jos (¢;]1)’) kaikilla 1)’ € ®~1(py,). Toisaalta télldin myds (T,,(d1 + o) [t0) =
0, joten T,,(¢1 + ¢2) = 21Td1 + 22T, joillakin zq, 2z € C.

Vektorien ¢; virittdméasta avaruudesta voidaan valita kaksi yksikésitteistd vek-
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toria 6;, joille (0;|¢;) = 6;;. Vektorit ovat

g, — (0;]0:)0: — (D)]9:) 9
" (D050 (5105) — (D|0i) (dilos)

Olkoon 0; € H kaksi vektoria, joille [|0;]| = [|6:[| ja pg = ®(ps,). Merkitddn vield

¢ = @1+ ¢, jolloin

1= (¢[6:)
= [(¢16:)[*
= (Tolon)*

= |Zi‘2?

joten z; € U(1). Liséksi

(Wlgr) + (wlg2) = [(wl9)]
= [(W'[T..0)]
= 21(W'[Tos¢n) + 22(w'[To¢2)

= z1(w|g1) + z2(w|p2)

joten

(W[d1) + (wld2) = |21(w]P1) + z2(w|P2)]
< [z1{w|d1)| + [22{w]d2)|
= (w|¢1) + (w|d2)

jolloin z3{(w|¢p1) = Aza(w|p2) jollain A € R.

Nyt 0 < z1(w|p1) + za(w|da) = (A + 1)z9(w|pe), joten Im(zy) = 0. Vektorit ¢;
olivat mielivaltaisia, joten ehdosta (w|d1) + (w|de) = 21 {w|d1) + 22{w|ps) seuraa nyt
z1 = z9 = 1, miké todistaa operaattorin T,, lineaarisuuden.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd mille tahansa vektorille 0 # ¢ € H pétee T}, = 27T,

(missé z € U(1)) kaikilla ¢ € O, N Oy. Olkoon ¢ € O, N O,. Ehdosta pr,4 = P(py)
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seuraa Tyop = f(¢)T,¢, missd f : H — U(1). Riittdd siis todistaa kuvauksen f
olevan vakio joukossa O, N Oy.

Olkoon A > 0. Talloin

A (AR T,h = fF(AD)T(A@)
=Ty( o)
= ATyo

joten f(Ap) = f(¢) kaikilla A > 0. Olkoon nyt ¢1, ¢2 € O, N Oy, kaksi lineaarisesti

riippumatonta vektoria ja vektorit 6;, 6. maaritelty kuten edelld. Nyt

F(@1) = (f(01)Tutr + f(¢2) Tha|6r)
= (Ty(¢1 + $2)167)
= (f(d1+ ¢2)T(d1 + $2)[6})
= f(¢1 + ¢2),

eli f(¢1+¢2) = f(¢1) mille tahansa lineaarisesti riippumattomille ¢y, o € O, NOy.
Kuvaus f: H — U(1) on siis vakio joukossa O, N Oy.

Muodostetaan seuraavaksi unitaari- tai antiunitaarioperaattori kuvauksen T,
avulla. Olkoon M = (W), M’ = (W) ja kuvaus S : M — M’ miéritelty kaa-
valla S¢ = T4 40, kun ¢ # 0 ja S¢ = 0, kun ¢ = 0. Todistuksen edellisen osan
perusteella voidaan olettaa T, 4w = w'. Operaattori S on hyvin mééritelty, silld
¢ € Oyt kaikilla 0 # ¢ € M ja kaikilla ¢, v € M pétee 1,14 = Tty joukossa
Ouwtp N Ot

Tehd&én lyhyt vélihuomio. Jos ¢y, ¢o € Oy, niin [T, (1 + ¢2)||> = ||d1 + ¢ol?
eli (To,01|Tip2) + (12| Tud1) = (d1]d2) + (P2|¢1), joten joko (To,d1[Tu¢2) = (¢1]¢2)
tai (T,,01|T0¢2) = (2| ¢1).

Jatketaan todistusta. Osoitetaan, etté jos (T,,¢01|T,¢2) = (¢1|p2), niin S on uni-
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taarinen ja jos (T,,¢1|T,¢2) = (¢P2|¢1), niin S on antiunitaarinen. Todistukset ete-
nevit samalla tavoin, joten pelkéstddn unitaarisen tapauksen todistaminen riittaa.
Aloitetaan operaattorin S homogeenisuudesta. Olkoon ¢ € M ja A € C. Jos
A¢ = 0, niin selvésti S(A¢) = AS¢. Oletetaan siis A¢ # 0. Nyt
[[w]l* + A @l[* = (w + Adlw + )
= (Tu(w + A)[To(w + )
= (Tosrs(w + A0 Torp(w + @)
= (W' 4+ S(A\)|w' + S¢)
= |l/II* + (S(A)|S¢)
ja koska oletuksen perusteella [|w'|| = ||w]|, niin \*||¢]]> = (S(Ag)|S¢). Toisaalta
PS(d) = PTuiare) = Ploag) = P(pg), joten S(Ap) = 2S¢ jollain z € C. Nyt
M6l = (S(A@)|SP) = 2*||So||> = 2*||¢]|?, joten S on homogeeninen.
Todistetaan seuraavaksi additiivisuus. Olkoon ¢q, ¢o € M lineaarisesti riippu-
mattomat (lineaarisesti toisistaan riippuville vektoreille additiivisuus seuraa homo-

geenisuudestd) ja olkoon 6, 65 kuten edell.

S(¢1+ ¢2) = Tirgy 15 (01 + B2)
= Toor0,+6,(P1 + ¢2)
= Tt 0140, 01 + Lot 0,40, 02
=Towr0,01 + Tior0,92

= S¢1 + Sngv

joten S on additiivinen.

T&h&n mennessi on osoitettu kuvauksen S olevan lineaarioperaattori. Se on myds
isometria, silld ||S¢||? = [|Tu149!1* = [|Twol|? = ||4])* kaikilla ¢ € M. Todistetaan
vield surjektiivisuus. Olkoon 0 # ¢ € M'. Automorfismina ® on surjektio, joten on
olemassa yksikkovektori ¢ € M, jolle ®(p,) = py. Seuraa S¢ = Ay jollekin A € C.

Toisaalta ||¢]| = 1 joten myds ||S¢|| =1 ja A # 0, joten S(A\~'p) = 1.
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H = (w)d M = (W) ® M, joten jos S on unitaarinen, voidaan médritelld
unitaarioperaattori U : H — H kaavalla U(Aw + ¢) = A\’ + S¢, missia A € C ja
¢ € M. Jos S on antiunitaarinen, voidaan U méaéritelld antiunitaarioperaattorina
UAw + ¢) = Mw' + S¢. Huolimatta siitd, onko U unitaarinen vai antiunitaarinen,
operaattorien U ja S médritelmista seuraa ®(p) = UpU* kaikille puhtaille tiloille p.

Todistetaan lopuksi operaattorin U yksikésitteisyys ryhmén U(1) muunnoksia
lukuunottamatta. Olkoon V : H — H operaattorista U riippuen joko unitaari-
tai antiunitaarioperaattori, ®(p) = VpV* ja ¢ € M. Todistuksen edellisten kohtien

perusteella Vo, , = 2T.,44 jollain z € U(1) ja voidaan olettaa Vw = w'. Nyt Vw =

w+¢

W= 2T, 9w = 2, joten Vo, ,, = 2T, kaikilla ¢ € M eli V|yy = S|y = Uly. U

on siis ryhmén U(1) muunnoksia vaille yksikésitteinen. O

Wignerin lause on erittdin hyddyllinen systeemin tilojen muuntumista tutkit-
taessa. Lisdksi lause selventéé, miksi juuri ryhmien projektiiviset unitaariesitykset
tulevat esiin kovarianttien suureiden yhteydessé.

Suureita tutkittaessa jokaiseen systeemin symmetriaryhmén alkioon g € G lii-
tetddn projektiivinen unitaarioperaattori o(g), joka operoi tutkittavan systeemin
Hilbertin avaruudessa H. Tallin (H, o) on ryhmén G projektiivinen unitaariesitys
ja suureen kovarianssi tarkoittaa matemaattista ehtoa, joka liittda yhteen systee-
min tilojen muuntumisen mainitussa esityksessé sekéd symmetriaryhmén operoinnin

arvoavaruudessa.

Maéritelmé 5.1. Suure M on G-kovariantti, jos tr[o(g)po (g~ )M (X)] = tr[pM (g7 X)]
kaikilla p € S(H), g € G, X € 2%.

Miéiritelméissi merkintd g1 X tarkoittaa ryhmin G operointia joukossa X € 2.
Annettu mééritelmé on yhtépitivi ehdon o(g)M(X)o(g~') = M(gX) kanssa, joka

on usein kaytdnnollisempi kovariantteja suureita tutkittaessa.
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Lause 5.2. Oletetaan, etti ryhmd G operoi ddrellisessi joukossa Q. Olkoon {x,}*_,
joukon €2 ratojen edustagisto ja olkoon g, € G alkio, jolle v = g,x,. Suure M
on G-kovariantti, jos ja vain jos jokaista rataa kohti on olemassa yksikdsitteinen
positiivinen operaattori K, € L(H), jolle o(h)K,o0(h™) = K, kaikilla h € G, ja

M(X)= 215:1 D reXNOg (o) 0(g.)Ko,0(g;t) kaikilla X € 2.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd operaattorit K, ovat olemassa. Télloin

k
M(@X)=>" Y o(g)K.olg,")
0=1 zegXNOg(zo)
k
:Z > 0(ge) Koolgy))

0=1 ze XNOg(zo)

k
=3 ). ol9g)Keo(g;'g)
o=1 zeXNO¢g

(%)
= o(g)M(X)o(g™")

Olkoon nyt M G-kovariantti suure. Jokaista rataa kohden voidaan valita yk-
sikésitteinen positiivinen operaattori K, = M ({z,}) = M,,. Kovarianssista seuraa
M, = 0(g,)Ko0(g;") kaikilla z € Oc(a,), joten M(X) =301 3 00 en) O(92) Koo (957).
Lisiiksi o(h)K,o(h™!) = M, = K,. O

Lauseen perusteella diskreetteja kovariantteja suureita voidaan rakentaa valit-
semalla ensin systeemid kuvaava arvoavaruus () ja symmetriaryhméa G. Tamén
jilkeen selvitetdan ryhmén G radat avaruudessa €2, ja valitaan jokaiselta radalta al-
kio z, € €. Jokaista alkiota z, kohden etsitdéan positiivinen operaattori K, = M,_,
joka toteuttaa ehdon o(h)K,o(h™!) = K, kaikilla h € G,, jossain (projektiivises-
sa) unitaariesityksessd o : G — PU(H). Loput suureen operaattorit M, saadaan
laskettua kaavalla o(g) K,0(g™!), kun kdydéin lipi kaikki radat ja ryhmén G alkiot.

Huomattakoon, ettéd talla tavoin rakennettu kokoelma operaattoreita ei viltta-
méttd toteuta normitusehtoa M () = I eikd néin ollen tdytd kokonaan suureen

maédritelméd 2.15. M voidaan kuitenkin muuntaa kyseisen mééritelmén mukaiseksi
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(normitetuksi) suureeksi M’ kertomalla jokainen operaattori M, puolittain operaat-
torilla M (€Q)~'/2, jolloin

M'(Q) = M(Q)™V2Y " M M(Q)

e

= M(Q)~V2M(Q)M(Q)~V/?

=1

5.2 Imprimitiivisysteemit

Imprimitiivisysteemit ovat esitysteoriaa ja operaattorimittoja yhdistelevia raken-
teita, joiden avulla kvanttimekaanista kovarianssia voidaan tutkia matemaattisesti.
Téssé kappaleessa esitelladn imprimitiivisysteemien rakennetta koskevia perustulok-

sia. Kappaleen juoni mukailee Follandin kirjan [3] lukuja 6.4 - 6.5.

Maaritelmi 5.2. (Diskreetti) Imprimitiivisysteemi on jarjestetty kolmikko (m, 2, P),
missd Q on diskreetti G-avaruus, m on unitaariesitys G — U(Hr), P on PVM
28 — P(H,) seki esitys ja projektiomitta toteuttavat lisiksi ehdon

7(g)P(X)n g) = P(9X) kaikilla g € G, X € 2%,

Imprimitiivisysteemi voidaan mééritelld myos toisella tavalla.

Maaritelma 5.3. Imprimitiivisysteemi on jarjestetty kolmikko (m,2, M), missd 2
ja m ovat kuten edellisessd mddritelmdssd, mutta M on ddrellisesti tuettujen funk-

tioiden f : Q@ — C joukon F,(Q2) *-esitys Hilbertin avaruudessa H.
Lemma 5.3. Mddritelmdt 5.2 ja 5.3 ovat ekvivalentit.

Todistus. Olkoon (7,2, P) méiéritelmén 5.2 imprimitiivisysteemi. Talloin M ({¢}) =

Zyeﬂ o(y)P({y}) on *-esitys kaikilla ¢ € F.(2) ja
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(g M{o})m(9)™ =D o(y)m(9)P({y})m(g)™"

ye

=> o(y)P({gy})

yeN

=> o(g'y)P{y})

yeQ

= M({ngﬁ}),

missd ryhmén G operointi joukossa F,(§2) on mééritelty kaavan g¢ = Ly, Lyo(y) =
(g 'y) mukaisesti. Olkoon nyt (m,§2, M) méiritelmén 5.3 imprimitiivisysteemi.
M mé&ardd yksikédsitteisen projektiomitan P : Q — P(H,.) kaavan M({¢}) =
> yea ®(y) P({y}) mukaisesti. Q : E— m(g)P(E)m(g)~" on *-esityksen (g) M ({¢})7(g) ™"
madradmi ja R : B — P(gE) *-esityksen M ({L,¢}) méaardadméa projektiomitta. Yk-
sikiisitteisyydesti seuraa w(g)P(E)m(g)~! = P(gE) kaikilla g € G, E € 2% O

Maaritelma 5.4. Esitys (H,m) on imprimitiivinen, jos m kuuluw johonkin impri-

mitiivisysteemiin (mw, 2, M), missi |Q| > 1. Esitys on primitiivinen, jos |2 = 1.
Lause 5.4. Jokainen redusoituva esitys on imprimitiivinen.

Todistus. Olkoon ryhmén G esitys (H, m) redusoituva. T#lloin on olemassa ei-triviaali
kommutatiivinen Cx-alialgebra A C €(m). Olkoon ©Q = s(A) tédmén alialgebran
spektrija M : F.(Q2) — A Gelfandin muunnoksen kééinteismuunnos. Talloin M ({¢}) €
¢(r) kaikilla ¢ € F.(Q) jolloin 7(g)M ({¢})m(g)~" = M({¢}) kaikilla g € G, joten
(m,Q, M) on imprimitiivisysteemi, kun ryhmé G operoi joukossa ) triviaalisti eli

gr = x kaikilla ¢ € G, x € (). Lisdksi |2| > 1, koska A ei ole triviaali algebra. [
Lause 5.5. Jokainen indusoitu esitys on imprimititvinen.

Todistus. Olkoon H < G, q : G — G/H projektiokuvaus ryhmén G alkiolta omaan

sivuluokkaansa ja (H,o) ryhmén H unitaariesitys. Olkoon F. = {¢ € F.(G,H) :
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f(hg) = a(h)p(g) kaikilla g € G, h € H ja|q(supp ¢)| < oo}. Indusoidun esityksen
® = Ind%o Hilbertin avaruus on F = F,. Avaruuden F miritelmésti seuraa
(poq)f € F, kaikille ¢ € F(G/H), f € F.. Lisiksi ||(60) 1| < |8l fll . joten
jos M({¢})f = (¢ oq)f, niin M on F.(G/H) *-esitys avaruudessa F. Seuraa myos

o(h)"'M{¢})o(h)f(g) = M({¢})a(h)f(h™g)
= ¢(q(h"9)) f(9)
= M({Lng})f(9),

joten (®,G/H, M) on imprimitiivisysteemi, mistd véite seuraa. ]

Todistuksessa konstruoituja avaruuksia F, ja F tarvitaan myos tulevissa todis-
tuksissa. Jatkossa symboleilla F., F tarkoitetaan juuri edellisen todistuksen mukai-

sia avaruuksia.

Madsritelmé 5.5. (IndSo, G/H, M) on ryhmin H esitykseen (H, o) liittyvi kano-

ninen 1mprimitiivisysteemsd.

Maaritelma 5.6. Imprimitiivisysteemit (w,Q, M) ja (7', Q, M') ovat unitaariekvi-
valentit, jos on olemassa unitaarinen kuvaus U : Hy — Hr, jolle Ur(g)U~! = 7' (g)

kaikilla g € G ja UM ({o)U™! = M'({¢}) kaikilla ¢ € F.(Q).

Lause 5.6. Jokainen imprimitiivisysteemi X = (w,), M) on syklisten imprimitiivi-

systeemien SuorasumMma.

Todistus. Funktioavaruus I'(Q x G) muodostaa C*-algebran, kun tulo-operaatioksi
madritelladn (f x g)(s,x) = >, f(s,h)g(h™'s,h™'x) ja involuutioksi f*(s,z) =
flz='s,z=1). Todistuksessa tarvitaan eréisté algebran ['(Q x G) *-esitysti, joka
tédytyy ensin konstruoida. Maéritelldéin kuvaus Ts : I1(Q x G) — L(H,.) kaaval-
la Tx(f) = > ,ce M[f (-, )|m(z). Mééritelmé toimii, silld funktion f € I'(Q x G)

tuen projektio (merkitédn téssd symbolilla A) joukkoon G on #érellinen. Témén
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seurauksena kaikille ¢ € M, pitee |[To(f)l| < |Almasyeal MIFC. )l - 18] <
|A| - [ fl|supll®]] < o0, joten todellakin Tx(f) € L(H,). Nyt voidaan esittda lauseen

todistuksessa tarvittava aputulos.

Lemma 5.7. (H,,Tx) on algebran I*(Q2 x G) *-esitys.

Todistus. Riittda osoittaa, ettd Ty on *-homomorfismi. Kuvauksen ja kyseessi ole-

van algebran mééritelmisté seuraa

To(fxg)= Y f(s.y)gly™'s,y'a)P({s})m(x)

z,y€G,s€Q

= > [flysyals,2)P({yshm(ye)

z,y€G,s€Q

= > 7y f(ys,y)g(s,x)P({s})m(x)

z,y€G,s€N
=Y 7y [Zf(ys,y ({s}) [thm ({t}) | = (=)
=Tx(f)Ts(9)

ja

To(f) = > f(s2)P{s})r(z)

z€G,s€S

= Y wl@)f (s 0 P(s)

zeG,s€S)

- Z m(x7") f(s, z)P({s})

z€G,seN)

zeG

= TE(f)*a

joten kuvaus T, on *-homomorfismi. O
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Jatketaan pé#itodistusta. Ts on algebran [1(Q x G) *-esitys, joten jos aliavaruus
K C H, on invariantti kaikkien operaattorien Tx(f) suhteen, niin myos avaruu-
den ortogonaalikomplementti K+ on invariantti. Zornin lemmasta seuraa, etti on

olemassa maksimaalinen kokoelma yksikkovektoreita {¢;} C H,, joille avaruudet

B, = {Tx(f)¢: : f € IM(Q2 x G)} ovat ortogonaalisia. Télloin tietysti H, = &;B;.
Avaruudet B; ovat invariantteja operaattorien m(z) ja M («) suhteen (missd z € G

ja a € F.(Q)), silla

n(@)Ts(f) =n(x) Y w(y)flys.9)P({s})

yeG,s€Q

= > w(ay)flys,y)P{s})

yeG,seN)

= > wy)f(atys.ay)P({s})

yeG,s€N)

ja

Selviisti f(z 7 ys, 27 y), a(-) f(-,z) € IN(Q x G), joten w(x)B; = B; ja M(a)B; =
B;. Avaruus H,; hajoaa syklisten, invarianttien aliavaruuksien B; suoraksi summaksi,

mistd viite seuraa. ]
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Seuraavaa teknisté lausetta tarvitaan apuna luvun péaatuloksen, imprimitiiviteo-

reeman todistuksessa.

Lause 5.8. Olkoon (H,o) ryhmdn H esitys ja (F,m) ryhmin G esitys (H < G),
T € €(0), f € F. ja mddritellidn kuvaus T : F, — F, kaavalla (T f)(z) = T(f(z)).

Télloin kuvaus O : €(0) — €(7), O(T) =T on isometrinen *-isomorfismi.

Todistus. Tarkasteltava kuvaus on *-homomorfismi, silli méiritelmian mukaan

(STf)(z) = ST[f(x)]

— S[(Tf)(@)
= (STf)(x)
ja
(T*f) (@) = T*(f(x))
=T(f"(z))
= (T f)(2)
Liséksi

Tl = supy,<i|ITfll 7
<SP p(a) 1o, <1 || T (2) |30,

= [T,

Isometrian todistamiseen riittds nyt osoittaa |||z, < ||T||F.

Hilbertin avaruuden tédydellisyydestéd seuraa, ettd jokaista € > 0 kohti voidaan
valita v € H,, siten, ettéd ||Tv||y, > |1 —€|-||T]|. Kaikille zq € G vektorit fy,(zo) =
> nen O(xn)o(n)v ovat tihedssé avaruudessa Hoy, kun ¢ € F.(G) ja v kuuluu johonkin
tiheddn aliavaruuteen D C H, [3, Prop. 6.8a], joten voidaan edelleen valita f € F,.
jolle || f(1e)||n, < 1ljal|lf(lg)—v||ln, < €. Valitaan vield alkion 14 ympéristo U C G,

jolle || f ()|, < 1jal|f(x) — f(le)||ln, < €kun x € U ja funktio ¢ € F.(G/H),
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jolle supp ¢ C q(U). Nyt kaikille x € U, joille g(x) = ¢(q(x)) f(z) # 0, on olemassa

y € U ja & € H siten, ettd x = y¢ ja

1F () = ol < [1F () = FAe)la, + 11/ (1) = vlln,

< 2¢
Toisaalta
T 0|3, < NTfW)ae + 1| Tv =T f ()0,
< |Tla¢, - 11 () = vllae, + 1T F (W)l
joten
T Wlaee = T, = T, - 11 () — vll3,
> (L =3)(T|w, - I1f W)l2,
Nyt

T g(@)lln, = ITg(y)ll,
= (1 =39)Tll, - llg)lla,

= (1 =3I, - llg(@)ll3,

kaikilla € G ja mielivaltaisen pienelld € > 0, joten ||T'g||z > (1 — 3€)||T||x, - ||9l|7
eli || Tlw, < |/T]l>

Vielii tiytyy todistaa kuvauksen olevan isomorfismi. Operaattorien ||T)| ja |||
tarkastelu palautuu projektioiden ja sen myo6té esitysten suhteen invarianttien ali-
avaruuksien tarkasteluun. Aloitetaan osoittamalla, ettd F. on tihed mielivaltaises-
sa suljetussa m-invariantissa aliavaruudessa N € F. Minké tahansa &érellisen jou-
kon K C G/H karakteristinen funktio yx kuuluu joukkoon F.(G/H), joten myos
M(xk)g = ,ex P(x)g = Pxg € F.(G/H) kaikille g € N Jokaiselle g € N ja mie-
livaltaisen pienelle € > 0 voidaan joukko K voidaan valita siten, ettd ||M(xx)g —

gl] <€, joten F,. on tihed avaruudessa N.
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Olkoon nyt aliavaruus M C H, o-invariantti ja suljettu ja M C F joukon
{f € F.: f(x) € M kaikillaz € G} sulkeuma. M on suljettu, m-invariantti ja itse
asiassa M = H mdS.o- Edetédn todistamalla kuvauksen M — M bijektiivisyys, joka
voidaan lopulta laajentaa alkuperdisen kuvauksen T+ T isomorfisuudeksi.

Olkoon My, My C H,, My # M, kaksi o-invarianttia aliavaruutta. T&ll6in on
olemassa vektori v € My \ My ja f € My, joille ||f(1g) — v||y, < € mielivaltaisella
€ > 0, jolloin f(x) ¢ M, jossain alkion 1 ympiéristossd. Téstd seuraa f € M; \ My,
joten kuvaus M +— M on injektio. Osoitetaan nyt surjektiivisuus. Olkoon N' C F
kuten edelld, f € N,¢ € F.(G),v56 = > .cq0(@)f(x) ja M = ({v5s}) C Ho.
Kaikilla £ € H,z € G on voimassa L¢¢ € F.(G), joten

o(Qvrg =Y d(x)f(Sx)

zeG

= o 'x) f(x)

zeG

=Y Led(a)f(z) € A

zelG

eli M on o-invariantti.

Surjektiivisuuden todistamiseksi riittdd ensé osoittaa N = M jollekin M. Jos
feF.NN,we M nin 0= (vpy,w) = od(x){f(z),w) kaikilla ¢ € F.(G),
joten (f(x),w) = 0 kaikilla z € G eli f € M. F. on tihed avaruudessa N, joten
N C M. Toisaalta jos f € N,¢,7 € F.(G), muodostavat kaavalla g4 ,(7) =
> cen V(@E)o(§)vy,e médritellyt funktiot tihedn avaruuden M osajoukon. Toisaalta

Grow(@) = Y @o(©ey ) fy™)

(EH yelG

= Y @y x) f(y ')

(eH yeG

= (T f) ()

jaTsf € N, joten M C N.

Nyt voidaan viimeistelld lauseen todistus. Koska kuvaus M ~— M on bijektio,
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pitee niiden avaruuksien projektioille (Pyf)(x) = Py (f(x)) = (Pyf)(x) kaikilla
r € G, joten Py, = Py;. Seuraa, etté jokainen algebran €(7) projektio on muotoa
P jollekin P € €(o). Spektraaliteoreemasta ja kuvauksen T + T isometrisyydesti
seuraa, ettd O(€(0)) on normitopologiassa suljettu. Tamé tarkoittaa, ettd kaikki
algebran €(7) itsedjungoidut operaattorit kuuluvat myos algebraan O(€(o)). Toi-
saalta kaikki operaattorit 7" € €(m) voidaan esittdd itseadjungoitujen operaattorien
lineaarikombinaatioina, joten lopulta saadaan tulokseksi €(7) C O(€(0)), miki to-

distaa vaitteen.

]

Lause 5.9. (Imprimitiiviteoreema) Olkoon Q = G/H ja ¥ = (m,Q, M) imprimitii-
visysteemi. TdllGin on olemassa (unitaarikuvausta vaille) yksikdsitteinen ryhman H

esitys o, jolle (Ind% o, Q, M) ja ¥ ovat ekvivalentit.

Todistus. Osoitetaan ensin esityksen o olemassaolo. {2 on diskreetti, joten P({s}) #
0 kaikilla s € Q. Olkoon ¢+ = eH ryhmén H vasen sivuluokka identiteettialkion
e € G suhteen. Tillsin m(&)P({e})m (&)~ = P({&1}) = P({+}) kaikille £ € H, joten
P({t})H, on 7|g-invariantti ja néin ollen ¢ = 7|y on ryhmén H erés unitaariesitys
Hilbertin avaruudessa P({¢})H,. Mééritellddn jokaiselle v € H, funktio f, : G —
P({t})H, kaavalla f,(x) = P({¢})m(x)v = m(x)P({xt})v. Nyt kaikille £ € H on
voimassa f,(£x) = w(Ex)P({xéi})v = w(&)m(x)P({ze})v = (&) fo(x). Lisiksi koska
Mo = BuscyP{ae) o niin ey I@IP = Sovey IPLaihol = o]
mistd seuraa, ettd v — f, on rajoitettu isometrinen surjektio eli unitaarikuvaus
H,. — F. Tama kuvaus madrdd unitaarekvivalenssin imprimitiivisysteemien ¥ ja
(Ind%o, Q, M) vilille.

Todistetaan seuraavaksi esityksen o yksikésitteisyys. Olkoon o4, 09 ryhman H
unitaariesityksia, II; = Indgoj néihin liittyvat indusoidut esitykset avaruuksissa
Fija U : Fi — F unitaarikuvaus, joka madrd ekvivalenssin imprimitiivisystee-

mien ¥; = (II;, 2, M;) vilille. Tarkastellaan operaattoria V € L(F; & F») jolle
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V(fi, f2) = (0,Uf1), V*(f1, f2) = (U* f5,0). Kuvauksen U unitaarisuudesta seuraa
V*V = Pr,,VV* = Pg,. Toisaalta V € €(II; & Il,), joten lauseen 5.6 nojalla on
olemassa kuvaus T € €(0; @ 03) siten, ettd V = T ja T + T on isometrinen *-
isomorfismi. Téstd puolestaan seuraa T*T = Py, ,TT* = Py, , jolloin T |H01 on

unitaarinen isomorfismi H,, — H,, ja T|wn, € &(01,09) eli esitykset o1,02 ovat

unitaariekvivalentit. O

Imprimitiiviteoreemasta on olemassa vaihtoehtoisia esitysmuotoja ja laajennuk-
sia. Mackey itse on laajentanut lauseen koskemaan myos projektiivisa esityksié [11,
lause 6.6]. Esitetddn vield Cattaneolta perdisin oleva lause, joka kisittelee kovarian-
tin Naimarkin dilaation olemassaoloa ja hyodyntaéd imprimitiiviteoreemaa todistuk-
sessaan [12, prop. 1]. Tamikin tulos yleistyy projektiivisille imprimitiivisysteemeille

[12, prop. 3].

Lause 5.10 (Cattaneo). Olkoon (0,2, M) yleistetty imprimitiivisysteemi eli impri-
mativisysteemi, missé M on G-kovariantti suure, 0 on diskreetti G-avaruus ja
o: G — L(H) on esitys, jonka suhteen M on kovariantti. Tdlloin on olemassa
Hilbertin avaruus IC, isometria V : H — K, ryhmdin G esitys 7 : G — L(K) ja
PVM P, joille (7,8, P) on imprimitiivisysteemi, o(g) = V*n(g)V kaikilla g € G ja
M(X) = V*P(X)V kaikilla X € 2. Lisiksi vektorit P(X)V¢, X € 22 ¢ € H ovat

tihedssd avaruudessa KC.

6 Optimaaliset kovariantit suureet

Siirrytdéan seuraavaksi tarkastelemaan optimaalisten kovarianttien suureiden raken-
teita. Tésséd luvussa esitykselld tarkoitetaan projektiivistd unitaariesitystd, G on
jélleen diskreetti ryhma ja ) diskreetti G-avaruus. Aloitetaan tilanteesta, jossa seké
G ettd () ovat ddrellisia. Télloin G:n alkioiden tédytyy vastata bijektioita g : 2 — €2

eli G < 5, missd dim H = n ja H on systeemin Hilbertin avaruus.
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6.1 Asteen 1 projektiomitat

Lause 6.1. Olkoon G ja Q ddrellisida. Tdlloin on olemassa sellainen ryhmdin G

projektitvinen unitaariesitys o ja asteen 1 PVM P, joille P on o-kovariantti.

Todistus. Olkoon |Q2] = n. Télléin asteen 1 PVM P voidaan antaa muodossa P({z}) =
|02 ) (bz|, missé {@, }req muodostaa n-dimensioisen Hilbertin avaruuden #H ortonor-
maalin kannan. Olkoon 7 : S,, — PU(H) ryhmén S, projektiivinen unitaariesitys,
jolle 7(h) = > cq |Pn()) (2] kaikilla h € S,,. Nyt P on 7-kovariantti, silld

T(h)P({y})r(h)" = (Z |¢h(x>><¢x|> |6y (0] (Z \¢>x><¢h<x)\>

€ €N

= ‘¢h(y)><¢h(y)’
= P({hy})),

Taméa pétee kaikille ryhmén S, alkioille, joten sen taytyy pétea kaikille ryhmén S,

aliryhmille.

6.2 Ekstremaaliset infotidydelliset suureet

Ekstremaalisten infotédydellisten suureiden rakenteen selvittdminen on hieman haas-
tavampaa. Lauseista 3.3 - 3.5 ndhdé&én, ettd jos M on ekstremaalinen infotdydellinen
suure, taytyy asteen 1 operaattorien M ({x}) muodostaa vektoriavaruuden L(H)
kanta, jolle lisiksi ) o M({z}) = 1.

Esimerkiksi systeemilld, jolla |Q2] = 4 ja G = Ss, on olemassa ekstremaalinen

infotédydellinen suure

1 —i| 1| 2 -1+ 1 —1+i

~| =

11 i 1] Tle1—d 1 1—i 2
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joka on kovariantti esityksen

7(S:) = 1] o

*

01 2 (1 1 01 211 —i
* — * = — ,
i 0 11| ool Tlioa
0 1 1 2 -1+ 0 1 1 1 141
* — ES = —
7 0 —1—1 1 1 0 —1—3 2
ja
2
0 1 7 0
7 0 0 =2

Huomattakoon, etté viimeisella rivilla tuloksena ei ole identiteettimatriisi, vaan iden-
titeettimatriisi kerrottuna imaginaariyksikolla. Namé kaksi vastaavat kuitenkin sa-
maa operaattoria, silld symmetriaryhmén esitys on oletuksen mukaan projektiivinen.
Liséksi kaytetyssé esityksessd ryhmaélla S, on kaksi rataa joukossa 2.

Annetaan seuraavaksi yleisempi esimerkki ekstremaalisesta infotaydellisestd suu-
reesta, joka on kovariantti mielivaltaisen (fysikaalisesti mahdollisen) dérellisen sym-
metriaryhmén suhteen. Esimerkki perustuu Haapasalon ja Pellonp&in esimerkkiin
diskreetisté ekstremaalisesta infotdydellisestd suureesta [2, esim. 3].

Oletetaan aluksi dim H = d < oo. Tarkastellaan yleisintd mahdollista tapausta,
jossa systeemin symmetriaryhmé on d alkion permutaatioryhmé Sy. Ekstemaalisen
infotiydellisen suureen konstruoimiseksi oletetaan || = d?. Merkitdéin jatkossa yk-
sittéisid avaruuden 2 pisteitd (4, 7), missd 1 <4, j < d, jolloin symmetriaryhmén Sy

alkiot g operoivat avaruudessa 2 kaavan ¢(7,5) = (g(i), g(j)) mukaisesti.
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Olkoon {|i)}¢, avaruuden H ortonormaali kanta ja

frn = m) + |n)
fom = |m) —iln),

missd m < n. Maaritelmista seuraa

[m) (ml| = | fomm)  fomm|
2|m) (] = (| frmn) Fonn| = [Fom) Fomm| = | Fan) (Fanl)
— il frm) (Frm| = | o) Frmm| = | frn) {Frm )
() {m| = (| fmn) Pl = | Fom) Fonm| = [ Fn) (Fnl)
+ ([ fum) (Som| = o) Frnm| = [frn) (Fnl),

joten joukossa By = {pmn|foum) (fmml|| 1 < m,n < d} on d* alkiota ja se muodostaa
vektoriavaruuden L£(H,;) kannan, kun reaaliluvut p,,, valitaan siten, ettd p,,, > 0

kaikilla m,n. Valinnasta seuraa myos, ettd kaavalla

d

m,n=1

maédritelty itseadjungoitu operaattori S € L(H4) on kddntyva. Ekstremaalisen in-
fotiydellisen suureen M : 2% — L(H) operaattorit M ({(m,n)}) = M,,, voidaan

nyt konstruoida kaavan

an = |\/ pmnS_1/2fmn><\/pmnS_l/2fmn| (1)

avulla. Suure M on ekstremaalinen, koska operaattorit M,,, ovat lineaarisesti riip-

pumattomia (¢, € C):
d

Z Cmann =0

m,n=1

d
& Z Conn P | from) {frm| = 0

m,n=1

< Cpn = O kaikillal < m,n <d
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Infotaydellisyys puolestaan seuraa siité, ettd riippumattomuuden liséksi operaatto-
rit M,,, ovat kaikki astetta 1 ja niitd on d? kappaletta. Tarkastellaan seuraavaksi

suureen M kovarianssia ryhmén Sy esityksen suhteen.

Lause 6.2. Olkoon o : Sq — U(H)/U(1) ryhmdin Sq projektiivinen unitaariesitys.
(0,9, M) on imprimitiivisysteems, jos ja vain jos S~ on esityksen o automorfismi

(S € €(0)) ja luvut p;; ovat vakioita jokaisella imprimitiivisysteemin radalla.

Todistus. (0,2, M) imprimitiivisysteemi jos ja vain jos kaikille g € Sy 1 < m,n <d
on voimassa
(9) Minin0(9) ™" = prnlo(9) S~ fnn) (0(9) S frnn
= pmn|S,_1/2U(g)fmn> <S,_1/2‘7(9)fmn|
= pmnSFlﬂU(g) | frn) <fmn‘0'(g)715/71/2

= pmnS/_l/nykl><fkl’S/_1/2

= p STV fra) (fra| ST

joillain 1 < k,I < d. Toisaalta operaattori S~%/2 on sama jokaiselle M,,,, joten

§-1/2 _ ia /&5—1/2
Pmn

Yhtalon taytyy toteutua kaikilla samalla radalla esityksen o suhteen olevilla ope-

edellisesta laskusta saadaan

raattoreilla My, joten lukujen py; tédytyy olla vakioita kyseisilla radoilla. Téalloin
SI712 = §712 eli 0(g)S™Y? = S7Y20(g), joten S~/2 on esityksen o automorfis-

mi. O
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Edellisen lauseen perusteella ekstremaalisten infotédydellisten suureiden etsimi-
nen voidaan &érellisessé tapauksessa redusoida systeemin symmetriaryhmén projek-
tiivisen unitaariesityksen positiivisten itseadjungoitujen automorfismien etsimiseen.
Tehtivis voidaan vield yksinkertaistaa hieman toteamalla, ettei operaattorin S—/2
kommutatiivisuutta tarvitse tarkastella esityksen o kaikkien operaattorien suhteen
vaan riittds, ettd S—'/2 kommutoi symmetriaryhmén generaattorien g € Sy kuvien
o(g) kanssa. Lisiksi mikd tahansa dérellisen monen alkion permutaatioryhmé voi-

daan generoida kuvausten avulla, jotka vaihtavat kahden alkion paikkaa keskenéén,

mutta pitavit kaikki muut paikallaan.

Lause 6.3. Olkoon
d d—1 d—j i+j—1 itj—1
st~ 3ttt 3 (164w T o+ e T1 )
i=1 j=1 i=1 h=i h=i
missd a,b € R ja v, € U(1) kaikilla 1 < h < d —1 sekd mddritellidn projektiivinen

unitaariesitys o : Sq — U(H)/U(1) kaavalla

j—1 d j—1
o(gi) = DG+ A TTom>+ Yo ma ]
h=i I1=1,l#i,j h=i

missd i < j ja g;j € Sq vaihtaa ainostaan alkioiden i ja j paikkoja keskenddn. Télloin

S=1/2 on esityksen o automorfisma.

Todistus. Tarkistetaan aluksi, ettd o on hyvin méaritelty. o(g;;)o(g:;)* = Iy ja
o(gij) = ao(gi;)*, missi a € U(1), joten o(g;;)*> = aly. Niin ollen operaattoreilla
o(g;j) on sama rakenne kuin kuvauksilla g;; € Sy, joten ¢ on projektiivinen uni-
taariesitys. Operaattorin S ominaisarvot ovat positiivisia (ja reaalisia), joten se on
vektoriavaruuden H automorfismi. Suora lasku osoittaa, ettd S kommutoi kaikkien
operaattoriryhmén o(S;) generaattorien o(g;;) kanssa, joten se on esityksen o au-

tomorfismi:
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n—1

(G ) ST (Gmn)* = M) (1] S (gn)” + [0) (M| S (gmn)” [T (47)°
h=m
n—1
+ Z D{So(Gmn) nyh
I=1,l#mmn h=m
n+j—1
= <|m n\a+2|m (n+jlb H %+Z|m (n—jlb H %) 0 (Grn)”
h=n—j
n—1 d—m n—1 m+j—1
+ | [n)(mla H(VZ)2+Z|n><m+j!b<H ) ( 11 %)) o (Gmn)”
h=m j=1 h=m
m—1 n—1 m—1
+ |n><m—jlb< (WZ)2> ( 11 72) o (Gon)*
7=1 h=m h=m—j
d n—1
+ > (H 772) 1) (Uao (gmn)*
I=1,l#m,n \h=m
d n—1 d—1 I+j—1
+ 0y (Hﬁ) (Zu (14 jlb H %+Z|l (1 —jlb H vh> 0 (Grmn)*
I=1,l#m,n \h=m j=1 h=Il—j
n—1
= [m)(m|a + |m) n\bH’yh+ Z [m ><k!bH’yh+Z\m><k!bH’ﬁi
k=m+1,k#n
n—1 n—1 n—1
+ [n)(mlb [T v+ Im)tnla+ Y~ ) (kip [T+ Z n) kle’yh
h=m k=1,k#m h=k k=n+1
d d k—1 d —
+oy . et > ER] [ D |l><k:|bH7;§
l:l,l;ém,n lk= 1lk7£mnl<k h=l lLk=11,k#m,n >k h=l
-1 n—1 n—1
oS m|bth+ S el [T+ S 0T
=1 l=m+1,l#n h=m I=1,l#m h=l
Z >(NI5H%
l=n+1
d—j i+j—1 i4j—1
- |a+zz( 0 TL w0 11 )
=1 =1 i=1 h=i h=i

O

Suure M voitaisiin nyt muodostaa suorilla laskuilla kaavan (1) mukaisesti. Las-
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kut ja lopputulokset ovat kuitenkin niin pitki&d, ettd on kaytdnnollisempéd tut-
kia pelkéstadn ominaisvektoreita. Témé& voidaan tehda vihentaméatta tulosten ylei-
syytta, silla kaikki tutkittavat operaattorit ovat astetta 1.

Merkitésin tésti eteenpéin ¢, = S™Y2 fn. Kun i < j, 4,§ # m operaattorit

o(gij) operoivat vektoreihin ¢, kaavojen
o(gis) i = 0(9:)S ™ fi

= gm< a+;]le’yh+Z\le%>

l=i+1

= aH'yh—i—Z\lefyh—l— Z bH’y}H—Mb
=1 l=i+1, %] h=i
=<H’Y?§) i
h=i

o (9ij) 055 = (H ’Yh> 0 (gij)* i

= ¢ii7

U(gl])¢mm = O—(gij)s_l/Qfmm

-1 -1

3

o(gij) <|m)a +

=1 h=l l=m+

m—1 m—1
= |m)a+>_ b [[w+ D Do ]]
=1 h=l l

=m+1 h=m

- ¢mm

mukaisesti. Kahden ensimmaéisen laskun viimeiset vélivaiheet seuraavat esityksen o

projektiivisyydesté. Saatuja kaavoja sekd relaatioita

¢mn = ¢mm + ¢nn
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kiyttamélld saadaan selville operaattorin o(g;;) operointi kaikille vektoreille ¢y,

(9ij) Prmn = Gmn
0 (9ij)brm = G
o (9ij)bij = i
0 (9i)ii = i
0(9i3)bim = Pjm
(9i)Pim = Pim
0 (i) Pmi = Pmj
(9i3)Pmj = Pmi

d

m,n=1, m#n"

Niin ollen imprimitiivisysteemin (o, Q, M) radat ovat { M} _; ja { My, }

6.2.1 Symmetrisyydesti

Erds matematiikan ndkdkulmasta kiinnostusta herdattanyt kvanttimekaanisten suu-
reiden luokka ovat niin sanotut (asteen 1) symmetriset infotéydelliset suureet,joista
kiytetaan myos lyhyempéad nimitysta SIC-POVM [13]. Téllaisen suureen kaikki ope-

raattorit M, ovat astetta 1 ja niille pétee

1+ 0qyd
tr [MxMy} = m

Lahes kaikki tunnetut esimerkit asteen 1 SIC-POVM -suureista ovat kovariantte-
ja tiettyjen ryhmien suhteen [14], joten tarkistetaan seuraavaksi, onko edellisessd
kappaleessa konstruoitu kovariantti infotdydellinen suure symmetrinen jollain ava-
ruuden H dimensioilla d.

Lukujen p,,, tdytyy olla vakioita esityksen o radoilla, jotka selvitettiin edelli-
sessé kappaleessa. Merkitédn jatkossa p,,, = p, kun m = n ja p,.. = q, kun m # n.

Symmetrisyydestd saadaan yhtélot, jotka vektorien ¢,,, sisdtulojen taytyy toteut-
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taa:

1
pmn<¢mn|¢mn> = a
2 1

Lasketaan vektorien ¢,,,, véliset sisdtulot:

m—1 m—1
(G| Sm) = ( mla+ Y (b [T 7+ Z (1 H fyh>
=1 =

l=m+1

<¢mm|¢nn = ( m|a+ Z l’b H 7h Z l’b H ’Yh)

l=m+1

CEGNDIEESS wm)

=1 l=n+1
= (2ab + (d — 2)b%) H Vh

Yhdistamaélla sisdtuloja koskevat ehdot saadaan

p<¢mm|¢mm> =
1
T A1 ([d— 1B

ISHN

s

b

seka

Q<¢mn’¢mn> =
& q({Pmm|Pmm) + (Pnn|Prn) + 2Re((Prmm |Pnn))))

S q <a2 + (d — 1)b* + Re ((2ab + (d — 2)b?) ﬁ 7h>>

h=m
1

2N — =q
2d(a? + (d — 1)b% + cos(d>_,_, arg(vs))(2ab + (d — 2)b?)

§|H ISR SHEE
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Wbl o) =
& q((Smm|Smm) + (SnnlSnn) + 28 ((Srim|Pnn)))) = é
&q <a2 +(d—1)b* +Im ((2ab+ (d — 2)b%) ﬁ %>) _ %
hmm
7 2@+ (= D+ win( Z;ln arg(y))(2ab + (d— 2)2) "

joten vahentédmalla kaksi edellisté yhtéaloa toisistaan saadaan

n—1

COS(Z arg(ys)) = sin( Y arg(y))

—_

3

>

ol
3
>
I
3

& tan(z arg(v,)) =1

missi k € Z. Jos arg(y;) = %—i— km ja arg(ys) = g—i- k', niin arg(y172) = arg(y1) +

arg(y2) = g+(k+k’)7r, joten M ei voi olla symmetrinen suure kun dim(H) = d > 2.

Olkoon nyt d = 2. Esityksen operaattorit ovat

10 1 v

o(id) = ,0(g12) = /U(1)
0 1 71
ja automorfismina
g a by
by a

Suureen M ominaisvektorit ovat

Vo1 = [L)a + |2)by]
VP22 = [2)a+ [1)by
V912 = /4611 + ¢22)
Vi = /(o1 — id),
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arg(y1) = % + km, joten voidaan valita v, = €™/, Nyt

1
P= 5@+ )
ja
B 1
q_4(a2—|—b2+\/§ab)’
joten
[(G11]ga) | = —
Pl {P11|P22 —2\/§
ab 1

©a2+b2_2\/§

& 2v3ab = a® + b?
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ja
VAEl(dr2lén)] = —
Pqi{P12|P11 —2\/§
& \/pgla® + b* + 2aby;| = 1
N WE

1
& abl2v/3 + 29| = ——
V/pgabl Y1l Wi

2ab\/(\/§+ %)2 + % .

Rt —

V8@ + 1)@ + 1 + V)  2V3

ab\/(\/g-k%)z—l—% 1

4
JWEereVE+va)  2V3

V3+1++6 1
= = ,
4H/6+2v2 2V3

joka on ristiriita. Ndin ollen suure ei voi olla symmetrinen milli&n dimension d

arvolla.
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6.3 Kovarianttien suureiden yleinen konstruktio

Esitelldaédn lopuksi yksityiskohtaisemmin ja esimerkkien kanssa luvussa 5 mainittu
menetelm4 kovarianttien suureiden konstruoimiselle. Mainittakoon kertauksen vuok-
si, ettd H on tutkittavan systeemin Hilbertin avaruus ja Q (kiinnitetty) mittaustu-
losten arvoavaruus. Numeroidaan arvoavaruuden alkiot siten, ettd Q2 = {1, ..., d},
missd d = dim H. Nyt bra-ket -notaatiota kédyttden avaruuden H ortonormaaliksi
kannaksi voidaan valita {]i)}ZL,.

Lauseen 6.1 perusteella kaikille symmetriaryhmille ¢ < S; voidaan mééritella
projektiivinen unitaariesitys o : G — PU(H) ja asteen 1 PVM P : 29 — L(H)
siten, ettéd (o, €2, P) on imprimitiivisysteemi.

Voidaan myo6s mééritelld uusi arvoavaruus ' =  x €2, johon symmetriaryhmén
G < Sy operointi voidaan laajentaa luonnollisella tavalla g((i,7)) = (g(4), 9(j))-
Mikéli symmetriaryhméné on Sy, jakautuu arvoavaruus ' (alkiovieraisiin) ratoihin
Q= {0 : 1 <i < d}jaQy=A{@Gy4): i #j 1 <1ij < d} Ratojen
edustajiksi voidaan valita esimerkiksi alkiot (1,1) ja (1,2), joiden stabilisaattorit
ovat Gy =1{9€Ss: g(1) =1} jaGua ={9€ Sq: g(1) =1, g(2) = 2}.

Seuraavaksi suureen M : 2% — /() konstruoimiseksi tiytyy lauseen 5.2 mukai-
sesti 10ytéad esitys o @ Sy — U(H) ja ratoja Qf, ), vastaavat (itseadjungoidut) ope-
raattorit M ({(1,1)}) = K1 > 0ja M({(1,2)}) = Ky > 0, joille o(h)K;0(h™!) = K;
kaikilla h € G(11) ja o(h)Kyo(h™') = K> kaikilla h € Gy 9).

Yksinkertaisin vaihtoehto esitykselle o on o(g) = Zle lg(7))(i|. Tallin operaat-
toreiksi K ja K, saadaan

Ky = A1 + Z (BIL)(| + Bli)(L]) + Y Cli){jl

i.j=2
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ja
Ky = DIT)(1] + E[1) 2| + E¥|2){(1] + F[2)(2] + Z (G[1) (il + G7la) (L))
+ 2 (H2) G+ Hi){2)) + Z (L1i){41)

missd A, C, D, F, I € Rja B, E, G, H € C. Loput suureen M operaattorit saadaan
laskettua kaavan o(g)K;o(g™") (misséd i=1,2) avulla kun kiydéén lipi kaikki alkiot
g€ qG.

Operaattorien K, Ky ominaisuuksia vaihtelemalla saadaan erilaisia erikoista-
pauksia suureesta M. Koska unitaariesityksen operaattorit ovat kaikki isometrisia
surjektioita, on M asteen 1 suure jos ja vain jos operaattorit K ja Ky ovat astetta
1. Erityisesti jos K ja Ky ovat asteen 1 operaattoreita ja operaattorit o(g)K;o(g™")
ovat lineearisesti riippumattomia kaikilla ¢ € S; ja ¢ = 1,2, on M maéaéritelman
mukaan ekstremaalinen infotdydellinen suure. Jos taas valitaan Ky = 0 ja operaat-
torin K7 normiksi 1 (jolloin operaattorista K tulee asteen 1 projektio), saadaan M

muutettua asteen 1 projektiomitaksi.
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7 Yhteenveto

Tutkielmassa késiteltiin kvanttimekaniikan mittausteorian matemaattisia erityispiir-
teitd ja ongelmia, jotka liittyvit optimaalisten kovarianttien suureiden luokitteluun
ja rakenteeseen. Useimmat esitetyisté tuloksista soveltuvat tilanteeseen, jossa tutkit-
tavan systeemin mittaustulosavaruus on #érellinen. Pelkistyksestd huolimatta tilan-
ne on realistinen, silld oikeat mittalaitteet voivat rekisterdidd ainoastaan &dérellisen
maéadran erilaisia mittaustuloksia.

Ensimmaisissa luvuissa kaytiin 1ldpi kvanttimekaniikan matemaattinen muotoilu
ja yleisimmét suureiden optimaalisuuskriteerit. Nédiden liséksi esiteltiin kovarianttien
suureiden yhteydessé tarvittavaa diskreettien ryhmien esitysteoriaa. Tutkielman lop-
pupuolella keskityttiin kovarianttien suureiden teoriaan ja optimaalisten kovariant-
tien suureiden olemassaoloon ja rakenteeseen. Kovariantin infotdydellisen suureen
olemassaolo todistettiin esimerkin avulla mielivaltaiselle dérellisen arvoavaruuden
omaavalle kvanttimekaaniselle systeemille. Liséiksi tarkasteltiin 16ydetyn esimerkin
yhteyttd symmetrisiin suureisiin, joilla on enemmén sovelluksia matematiikan kuin
fysiikan parissa. Esimerkkisuure ei kuitenkaan tayttinyt symmetriachtoja. Lopuk-
si tarkasteltiin esimerkkien avulla menetelméé, jolla kovariantteja suureita voidaan
muodostaa symmetriaryhmén ratojen ja niiden edustajistoa vastaavien operaatto-

rien avulla.
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