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Tutkielmassa tarkastellaan kahden annetun pisteen vélisen lyhimmén tai nopeim-
man reitin etsimisté erilaisissa tapauksissa. Esimerkiksi reitti voidaan méaarata kul-
kemaan jonkin pisteen tai alueen kautta.

Peruskisitteiden ja tulosten jilkeen késitellddn ensin Heronin menetelméd lyhim-
maén reitin selvittdmiseksi kahden pisteen vililla, kun reitti heijastuu suorasta. Me-
netelmén padperiaatteena on, ettd lyhimmalla reitilla tulokulma on yhta suuri kuin
heijastuskulma, miki voidaan todeta kiyttdmalld peilausta ja kolmioiden yhtene-
vyyttd. Heronin menetelmad kiyttden ratkaistaan yksinkertaisia lyhimmén reitin
tapauksia.

Yksinkertaisten ongelmien jélkeen kdydaan lapi esimerkki ongelmasta, jossa eri alus-
tat vaikuttavat reitin valintaan. Téll6in huomataan, ettd lyhin reitti ei valttamatta
ole nopein reitti. Alustoina ovat uima-altaan vesi ja sitd ymparoiva asfaltti. Toisin
kuin yksinkertaisissa ongelmissa, nopeimman reitin ratkaiseminen vaatii geometrisen
tarkastelun liséksi myos laskennallista tyota.

Seuraavaksi tarkastellaan tapauksia, joissa pisteiden A ja B vilisen reitin on kul-
jettava annetun ympyrin kehin kautta. Pisteet voivat olla eri puolilla keh&d tai
samalla puolella. Jalkimmdainen jakautuu vield kahteen tapaukseen, joissa molem-
mat pisteet A ja B ovat kehén sisé- tai ulkopuolella. Kun pisteet ovat sisdpuolella,
saadaan lyhin reitti muodostamalla tasakylkinen kolmio pisteiden avulla. Tasté luo-
daan yleinen kaava, jolla saadaan ratkaistua kehépisteen C' sijainti, jolla reitin AC'B
pituus on lyhin. Tapauksessa jossa pisteet A ja B ovat ympyréan kehén ulkopuolella
konstruoidaan kompleksilukuyhtilo, jonka avulla voidaan ratkaista lyhimmaén reitin
kehépisteen C' sijainti.

Asiasanat: lyhin reitti, Heronin menetelmé, minigolf, kompleksianalyysi, Alhazenin
ongelma,
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1 Johdanto

Kautta aikojen tutkijat ja tiedemiehet ympéri maailmaa ovat tarkastelleet valon kul-
kua erityisissd tapauksissa. Esimerkiksi 900- ja 1000-luvun vaihteessa eldnyt irakilai-
nen tiedemies Abu al-Hasan ibn al-Haitham, eli Alhazen, pohti kirjassaan Optiikasta
kreikkalaisen tiedemiehen, Klaudios Ptolemaioksen, vuonna 150 méaérittelemad on-
gelmaa, mihin kohtaan pallomaiseen peiliin on osoitettava valon ldhteelld, jotta valo
heijastuisi havaitsijalle [5]. Tama ongelma tunnetaan myos nimelld Alhazenin on-
gelma. On yleisesti tiedossa, ettd valo kulkee ajallisesti lyhintd reittid pitkin. Né&in
ollen ongelman voidaan ajatella olevan lyhimmén reitin ongelma.

Lyhin mahdollinen reitti on asia, johon pyritddn monissa sovelluksissa. Kyse voi
olla yrityksesté, joka pyrkii lyhimmaélla reitilld minimoimaan kustannuksia, tai hen-
kilosté, joka haluaa padstd mahdollisimman nopeasti paikasta toiseen. Lyhimmén
reitin selvittdmisen kannalta on hyvé tietdd, mitkad eri ulkoiset tekijit vaikuttavat
reittiin. Ulkoisia tekijoitd voivat olla esimerkiksi liikenne tai muuttuvat alustat. Kun
oletetaan, ettd reitissd ei ole ulkoisia tekijoita, voidaan lyhin reitti hyvin pitkalti sel-
vittdd pelkistddn geometrisella tarkastelulla, eli kdyttamélld geometrisia tuloksia
hyodyksi. Geometristen tulosten osalta tédssd tyossa lahteend on kidytetty Tero Har-
jun ja Tero Kilpeldisen luentomonisteita [1] ja [2].

Kéytdnnon eldméssd on geometristen ominaisuuksien lisdksi huomioitava ulkoisia
tekijoité, jotka johtavat monimutkaisiin laskuihin, joita voidaan laskea laskentaoh-
jelmilla. Vaihtuvien alustojen vaikutusta lyhimpdan reittiin on ongelma, jota ka-
sitellddn kiyttden Kathleen Bellin, Shania Polsonin ja Tom Richmondin julkaisua
[4]. Alhazenin ongelmaa késitelladn kolmiulotteisen ongelman sijaan kaksiulotteise-
na, eli pallopeilin sijaan on ympyrépeili. Tapauksessa, jossa valonldhde ja havaitsija
ovat ympyrépeilin sisdpuolella, on kiytetty Michael Woltermannin julkaisua [5]. Ta-
pauksessa, jossa ne ovat ulkopuolella, on kiytetty Tom Hullin ja Thibaut Damourin
kirjaa [6].



2 Geometriaa

Tassa luvussa kayddan lapi tutkielmassa tarvittavat geometrian peruskasitteet ja
tulokset. Lihteend on kiytetty luentomonistetta [1]|. Liséksi kerrataan myos hie-
man kompleksianalyysin perusteita. Olkoot A ja B tason pisteitd. Merkinnilla AB
viitataan itse janaan ja kyseisen janan pituuteen.

2.1 Kolmioepayhtilo

Kaydadn ensiksi ldpi melko yksinkertainen ja intuitiivinen, mutta tirked lause geo-
metriassa.

Lause 2.1 (Kolmioepédyhtilo). Olkoot A, B ja C pisteitd euklidisella tasolla. Silloin
patee yhtdlo
AB < AC + CB.

Kaytannossa tdma tarkoittaa sité, ettd jos saadaan muodostettua jana pisteiden A ja
B vilille, on se silloin lyhin mahdollinen reitti. Jos ei kuljetakaan suoraan pisteestd A
pisteeseen B, vaan kiydaan vilisséd pisteessd C, on reitti pidempi. Kolmioepayhtalon
yhtisuuruus pétee vain, kun C' on janalla AB.

A A
AC
AC AR AB
C
c CB
CB B ?
Kuva 1: Piste C' ¢ AB Kuva 2: Piste C' € AB.

Lyhimpien reittien méirittdmisen kannalta kolmioepiyhtilé on merkittdva tulos,
kuten tédssd tutkielmassa tulee kdyméan ilmi.

2.2 Kolmioiden geometriaa

Seuraavat kolmioihin liittyvat méaédritelmét ovat keskeisid tdméan tutkielman kannal-
ta.

Maéiritelma 2.1 (Yhtenevyys). Kolmiot A ja A" ovat yhtenevdt, merkitiin A =
A, jos niiden vastinkulmat ovat yhtd suuret ja vastinsivut yhtd pitkdt.

Yhtenevyys voidaan todeta jo silloin, kun tiedetdéin kolmion vastinsivujen olevan
yhté pitkiat. Kuvassa 3 on esitetty kolmiot A = AABC ja A’ = ADEF. Kuvasta
nihdaian helposti, ettd vastinkulmat ja -sivut ovat yhta suuret ja tdten kolmiot ovat
yhtenevit eli AABC' = ADFEF.



Kuva 3: Keskendén yhtenevit kolmiot AABC ja ADEF.

Madritelmd 2.2 (Yhdenmuotoisuus). Kolmiot A = AABC ja A" = AA'B'C'
ovat yhdenmuotoiset, jos nitden vastinkulmat ovat yhtd suurel ja vastinsivut ovat

verrannolliset, eli
AB AC BC

AB ~ AC T BC

Jos A ja A’ ovat yhdenmuotoiset, niin merkitiain A ~ A’

Yhdenmuotoisuus voidaan todeta jo jos kolmioiden A ja A’ kaksi vastinkulmaa ovat
yvhté suuret. Téalloin on kolmas vastinkulma automaattisesti myos yhté suuri, ja néin
ollen kolmiot A ja A’ ovat yhdenmuotoiset.

A l—‘ ‘

Kuva 4: Havainnollistus keskendin yhdenmuotoisista kolmioista A ja A'.

Madritelmi 2.3 (Peilaus). Olkoon A kolmio A = AABC ja s jokin suora. Kun
kolmiota A peilataan suoran s suhteen, muodostuu suoran s toiselle puolelle kol-
mion A peilaus A, jonka jokaisen kohdan normaalietdisyys suoralle I on sama kuin
vastaavalla kohdalla kolmiossa A.



Kuvassa 5 on peilattu kolmio A = AABC suoran s suhteen, jolloin on saatu kolmio
A= AA'B'C’. Kolmioiden A ja A’ vastaavien kirkipisteiden etaisyydet suoralle s,
esimerkiksi a ja a/, ovat yhté suuret.

Peilauksessa kolmioiden vastinsivut, eli kuvan 5 havainnollistuksessa esimerkiksi si-
vut AB ja A'B’, ovat yhtd pitkdt. Vastaavasti myos vastinkulmat, kuten « ja o
kuvassa 95, pysyviat yhtd suurina. Vastinkulmien yhtdsuuruus voidaan todeta myos
siten, ettd vastinsivujen ollessa yhta pitkét, ovat kolmiot AABC ja AA'B'C’ yhte-
nevit, jolloin vastinkulmienkin on oltava yhta suuret.

Kuva 5: Kolmio AABC ja sen peilaus AA’B'C’ suoran s suhteen.

Lause 2.2 (Tasakylkinen kolmio ympyrésséd). Olkoon tasakylkinen kolmio AABC
ympyrassd w(O,r), missd karkipisteet ovat ympyrin kehdlld ja A on kdrkikulma.
Tdlloin patee

£ZBAO = LOAC.

Todistus. Merkitddn Z/BAO = o, ZOAC = f ja AB = a (kuva 6). Verrataan
kolmioita AABO ja AAOC. Kolmion tasakylkisyyden my6ta janat AB ja AC ovat
yhté pitkit eli AB = AC = a. Selvisti janojen BO, C'O ja AO pituudet ympyrin
side r. Koska kolmioiden AABO ja AAOC kaikki vastinsivut ovat yhté pitkét, ovat
ne yhdenmuotoiset eli AABO ~ AAOC. Talloin myos vastinkulmat « ja [ ovat
yhté suuret. O]



A

Kuva 6: Tasakylkinen kolmio AABC ympyrassi w(O,r).

2.3 Kompleksianalyysia

Luvussa 5 ldhestytadn lyhimmaén reitin selvittdmistd kdyttamalla hyodyksi komplek-
silukuanalyysia. Tatd varten tarkastellaan ja todistetaan muutamia siihen liittyvia
ominaisuuksia [2].

Kompleksiluku z € C on muotoa z = x + yi, missi x on pisteen z reaaliosa eli
Re(z) = x, y on imaginaariosa eli Im(z) = y ja ¢ on imaginaariyksikko, jolle pé-
tee i? = —1. Kompleksinen koordinaatisto koostuu reaali- ja imaginaariakselista, ja
kompleksiluku z vastaa pistettd (x,y). Luvun z = x + yi konjugaatti on Z = x — yi.
Luvun z itseisarvo |z| ilmaisee sen pituuden, eli |z| = /22 + y2.



Lause 2.3. Olkoot z = x4+ yi, Z =z — yi ja w = s + ti kompleksilukuja. Tdlléin
(1) |zl ==

(i1) 2z = |2|?

(1it) z+w=Z+w

Todistus. Kohta (i) on helppo todistaa Pythagoraan lauseen avulla,

2l = Va2 + [ =yl
— /x2+y2

= [2l.
Todistetaan seuraavaksi kohta (i)

2Z = (z + yi)(z — yi)
= 2% — zyi + wyi — y*i 1°=—1

ja lopuksi vield kohta (7i7)

((x +yi) + (s +ti))
((z+s)+ (y+1)i)
=(x+s)—(y+1t)
T+ s—yi—ti

= (z —yi) + (s — ti)
+ w.

I
]

]

Helposti ndhdaén, ettd kohta (iii) patee myos kun summan sijaan tarkastellaan
erotusta, eli z —w =z — w.

Maaritelma 2.4. Olkoon piste z = x+yi kompleksisessa koordinaatistossa. Talloin
sen argumentti arg(z) ilmaisee pisteen paikkavektorin ja z-akselin vilisen kulman
suuruuden ¢ € (—m, 7.

Olkoon kompleksinen piste z = 3 + 44. Talloin saadaan kuvan 3 mukainen kuvio,
josta voidaan péadtelld seuraavat yhtisuuruudet

{ y = |z[sin(e),

x = |z| cos(ip).
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z = 3+4i

Re

Kuva 7: Piste z ja sen argumentti havainnollistettuna

Maaritelma 2.5. Kompleksista pistettd z voidaan esittida myds napakoordinaatiston
avulla, jolloin se on muodossa z = |z|(cos(p) + isin(p)).

Taman muodon avulla seuraava lause voidaan todistaa helpommin.

Lause 2.4. Olkoot z = |z|(cos(a) + isin(a)) ja w = |w|(cos(b) + isin(b)), missd a
ja b ovat pisteitd z ja w vastaavat argumentit. Silloin

(1) arg(z) + arg(w) = arg(zw) ja

X

(17) arg(z) —arg(y) = arg (§> :
Todistus. Todistetaan ensin kohta (i),

2w = |z||w|(cos(a) 4 isin(a))(cos(b) + isin(b))
/-;1\

= |z||w|(cos(a) cos(b) + isin(b) cos(a) + isin(a) cos(b) + i* -sin(a)cos(b))
= |z||w]|(cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) + i(sin(b) cos(a) + sin(a) cos(b)))
= |z|Jw|(cos(a + b) + isin(a + b)).



Tuloksesta seuraa, ettd luvun zw argumentiksi tulee kulma a -+ b, mikd todistaa koh-
dan ().

Seuraavaksi todistetaan kohta (i),

~—

z _ |z|(cos(a

w  |w|(cos(b

+ isin(a))
+ isin(b))
+isin(a)) - (cos(b) — isin(b))
+isin(b)) - (cos(b) — isin(b))

—_

_ |2|(cos(a

~—

~ |w]|(cos(b

,-;1\
_ |2|(cos(a) cos(b) — i cos(a) sin(b) + isin(a) cos(b) — i* sin(a)sin(b))

N |wl(cos?(b) — isinbycos(b) + i sinfbycos(D) + sin’ (b))
_ |z|(cos(a) cos(b) — i cos(a) sin(b) + isin(a) cos(b) + sin(a) sin(b))
|wl(cos?(b) + sin®(b))

|Z| [(cos(a b) + cos(a+b)> i (sm(;er) __ sin( b)) 44 (sm(a b) + sm(a+b)) + <cos(;sz) . cos(a+b)>i|

2
B |w
- |Z| <cos(;—b) + cos(;—i—b) N isin(2a+b) + isin(2a—b) + isin(2a—b) + isin(2a+b) + cos(;z—b) . cos(;z+b)>
B |w
cos(a—b cos(a—b cos(a+b cos(a+b isin(a+b isin(a+b isin(a—b isin(a—b
_M( (08) | eoloct) | colatt) _ omlatt) _ isn(art)  isnfet) | fonioch) | ssnfa=t)
|w

_ cos(a —b) + cos(a+b]  cos(a+t) z'sin(MJr iSiH<M+ isin(a — b)

] 2 2 2 2

||§)|| (cos(a — b) + isin(a — b)).

Tuloksesta nahdédén, ettd lukujen z,w € C osamiidrin Z argumentiksi saadaan

kulma a — b, mika todistaa vaitteen. O



3 Lyhimman reitin ongelma

Yleisesti lyhimmaén reitin ongelmissa pyritddn 16ytdmaésn lyhin tai nopein reitti pis-
teestd A pisteeseen B. Yleensi etsityn lyhimmaén reitin pitdd toteuttaa annettuja
lisdehtoja, joista yksinkertaisin ehto on se, etta reitti kulkee jonkun annetun pisteen
tai suoran kautta. T&lld ehdolla varustetut ongelmat ovat sikdli helppo ratkaista,
ettd ne vaativat vain geometrista tarkastelua, eikd niinkddn algebrallista laskutai-
toa. Kun ongelmassa otetaan alusta huomioon, eli kun eri alustoilla on eri etene-
misvauhdit, vaatii lyhimmén ja nopeimman reitin 16ytdminen myos laskennallista
tyotd. Tallaista versiota ongelmasta késitellidn luvussa 4.

3.1 Yksinkertaiset ongelmat

Téssi alaluvussa on kilytetty pohjana lahdetta [3]. Aloitetaan yksinkertaisella ongel-
malla, jossa pisteet A ja B ovat suoran [ samalla puolella. Tarkoituksena on paésté
pisteestd, A pisteeseen B suoran [ kautta. Ts. on loydettiavi piste C' € [, jolla reitti
ACB on lyhin. Kuvassa 8 ndhdaan havainnollistus tasta alkutilanteesta.

Yksi tapa ratkaista ongelma on kokeilla eri paikkoja pisteelle C. Tamé ei kuitenkaan
ole kovin tehokas tapa, vaikka olisi tiedossa, ettd tulokulman ZACO on oltava yhté
suuri kuin heijastuskulman ZPCB.

AG e

o _
[ 38
®

Kuva 8: Alkutilanne.

Lahdetéén liikkeelle Heronin menetelmallé, jossa jompaa kumpaa pistettd peilataan
suoran [ toiselle puolelle. Tehddén néin pisteelle B ja olkoon peilattu piste B’. Pei-
lauksen myoté reitit AC' B’ ja AC'B ovat yhté pitkiat. Olkoon nyt piste X € [ haluttu
lyhimmén reitin piste. Piirretdén suora pisteiden A ja B’ vilille ja merkitaan suorien
s(A, B') ja [ leikkausta pisteeksi X = s(A, B') N 1.

9



AC ®

Kuva 9: Peilattu piste B’ ja piste X.

Kéytetaan alaluvussa 2.1 késiteltyé kolmioepayhtaloa ja tietod siité, etta CB = C'B'.
Saadaan

ACB = ACB' > AXB'= AXB

Kolmioepayht#lon nojalla reitti AX B on lyhin reitti ja se on ainoa sellainen. Y114 ole-
vasta kuvasta 9 ndhdain, etta tulokulma ZAXC ja kulma /B’ X P ovat vastakkaisi-
na kulmina yhté suuret. Peilauksen myotd /B'XP = /PXB,eli Z/AXC = /PXB,
miki tarkoittaa sitéd, ettd tulokulma on yhtad suuri kuin heijastuskulma. N&in ollen
lyhimmaéssé reitissd tulokulma on yhté suuri kuin heijastuskulma, miki on Heronin
menetelméin padperiaate. Kuvassa 10 ndhdaédn lyhin reitti ratkaistuna.

A

A

A€,

%
O C! P

Kuva 10: Lyhin reitti AC'B.

3.2 Minigolf

Minigolf on peli, jossa erilaisilla radoilla yritetdan lyoda pallo reikdén joko suoraan
tai kiyttamalld reunoja kimmokkeina. Téassa alaluvussa keskitytddn loytdméan ly-
hin reitti pallolle aloituspisteesta reikdan soveltamalla Heronin menetelmaa.

Yleensd minigolf-radalla perusoletuksena on, ettid palloa ei voida ly6da suoraan rei-
kddn, eli pallon P ja reidn R viliin muodostettu jana PR on jossain kohtaa radan
ulkopuolella. Téall6in lyhin reitti 16ydetdan peilaamalla koko rata jonkin reunan suh-
teen, kunnes pallon ja peilatun reiéin vélinen jana ei ole mistdin kohtaa alkuperéisen
radan ja peilattujen ratojen muodostetun monikulmion ulkopuolella. Téllaiseen pei-
lauksilla konstruoituun monikulmioon viitataan tasta lahtien termilld uwusi rata.

10



Kuvassa 11 on esitetty yksinkertainen minigolf-rata, jossa punainen piste on pal-
lo P ja musta piste on reikd R. Kuvasta huomataan heti, ettd jana PR kulkee
osittain radan ulkopuolella, jolloin palloa ei voida lyodé suoraan reikdén.

Kuva 11: Yksinkertainen minigolf-rata.

Heronin menetelmén tavoin suoritetaan ensin peilaus. Peilataan koko minigolf-rata
ylimmén reunan suhteen (kuva 12). Huomataan, ettd pallon P ja peilatun reiin R’
vilille muodostettu jana PR’ on kokonaan uuden radan sisipuolella. Olkoon piste
A kohta, jossa jana PR’ leikkaa radan yliareunaa. T&lloin lyhin reitti reikidn R on
PAR = PAR.

Peilaus

Kuva 12: Peilattu yksinkertainen minigolf-rata ja sen lyhin reitti.
Yksinkertaisen radan tapauksessa yksi peilaus riitti lyhimman reitin I6ytadmiseen.
Haastavammilla radoilla on kuitenkin yleensi suoritettava useampi peilaus. Kuvassa

13 on haastavampi minigolf-rata, jossa vaaditaan useampaa peilausta.

11



Kuva 13: Hankala rata, jossa yksi peilaus ei riité.

Kuvan 13 mukaista rataa varten on tehtavd kolme peilausta. Kuvassa 14 nakyy
peilaukset ja lyhin reitti PAB'C"R" = PABCR.

[
R P
[ ] [ ]
Q..
...
e 4’
o ‘_.:' B'
O—0
0:
%
%
}"C"
p R R p
[ ) [ ] [ ] [ ]
o o O o O

Kuva 14: Kuvan 13 hankalan radan uusi rata ja lyhin reitti.

Radoissa voi olla my6s esteitd, kuten kuvan 15 tapaisessa radassa. Néiden esteiden
voidaan ajatella olevan radan ulkopuolta. Tamén radan lyhimmaén reitin 16ytdmiseen
tarvitaan vain yksi peilaus. Kuvassa 16 nékyy uusi rata ja lyhin reitti PAR' = PAR.

12



Kuva 15: Rata, jossa on esteiti.

Kuva 16: Uusi rata ja lyhin reitti.

3.3 Kaareva peili

Heronin menetelméi voidaan kiyttaa myos kaarevareunaisten objektien kautta kul-
kevan lyhimmaén reitin etsimiseen. Tdhdn mennessd reunat ovat olleet suoria. Tar-
kastellaan nyt tilannetta, jossa alusta ei olekaan suora, vaan kaari. Kuvassa 17 on
konkaavi kaari, eli kaari, joka on kokonaan tangenttiensa toisella puolella.

13



Kuva 17: Konkaavi kaari.

Heronin menetelméd voidaan kiyttad kaarevissa tapauksissa tangentin avulla, kuten
kuvassa 18 ndhdddn. On kuitenkin huomioitavaa, ettd pisteen (kuvan 18 tapaukses-
sa piste (') 16ytdminen kaarelta ei ole yksinkertaista. Lyhimmén reitin ratkaisemi-
sessa on kiytetty GeoGebraa. Myohemmin téssé tutkielmassa kiyd&in lapi, miten
kyseinen lyhin reitti ratkaistaan.

Kuva 18: GeoGebran avulla ratkaistu lyhin reitti.

14



4 Nopein reitti ja uima-allas

Tahidn menneessd lyhimmén reitin I6ytdmiseen ei olla tarvittu kuin geometrista
osaamista, silld reittiin ei ole vaikuttanut ulkoisia tekijoitd. Yksi yleisin reittiin vai-
kuttava tekija on alusta. Eri alustoilla edetdén eri nopeuksilla, ja ndin ollen lyhin
reitti ei aina valttamétta ole nopein reitti. Nopein reitti on se reitti, jolla kuluu vihi-
ten aikaa kuljettaessa pisteestd A pisteeseen B. Niissi tapauksissa lyhimmaén reitin
ratkaisemiseen vaaditaan geometrisen tarkastelun lisdksi myos matemaattisia lasku-
ja.

Tarkastellaan nopeimman reitin ongelmaa, kun alustoina ovat vesi (uima-allas) ja
asfaltti, mikd pohjautuu ldhteeseen [4]. Kdytetddn pohjana nelionmuotoista aluet-
ta, jonka sivun pituus on 1, kuten kuvassa 19. Téssé pisteen A koordinaatit ovat
(1,0) ja pisteen B koordinaatit (0,1). Seuraavaksi lisdtddn alueeseen nelitmuotoi-
nen uima-allas vasempaan alareunaan. Uima-altaan sivun pituus on a. Esimerkin
kannalta tarkeitd ehtoja:

1. Uima-altaassa uiminen eli uintinopeus u on hitaampi kuin sen ulkopuolella
kéveleminen eli kiivelynopeus k, eli u < k.

2. Uima-altaaseen menemiseen ja siitd poistumiseen kulunutta aikaa ei oteta las-
kuissa huomioon.

On selvad, ettéd jos a < %, niin lyhin ja nopein reitti on kulkea suoraan pisteestd A
pisteeseen B, kuten kuvassa 20 kdy ilmi.

0.5

05

Kuva 19: Tarkasteltavan esimerkin pohja.  1,1va 20: Nopein reitti kun a < 1
: 5

Tama ei ole matemaattisessa eikd kaytdnnon mielessa erityisen mielenkiintoinen ta-
paus, joten tarkastellaan tilannetta, jossa uima-altaan sivun a pituus on a > %
Téassa tapauksessa nopein reitti kulkee joko uima-altaan lapi tai uima-altaan oikean
ylikulman kautta. Jialkimmaéinen tarkoittaa sitd, ettd k& on sen verran suurempi kuin

u, ettéd el kannata kulkea uima-altaan kautta.
Oletetaan ensin, ettd on kuljettava uima-altaan kautta. Olkoon piste C' sisddnmeno-

kohta ja piste D poistumiskohta uima-altaassa. Nopeimman reitin kannalta pisteen
C' on oltava joko uima-altaan ylidreunassa tai vasemmassa reunassa. Vastaavasti
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pisteen D on oltava joko oikeassa reunassa tai alareunassa. Kuvissa 21-23 ndkyy
mahdolliset nopeimmat reitit.

A

D

Kuva 21 Kuva 22 Kuva 23

Osoitetaan geometrisella tarkastelulla, ettd pisteen C' on oltava yldreunassa. Va-
litaan kuvan 21 mukainen tilanne ja sijoitetaan piste C’ uima-altaan vasempaan
ylakulmaan. Valitaan seuraavaksi piste D’ siten, ettd janat C'D ja C'D’ ovat saman-
suuntaiset. Nyt on saatu reitit ACDB ja AC'D’'B, jotka nidkyvét kuvassa 24.

A

Kuva 24: Ensimmadisen tilanteen geometrinen tarkastelu.

Janojen C'D ja C' D’ samansuuntaisuuden nojalla ne ovat yhté pitkéat eli CD = C'D’
ja lisiksi myos janat C'C' ja D'D ovat yhté pitkét. Nyt reiteilld ACDB ja AC'D'B
on sama uintimatka ja alussa yhteinen kivelymatka AC’, eli lyhin reitti maardytyy
kivelymatkan perusteella. Vertaillaan janoja C'C' + DB reitisti ACDB ja D’'B rei-
tistd AC'D’'B keskenddn. Aikaisemmin todettiin, ettd C'C' = D'D, eli vertaillaan
matkat D'DB ja D'B. Kolmioepayhtdlod apuna kayttien saadaan D'B < D'D+DB
(=D'DB), eli reitti AC'D’'B on lyhyempi. Niin ollen nopeimmassa reitissi piste C'
on yldreunassa.

Tarkastellaan seuraavaksi kuvan 22 mukaista tilannetta, jossa piste C' on vasemmassa
reunassa ja piste D alareunassa. Olkoot X ja Y lavistdjan pédtepisteet. Peilataan
pisteet C' ja D lavistajin XY suhteen ja merkitaan ne pisteiksi C’ ja D’ kuvan 25
mukaisesti.
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Kuva 25: Toisen tilanteen geometrinen tarkastelu.

Peilauksessa etdisyydet pysyvit samoina. Téten CD = C'D’'; XC = X' ja DY =
D'Y. Koska uintimatkat C'D’ ja C'D ovat samat, tdytyy nopeinta reittia selvittaa
kivelymatkojen avulla.

Hy6dyntamaélla kolmioepéayhtéloa ja tieto siité, ettd XC' = X', saadaan
AXC = AXC' > AC,
eli reitti AC" on lyhyempi kuin reitti AC.
Samalla periaatteella saadaan
DY +YB=D'Y+YB>D'B.

Koska AC" < AC, D'B < DB ja CD = C'D’, on silloin reitti AC'D’'B lyhyempi
kuin ACDB eli nopeampi.

Tilannetta voidaan tarkastella my6s esimerkiksi GeoGebran avulla; Muodostetaan
ympyrit wy ja we, jossa w; = w(A, AC) ja we = w(B, BD) (Kuva 26).

Kuva 26: Tarkastelu GeoGebran avulla.

Kuvasta 26 ndhdaan selvasti, ettd piste D’ on ympyran wo sisalld. T#lloin etiisyy-
den D'B on oltava pienempi kuin DB. Samalla periaatteella my6s ympyrassa wi,
eli koska piste C’ on ympyréin w; sisidpuolella, on AC" < AC.
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Kuvien 24 ja 25 mukaisten tapausten tarkastelusta voidaan vihdoin sanoa, etti piste
C' ei voi olla vasemmalla reunalla.

Vield on osoitettava, etté pisteen D on oltava uima-altaan oikealla reunalla. Olkoon
piste D uima-altaan alareunalla. Peilataan se lavistajan XY suhteen, jolloin saadaan
peilattu piste D’ oikealle reunalle (kuva 27). Olkoon piste P lavistdjan XY ja janan
C' D leikkauspiste. Peilauksen myo6ta PD ja PD’ ovat yhté pitkit. Kolmioepayhtalon
nojalla

CP+PD=CP+PD >CD'.

Edelleen peilauksen nojalla DY ja D'Y ovat yhtéd suuret. Nyt kolmioepéayhtalon
nojalla
DY +YB=D'Y+YB>D'B.

Nain ollen reitti AC'D'B on lyhin, eli pisteen D on oltava oikealla reunalla.

A

D Y

Kuva 27: Pisteen D sijainnin geometrinen tarkastelu.

Nopeimman reitin on siis oltava kuvan 23 mukainen, eli piste C' on yldreunalla ja
piste D on oikealla reunalla. Osoitetaan nyt, ettd nopein reitti AC' DB on symmet-
rinen lavistdjan y = x suhteen. Kéiytetddn kuvaa 23 pohjana, ja peilataan pisteet C'
ja D lavistdjin y = x suhteen, jolloin saadaan pisteet C’ ja D'.

Kuva 28: Pisteet C' ja D peilattu lavistdjan y = x suhteen.
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Oletetaan, ettd AC'DB on nopein reitti ja epdsymmetrinen ldvistdjasuoran y = x
suhteen. Pisteiden C' ja D peilauksen myG6td on saatu toinen nopein reitti AD'C'B
Oletuksen nojalla matka AC'P on nopein. Koska myos reitti AD’C’B on nopein, on
my6s matka AD'P nopein. Samoin matkojen PC’'B ja PDB on oltava nopeimpia.
Koska AC'P ja PC'B ovat kesken#én samat peilauksen nojalla, ovat kaikki nelja reit-
tid pisteistd A ja B pisteeseen P samankestoisia. Eli esimerkiksi reiteissi ACPC’'B
ja ACPDB menee yhtd paljon aikaa.

Tarkastellaan nyt reittia AC PC’B. Tamén on oltava nopein reitti, eli jokaisen osa-
reitinkin taytyy olla nopein. Huomataan kuitenkin, ettd osareitti C'PC” ei ole nopein,
koska, C'C" olisi kolmioepayhtilon nojalla nopeampi. Toisin sanoen CC" < CPC".
Tama osoittaa, ettd nopeimman reitin on oltava symmetrinen lavistdjan y = x
suhteen (kuva 29). Tamén tuloksen perusteella tiedetdén, ettd pisteiden C' ja D
koordinaatit ovat (x,a) ja (a,x) vastaavasti.

X a

Kuva 29: Nopein reitti AC'D B geometrisen tarkastelun nojalla.
Ratkaistaan seuraavaksi nopein reitti AC DB, jossa A(0,1), C(z,a), D(a, ) ja B(1,0).
Matka AC' on helppo ratkaista Pythagoraan lauseella,

AC? = (1 —a)* + 27,

mista saadaan

AC = /(1 —a)? + 22
Uintimatka C'D saadaan myds kiyttadmallda Pythagoraan lausetta
CD?>=(a—2)*+ (a—2)°=2(a— 1)

mista saadaan
=/2(a— )2 =V2(a—x).

Matka DB on sama kuin AC, eli DB = /(1 — a)? + 22.

Olkoon T'(x) funktio, joka ilmaisee reitissi AC' DB kulunutta aikaa.

T(2) = 2\/1—a )2 + 22 \/_a—x

u
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jossa w on uintinopeus ja k£ on kivelynopeus. Halutaan ratkaista kohtaa x, jolla
funktio T'(z) saa pienimméin arvonsa, joten derivoidaan funktio 7'(x) muuttujan x
suhteen ja ratkaistaan nollakohdat.

Seuraavaksi lasketaan nollakohdat,

T'(z) =0.
Sijoittamalla derivaatan yhtdlo saadaan

2z \/5
U

k(1 —a)? + 2

ja siirtdméalla termi ‘/75 toiselle puolelle saadaan

2x _\/5
ky/(1—a)?+ x? u

Korottamalla kumpikin puoli potenssiin kaksi saadaan

4 2
E2((1—a)?+22) u?

Kertomalla ristiin,
42°u® = 2K*((1 — a)? + %),

ja kertomalla oikeanpuoleinen sulkulauseke auki saadaan
42*u? = 2k*(1 — a)? + 2k%2°.
Siirtdmalld termi 2k?2? vasemmalle puolelle,
4o*u® — 2k*2? = 2K*(1 — a)?,
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ja ottamalla termi 222 yhteiseksi tekijiksi, saadaan
222 (2u* — k?) = 2k*(1 — a)*.
Jaetaan yht#lo termilld (2u? — k?), jolloin saadaan

2 _ 2k%*(1 — a)?
2(2u? — k2)’

missd osoittajan ja nimittdjan kertoimet supistuvat. Ottamalla vield nelidjuuri lausek-

keesta saadaan
k(1 —a)

V2u? — k2
Naistd nollakohdista negatiivinen ei kily. On mahdollista, ettd kivelynopeus on sen

verran suurempi kuin uintinopeus, ettd nopein reitti ei valttamatta kulje uima-altaan
lapi. Ratkaistaan seuraavaksi nopeuksien vilinen suhde, jolla timé pétee.

Tr ==

Olkoon edelleen C' = (z,a), D = (a,z) ja lisiksi E = (a,a). Kuvan 30 mukai-

sessa tilanteessa reitit AF ja E'D kivellddn ja niihin kuluu aikaa yhteensd 2 - 2%

=
Suoraa reittia C'D uidaan ja sithen kuluu aikaa M, jonka osoittaja eli matka on

u
saatu Pythagoraan lauseella,

CD? = AE® + ED?.
Ottamalla nelidjuuri ja sijoittamalla pisteiden koordinaatit saadaan
CD = +AE?2+ ED?,
—Va= 2+ (o)

Kuva 30: Havainnollistus mahdollisista reiteista.

Jotta olisi nopeampaa kavelld reunoja pitkin kuin uida, taytyy kivelemiseen kulunut
aika CEEED ol1a pienempi tai yhtisuuri kuin uimiseen kulunut aika CTD. Siis

A
CE+ED<CD
k - u
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eli
2(a — ) < V2(a — )
ko~ u '
Jaetaan yhtilo termilld v/2(a — z) ja kerrotaan termilld &
k
u

<

Sl

ja lavennetaan vasen puoli termilld v/2, jolloin saadaan

2v/2 _k
V2v2 T u
Koska v/2v/2 = V922 = 2, saadaan
k
U

eli

SIS
A

g |

<

Eli kun s > /2 on nopeampaa kiivelli pisteestd, A pisteesecen E = (a,a) ja siité
pisteelle B. Toisin sanoen, jotta olisi nopeampaa kulkea uima-altaan kautta, on k-
velynopeuden k ja uintinopeuden u suhde % oltava vililla 1 < 5 < /2. Alaraja tulee
oletuksesta, jossa u < k. Vilin ylirajaa saadaan myos funktion 7”(x) nollakohdasta

k(1 —a)
V2u2 — k2’

missi juurettavan 2u? — k? on oltava suurempi kuin 0. Sen arvo ei voi olla 0, koska
juurilauseke on nimittijané. Yldraja saadaan yhtéalosta

2u* — k* > 0.
Siirtamalld termi k2 oikealle puolelle,
2u® > k2,
ja jakamalla termilld u? saadaan
k2
2> E

Ottamalla vield neliGjuuri yhtalostd saadaan
k
V2> <

u

Lopputulos. Olkoot pisteet A = (0,1) ja B = (1,0) ja lisdksi uima-altaan sivun a
pituus valilla 0 < a < 1. Jos uima-altaan sivun a pituus on pienempi kuin %, on
nopein reitti suora reitti pisteestd A pisteeseen B.

Mikali kdvelynopeuden k ja uintinopeuden u suhde % on suurempi tai yhtasuuri
kuin v/2 ja a > %, on nopein reitti ABC, jossa B = (a,a).

Jos suhde 5 on valilla 1 < % < V2jajaa > %, on nopein reitti ACDB, jossa

k(l—a . k(l—a
C:(\/ﬁ,a)JaD:(a,\/%).
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5 Alhazenin ongelma

Téassd luvussa kdydddn lapi luvussa 3.3 mainittu tapaus, jossa ratkaistaan lyhin
kahden pisteen vélinen reitti, jonka taytyy kulkea ympyrin kehidn kautta. Pisteet
A ja B voivat olla joko ympyrdn kehén eri puolilla tai samalla puolella. Tapaus,
jossa ne ovat eri puolilla kehdd, ei ole lainkaan mielenkiintoinen, silld nopein reitti
on suora reitti pisteesti A pisteeseen B, kuten kuvasta 31 voidaan nahda.

Kuva 31: Lyhin reitti AB, kun pisteet ovat kehén eri puolilla.

5.1 Pisteet ympyran sisalla

Seuraavan alaluvun kisittelyssi on kidytetty 1dhdetti [5]. Olkoon w ympyré, jonka
keskipiste on origo O ja sédde on 7, eli w = w(O, ). Olkoon piste C(x,y) ympyrian
w kehilld eli C' € w. Pisteet A(a, b) ja B(c,d) ovat ympyrin w sisdpuolella. Todiste-
taan ensin seuraava trigonometrinen aputulos, jota kiiytetddn varsinaisen ongelman
ratkaisemisessa.

Lemma 5.1. tan(a — ) = -anle)—tan()

T+tan(a) tan(B)
Todistus.
tan(a — B) = sin(e — §) | tan(z) = sin(z)
cos(a — f3) cos(x)
_sin(a) cos(f) — cos(a) sin(3)
~ cos(a) cos(B) + sin(a) sin(p)
sin(a) cos(8)  cos(a)sin(B)
_ cos(a) cos(B3) cos(a) cos(f3)
cos(a) cos(B) sin(a) sin(B)
s(a)cos( ) cos(a) cos(3)
in(a) _ sin(B)

Cos(a) " cos(f)
sin(a) sin(8)
L+ cos(a) cos(B)

tan(a) — tan(p)
1+ tan(a) tan(3)
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Lause 5.1. Piste C(x,y) € w(O,r) voidaan l6ytid muodostamalla tasakylkinen kol-
mio pisteiden A(a,b) ja B(c,d) avulla ja jonka kirkipisteet ovat kehdlla (myds ha-
luttu piste C).

Todistus. Olkoot kulmat «, § ja v suorien CA, CB seki C'O ja x-akselin kans-
sa muodostamat kulmat, kuten kuvassa 32. Lauseen 2.2 nojalla kulmat ZACO ja
Z0C B ovat yhta suuret, merkitaan ZACO = Z0CB = 6. Kolmion kulmien summa
on 180°, néin ollen

180° = 6 + (180° — B) + v,

eli
180° =6 + 180° — 5 + ~,

ja ndin ollen
0=p5—n.
Samalla periaatteella my6s toiselle kolmiolle,
180° = 0 4+ o + (180° — ),

eli
180° =0 + o + 180° — ~,

jolloin

0=~v—a.

Kuva 32: Kulmat «a, 8 ja 7.

Ottamalla tangentit molemmista saadaan

tan(f) = tan(5 — ) ja  tan(f) = tan(y — «),
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ja kdyttamallda ensimmaistd aputulosta, saadaan

tan(8) - tan(y)
1+ tan(5) - tan(v)

tan(f) = tan(s — ) =
ja vastaavasti myos

B _ tan(y) — tan(a)
tan(f) = tan(y — a) = T+ tan(7) - tan(a)’

(2)

Seuraavaksi on selvitettavi tan(a), tan(f) ja tan(vy). Tehdddn tdmé kuvien 33-35
avulla. Pisteet ovat A(a,b), B(c,d) ja C(z,y).

Kuva 33: Havainnollistus kulman o tangentin ratkaisemisesta.

Kuvasta 33 saadaan




Kuva 34: Havainnollistus kulman [ tangentin ratkaisemisesta.

Kuvasta 34 saadaan

Kuva 35: Havainnollistus kulman v tangentin ratkaisemisesta.

Kuvasta 35 saadaan

i _y-0_y
t _ - = = —,
an(7) Jj =0 =z
Merkitaan nyt yhtalot (1) ja (2) yhta suuriksi
tan(f) —tan(y)  tan(y) — tan(a)

1 +tan(B) - tan(y) 1+ tan(y) - tan(a)
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ja sijoitetaan saatuun yht#loon suhteet (3),(4) ja (5), eli

U
>

y—
r—

y—

Yy
T

8

—
+
< | O
Y

+ |are
8
|
HE
o

VT

8
Q
8
|
Q

Lavennetaan samannimisiksi, jolloin saadaan

z(y—d)—y(z—c) y(z—a)—x(y—b)
z(z—c) _ z(z—a)

z(z=c)+y(y—d) z(z—a)+y(y=b)’
z(x—c) z(x—a)

eli

(z(y—d) —ylx =) - (xlz—7)) (ylx —a)—2(y—1"))-

(zlz—=a]]
(z(z =) +yly—d) - (zlz—7)) (2 —a)+y(y—0)) - (z(z—a))

Kerrotaan sulkulausekkeet auki

xy—xd—yxr+yc yxr—ya—zy+ b
2 —xc+y?—yd 12 —za+y:—yb’

ja lopuksi kerrotaan viela ristiin
(yc — xd)(2* — xa + y* — yb) = (zb — ya)(z* — xc + y* — yd).
Vasen puoli on
yex® — 23d — yxca + 2*ad + yic — yPad — y*cb + wydb
ja oikea puoli, kun siirretddn yhtdsuuruusmerkin toiselle puolelle
—23b + 2%cb — zy?b + xybd + yx*a — yaze + yia + ylad.
Ottamalla yksittdiset vakiot ja ndiden tulot yhteisiksi tekijoiksi, saadaan

0=a(yz® +y°) + c(ya® + y*) + b(—ay’ — 27) + d(—2" — y"2)
+ ca(—zy — zy) + db(zy + y) + ad(z® — y*) + cb(—y* + 2?).

Jatkamalla sieventdmisté ja ryhmittelyd saadaan

0= ay(z® +y*) + cy(2® + y*) — bz(2® + v°) — da(2® + y?)
— 2xyca + 2xydb + ad(x? — y?) + cb(z? — )
= (ay + cy — bx — dz)(2* + y*) + 2xy(db — ca) + (ad + cb)(z* — y?)

= ((a+c)y — (b+ d)x)(2* +y*) + 2xy(db — ca) + (ad + cb)(z* — y?).

Saatetaan yhtilo (6) yksinkertaisempaan muotoon merkkaamalla
P=ad+chb,Q=db—ca, R=a+cjaS=b+d,

P(z* — y*) 4+ 2Quy + (Ry — Sz)(2* +y*) = 0.
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Kyseessi on hyperbelin yhtiils. Nyt on etsittdvi yht#lon (7) ja ympyrin 2% +y? = r?
leikkauspisteet, joita voi olla korkeintaan neljd. Tama tehd&dn sijoittamalla ympyran
yhtélo yhtaloon (7)

P(2* — 3?) + 2Qzy + (Ry — Sz)r* = 0. (8)

Eli kun pisteiden A ja B koordinaatit sekd ympyran side r ovat tiedossa, voi yhta-
16sté (8) ratkaista pisteet C' = (z,y), jotka ovat ympyrin w = (O, r) kehalld. Naista
sitten valitaan se, jonka kautta on lyhin etiisyys. O

Esimerkki Olkoot pisteet A(—1,2) ja B = (2,4) sekd ympyran side r = 5 eli ympy-

rén yhtilé on 22 + 9% = 5% Siisa = —1,b=2, c =2 jad = 4, joten P =0, Q = 10,
R =1ja S = 6. Talloin yhtalo (8) tulee muotoon

0=0-(2"—9*)+2-10-2y+25(1-y —6- )
= 202y + 25(y — 6x)
= 20zy + 25y — 150z.

Halutun kehépisteen koordinaatit (x,y) saadaan ratkaisemalla yhtaloryhmé

20xy + 25y — 150z = 0,
x? 4+ y? = 25.

Tami voidaan tehdd esimerkiksi GeoGebralla (kuva 37). Yhtéloryhmén ratkaisut
ovat C(1,98;4,59) ja D(—0,5; —4,98). Selvisti reitti AC'B on lyhyempi kuin ADB,
joten se on lyhin mahdollinen reitti pisteestd A pisteeseen B, kun reitin on kuljettava
kehépisteen kautta.

D= (05, -4.98)

Kuva 36: Pisteet A ja B seké esimerkin yhtaloryhmén ratkaisut C' ja D.

Piirretddn ympyrille tangentti pisteen C'(1,98;4,59) kohdalle ja tarkastellaan reit-
tid AC'B. Huomataan, ettd muodostuneet kulmat « ja § (tulo- ja heijastuskulma
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vastaavasti) ovat yhtd suuret. Talloin Heronin periaatteen nojalla kehépisteella C'
saadaan tosiaan lyhin reitti (kuva 37).

C =(1.98, 4.59)

A=(1,2)

Kuva 37: Pisteen C' tangentti seké tulo- ja heijastuskulma « ja .

5.2 Pisteet ympyran ulkopuolella

Tassa luvussa tarkastellaan tilannetta, jossa molemmat pisteet A ja B ovat ympy-
rdn w ulkopuolella. Lihteend on kiytetty artikkelia [6]. Téssé tapauksessa ympyré
w on origokeskeinen, eli w = w(O, ). Tarkastelu tapahtuu kulmien avulla, minki ta-
kia tarkastelussa on kompleksiavaruus C mukana. Koska kyse on kulmista, voidaan
muokata ongelmaa seuraavaan muotoon:

Lause 5.2. Olkoot pisteet A ja B kompleksisia pisteitd ympyrin w ulkopuolelta.
Ympyrin w kehdlld on olemassa piste C, jota kautta kulkeva halkaisija puolittaa
kulman ZACB.

Pisteet voidaan kirjoittaa muotoon A = x1 + 112 = a, B = x93+ 1yt = b ja C =
x + yi = c. Kahden pisteen vilistd kulmaa kompleksisella tasolla voidaan ilmaista
argumentilla. Tavoitteena on selvittdad sellainen piste ¢ ympyrdn w kehiltd, jolle

pitee ZacO = ZOcb, eli
arg [ 27 = ar O-c
INo—¢) ="\ b—c )

a—=c¢ —C
arg( e ) _&Tg(b_c).

(a—c) _ —(c—a) __ (c—a) - — - ¢
Koska = - T — ¢ Ja (b—c) = —(c=b) ~ (c—b)

miks on ekvivalentisti




mista saadaan

c—a c
arg( > —arg <—b) = 0.
c c—

Lauseen 2.4(ii) mukaan arg(z) — arg(y) = arg <%), jolloin saadaan

arg ? =0,
c—b

arg(c_a~c_b):0. 9)

C C

eli

Yhtils (9) voidaan tulkita niin, ettéd (<=2 - <) on reaaliluku, koska sen argumentti
on 0. Talloin myds sen konjugaatti on reaaliluku, eli ne ovat yhtd suuret. Jolloin

c—a c—b _(c—a c—b
c c a c c )’

eli

mika on ekvivalentisti

c2—cb—ac+ab_cz—cb—ac+ab
2 = 2 :

C C

Kertomalla ristiin saadaan

(> —cb—ac + ab)® = (¢ — cb — ac + ab)c?
ja vield kertomalla sulkeet auki saadaan
e — cbé® — ace® + abd® = ¢ c? — cbc® — acc® + abc?.
Lauseen 2.3(ii) nojalla c¢ = |c|> = [?, eli
1Y — bl*e — al’c + abc® = 1" — bl*c — al’c + abc®.

Tilloin supistamalla termit {* kummaltakin puolelta, jirjestelemélls termit ja otta-
malla (a + b) ja (a + b) yhteisiksi tekijoiksi, saadaan

—(a+ b)I%c 4 abd® = —(a + b)I*c + abc?,
ja jalleen uudelleenjirjestelemalld paadytadn muotoon

abe®> — abc® = (a + b)I*¢ — (a + b)l%c. (10)
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Olkoot nyt Re(ab) = p, Im(ab) = q, Re(a +b) = r ja Im(a + b) = s ja edelleen
¢ = x + yi. Néin ollen yhtilo (10) tulee muotoon

(p+ qi)(x —yi)* — (p — qi)(z + yi)* = (r + si)(z — yi)I* — (r — si)(z +yi)l*. (11)

Jatketaan sieventdmalld ensin yhtélon (11) vasen puoli

(p+qi)(z — yi)* = (p — qi)(z + yi)?
=(p + qi)(2® — 2zyi + y*i*) — (p — qi)(2* + 2wyi + yi?)
=(p + qi)(«® = 2zyi + y*i*) — (p — qi) (2* + 2zyi + y*i®)
=pa® — 2payi + py*i® + qiz® — 2qayi® + qu*i® — (px? + 2payi + py*i® — qiz? — 2qayi® — qy?i®)
=pa? — 2pxyi + py*i® + qix® — 2qxyi® + qu*id — pa® — 2payi — py*i® + qix® + 2qayi® + gy
:pac/Z 2pxyi +pyz/7+ qi:z:2 —W+ qy*i® —p@z— Qpayi — pPic + qiz’ + gy + qy’i®
= — 2pxyi + qiz? + qy i3 — 2pxyt + qiz? + qy
= — dpzyi + 2qix® + 2qy°° i? = —1
= — dpzyi + 2qiz® — 2qy°i

ja vield oikea puoli

r+ si)(x — yi)l? — (r — si)(z + yi)l?

(

=(rz — ryi + siz — syz — (ra + ryi — siz — syi*))l?
( )12
(p

re — ryi + sir — syz —rx — 1yt + six + syt

)
ra — ryi + stx — syl” — ra — ryt + Six + syt )l2

=(2siz — 2ryi)l?
=2sizl? — 2ryil®

Saadaan yhtalo
2qix® — dpxyi — 2qy?i = 2sixl® — 2ryil®.

Jatketaan sieventdmista jakamalla termilld 2i, jolloin saadaan

qx2 — 2pxy — qy2 = szl® — ryl2,
eli
q(z® — y?) — 2pzy = I*(sz — ry).

Halutun pisteen C'(z,y) koordinaatit saadaan siis ratkaistua yhtéloryhmasta

x4y —1"=0
q(z* —y*) — 2pzy — I*(sz —ry) = 0.
Yhtilo (12) on mahdollista saattaa vield yksinkertaisempaan muotoon kiertamaél-

14 koordinaatistoa origon suhteen. Olkoot A(z,y) ja B(s,t) pisteitd kompleksisessa
koordinaatistossa (kuva 38). Kierretddn koordinaatistoa niin, ettd x-akseli puolittaa

31



kulman ZBOA, jossa O on origo. Tallgin x-akselin ja janan OB vilinen kulma on
yhté suuri kuin x-akselin ja janan OA vélinen kulma. Kun pisteistd A ja B muodos-
tetaan normaalit x-akselille, saadaan molemmille suora kulma. T&ll6in molemmat
muodostuneet kolmiot (kuva 39) ovat kolmen yhté suuren kulman nojalla yhden-
muotoiset.

Yhdenmuotoisuutta hyodyntien saadaan jana OB kertomalla jana OA jollakin va-
kiolla k£ > 0. Koska pisteet ovat kompleksisella tasolla ja piste B on koordinaatiston
kiertdmisen jilkeen vélttdmittd x-akselin alapuolella (yleisesti ottaen eri puolella
kuin piste A), on jana OB janan OA (origon ja pisteen A konjugaatin A vilisen
janan) suuntainen. Lopputuloksena saadaan B = kA.

Kuva 38: Pisteet A ja B sekd janat OA ja OB.

Kuva 39: Kierretty koordinaatisto ja yhtenevéit kolmiot.
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Yhtalon (12) olevasta kertoimesta ¢ = Im(ab) saadaan nyt koordinaatiston kierté-
misen jalkeen

ab=a-ka
=k-aa
= k- (z1 + y11) (21 — y11)
= k(23 — zyyri 4 ziyi — y7i%)

= k(2] + v7),

joten I'm(ab) = 0. Néin olleen yht#l6 (12) tulee muotoon

—2pxy = l2(sx — 1Y),

eli
2pry + 1*(sx —ry) =0

Ratkaistavan kehéipisteen C'(z,y) koordinaatit ovat siis yhtdloryhmén

-1 =0
2pxy + 1*(sx —ry) =0 (12)

ratkaisu. Yhtaloryhmélla on nelji mahdollista ratkaisua, joista yhden muodostavat
halutun pisteen C' koordinaatit.

Esimerkki. Olkoot pisteet A(2,1) ja B(1, —%) pisteitd kompleksisessa koordinaatis-
tossa. Etsitdin piste C'(z,y) origokeskeisen yksikkdympyréin (12 = 1) kehilté, jolle
reitti AC'B on lyhin. Pisteiden koordinaateista huomataan, ettd pisteen B koordi-
naatit saadaan kertomalla pisteen A konjugaatin koordinaatit luvulla %, eli B = %Z.
Néin ollen ¢ = Im(AB) = 0 ja voidaan kiyttad yhtiloa (14).

Ratkaistaan ensin arvot p,r ja s,

1
AB = (2+i)(1 - 5i)
1
:2—H4—§ﬁ
1
=24+ =
T3
_0
=5

ja

A+B:@+n+u—%w

1
=924+ 1447—=3
+ 1+ 22
1
+22
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eli p= Re(AB) = 3, r = Re(A+ B) = 3 ja s = Im(A + B) = L. Sijoitetaan arvot
vhtdloon (13), 2pxy + 1?(sz — ry) = 0, jolloin saadaan

5
2-—zy+ -x -3y =0,
eli
1
5xy—|—§x—3y:().

Koska ympyri on yvksikkdympyri, on side [ = 1 ja ympyrin funktio muotoa 2% +
y? — 1 = 0. Ratkaistaan siis yhtiloryhmé

2+ —1=0

1
5xy+§x—3y:O.

Tamén voi tehd4 esimerkiksi GeoGebralla (kuva 40). Yhtdloryhmén ratkaisut ovat
(0,96; —0,26), (0,54;0,84), (—1;—0,06) ja (0,7; —0,72), joista ensimméinen on pis-
teiden A ja B sijaintien kannalta ainut toimiva.

A=(2,1)
]
D =(0.54,0.84)

C = (0.96, -0.26)
®B5=(1,-05)
F=(0.7,-0.72)

Kuva 40: Yhtéaloryhman ratkaisut C, D, E ja F.

Tarkistetaan ratkaisu piirtdmélla tangentti pisteelle C(0,96; —0,26). Kuvasta 40
nihdéddn, ettd tulokulma o ja heijastuskulma g ovat yhtd suuret, joten Heronin
periaatteen nojalla tdmé on lyhin reitti.
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A=(21)

Kuva 41: Ympyrdn tangentti pisteelle C' seki tulo- ja heijastuskulma a ja f3.
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6 Yhteenveto

Tutkielmassa on késitelty menetelmid, joilla voidaan ratkaista tietyilld ehdoilla va-
rustetut lyhimmén reitin ongelmat. Yksinkertaisissa ongelmissa reitilld on homo-
geeninen alusta ja sen on kuljettava suoran kautta. Taméantyyppisissd ongelmissa
voidaan kdyttdd Heronin menetelmdd, missd kidytetddan hyodyksi kolmioiden geo-
metriaa. Kdytannon esimerkki téllaisesta ongelmasta on minigolf-radalla lyhimmaén
reitin selvittdminen, ks. luku 3.

Haastavampia ongelmia ovat ne, joissa alusta muuttuu reitin aikana tai reitti ei
kulje suoran vaan kaarevan alustan kautta. Alustan vaihtuessa reitin aikana ja eri
alustan ollessa nelionmuotoinen, voidaan geometrisella tarkastelulla selvittdd niin
sanotut sisddnmeno- ja ulostuloreunat. Tamén jilkeen voidaan laskennallisesti rat-
kaista tarkat sisdédmeno- ja ulostulopisteet.

Kun kaareva alusta on ympyré, jakautuu ongelma kahteen tapaukseen, missd alku-
ja loppupiste ovat ympyrin kehédn sisé- tai ulkopuolella. Tapaus, jossa ne ovat sisél-
14, voidaan ratkaista lyhin reitti muodostamalla niiden kautta kulkeva tasakylkinen
kolmio ympyrén sisélle siten, ettd sen kirjet ovat ympyréin kehéalli. Kun ne ovat ul-
kopuolella, saadaan lyhin reitti sijoittamalla tapaus kompleksiseen koordinaatistoon
ja sitd kautta kdyttamalla lukujen argumentteja hyédyksi.

Molempia tapauksia varten on johdettu yhtilot, joiden avulla voidaan ratkaista ha-

luttu kehépiste, jolla saadaan lyhin reitti. On selvii, ettd ilman laskentaohjelmaa,
kuten tutkielmassa kiytetty GeoGebra, on yhtdléiden ratkaiseminen hankalaa.
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