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Riemannin zeeta-funktio on laajasti tunnettu ja kiytetty funktio, jolla on yhteyksia
alkulukuihin. Taméan yhteyden tutkiminen on erityisesti saanut alkunsa noin 1800-
luvun puolivilissd saksalaisen Bernhard Riemannin ansiokkaasta tyostd. Riemann
teki lukuteorian kannalta mullistavia otaksumia, jotka kuitenkin usein jaivit mui-
den todistettaviksi ja esimerkiksi kuuluisaa Riemannin hypoteesia ei vielakdin olla
todistettu.

Alkuluvut ovat keskeisessé roolissa lukuteoriassa ja tdmé opitaan yleensd hyvin ai-
kaisessa vaiheessa, kun kokonaislukujen ominaisuuksia tutkitaan. Jaollisuussdaénnoil-
tdan ainutlaatuiset alkuluvut voivat kiehtoa mystisyydellaén, silla niiden kaikkia sa-
laisuuksia ei olla onnistuttu selvittdmaan. Alkulukujen tarkan lukuméaran laskemi-
nen tietylld vililla osoittautuu tyolddksi ongelmaksi, silld mitddn helppoa kaavaa ei
tdhdn ongelmaan ole tarjolla.

Téassa tutkielmassa osoitetaan Riemannin zeeta-funktion avulla erityisesti funktio-
teoriaa hyodyntamaélld, ettd alkulukujen jakautumisella ja zeeta-funktiolla on selva
yhteys. Tama yhteys tiivistyy lopulta hyvin eleganttiin muotoon. Havaitaan, etta
alkulukujen jakautuminen liittyy suoraan joukkoon kompleksilukuja, joilla zeeta-
funktio saa arvon nolla.

Tutkielman erityinen tavoite on johtaa alkulukulause, joka tarkoittaa sitd, ettd al-
kulukujen jakautumista voidaan ennustaa menestyksekkiddsti. On siis mahdollista
johtaa kaava, jonka antama arvio alkulukujen lukuméarastd annetun lukuarvon ala-
puolella lahestyy tdmén lukuarvon kasvaessa suhteellisesti alkulukujen todellista lu-
kumé&iriaa. Tamé tarkoittaa, etti arvion virhe prosentteina lahestyy nollaa. Lopussa
tarkastellaan myds Riemannin hypoteesia ja zeeta-funktion merkitysté lukuteorias-
sa.

Asiasanat: analyyttinen lukuteoria, alkuluvut, alkulukulause, alkulukujen jakautu-
minen, funktioteoria, zeeta-funktio



MERKINTATAVOISTA

Téassé tutkielmassa kiiytetdan seuraavia merkintoja:

N={1,2,3,...} luonnollisten lukujen joukko
neN luonnollinen luku
P={23,5711,...} alkulukujen joukko
pel alkuluku
7 kokonaislukujen joukko
Q rationaalilukujen joukko
R reaalilukujen joukko
C kompleksilukujen joukko
s=o0+1it kompleksinen muuttuja, missi
se€C, Re(s) =0 €Rjalm(s) =teR

arg z kompleksiluvun z argumentti
logz=1In|z| +iargz kompleksinen logaritmi
p:N—{-1,0,1} Mobiuksen funktio (ks. alla)
»:N—=N Eulerin ¢-funktio (ks. alla)
luku (n, m) syt(n,m)

Olkoon w(n) luvun n jakavien alkulukujen lukumdiird. Télléin Mébiuksen
funktion arvo madritellddn seuraavasti:

(=1)“™  kun n on nelivapaa
pu(n) = :
0, kun n ei ole nelibvapaa.

Eulerin ¢-funktion arvo ¢(n) on lukua n pienempien ja sen kanssa suhteel-
listen alkulukujen lukumééra.
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1 JOHDANTO

1 Johdanto

Téssé johdantoluvussa kiydaan lapi tutkielman tavoitteita ja késitellasn joi-
takin oleellisia matemaattisia kisitteitd, joita tarvitaan, tai joiden ymmarta-
minen auttaa tutkielman keskeisten tulosten ymmaéartamisessi. Tutkielmassa
oletetaan hyvid ymmarrys lukuteoriasta sekd funktioteoriasta. Erdiltd osin
matemaattinen osuus voi olla hyvinkin syvéllistd, mutta esimerkiksi tutkiel-
man johdanto- ja johtopéditoslukujen yhdistdminen voi olla riittdvaa uteli-
aalle lukijalle.

1.1 Tutkielman aiheesta ja tavoitteista

Tutkielman keskeisend motivaationa voidaan ajatella olevan alkulukujen ja-
kautumisen ymmértdminen. Alkuluvut eli lukua 1 suuremmat kokonaislu-
vut, jotka ovat jaollisia vain itselldan ja luvulla 1, ovat ainutlaatuisten omi-
naisuuksiensa takia hyvin merkittdviad luonnollisten lukujen ominaisuuksiin
liittyvien kysymyksien selvittdmisessd. Alkulukuja on ddrettoméan monta ja
ne ovat keskeisessé roolissa diskreetissd lukuteoriassa ja algebrassa. Niiden
etsiminen on periaatteessa helppoa esimerkiksi jaollisuussidantoja soveltamal-
la. Erés klassinen tapa etsid alkulukuja joltakin lukuvaliltd on Eratostheneen
seula, jossa listasta poistamalla tiedettyjen alkulukujen monikertoja, voidaan
jaljelle jaavista luvuista 16ytaa vield loytaméttomia alkulukuja.
Eratostheneen seula on kuitenkin hyvin tyolas tapa etsid alkulukuja erityi-
sesti pitkilta lukuvéleiltd. Tamén takia olisi kiitevia, jos voitaisiin méaritelld
funktio, joka antaa annettua lukuarvoa pienempien alkulukujen lukumé&irén,
ja jonka arvon laskeminen olisi helppoa. Annettua lukuarvoa pienempien al-
kulukujen lukumaéraé laskevaa funktiota kutsutaan alkulukufunktioksi. Al-
kulukufunktion kaavan méarddminen osoittautuu nopeasti hyvin hankalak-
si ongelmaksi, silld alkulukujen jakautumiselle ei oikein néytd l6ytyvin mi-
tdan sadnnonmukaisuutta. Diskreetistéd lahtokohdasta tarkasteltuna tallaisen
kaavan loytdminen on erityisen vaikea ongelma, silla esimerkiksi perdkkais-
ten alkulukujen etdisyys toisistaan vaihtelee ilman, ettd silld tuntuisi ole-
van minkédanlaista logiikkaa. Nykyaédn tiedetdin, ettd tdmé etdisyys voi olla
mielivaltaisen suuri, mutta toisaalta niin sanotun alkulukukaksoskonjektuurin
mukaan arvellaan, ettd tama etdisyys saa arvon 2 darettoman monta kertaa.
Alkulukufunktion yksinkertaisen kaavan 16ytidminen tai edes sen arviointi
sekd alkulukujen jakautumisen ymméartdminen on pitkddn ollut tavoitteena
matematiikan historiassa ja valistuneitakin arvioita on tehty pidemmén ai-
kaa (ks. [4]: pykala 1.1). Merkittiavid edistysaskelia on sittemmin otettu ja
alkulukujen jakautumista on mahdollista tutkia, kun asian tutkimisille 16y-
detddn taysin uusi perspektiivi, joka poikkeaa diskreetistd ajattelutavasta.



1.2 Matemaattinen johdanto

Taméi ei valitettavasti tarkoita helpon ja yksinkertaisen kaavan I6ytadmista
alkulukufunktiolle, mutta analyysin avulla on kuitenkin mahdollista osoittaa
alkulukufunktion noudattavan tietynlaista asymptotiikkaa. Téta tulosta kut-
sutaan alkulukulausecksi ja se kiytannossé tarkoittaa, ettd alkulukufunktion
arvoa voidaan arvioida funktiolla, jonka suhteellinen virhe alkulukufunktion
todelliseen arvoon verrattuna pienenee nollaan, kun nédiden funktioiden arvot
kasvavat kohti daretdnté.

Téssé tutkielmassa asiaa tarkastellaan saksalaisen 1800-luvulla vaikutta-
neen matematiikon Bernhard Riemannin aloittaman tutkimustydn pohjalta.
Riemannin vuoden 1859 julkaisu Ueber die Anzahl der Primzahlen unter ei-
ner gegeben Grosse eli vapaasti kidnnettynd Annettua lukuarvoa pienempien
alkulukujen lukumddrastd nayttad, kuinka sittemmin Riemannin mukaan ni-
metylld zeeta-funktiolla eli (-funktiolla on merkittivid yhteyksia alkulukujen
jakautumiseen. Huolimatta Riemannin ansiokkaasta tutkimustyostd, han ei
julkaisussaan tdysin aukottomasti todistanut kaikkia vaittdmiddn, vaan tu-
loksia todistettiin vield vuosikymmenid myohemmin ja esimerkiksi kuuluisaa
Riemannin hypoteesia ei olla vielakddn todistettu. Riemannin julkaisun aloit-
taman tutkimustyon erds huipentuma on Jacques Hadamardin ja Charles
Jean de la Vallée Poussinin todistus alkulukulauseelle vuonna 1896. Alkulu-
kulauseen todistus on tdmén tutkielman pédatavoite ja sitd varten johdetaan
muita tdrkeitd tuloksia. Tutkielman padasiallisena lihteend on kiytetty H.
M. Edwardsin kirjaa Riemann’s Zeta Function [4].

1.2 Matemaattinen johdanto

Téassa pykildassa on tarkoitus tarkastella erilaisia matemaattisia kasitteita,
joita tarvitaan tutkielmassa tai joiden ymmértdmien voi helpottaa asioiden
hahmottamista. Tutkielmassa kasiteltavd Riemannin (-funktio méaéritelladn
ensimmaisen kerran sarjana

o0

C(s) = %zl%—%—l—%..., Re(s) > 1 (1)

n=1

ja sen ilmeisin yhteys alkulukuihin on ominaisuus

o) =TT 1# Re(s) > 1. 2)

1
pEP p?

Tamé& ominaisuus mahdollistaa sen, etta alkulukujen jakautumista voi tutkia
(-funktion avulla ja (-funktion méiarittelyalueen laajentaminen analyyttisella
jatkamisella on hyvin oleellinen osa tutkimusta.



1.2 Matemaattinen johdanto

1.2.1 Laskentafunktioista

Alkulukufunktion kaavan méirddminen on hankalaa jo senkin takia, ettéd se
on laskentafunktio eli funktio, joka laskee alkulukujen lukuméérai. Téllainen
funktio ei ole jatkuva, mikd tuntuu lisddvaan ongelman hankaluutta.

Asiaa voidaan tarkastella myos siltd kannalta, ettd tavoitteena olisi 10y-
taa funktio, joka laskee luonnollisten lukujen lukuméiran annetun lukuarvon
alapuolella. Intuitiivisesti tdmé on helppoa, silli annetun lukuarvon ollessa
positiivinen reaaliluku, tdmén funktion arvo on kyseinen reaaliluku pyoris-
tettynd alaspéin lahimpédan kokonaislukuun. Toisin sanoen téllainen funktio
on lattiafunktio eli

LxJ:ZL x> 0.

n<lz

Matemaattisesti lattiafunktion kaavan méadrdaminen ei ole niin intuitiivis-
ta, silld pyoristdminen on tapauskohtainen toimenpide. Téllainen funktio on
kuitenkin selvisti jaksollinen ja jakson pituus on 1 ja tédssd ongelmassa voi-
daan hyodyntad Fourier’'n sarjoja, jossa jaksolliset trigonometriset funktiot
ratkaisevat tdméan ongelman.

Fourier’'n sarjoilla voidaan osoittaa, ettd positiivisen reaaliluvun x desi-
maaliosa {z} on

1 1 & sin (27ka) .
{$}:§—;Z—, x &7, (ks. liite A).

Téama kaava saa arvon 1/2, jos x € Z, joten médritelmé ei ole aivan tdydel-
linen arvolle {x}. Kuitenkin, koska |z| = x — {«}, niin

1 1 1 K sin (27ka)
5[2“21]:“?;;%1(%’ v=0

n<lx n<x 1

Lattiafunktion Fourier’'n sarjaesitys on eris esimerkki siité, ettd diskreetti
laskentafunktio voidaan esittdd myos eksplisiittisessé kaavamuodossa trigo-
nometrisia funktioita hyddyntden. Alkulukufunktion kannalta on pohditta-
va, ettd onko vastaavanlainen menetelmé mahdollista my6s sille esimerkiksi
(-funktion avulla.



1.2 Matemaattinen johdanto

; R
3
2
1
0 2 3 4 5
Kuva 1: Lattiafunktion approksimointia kaavalla x — % + % 22021 w

1.2.2 Analyyttisesta jatkamisesta
Maaritellddn funktio S : C — C kaavalla

S(z) = Zz”

Funktion S maérittelemé sarja suppenee, kun |z| < 1 ja sen arvo voidaan
laskea geometrisen sarjan kaavalla, joka johdetaan seuraavasti:

I+2+22+284+... =95(2),
= z+22+23+204+... =259(2),
= S(z) =1 =2z8(2),
== S(z) ==.

Nyt kuitenkin voidaan havaita, etti koska i on médritelty aina, kun z # 1,
niin funktio S voidaan mééritelld laajemmin kuin aiemmin, mutta se saa
silti tdsméilleen samat arvot kuin ennenkin tapauksessa |z| < 1. Niin funk-
tion S méarittelemid sarjaa jatkettiin analyyttisesti ja t&lloin esimerkiksi
hajaantuvan sarjan

1424224254+ ...

analyyttisesti jatkettu arvo on —1.



1.2 Matemaattinen johdanto

Maaritelma 1.1. Funktio f : C — C on analyyttinen kohdassa z = z
jos ja vain jos on olemassa sellainen ¢ > 0, ettd f on derivoituva joukos-
sa {z: |z — 20| < €}. Jokaisessa méérittelypisteessidn analyyttista funktiota
kutsutaan holomorfiseksi funktioksi. Téllainen koko kompleksitasolla maari-
telty holomorfinen funktio on kokonainen ja yksittiisia pisteitd lukuunotta-
matta koko kompleksitasolla méaaritelty holomorfinen funktio on meroformi-
nen.

Kompleksitason alue on sen polkuyhteniinen avoin osajoukko.

Lause 1.2. Olkoot f ja g holomorfisia funktioita alueella D ja alueella S C D
on voimassa f = g. Talléin f = g koko alueella D (ks. [10]: pykild 3.2.3).

Lause tarkoittaa siis sitd, ettd analyyttinen jatkaminen on yksi-
késitteistd. Analyyttinen jatkaminen on erittdin keskeisessd roolissa, kun
erddn alkulukuihin liittyvin laskentafunktion kaavaa johdetaan Riemannin
¢-funktion ominaisuuksien avulla. Aluksi (-funktio méiritellién sarjana (),
jolle voi johtaa yhteyksid alkulukuihin kaavan mukaan, mutta ndmé yh-
teydet alkulukuihin ovat voimassa vain silloin, kun tidmé sarjamuoto on voi-
massa.

Analyyttinen jatkaminen voi kuitenkin kertoa funktion ominaisuuksista
jotain keskeistd myoOs jonkin tarkastelualueen ulkopuolelta. Esimerkiksi pe-

riakkdisten luonnollisten lukujen 1,2, 3, ..., n summan voi méairitella kaavalla
& 1 1
f(n) = 2 k= §n2 + "

Yleistamélla funktion f koko kompleksitasolle kaavalla f(z) = 2%/2 + 2/2
saadaan kokonainen funktio f. T&lla funktiolla on kaksi nollakohtaa z = —1
ja z = 0. Kumpikaan nollakohta ei ole luonnollinen luku, mutta tasti huoli-
matta on algebran peruslauseen mukaan mahdollista méaritelld, etta

fmy=5 II -z

zo€{—1,0}

Edelld kiydyn esimerkin tarkoitus oli osoittaa, ettd analyyttinen jatkami-
nen voi esimerkiksi mahdollistaa sen, etté tutkitulla funktiolla on nollakohtia,
jotka voivat esimerkiksi algebran peruslauseen mukaisessa hengessé paljastaa
jotain oleellista funktion ominaisuuksista. Juuri tdmé on tédssa tutkielmassa
tavoitteena (-funktion kanssa. (-funktion yhteydet alkulukuihin on voimassa
vain tietyssd osassa madrittelyaluetta, mutta tuon alueen ulkopuolella olevat



1.3 TI'-funktio

(-funktion nollakohdat tarjoavat mahdollisuuden maaritella (-funktion sellai-
sessa muodossa, ettd nuo nollakohdat liittyvit keskeiselld tavalla alkulukujen
jakautumiseen.

Tama yhteys tulee olemaan laskentafunktion

U(z) = % [Z logp+ Y 1ogp]
<z pr<z

arvon lausuminen pykélassd 1.2.1 esitetylld tyylilld, mutta siind (-funktion
nollakohdat esiintyvidt muodostuvassa sarjaesityksessia. Tamé tulos on mer-
kittava tyokalu varsinaisen alkulukufunktion tutkimisen kannalta.

1.3 [I'-funktio

Gammafunktio eli I'-funktio on kertoman yleistys kaikille kompleksiluvuil-
le lukuunottamatta negatiivisia kokonaislukuja. Se on myd&s erds esimerk-
ki analyyttisesta jatkamisesta. ['-funktion johtaminen onnistuu derivoimalla
muuttujan a suhteen integraaliyhtiloa

0 |
o n!

e ¥dr = —.
0 a"t

Sijoittamalla a = 1 saadaan
o0
n! = / x"e *dr,
0

joka suppenee kun n > —1.

Maaritelmé 1.3. I'-funktio mééritelldén kaavalla
['(s) = / ¥ e dr, kun Re(s) > 0.
0
Télloin siis I'(n) = (n — 1)!, kun n € N.

6



1.3 TI'-funktio

Lause 1.4. Seuraavat I'-funktion identiteetit ovat voimassa (ks. liite B):

D(s + 1) = sT(s) )
r(s)zéﬁ{ 1+2)_1 (1+%H (4)
I'(1 = s)I'(s) sin (7s) (5)
Sy A R

Yhtalolla (3) voidaan yleistdd I-funktio méaritellyksi koko kompleksita-
solla lukuunottamatta nollaa ja negatiivisia kokonaislukuja.



2 RIEMANNIN ¢-FUNKTIO

2 Riemannin (-funktio

Téassd luvussa madritelliin Riemannin (-funktio ja jatketaan sitd analyytti-
sesti kompleksitasolla. Samalla my6s tutkitaan joitakin ominaisuuksia, joita
(-funktiolla on.

2.1 Maiaérittely ja ominaisuuksia, kun Re(s) > 1

Maaritelladn (-funktio ja tarkastellaan alustavasti sen yhteyttd alkulukuihin.

Lause 2.1. Sarja

o0

1

ns
n=1

suppenee alueessa Re(s) > 1. Olkoon ¢ > 0. Télléin tdmé sarja suppenee
tasaisesti alueessa Re(s) > 1+ .

Todistus. Sarja suppenee sen itseisen suppenemisen seurauksena:

oo

1
-

n=1

o0

D

n=1

(e 9]

1
>

n=1

1

nRe(s)

1

nim(s)i

Suppeneminen on tasaista, kun 6 > 0 ja Re(s) > 1 + ¢, koska laajennetun
kolmioepédyhtdlon mukaan

N 00

1 1
2 L

Snz]v;rlnlﬂs < (N+1)1+5+/N+1 x1+§dw—>0, kun N — oo,

001 oo
>SS

n=N+1 n=N+1

1

S

Maaritelma 2.2. Riemannin (-funktion méarittelee kaava

((s) = i %, kun Re(s) > 1.

n=1

(-funktio on tasaisesti suppeneva sarja, jonka termit ovat jatkuvia funktioita,
joten (-funktio on siten jatkuva.



2.1 Madrittely ja ominaisuuksia, kun Re(s) > 1

Lause 2.3. Funktio ((s) on holomorfinen alueessa Re(s) > 1.

Todistus. Funktio ((s) voidaan derivoida termeittéin:

= logn
/ — —
¢'(s) = 223 o
Olkoot § > 0 ja s € C sellaisia, ettd Re(s) = 1 4+ § ja olkoon

zp alueella |z — s| < §/2. Sarjan suppenemisen kannalta oleellista on tar-
kastella kompleksisen muuttujan reaaliosaa. Talloin riittdd tutkia tapaus
Re(zp) > 1+ 6/2 ja téllaisessa pisteessd 2

67(6/2) log

— 0,

log (N + 1) * logx log (N +1)
iy 22T (N 1)

(N + 1)L+9/2 -

z=N+1

kun N — oo. Siten sarja ('(s) suppenee tasaisesti /2 -siteisessid ympéris-
tossd ja talloin ('(s) on jatkuva. O

Lause 2.4. FEulerin tulokaava. Seuraava identiteetti on voimassa:
1\ !
((s) = H (1 — —s> , kun Re(s) > 1,
peP p
missa p kay lapi kaikki alkuluvut.

Todistus. Olkoon N € N ja N joukko niitd luonnollisia lukuja n, joiden
kaikki alkutekijat ovat pienempié tai yhtd suuria kuin N. Tall6in

1 1 1
[T+ S+ ) =2
p<N p p neNn

joka on itseisesti suppeneva sarja. Viite todistuu, kun kiytetdan geometrisen
summan kaavaa ja N — oo. ]

Eulerin tulokaava on olennainen osa (-funktion ja alkulukujen yhteytté.
Sité voidaan hyodyntad funktion log ((s) laskemisessa.

Lause 2.5. Seuraava identiteetti on voimassa:

! —OOM(TL) un el S
@_Z -k Re(s) > 1,

missé p on Mdbiuksen funktio.

n=1



2.1 Madrittely ja ominaisuuksia, kun Re(s) > 1

Todistus. Eulerin tulokaavan mukaan

1 1 1 1 1
@:H(l__):1_zl¥+ 12 (p1p2)5_ Z (p1p2p3)s+m

peP peP p1,p2€P p1,p2,p3€P
p1<p2 p1<p2<p3
3 i fu(n)
- 9
n=1 n°
miké todistaa lauseen. O

Lemma 2.6. ((s) # 0, kun Re(s) > 1
Todistus. Lauseen nojalla

1
— < 00, kun Re(s)>1
<O &
misti seuraa, etti \C( j; €l voi hajaantua ja siten ((s) # 0. O

Talloin log ((s) on mééritelty, kun Re(s) > 1.

Lause 2.7. Olkoon Re(s) > 1. Télloin seuraava identiteetti funktiolle
log ((s) on voimassa:

log ¢(s ZZ

peEP n= 1
kun lim,_,, log (o + it) = 0, missé arvo ¢ on kiinnitetty.
Todistus. Eulerin tulokaavan mukaan

lim log <g(s) 1T <1 - %)) —log1 = 0. (7)

p<N

Nyt

log (C(s) II (1 - pl)> log((s)+ > log (1 - pl) +i2rkn(s), (8)

p<N p<N
missd ky on kokonaislukuarvoinen funktio. Kayttamélla Maclaurinin sarja-
kehitelmaa

()t L2 L3
log (1+2) = Z —Z—E—i—————f—..., 12| <1

n=1




2.2 Analyyttinen jatkaminen

saadaan

Swg(1- 1) -2 Y

p<N p<N n=1

ja oikean puoleinen sarja suppenee myos silloin, kun N — oo. Téalléin myds
kokonaislukuarvoinen funktio ky(s) suppenee johonkin kokonaislukuarvoon
k(s). Nyt

o= | (1o Zz—ﬁWMQ]

L p<N n=1
= slgglo log ((s Z Z + Slggo i2mk(s) = slggo i2mk(s),
L peP n=1
missi k(s) = limy_,o kn(s). Funktio k& on kokonaislukuarvoinen ja myds

jatkuva, silla

EECE

peP n=1

on muuttujan s suhteen jatkuva funktio. Siten k(s) = 0 ja lause on yhtéloiden
ja (8) mukaan todistettu. O

Lause 2.8. Sarja Y _p1/p hajaantuu.

peP

Todistus. Olkoon o > 1. Talloin lauseen mukaan

PECEDIEND ) pics

pGIP’ pEP n=2
1
<Z—+ZZ Z 2 S T
pEIP’ peEP n= 2 pGIP’ pGP peP P
Viite seuraa siitd, ettd lim, .1+ log ((0) = oo, silld lim,_,1+ ((0) = 0. O

2.2 Analyyttinen jatkaminen

Téahén asti ((s) on méadritelty vain, kun Re(s) > 1. Tamén pykélan tavoittee-
na on laajentaa madrittelyalue analyyttisesti pistettd s = 1 lukuunottamatta
koko kompleksitasolle, milloin tuloksena on meromorfinen funktio, jolla on
kuitenkin voimassa jo aiemmin maaritellyt ominaisuudet. Taméa voidaan nyt
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2.2 Analyyttinen jatkaminen

esitettdvin tavan lisiksi tehdd usealla muullakin tavalla ja lause takaa,
ettd lopputulos on kiytetystd tavasta riippumaton.
Tarkastellaan integraaliyht&loa

e 1 [ r
/ et dy = — et e = (S)
0

S S
n® Jo n

Lemma 2.9. Oletetaan funktiojonon (f,) funktiot ei-negatiivisiksi ja in-
tegroituviksi vililla [0, co). Téll6in, jos ) f, suppenee ja fooo >, [n suppe-
nee, niin silloin on voimassa

Todistus. Lebesguen dominoidun konvergenssilauseen seuraus. O

Olkoon ¢ > 1. Lemman [2.9 nojalla

T 00 oo o—1
Z (o) = / (e +e ™ 4e+.. )" de = / - dx,
— n° 0 o €e*—1

eli

(o) (o) = /000 eftll dz, kun o > 1. 9)

Koko kompleksitasolle laajentamista varten méaaritellidn ensin kompleksita-
son tie (', joka kulkee ddrettomyydestd aivan positiivisen reaaliakselin yla-
puolella ldhelle origoa, minka jilkeen se pyordhtad vastapiivadn origon ym-
péri ja palaa takaisin ddrettomyyteen aivan positiivisen reaaliakselin alapuo-
lella. Olkoon pyorahdysside origon suhteen § > 0.

Aloitetaan tarkastelemalla yhtaloa

L= [ L)

12



2.2 Analyyttinen jatkaminen

Im

C
N\

Re

rd

Kuva 2: Tie C, kun kiertosuunta on vastapéiviin ja 0 — 07.

Téamén kolmivaiheisen integraalin ensimmaéisessi vaiheessa arg (—z) = —,
kun z kulkee positiivisen reaaliakselin paalla. Téamaéan jilkeen, kun tie C pyo-
rahtad yhden kokonaisen ympyran kierroksen ympari, on tdlloin voimas-
sa arg (—z) = 7. Huomioidaan myds, ettd (—z)° = e°°¢(=2) kun valitaan
kompleksisen logaritmin padhaara. Siten

(oL ) e

(log z—im dz s(log d—im+i0) +o00 6s(log z+im) dz
[ e et g
teo €1 2z 0 e’ — s e#—1 =z

Naista jokainen integraali suppenee kaikilla arvoilla s € C, koska § > 0 ja eks-
ponenttifunktion kasvunopeus on huomattavasti polynomia suurempi. Sup-

peneminen on vieldpa tasaista. Seuraavaksi pyrkimyksené on tutkia tapausta
§d— 0t.

Lemma 2.10. Olkoot C} ja (5 kaksi yksinkertaista sulkeutuvaa tietd, joista
(' on kokonaan tien C sisdosassa. Olkoon f(z) analyyttinen alueessa, joka
sisdltdd nama tiet ja niiden véliin jadvén alueen. Silloin

f(2)dz= ¢ f(z)dz
Cq Ca

Todistus. Lause on esitetty luentomonisteessa (ks. [12]: lause 6.19) ja se on
jatkoa Cauchyn integraalilauseelle (ks. [10]: pykila 2.3). O

13



2.2 Analyyttinen jatkaminen

Lemman mukaan luvun ¢ valinnalla ei pitéisi siis olla vaikutusta
integraalin tulokseen. Kun o > 1, niin

es(log §—im+i0) 88 . e—ims | oifs 5cr€t(7r—0)
ede? _ 1 - ede? _ 1 - ’666i9 _ 1|
)
§<6 )50—1et”—>1-0:0, kun § — 07,
e’ —1
joten
2m es(log57i7r+i0)
lim [ S ——idf = 0.
=0t Jo e’e” — 1
Talloin

/ (—Z)s % . (/5 es(logz—m) % N /+oo 65(10gz+iﬂ) %)

cef—12z =0t \Ji €—1 2z 5 e—1 =z
L L [T dx s [T 2 dz
- /0 ez—l?—i_e /0 ee—1z

_ 1S —i7Ss > -

( B 28 1

= (e e ") dz.
0

e —1

Nyt @ :n mukaan

[ LT e o)
C

e —1 z

Eli

1 (—2)% dz
Cs) = 2isin (7s)(s) /c et —1z"

milloin :n mukaan

((s) = H1=9) /C (-2) d2

271 e —1 z

Nyt integraali tien C yli suppenee kuitenkin kaikilla s € C, silla C' kiertad
origon ja eksponenttifunktion kasvunopeus on aina huomattavasti suurempi
kuin polynomilla. Suppeneminen on vieldpé tasaista jokaisessa kompleksi-
tason kompaktissa alueessa, joten integraali on muuttujan s suhteen holo-
morfinen funktio. On huomioitava kuitenkin, ettd I'(1 — s) hajaantuu, kun
s on jokin positiivinen kokonaisluku. (-funktio on kuitenkin mééritelty, kun

14



2.2 Analyyttinen jatkaminen

Re(s) > 1 aiemman madritelmén perusteella, joten integraalin nollakohtien
on kumottava I'-funktion hajaantumisen vaikutus téssd alueessa.

Tapauksessa s = 1 arvo ['(1 — s) hajaantuu, mutta vanhankaan mééritel-
mén mukaan ((s) ei ole madritelty téassd pisteessd. Téll6in

/(—z) dz_f -1 p
cet—1z2 ‘Z|:5ez—lz.

Koska —1/(e* — 1) on holomorfinen lukuunottamatta origoa, jossa silld on
yksinkertainen napa, on residylaskennan mukaan voimassa

1 _
f{ dz = 2mi lim ——— — —2ri.
|

2)=5 € — 70 €% —

Siten lim, 1 ((s) hajaantuu.

Maaritelma 2.11. Olkoon tie C' kuten aiemmin tassa pykildssa maaritelty.
Talloin (-funktio on maéaritelty kaavalla

M) [ o) de

271 ec—1 z

C(s) =

alueessa s # 1.

Lause 2.12. (-funktio on holomorfinen alueessa s # 1 eli kompleksitasolla
meromorfinen funktio ja sille on voimassa

1

((s) = —, Re(s) > 1.

nS

2.2.1 Vaihtoehtoinen tapa, kun Re(s) > 0

Johdetaan vaihtoehtoinen kaava ((s):lle, kun Re(s) > 0. Kun Re(s) > 1, niin

= 2 1
Z (Qn)s - 2371C(S)'

n=1

Vihentdmélla tdmé arvosta ((s) saadaan

1 11 — (—1)"*
(S P e O D e

eli

(s) = _121_5 > Re(s) > 1. (10)



2.3 Funktionaaliyhtalo

Alternoivaa sarjaa n kutsutaan Dirichlet’n eta-funktioksi. Todetaan vield,
ettéd n(s) suppenee ja on holomorfinen, kun Re(s) > 1. Selvésti

Pete) = [ et tn = o [T e ar £ [T e a
0 2* Jo 3% Jo
o0 :Bs—

00 1
s—1/ —x —2z -3z
= et —e " +e —...dx:/ dx,
/0 ( ) o e*+1

miké kuitenkin suppenee myos silloin, kun Re(s) > 0. Integraalin suppene-
minen on tasaista, silla eksponenttifunktion kasvunopeus on jilleen huomat-
tavasti suurempi kuin polynomin ja siten se on myos holomorfinen funktio
muuttujan s suhteen. Tall6in siis

((s) = ﬁn(s), kun Re(s) > 0. (11)

Aikaisempi analyyttinen jatkaminen osoittaa, ettd n-funktiolla on talld alu-
eella nollakohtia vain samoissa kohdissa kuin (-funktiolla lukuunottamatta
suoran Re(s) = 1 pisteitd, joissa funktio

1
1—21-s

hajaantuu paitsi kohdassa s = 1, kun 7(1) = log 2. Talléin n(s) = 0, kun

s=1+—, kun k£ € N.
log 2

2.3 Funktionaaliyhtalo

Funktionaaliyhtalolla tarkoitetaan téssa tapauksessa (-funktion arvojen ((s)
ja (1 — s) kytkemista toisiinsa. T&lld tuloksella on merkittévid seurauksia,
silld se tekee kompleksitason suorasta Re(s) = % erddnlaisen symmetriasuo-
ran (-funktiolle.

Maaritelma 2.13. Jacobin ¥-funktio méaritellaédn kaavalla
W(zx) = Z e x> 0.
n=1
Lause 2.14. Seuraava yhtilo on voimassa:

1+29(x) 1

L+20(z7Y)  x

16



2.3 Funktionaaliyhtalo

Todistus. [4]: Pykala 10.4. O

Tarkastellaan integraaliyhtalod
/OO e—nzﬂ'xl,s/Q—ldI — 1 /OO 6_$J]5/2_1dl’
0 (n*m)*/2 Jo
L —si2p (3) issii Re(s) > 1
= —7 = mi e(s .
ns 2/’
Summataan n kaikkien luonnollisten lukujen yli, milloin
C(s)m™*/?T (g) :/ O(x)z*? L Re(s) > 1. (12)
0

Nyt lauseen mukaan

0o oo 1
/ I (x)z S/Q_Idx—/ ﬁ(m)xs/Q_ldx—/ (x>

/ O(x) x> 1dx—|—/ < 1/219(J:)+ x1/2 %) 3
_/ Iz )( s/2 4 p(1-s /2) dx —i—l OO (xf(sf1)/271 _ 1:75/271) do.
1 21
Eli
C(S)W_S/2P (f) _ /0019( )( /2 —|—[L’(1 s /2) dx ; (13)
2 1 x  s(1—s)

Nyt yhtalon oikean puolen arvo ei selvisti muutu, kun tehdéin sijoitus
s=1-—s.

Yht&lon oikea puoli suppenee tasaisesti, silld kun x — oo, niin in-
tegroitava funktio suppenee kohti nollaa hyvin nopeasti. Yhtialon molemmat
puolet ovat siten holomorfisia alueessa s ¢ {0,1} ja tdssd alueessa on voi-
massa

C(s)m /T (g) =(¢(1—s)n~ =921 (1 ; S) : (14)

Lause 2.15. (-funktion funktionaaliyhtdlé. Seuraava yhtalo on voimassa kai-
killa s € C:

((s) = 2°7% 'sin (7;S>F(1—S)C(1—s).
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2.3 Funktionaaliyhtalo

Todistus. Yhtalon (14) mukaan

((s)ym™*°T (g) —¢(1 - s)r =9/ (?)

S ™

= qr(3) =T (L)

Tehdiin I-funktion identiteetin () mukainen sijoitus

r 15 ()

Talloin

((s) = 7:8/_: sin <%S>F (1 - g) r (158) ¢(1—ys).

Toisaalta (6):n ja (3):n mukaan

0= (7)1 ()7 -3)

Eli

]

Funktionaaliyhtdlo on téarkeéd tulos, silli nyt (-funktion arvot littyvét
kompleksitason suoran eli niin sanotun symmetriasuoran Re(s) = % molem-
min puolin toisiinsa. Erityisen térked funktionaaliyhtdlé on (-funktion nol-
lakohtien kannalta. Nimittdin on helppo ndhd4, ettd jokaisen negatiivisen ja
parillisen kokonaisluvun arvolla s on voimassa ((s) = 0, silld sinifunktio saa
talloin arvon 0 ja funktioilla I'(1 — s) tai ((1 —s) ei kummallakaan ole napaa
tallaisessa kohdassa. Muiden nollakohtien tapauksessa yhden nollakohdan
loytdminen tarkoittaa vilittomasti toisenkin nollakohdan 16ytamista.

Méiritelma 2.16. (-funktion funktionaaliyhtdlon mukaan ((—2n) = 0, aina
kun n € N. Téllaista nollakohtaa kutsutaan (-funktion triviaaliksi nollakoh-
daksi. Muita mahdollisia nollakohtia kutsutaan epdtriviaaleikst nollakohdikss
ja sellaisen nollakohdan edustajaa merkitdin symbolilla p.

18



2.3 Funktionaaliyhtalo

Lause 2.17. (-funktion epétriviaalille nollakohdalle p on voimassa
0 < Re(p) < 1jalm(p) # 0 sekd

((p) =0<=((1-p) =0,

Todistus. Nollakohtien p ja 1 — p relaatio on suora seuraus funktionaaliyh-
télostd ja nollakohdan p reaaliosan rajaus on seuraus lemmasta jonka
mukaan ((s) # 0 kun Re(s) > 1. Pykéldn 2.2.1 mukaan johdetun (-funktion
esitysmuodon perusteella pitéisi reaalivililld (0, 1) olevan epétriviaalin
nollakohdan olla my6s funktion I'(o)n(o) nollakohta. Koska

o] xo—l
r = dr >0 k >0
(0)n(0) / L dr>0, ko>,

niin p ¢ (0, 1). Koska méiritelméin ja residylaskennan mukaan

() 1 1 (A2 1
<(0) = 27 /Cz(ez—l)dZ_Q_m'Qm,lzlgtl) (E (W)) Ty

niin p # 0. O

Lause 2.18. (-funktiolla on seuraava ominaisuus:

¢(5) = <(s)

ja tésta seuraa, ettd ((p) = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd Re(s) > 1. Talloin ominaisuuden exp(Z) = exp(z)
mukaan

(E) =) n" =) n==(()

ja analyyttisen jatkamisen nojalla viite on todistettu koko (-funktion maé-
rittelyalueella. O
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2.3 Funktionaaliyhtalo

Im

(=0 (-2=0

D

limg 1 |¢(s)] = o0 Re

45 4 —35 -3 -25 2 —15 -1 —05 15 2 25 3 35 4 45

'
C(1—s)=2"r"*sin(n(1 — s)/2)['(s)((s)

Kuva 3: (-funktio kompleksitasolla. Viritetty alue on niin sanottu kriittinen
kaista, jossa kaikki epétriviaalit nollakohdat p ovat. Téassa pry on Riemannin
hypoteesin eli ehdon Re(p) = 1/2 toteuttava nollakohta ja toistaiseksi muita
kuin Riemannin hypoteesin toteuttavia nollakohtia ei ole 16ydetty.

Luvussa 5 todistetaan, ettd Re(p) # 1, mistd seuraa funktionaaliyhtélon
mukaan myds se, ettd Re(p) # 0 eli 0 < Re(p) < 1. Riemannin hypoteesista
huolimatta tdméan lukuvilin kaventaminen on kuitenkin osoittautunut hyvin
haastavaksi. On osoitettu vahvempia tuloksia kuin Re(p) < 1 (ks. luku 6),
mutta mikdan niistd ei poista sita mahdollisuutta, ettd nollakohtia voisi olla
mielivaltaisen ldhelld suoraa Re(s) = 1.
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3 ¢&-FUNKTIO

3 &-funktio

Riemannin (-funktion ja erityisesti sen nollakohtien yhteys alkulukuihin
on kuuluisa etenkin johdantoluvussa esitetyn Riemannin hypoteesin vuoksi.
Edellisessa luvussa todettiin, ettd (-funktiolla on triviaaleja ja epétriviaaleja
nollakohtia. Naista juuri epétriviaalit nollakohdat liittyvét olennaisesti alku-
lukujen jakautumiseen. Téssd luvussa tarkastellaan Riemannin &-funktiota,
jonka nollakohdat ovat yhteisid (-funktion epétriviaalien nollakohtien kanssa.

3.1 Maiarittely
Maaéritelladn £-funktio ja tarkastellaan sen nollakohtien merkitysta.

Maaritelm4 3.1. Riemannin {-funktion méaérittelee kaava

S

£(5) = 5 s(s — 1T () ¢(s).

Lause 3.2. Seuraava funktionaaliyhtilé on voimassa:

£(s) =¢(1—s).
Todistus. Suora seuraus yhtalosta ((14]). O

&-funktio on siis muodostettu kiyttamalld apuna yhtéloa . Néin tulok-
sena on yksinkertaistetumpi funktionaaliyhtéld, joka on parempi (-funktion
epatriviaalien nollakohtien késittelya varten.

Lause 3.3. {(s) on méaritelty kaikilla s € C ja £(s) = 0 jos ja vain jos s = p,
misséd p on (-funktion epétriviaali nollakohta.

Todistus. Viite {(p) = 0 seuraa suoraan &-funktion maaritelméstd. TallGin
on tarkistettava, ettd muita nollakohtia ei ole ja ettd £(s) on méaritelty kaikil-
la s € C. (-funktion triviaalien nollakohtien tapauksissa ['-funktion hajaan-
tuminen kumoaa nollakohdan muodostumisen, miki néhtiin jo (-funktion
funktionaaliyhtélosta. Pisteiden s = 0 ja s = 1 tarkastelemista varten huo-
mataan, ettd yhtalon perusteella:

e (3) = [ ot s oL

- 2€(S> = 8(8 — 1) /100 19(;5) (3;8/2 + x(lfs)/Q) d?x 1

Suoraan sijoittamalla havaitaan, ettd £(0) = £(1) = 1/2 ja lause on siten
todistettu. [
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3.2 Tulokaavan todistus Hadamardin lauseella

Seuraava askel on pohtia erilaista esitysmuotoa &-funktiolle. Algebran pe-
ruslauseen mukaan direllisasteisella polynomilla on sen astelukua vastaava
méard kompleksisia juuria ja polynomin voi esittda tulomuodossa, jossa esiin-
tyy kaikki sen juuret. Erityisesti tavoiteltava esitysmuoto olisi

6= (1-2), (15)

p P

mutta koska £(s) ei ole polynomi ja juuria p voi olla ddretén médra, niin
tdméan esitysmuodon olemassaolo ei ole varmaa.

Maaritelma 3.4. (-funktion epétriviaalien nollakohtien eli {-funktion kaik-
kien nollakohtien joukossa toistuu sama nollakohdan arvo sen kertalukua
vastaavan monta kertaa. Erityisesti

sarjassa Z ja tulossa H

Iz P

tulkitaan, ettd p kiy lapi koko (-funktion epétriviaalien nollakohtien joukon.
Joskus on tarpeellista huomioida summattavien tai kerrottavien termien jar-
jestys. Téata varten maaritellidn seuraavat merkinnét:

S epm ¥ e I = T

P ltm(p)|<h P [Tm(p)|<h

jolloin erityisesti jokaisen nollakohdan p méidrddméa termi lisdtddn sarjaan
samanaikaisesti sitd vastaavan nollakohdan 1 — p madradman termin kanssa.

3.2 Tulokaavan todistus Hadamardin lauseella

Riemann ei omassa julkaisussaan onnistunut osoittamaan aukottomasti tu-
lokaavan péatevyyttd. Vasta vuonna 1893 ranskalainen Jacques Hadamard
todisti, ettd kokonainen funktio voidaan esittdd algebran peruslauseelle tyy-
pillisessd tulomuodossa mikéli se tayttaa tietyt ehdot.

Lause 3.5. Hadamardin tekijilause. Oletetaan, ettd f on kompleksitasolla
kokonainen funktio. Olkoon ¢ kokonaisluku ja oletetaan, ettd on olemassa
sellainen positiivinen luku ¢ < g+ 1, ettd on voimassa |f(2)| < exp (]z]*), kun
|z| on riittdvan suuri. Télloin f voidaan esittdd muodossa

TER o z
f(z) = zme" kl:[lEq (Zk)
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3.2 Tulokaavan todistus Hadamardin lauseella

Téssé joukko {z;} on funktion f nollasta poikkeavien juurien joukko, jossa
jokainen téllainen juuri esiintyy sen kertalukua vastaavan monta kertaa. Luku
m on nollakohdan z = 0 aste, h(z) on polynomi, jonka aste on enintdéin ¢ ja

E,(w) = (1 —w)exp (Z w—n>

n
n=1

Todistus. (ks. [9]: Theorem 9 ja [10]: pykalat 8.2 ja 9.3) O]

Nyt tarkoituksena on todistaa tulokaavan (15)) voimassaolo Hadamardin
tekijilauseen avulla. Lahtemalld yhtalon tarkastelusta voidaan havai-
ta &-funktiolla olevan sarjaesitys, joka mahdollistaa tekijdlauseen vaatiman
epayhtdlon voimassaolon tarkistamisen. Yhtéalon ((13) mukaan

5(8):%_ 8(12_3) /10019( )( s/2+x(1 s)/Q)%‘

Télloin alueessa s ¢ {0,1}
1 s(l—s) |
() = 2 - 219

- e (B i)
D Mo (S5 )
+“2;Qm”(§+y%§)+AWW@XU—SMW+wﬂPW%ﬁ

+ 19(1) —f—/ 19,(1')1’3/2((1 —_ S)I(S—l)/Q—l + S$_5/2_1>d1,’
1

o0

— N~ N

[I3/219/(5L')(—237(5_1)/2 - 21,—5/2)}

r=1

>~ d
_/ y [ 3/219/( )](—2x(s_1)/2—2x_5/2)dx
1 x

= % +9(1) =9 (1)(—2—-2) + / %[x3/2§’(x)](2x(31)/2 + 2275/ dz.
1

Toisaalta lauseen eli funktion ¥ funktionaaliyhtdlon mukaan
14 20(z) = 27 2(1 + 20(z7Y)),
jolloin
1
21:5/ 2

— 2@%U::—§MWGJ+20@)+1)

20 (1) = —— (4 (z7") + 229(x7 ") + )
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3.2 Tulokaavan todistus Hadamardin lauseella

eli
1 )
3 +9(1) +49'(1) = 0.

Siis

00 s/2—1/ —s/
£(s) = 4/ di[$3/219/($)] (x 2-1 22+l‘ 2) b
1

o] s/2—1/4 —s/241/4
4/ i[:c3/219’(x)]$_1/4 p P e N
1 dx 2

8

Kéyttamélla funktiota cosh(z) = (exp (2) + exp (—z))/2 saadaan

£(s) = 4/100 %[13/219/(1’)]1’_1/4 cosh (% (s — %) log x) dz. (16)
Hyperbolinen kosinifunktio voidaan myds esittda sarjamuodossa
o L2n
cosh (z) = Z on)l

n=0

misté seuraa, ettd pisteen s = 1/2 ympaéristossa £(s) voidaan esittai sarjana

£(s) = i o <s _ %yn (17)

n=0

kun

< d o (logx an
o, :4/1 %[x?’/%?’(x)]x 1/4%@:.

Sarja suppenee, silld (2n)! kasvaa paljon nopeammin kuin mikdén eks-
ponenttifunktio ja tdmé viittaisi mahdollisesti siihen, ettd ¢-funktiota voi-
taisiin késitelld ddretonasteisena polynomina ja etti algebran peruslauseen
mukainen tulokaava olisi mahdollinen. Koska

n2p3/2

2?2 () = —WZ o f <0  jatermi
en T

enQﬂ':c

on vihenevii funktio kun n € N ja z > 1, niin funktio 2%29'(x) on siten
kasvava, kun = > 1. Téll6in sen derivaatta on positiivinen ja siten kertoimet
as, ovat kaikki positiivisia reaalilukuja.
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3.2 Tulokaavan todistus Hadamardin lauseella

Lemma 3.6. Kaikilla riittdvén suurilla R € R on voimassa [¢(5 +w)| < RF,
kun |w| < R.

Todistus. Koska sarjassa kertoimet ovat kaikki positiivisia, on &-funktio
kasvava vililli [1,00). Samasta syystd arvo |£(5 + w)| on kickossa |w| < R
suurimmillaan kun w = R. Olkoon N € N sellainen, jolle on voimassa
%—k R<2N < %—F R+ 2. Koska £ on kokonainen funktio, niin sarjaesitys

on voimassa kaikilla s € C. Nyt
1
3 <§ + R) < E(2N) = N7V (2N — 1)¢(2N).

Koska (-funktio on vdhenevi vililla [2,00), on sen arvo rajoitettu. Samoin
rajoitettu on myds 7, joten on olemassa sellainen k € R, ett

< RE

—_ )

1 R/2+9/4
£(2N) < EN!(2N — 1) < 2kNNTT < 2k (5}% + Z)

kun R on riittavan suuri. L]

Lemmanvélitén seuraus on, ettd [£(1 +w)| < exp (Jw[*?), kun |w| on
riittéviin suuri, silli RE = eBE < ¢R*? kun R on riittéviin suuri. Koska
£(3) # 0, mikii voidaan todeta esimerkiksi siitd, ettd lauseen mukaan
¢(3) # 0, niin Hadarmardin lauseen tilanteessa m = 0. Niin ollen £(5 + w)
toteuttaa Hadamardin lauseen ehdon valinnalla ¢ = 1. Siten sillé on olemassa

luloeSityS
(2 ) ! (O[) < O{) ’

missi h(w) on enintddn ensimmaéisen asteen polynomi ja « kiy ldpi funktion
£ (%+w) juuret. Merkitdan epétriviaalia nollakohtaa p = %—ka. Talloin lauseen
mukaan jokaista juurta a kohtaan loytyy sitd vastaava toinen juuri —a.
Tésté seuraa, ettd suppenevassa tulossa exp (w/a) - exp (—w/a) =1 ja

3 <% +w> = eh(“’)H# <1 — g) :

Koska &-funktion funktionaaliyhtdlon perusteella tdmén yhtdlon vasemmalla
puolella oleva funktio ja oikealla puolella oleva tulo ovat molemmat parillisia
funktioita muuttujan w suhteen, tiytyy siten termin e*“) olla my6s parilli-
nen, miké téssd tapauksessa tarkoittaa ettd sen on oltava vakio, jota mer-
kitdan symbolilla c. Suoritetaan sitten muuttujan vaihtaminen s = % + w,
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3.3 Nollakohtien jakautumisesta

jolloin

= G- [0 ()|

Lauseen mukaan £(0) = 1/2, eli téiten on esitetty seuraavan lauseen to-
distus:

Lause 3.7. &-funktion tulokaava. -funktiolle on voimassa

missi siis p kly 1api kaikki (-funktion epitriviaalit juuret.

3.3 Nollakohtien jakautumisesta

Tamén pykildn tavoitteena on tutkia funktioteorian tulosten avulla (-
funktion epétriviaalien nollakohtien jakautumista kriittiselld kaistalla ja nditd
nollakohtia merkitddn symbolilla p tdssd pykildssd. Jakautumisen tarkaste-
lu on olennaista monissa suppenemistarkasteluissa myohemmassa vaiheessa
tutkielmaa. Pykéldssad kiytetty tulos funktioteoriasta on seuraava Jensenin
lause.

Lause 3.8. Jensenin lause. Olkoon R > 0. Oletetaan, ettd f : C — C on
holomorfinen kompleksitason kiekossa |z| < R. Oletetaan, ettéd funktiolla f ei
ole nollakohtia ympyralld |z| = R. Olkoon joukko {z1, 29, ..., z,} funktion f
kiekossa |z| < R olevien nollakohtien joukko, jossa jokainen nollakohta esiin-
tyy astelukuaan vastaavan monta kertaa. Kun oletetaan viela, ettéd f(0) # 0,
niin talléin on voimassa

O

z
k=1 "k

2T
log — i/ log | f(Re™)|d6.
0

27

—_

Todistus. (ks.[4]: Pykald 2.2). O
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3.3 Nollakohtien jakautumisesta

Mairitelmi 3.9. Olkoot R > 0 ja N : R — N U {0} funktio, jonka arvo
N(R) on ¢-funktion kiekossa |s — 1/2] < R olevien nollakohtien p astelukujen
summa.

Lause 3.10. Olkoon R > 0. Télloin N(R) < 3Rlog R, kun R on riittdvin
suuri.

Todistus. Koska &-funktio on kokonainen ja se ei ole identtisesti nolla, niin sen
nollakohtien joukolla ei analyyttisen jatkamisen nojalla voi olla kasautumis-
pistetta. Talloin niitd on oltava jokaisessa kompleksitason kiekossa ddrellinen
médrid. Voidaan olettaa, ettd ympyrilld |s—1/2| = 2R ei ole nollakohtia, silld
jos néin olisi, niin Jensenin lausetta voisi seuraavaksi kuvattavalla tavalla so-
veltaa kiekossa |s — 1/2| < 2R + ¢, kun € > 0 on pieni. Lemman [3.6| mukaan
log |£(s + 1/2)] < log ((2R)*!), kun R on riittévin suuri. Koska

2w

[ los(2B)P)i = log (20)P),
T™Jo

niin Jensenin lauseen mukaan

6(%)‘+ > log’p_z—%élog((%)m)-

lp—1/2|<2R

log

Téssa ehdossa vasemmalla puolella olevan sarjan termit ovat kaikki positii-
visia ja kiekossa |p — 1/2| < R on voimassa ehto

2R
log ————— > log 2.
lp—1/2|
Siten
N(R)log2 < 2Rlog2R — log £ ( )’
2 1
— N(R) < ——Rlog R — g|§<2)}+2R§3RlogR,
log 2 log 2
kun R on riittdvan suuri. Néin ollen lause on todistettu. O

Lause 3.11. Olkoon ¢ > 0. Téll6in sarja

>
_ 1+e
Jo—172

suppenee.
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3.3 Nollakohtien jakautumisesta

Todistus. Olkoon {p1, p2, ps, . . . } kaikkien epétriviaalien nollakohtien joukko,
jossa kaikilla £ € N on voimassa ehto |px — 1/2| < |pr+1 — 1/2]. Téssé
joukossa jokainen nollakohta esiintyy jilleen astelukuaan vastaavan monta
kertaa. Olkoon {R;, Rs, Rs, ...} vastaavasti joukko positiivisia reaalilukuja,
joille on voimassa 4Ry log Ry = k kaikilla & € N.

Lauseen mukaan on olemassa sellainen luonnollinen luku ng, etté
kaikilla n > ng on voimassa

N(Rn)§%<n

eli nollakohta p,, ei ole kiekossa |s — 1/2| < R, joten |p,—1/2| > R,. Talloin
milld tahansa luonnollisella luvulla M > ng on voimassa

= |pk _ 1/2|1+8 — = R}iJrs = kl+e

B Y1 (dlog Ry
- Z flte/2 ) ke/2 ’

k=ng

Nyt log k = log Ry +log 4+loglog Ry, > log Ry kaikilla isoilla luvuilla k. Siten
(41og Ry)'*e < (4log k)" < k°/2) kun k on riittiivin suuri. Eli

- 1 = 1
— < — < @
ja vaite seuraa tasta. ]

Lause 3.12. Ehdon 7' < Im(p) < T'+1 toteuttavien nollakohtien lukumé&éra
on pienempi kuin 2log T, kun 7" > 0 on riittavan suuri.

Todistus. Tarkastellaan ensin yhtaloa
§'(s) _ Z#
€s) &

mikd on voimassa, jos sarja nollakohtien p yli suppenee tasaisesti muuttujan
s suhteen. Oletetaan, ettd ehdot 6 > 0 ja Re(s) > 140 ovat voimassa, milloin

1

d
75 log€(s)) = p—

(18)
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3.3 Nollakohtien jakautumisesta

muuttujaa s ei voi valita nollakohdan p ldhiymparistésta. Nyt

Sl S

P Im(p)>0 5P

# 1

s—p

1 1
= 2 <s—1/2>—<p—1/2>+<s—1/2>+<p—1/2>‘

Im(p)>0
2(s —1/2) K
= < — | +c
_ 2 _ _ 21 — _ 2 ’
D eV s Vi RPN (v

kun K ja c ovat reaalisia vakioita. Edellinen epadyhtdlo on voimassa termeit-
tain silloin, kun |p| kasvaa riittdvin suureksi ja s on mielivaltainen. N&in

ollen yhtild on lauseen mukaan perusteltu.

Nyt siis
2+i(T+1) ¢ #p2+i(TH)
/ 3 (S)ds = Z / ds.
2 2

+iT 5(5) +iT S—p

p

Toisaalta

2+i(T+1) 1
Im / ds | =Im(log(2+i(T+1)—p) —log(2+iT —p))
2+4T §—p
=arg(2+i(T+1)—p) —arg (24T — p),

mikd on siis janan [2 4+ ¢T,2 4 ¢(T + 1)] madrddmé kulma nollakohdan p
suhteen katsottuna (Kuva[d).
Talloin jos T < Im(p) < T+ 1ja 0 < Re(p) < 1, niin

1 24i(T+1)
arctan — < Im / ds | .
2 2+iT S—=p

Olkoon n ehdon T' < Im(p) < T + 1 toteuttavien nollakohtien p lukumadra.
Kaikkien nollakohtien méaaradmat kulmat ovat positiivisia, misté seuraa, ettd

2+i(T+1) ¢
n- arctan% <Im </2+; ’ Z((SS)) ds) : (19)

Analyysin peruslauseen mukaisesti tdmaén integraalin arvon voi laskea jatku-
valla funktiolla log £(s), jolle on méiritelméin ja I-funkton identiteetin
sovelluksen (s/2)I'(s/2) = I'(s/2 + 1) mukaan voimassa

log&(s) = —glogﬂ+log (s—1)+logI (% + 1) + log ((s).
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3.3 Nollakohtien jakautumisesta

2 +i(T + 1)

e

&< 24T

1 Re
O
—e

Re(s) = 1 Re(s) =2

Kuva 4: Kuvan kolmiot ovat yhdenmuotoisia, milloin kirjet origossa ja pis-
teessd p voidaan rinnastaa toisiinsa.

Kéytetddn I'-funktion logaritmin arvioimiseen Stieltjesin versiota Stirlingin
kaavasta: (ks. [4]: pykila 6.3)

logl'(s +1) = (s + %)logs —s+ %10g27r+0 (%) , kun Re(s) > 0.
(20)
Télloin
togd(e) = 331 log s = glog%— 3 +1log (s — 1) +1log ((s) + O (1 - ﬁ) .

Koska tarkasteltavassa tilanteessa Re(s) = 2 ja [((2+it) — 1] < ((2)—1 < 1,
niin arvo log (2 + it) on rajoitettu. Nyt, kun 7" — oo, niin

log2m + 1

1
Im(log&(2 +iT)) = §T10g|2+iT| -T 5

+ O(1),
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3.3 Nollakohtien jakautumisesta

joten

Im(log&(2+ (T + 1)) — Im(log (2 +47))

T log —2+2if;;1) +log |2 +i(T +1)| 1
= 5 +0(1) = §logT—i-O(1),
koska
24+1(T+1 22+ (T +1)2
lim T lo + il ,+ ) = lim T'log +(T+1) =
—00 2+1T T—00 V22 T2
Eli

24+i(T+1) 5/(8) B 1
Im (/2+ZT ) ds) =3 log T+ O(1), (21)

kun 7' on riittdvan suuri. Tall6in kaavan mukaan jollakin C' € R

1 1
n - arctan 5 < 3 logT + C, eli
1/2)logT
n < (1/2)log +C<210gT,
arctan (1/2)
miké todistaa lauseen. ]

Nollakohtien lukuméirélle voidaan antaa vield tarkempikin arvio, joka
esitetddn seuraavassa lauseissa, mutta se ei ole timén tutkielman tavoitteiden
kannalta ensisijaisen tirkea, joten sitd ei todisteta.

Lause 3.13. Seuraava arvio on volmassa:
T T T

N(T) = —log— — — +O(logT).

(T) = —logo— — — + O(log T)

Todistus. (ks. [8]: pykild 1.4) O
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4 -FUNKTION VON MANGOLDTIN KAAVA

4 Y-funktion von Mangoldtin kaava

Tassa tutkielmassa on tdhén asti osoitettu, ettd Riemannin (-funktiolla on
ainakin jonkinlainen yhteys alkulukuihin ja ettd (-funktioon liittyy hyvin
olennaisesti sen epdtriviaalit nollakohdat algebran peruslauseen mukaisessa
hengessd. Tamén luvun tavoitteena on johtaa erdille alkuluvuista riippuval-
le funktiolle elegantti laskentakaava, jonka arvon laskeminen ei vaadi tietoa
alkuluvuista vaan (-funktion epétriviaaleista nollakohdista ja koska néiden
nollakohtien ominaisuuksista ja jakautumisesta tiedetdan jo jotain, niin taméa
luo merkittavilla tavalla mahdollisuuksia tutkia alkulukujen jakautumista.
Kaava on nimetty saksalaisen Hans von Mangoldtin mukaan.

4.1 -funktio ja sen yhteys (-funktioon

Maaritelladn -funktio ja esitetdén tavoiteltava von Mangoldtin kaava.
Maaritelm4 4.1. Olkoon ¢: R — R funktio, jonka miarittelee kaava
LZ logp + Z 1ogp]
<z pn<z

Lause 4.2. Seuraava yhtilo, jota kutsutaan von Mangoldtin kaavaksi, on
voimassa:

—:E—Z ———logl—a: ) —log 2. (22)

Lause todistetaan tissa tutkielman luvussa.

Kaavan johtamista varten t¢-funktio on ensin saatava liittyméin (-
funktioon. Mééritellddin tarkasteluja varten uusia apufunktioita.

Miéritelmi 4.3. Olkoon u : R — {0, 1
rittelee kaava

.51} Heavisiden funktio, jonka mai-

0, <0
ulz)=4¢ 3, v=
1, >0

Maaritelma 4.4. Olkoon A von Mangoldtin funktio, jonka méarittelee kaava

| logp, m=p" jollanpePjaneN
A(m) = { 0, muulloin.
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4.1 1-funktio ja sen yhteys (-funktioon

Niin madritelty A-funktio on siis ¢-funktion tédyden askeleen arvo kohdassa
x = m. Talloin on voimassa

=Y A(m)u(z —m). (23)
m=1
Lauseen 2.7 mukaan

;(bgé( ) = ) Zzlofs , Re(s)>1

p€eP n=1

ja koska tdmé& sarja suppenee itseisesti, niin sen termit voidaan jirjestdi
uuteen jarjestykseen eli

((s) < Alm) os
) > Re(s) > 1. (24)

m=1

Tavoitteena on johtaa yhtélon (24]) avulla ¢-funktion ja ¢-funktion vélinen
vhteys. Se voidaan tehdd kayttdmalla erditd funktioteorian aputuloksia.

Lemma 4.5. Olkoot ¢ > 0 ja a > 0. Talléin

1 a+ih d
lim —— T u(t—1)
h—00 2700 Jo_in S

seké silloin, kun ¢ # 1 on voimassa ehto

1 ot g ta
—/ D 1)‘§

210 Juin S mhllogt|

Todistus. (ks. liite D) O
Tarkastellaan seuraavaksi yhtalon mukaista integraaliyhtaloa

1 a+ih 1 1 a+ih ) s
C(S)x @:_ <ZA(m)$_) ﬁ’ a> 1.

2w ), C(s) s 2mi Jo_in — ms | s

Termeittédin integrointi on perusteltua darelliselld vililla, silla sarja suppenee
tasaisesti silloin, kun Re(s) = a > 1, koska A(m) <logm ja x on vakio. Siten

1 o & x®\ ds I & atih 25 ds
Am) 95— & A =)
210 Join (7; (m) m5> S 2mi — ( (m) /a_z-h ms s )
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4.2 Kaavan johtaminen

Valitaan lemman 4.5 tilanteessa ¢ = x/m, jolloin u(x/m — 1) = u(z — m)

1 /“”h x® ds ‘ (x/m)*logm

271

A(m) —— —ulx—m)| < kun = # m.

_in MS S ~ wh|logx —logm|’

Summataan m kaikkien luonnollisten lukujen yli. Tadmé& sarja suppenee,
silld (z/m)* on summattavissa, koska a > 1, x on vakio ja termin
(logm)/|log x — logm| arvo liahestyy kohti lukua 1, kun m — oo.

Néin ollen

> A(m)

m=1 a—i

1 a+ih 5 ds K
—/ —— —u(x—m) Sﬁ’

missd K on jokin vakio. Tama ehto toteutuu myos tapauksessa xr = m ja se
osoitetaan liitteessd D. Nyt K/h — 0, kun h — oo. Téll6in

joten (23):n ja (24):n mukaan, kun summan ja integraalin jirjestys vaihde-
taan, on voimassa
1 a+ioco ~/ s ds
—— &ms— = (), kun a > 1. (25)
2mi a—100 C(S) S
Néin (-funktiolla on ¥-funktioon selked yhteys, joka muistuttaa erddnlaista
Fourier'n muunnosta. Téllaista muunnosta kutsutaan Mellin muunnokseksi,
joka on nimetty suomalaisen matemaatikon Hjalmar Mellin mukaan.

4.2 Kaavan johtaminen

Tamén pykildn tavoitteena on johtaa von Mangoldtin kaava ¥-funktiolle. Se
onnistuu madradmaélla integraalille

1 a+100 Cl(s) 3@

_% a—100 C(S) S

toinen muoto, jolloin yhteys y-funktioon on selvd yhtalon mukaan. Ole-
tus Re(s) = a > 1+ 4, missd § > 0, on voimassa koko pykéldn ajan. Kdytta-
malld ¢-funktion méaritelmaa 3.1 seké sen tulokaavaa eli lausetta|3.7/saadaan

#
s s s
log ((s) = ilogﬂ—logs—log(s— 1) —logT (§> —1—2 log (1 — ;)

p
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4.2 Kaavan johtaminen

Kun tdmé lauseke derivoidaan termeittdin muuttujan s suhteen, saadaan

G aee i ler ()X e

Kaytetdadn I'-funktion identiteettia

i oer () = [ (T

n=

(1+ %)1 (1+%)S/2])]

seuraavalla tavalla:

d | & s S

< 1 (1 —) Sog (14 =
+ds ;( og +2n —|—20g< + ))]
= 1+OO [ S
s —~ s+2 2 %8 n

1 & [ (—1)F+ 1
__§+n:1 ;( 2%knk ) \s+2n/)|’

kun kdytetddn log-funktion Maclaurinin sarjaa. Oletetaan ettd s kuuluu jo-
honkin kompleksitason kompaktiin osajoukkoon. Sarjan suppenevuuden kan-
nalta riittda tutkia tapaus k = 1, jolloin on olemassa riittavin suuri ng, etté
kaikilla n > ny on voimassa

1 1

— < £ jollain vakiolla ¢ € R.
2n  s+2n

_n27

Téaten I'-funktiosta johdettu sarja suppenee tasaisesti kompleksitason kom-
pakteissa osajoukossa ja voidaan todeta, ettd

e -3 S (55) - ()

# 1

p—s
(27)

n=1 Lk=1

R

Yhtalo on voimassa, jos jokainen sarja suppenee siini tasaisesti komplek-
sitason kompakteissa osajoukoissa (ks. liite A: (x)). Sarja, jossa esiintyy (-
funktion epétriviaalit nollakohdat perusteltiin jo lauseen todistuksessa
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4.2 Kaavan johtaminen

yhtalon tarkastelussa eli yhtélon (27)) voimassaolo on siten perusteltu.
Laskua ¢’(0)/¢(0) — ¢'(s)/¢(s) hybodyntamalld paddytadan tulokseen

! S & "0
C(s (s=p) = 2n( 3+2n —¢(0)
Nyt tavoitteena on siis onnistua perustelemaan yhtilon mukaan, etti

1 a+1i00 C(S) SdS

¢<x> B _% a—1i00 C(S) ! s
1ot s ds 1 ot s sds
T 2mi amico S—1 s 2w J i - p(s—p) s
1ot & s Jds 1 [T (0) Lds

Fori o a3y O

jotta 1-funktio saa uuden muodon. Kuten télldkin hetkelld ndhdaén, yhté-
16ss4, mielivaltaisesti valitun arvon s tapauksessa ainoastaan (-funktion
epatriviaalien nollakohtien joukko ja sen ominaisuudet vaikuttavat arvon
—('(s)/C(s) laskemisessa ei-triviaalilla tavalla, silli kaavassa vain nollakoh-
tien joukko ei ole tdysin tunnettu. Termeittdin integroinnin perustelua ja
arvojen laskemista varten tarvitaan muutamia funktioteorian aputuloksia.

Lemma 4.6. Olkoot a > 1, Re(a — ) > 0 ja > 1. Télloin

1 a+100 1
2°ds = 2°.

2m a—100 S_B

Todistus. (ks. liite D) O

Lemma 4.7. Olkoot t > 1, a > 0 ja d > ¢ > 0. Talloin

1 a-+id ts
o | s
270 Jorie S

Todistus. (ks. liite D) O

t(l

<
~ (a+c)|logt|

Tarkastellaan yhtélon (28):n integrointia termi kerrallaan. Lemman
valitoén seuraus on, etta

1 a-+1i00 d
i x—szx, kun z > 1 (29)

210 Jo—ioo S—1 s
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4.2 Kaavan johtaminen

ja

1 a-+100 C/(O) SdS B CI(O)

o1 Jy o C(0)T s C(0)]

1 a+ih 0 d
RS I PR
270 Join \ = 2n(s + 2n) s

termeittéin integrointi on perusteltua, silld sarja suppenee tasaisesti alueen
Re(s) > 1 kompakteissa osajoukoissa (ks. liite A: (xx)). Tarkastellaan siis
raja-arvoa

kun z > 1. (30)

Integraalin

a+ih s
lim
h—vo0 £ 2m 2n a—ih ST 2n

Aloitetaan integraalista, jolle on voimassa

a+ih s a+2n+ih s a+2n+ih s
/ ds = xQ”/ —ds = 2:62”/ —ds.
a—ih S + 2n a+2n—ih S a+2n S

Lemman (1.7 mukaan, kun z on vakio

Zx—Qn 1 a+2n+ih IS

—ds| <

no 27 Joion S -

zx—2n Kxa+2n - K’
n (a+2n)logx — n?’

mikid tarkoittaa siis sitd, ettd integraalien termien summa suppenee, joten
lemman mukaan

a+1i00
2n 2mi /a s+ 2n 2n '

joka selviisti on tasaisesti suppeneva sarja, kun x > 1 + ¢, mistd seuraa, etté

1ot i s S ds i xn . S146 (31)
— — |2 — = un :
270 J o = 2n(s + 2n) s 2n -

a—100 n—=1

Viimeiseksi tarkasteltavaksi termiksi jaa siis

1 [fotieo s ds
2mi a—i0o p p(S - p) S



4.2 Kaavan johtaminen

jonka jo valmiiksi tiedetddn suppenevan koska yhtalon kaikki muut ter-
mit on pystytty integroimaan. Tarkasteltavaksi jaa siis se, ettd millaisen muo-
don tim3 integraali saa. Lauseen todistuksessa olleen yhtilon tar-
kastelun mukaan integraalin (ks. liite A: (* * %))

# 1 1 a+ih 8
lim /
h—s00 . 2mi p ih S—

sarja nollakohtien p yli suppenee tasaisesti. Lemman mukaan

11 [ofie gs P

a—icc S TP P

p2mi

milloin on tutkittava, ettd suppeneeko sarja Z g " ” ja ettd onko se haettu
raja-arvo. Tamaén sarjan suppenevuuden todlstammen aloitetaan nayttamaél-
14, etta

a+ih _.s—p

. xp T
lim E
h—o0 a—

ih S

atih _.s—p

ds—zxp/ T

S —_—
|Im(p)|<h ih

0. (32

Olkoon p = 8 + vy. Télloin

Z .ZUP 1 /a+’ih 57 d < 2 Z /aﬁ+i("{+h) .Tt dt
— _} S — s
o 210 Jooin S — =7 2mi a—Bti(—y—h) t
ja lemman [4.7] mukaan
SO [ <
= Y 271 a—p+i(—y—h) t 7>h (a - B + Y h) IOgZL‘

missd ¢ =a — 1, jolloin 0 < c < a—f.

Oletetaan sitten, ettd h on riittdvin suuri, jotta lausetta [3.12] voidaan
soveltaa aina kun 7" > h. Jaetaan summassa nollakohdat joukkoihin, joissa
on voimassa h + j < v < h+ 7+ 1ja j kiy ldpi ei-negatiiviset kokonaisluvut.
Lukua j vastaavassa joukossa on enintdén 2log (h + j) alkiota. T&ll6in on
voimassa

a o0

T log (h + j)
K <
logzz y(y — h+c - Z (h+7)G+¢)
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4.2 Kaavan johtaminen

kun A on riittdvan suuri vakio. Olkoon A riittdvan suuri, jotta
log (h+j) < (h+5)"? ja

[e.9]

Z log (h + 7) <i 1 B
(h+7)G+c) = = (h+ )V G+ )V +c) ~ =

Jj= Jj=

kun B on riittdvin suuri vakio. Titen raja-arvoyhtild toteutuu, silld
h=Y* = 0, kun h — oo.
Osoitetaan sitten, ettd seuraava yhtalé on voimassa:

Jm |

[Tm(p)|<h

P a+ih _.s—p P
’ as— Y S)=0 (33

tm(py<h ©

P 2mi Joi 5 —p

Samalla tavalla kuten aiemmin arvioitiin, niin nyt integraalipolkujen additii-
visuuden ja kolmioepéyhtdlon mukaan

v oL T >
tm(icn P 2T Jamin S0 S P
P 1 a—pB+i(—y+h) 2t
== Tt -1
0<y<h p||2m a—pB—i(—vy+h)
p 1 a—B+i(y+h) .t o 1 a—Bti(—v+h) .t
> 5 llom Sa-1+ Y12 "]
0<y<n | P 2T Ja—p—i(—+h) 0<r<h | P 27 J o pri(y+h)

Lemmojen[4.5]ja[d. 7l mukaan viimeisinté lauseketta voidaan arvioida ylospéin
seuraavasti:

Z z? o Z z? Kz
- _l_ _
(h+7)logz (a—B+h—7)

v
0<y<h 0<y<h
x 1 Kz° 1
< + —,
mlogx Ongh y(h+7v) logz Ongh v(e+h—7)

missd ¢ = a — 1. Olkoon hgy niin suuri, ettd lausetta [3.12| voidaan sovel-
taa kun T > hg. Oletetaan, ettd 10hg < h. T&ll6in summan termit, joissa
0 <7 < hg < h tuottavat suuruusluokkaa O(1/h) olevan kontribuution sum-
maan. Jaetaan termit, joissa hy < v < h kuten aiemmin raja-arvoyhtdlon
osoituksessa véleihin, joissa on voimassa hg+ 7 < v < hg+ 7 + 1, missd
J kiy ldpi kaikki ei-negatiiviset kokonaisluvut. Tall6in viimeisintd lauseketta
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4.3 Graafinen esitys

voidaan arvioida vield ylospdin kuten tehtiin aiemmankin raja-arvon tapauk-
sessa:

z° 1 Kz 1
Wlogx>Zv(h+7)+logx>zv(c+h—7)
f: log (ho + j) f: log (ho + 7)
h()—|-j h+h0—|—j e h0+j C+h ho—j—l)

kun A ja B ovat vakioita. Samanlaisella tarkastelulla kuin raja-arvoyhtilon
(32) voimassaolon osoittamisessa, voidaan todeta ettd molempien sarjojen
arvo suppenee kohti lukua 0, kun 2 — oco. Tillsin on osoitettu, ettéd ([32):n
mukaan

1 ot s L ds , zf 1
R D D Ll WD Dl el S
a—1i00 0 a—ih

m(p)|<h
ja :n mukaan

a+ih xs—p
ds

Sy D M S M
[Im(p)|<h a—t [Im(p)|<h p
eli
1 fatios
—5 . ;p(s—— ; kun =z > 1. (34)

Yhdistamalld identiteetit (25), (28), (29), (0), (31) seké (34) on johdettu

-funktion von Mangoldtin kaava:

—2n

# P > r /
(a:):m—; ?—i—z 5 —258)), kun z > 1. (35)

n=1

Vakion (’(0)/¢(0) tarkkaa arvoa ei téssd tutkielmassa johdeta, mutta se on
log 27 (ks .[4]: pykala 3.8) Voidaan havaita myds, ettd sarja Y- (272" /2n)
on funktion —log (1 — 272)/2 Maclaurinin sarja.

4.3 Graafinen esitys

Hahmotellaan -funktion ja sen von Mangoldtin kaavan mukaista esitysta
graafisesti hyodyntdmallad valmiiksi laskettuja Riemannin (-funktion nolla-
kohtia. Muutetaan ensin kaava helpommin laskettavaan muotoon. Olkoon
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4.3 Graafinen esitys

p = B+ iv. Tillsin

o’ _ e(B+i7) logz _ B — iy o(B+i) log
p Briy B

— 2P (ﬁfmz (cos (log - ) + i sin (log - ’7)))

- . .
+ 2 1cos (logx - v) — sin (log z - )
(s ticos ogr ) —sin (o)
Imagindariosat kumoutuvat sarjassa yli kaikkien nollakohtien, silld lauseen
2.1§ mukaan (-funktion nollakohdan liittoluku on myos nollakohta. Samoin
koska kaikilla tiedetyilld nollakohdilla on Riemannin hypoteesin mukainen
reaaliosa, voidaan olettaa 8 = 1/2. Kuvassa on esitetty y-funktion approk-
simaationa funktion
x1/2+i'y 1

— —log (1 —27%) —log2m,

@) == 12+iy 2

|v|<405

kuvaaja. Tdm& médritelmé arvolle f(z) on voimassa vain tédssd pykildssa.
Ehto |y| < 405 toteutuu 205:114 nollakohtaparilla.

T A

|

0 5 10

Kuva 5: Kéyrén y = f(x) kuvaaja.

Tarkempaa tietoa kuvaajasta ja nollakohdista 10ytyy liitteessa A.
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5 ALKULUKULAUSE

5 Alkulukulause

Tutkielmassa on péésty sithen vaiheeseen, ettd aiemmin hyvin satunnaisen
alkulukujen jakautumisen tutkimukselle onkin 16ydetty lahestymistapa, jo-
ka mahdollistaa tdmén jakautumisen kuvaamisen uudella tavalla. Aiempien
tuloksien valossa voidaan todeta, ettd jokainen Riemannin (-funktion epéatri-
viaali nollakohta liittyy koko alkulukujen jakautumiseen, mikd on merkittavi
edistysaskel alkulukufunktion tavoitellun kaavan 16ytdmisen kannalta. Vaik-
ka taydellisen kaavan kuvaaminen on hyvin hankalaa, niin tdméan luvun tar-
koituksena on kasitelld alkulukulause, jolla tarkoitetaan siis alkulukufunktion
asymptoottisen arvion

Todt x
5 logt logx

(z) ~ (36)

toteutumista.

Taulukko 1: Alkulukufunktion ja sen alkulukulauseen mukaisten asymptoot-
tien pyoristettyjen arvojen vertailua kun virhe on suhteessa alkulukufunktion
todelliseen arvoon.

T m(z) | [, (dt/logt) | —virhe | z/logz | —virhe

100 25 29 16 % 22 12 %
500 95 101 6,3 % 80 —16 %

1 000 168 177 5,4 % 145 —14 %

5 000 669 683 2,1 % o87 —-12 %
10 000 1229 1245 1,3 % 108 | —12 %
50 000 5133 5 166 0,64 % 4 621 —10 %
100 000 9 592 9 629 0,39 % 8686 | —9,4 %
500 000 41 538 41 605 0,16 % | 38103 | —8,3 %
1 000 000 | 78 498 78 627 0,16 % | 72382 | =78 %
5 000 000 | 348 513 348 637 0,036 % | 324 150 | —7,0 %
10 000 000 | 664 579 664 917 0,051 % | 620 421 | —6,6 %

Alkulukulause todistetaan téssé luvussa osoittamalla ensin, ettd Rieman-
nin (-funktion epétriviaaleja nollakohtia ei ole suoralla Re(s) = 1. Tésté seu-
raa von Mangoldtin kaavan avulla arvio ¥ (z) ~ z, jota kiytetddn alkulu-
kulauseen todistamisessa. Alkulukulauseen ovat ensimmaisens todistaneet
Jacques Hadamard sekd Charles Jean de la Vallée Poussin vuonna 1896.
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5.1 Re(p) #1

5.1 Re(p) #1

Ehto Re(p) # 1 osoitetaan oikeaksi vastaoletuksen avulla. Vastaoletuksesta
seuraava ristiriita voidaan johtaa tutkimalla sarjaa log((s) ldhelld suoraa
Re(s) =1, kun Re(s) > 1.

Maiéaritelmi 5.1. Olkoon sarja B(s) méiritelty kaavalla

B =Y

pEP n=2

1
, Re(s) > 1.
npns

Tami sarja siis suppenee myos silloin, kun Re(s) = 1 kuten lauseen
todistuksesta ndhd&én.

Nyt siis
1
log((s) =Y —+B(s),  Re(s) > L (37)
pS
peP
Talloin (-funktion logaritmin reaaliosaa voidaan arvioida seuraavasti:

Re(log ¢(o +it)) = Re <Z : > +O(B(1)) = Z cos (tlog p) + O(1).

o+it lea
pEP p peP p

(38)

Tehdéddn vastaoletus, jonka mukaan on olemassa (-funktion epétriviaali
nollakohta muotoa p, = 1 4 k. Symbolit p, ja k liittyvit koko pykilan ajan
tahan nollakohtaan.

Téllaisen nollakohdan tapauksessa lim,_,;+ Re(log ((o + ki)) = —oo eli

lim Z cos (k log p) = —00. (39)

o—1t g
peP p

Kayttamalla £-funktion médritelmés saadaan

0
(s =10 = Sris2) ~ T(s/2 1)

eli

im0~ 1)6(0) = S1E — 1,

1
koska £(1) = 3 jaT'(3/2) = V/7/2. (ks. lause 3.3] ja liite B)
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5.1 Re(p) #1

Téasta seuraa, ettia

lim [Re(log (o)) +log (o —1)] =0, (40)

o—1t

joten yhtalon mukaan

1
E — = —log (o — 1)+ O(1) — oo, o— 1T (41)
peP p
Koska
ki ki
i | SO FED | |Sle R
o1t |0+ ki — py o1t | o—1

niin Rellog ((o + ki) — log (o0 — 1)] on ylhiiltd rajoitettu pisteen s = p, 14-
hiympéristossd. Talloin ehdon mukaan samassa tilanteessa kuin (41)) on
ldhelld pistettd p, voimassa:

Z cos (klogp)

=log(c —1)+O(1) - —o0, o— 17", (42)
pU

peP

Ehtojen ja olisi siis toteuduttava samanaikaisesti, jos olisi olemas-
sa nollakohta p,. Niissd ehdoissa esiintyviat hajaantuvat sarjat siis tavallaan
hajaantuvat samaa tahtia, mutta eri suuntiin. Ehdossa tadmé tarkoit-
taisi, ettd ldhes jokaisella alkuluvulla olisi voimassa cos (klogp) &~ —1, mika
kertoisi hyvin sddnndéllisestd alkulukujen jakautumisesta, ja miké ei vaikuta
intuition mukaiselta lopputulokselta. Koska ehto tiedetdan varmuudella
oikeaksi, niin tavoitteena on nyt osoittaa, etti ehtoa toteuttavaa lu-
kua k ei ole olemassa. Olkoon § > 0 pieni reaaliluku. Olkoon P’ sellaisten
alkulukujen p joukko, jossa toteutuu ehto

|(2n 4+ 1)m — klogp| <  jollakin n € Z. (43)

Talloin yhtalon sarja voidaan esittdd muodossa

1 / "
ZE:S_}_S’

kun

pEP’ pEP\ P’
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5.1 Re(p) #1

Kaikilla p € P\ P’ on voimassa cos (klogp) > — cosd. Ehdon mukaan
—S"—cosd - S" <log(oc—1)+ O(1).
Yhtalosta saadaan ehto log (0 — 1) = —=5" — S” + O(1), milloin
-5 —cosd-S" <=8 -85"+0(1),
— (1 —cos0)S” < O(1).
Talloin sarja S” siis suppenisi, kun taas S’ + S” hajaantuu eli suurin osa
alkuluvuista olisi ehdon toteuttavia ja siten saadaan seuraava ehto:
S// S/
lim =0 ja lim
o1t ST+ S” o1t ST 57

Ehdosta (42]) voidaan intuitiivisesti arvioida, ettd koska cos (k log p) ~ —1
suurimmalle osalle alkuluvuista, niin cos (2klogp) ~ 1 myds suurimmalle
osalle alkuluvuista ja

= 1. (44)

Z cos (2k log p) R

400, o— 17"
pO’

peP

eli Re(log ((o + 2ki)) — +o00. Kuitenkin, koska (-funktiolla ei voi olla napaa
tdllaisessa pisteessé, niin pisteen s = 1 + 2ki ldhiympéristossd Re(log ((s))
on ylhaaltad rajoitettu ja seuraava tdsméllinen, mutta ehdosta johdetun
intuitiivisen péittelyn kanssa ristiriitainen ehto on voimassa:

3 W —o(). (45)

Ristiriita tdsmaélliselld tarkastelulla voidaan johtaa siitd, ettd koska jokai-
sella p € P’ on voimassa 0 < cos (2d) < cos (2klogp) < 1 ja sarjassa S”
kaikilla p on voimassa cos (2klogp) > —1 eli ehdon mukaan

S cos (20) — " < O(1),

josta seuraa, etta
S” S’ O(1
> cos (20) __ow :
S'+ 5" S+ 8" ST+ 8"
miki on ristiriita ehdon kanssa. T#ten nollakohtaa p, ei voi olla olemassa
ja néin ollen on todistettu seuraava lause:

Lause 5.2. (-funktion epétriviaaleille nollakohdille on voimassa
0 < Re(p) < 1.
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52 Y(z) ~x

5.2 ¢(z)~x

Téamén pykéldn tavoitteena on osoittaa, ettd 1)(x) ~ x. Ensimméinen vaihe
on osoittaa, ettd

/Ogc W»(t)dt ~ %2 (46)

Muistetaan von Mangoldtin kaava sekd identiteetti (25)):

1 (ot ((s) .ds # P
- S - — log 2 > 1.
v(z) 270 Ju—ino C(8) T T 2n 08 £, @
Tarkastellaan integraalia
Lo (s) o1 ds 1 /HiOO — A(m) o1 ds
- x x
270 Jy—ine C(8) s(s+ 1) 2mi Jo i ms s(s+1)

m=1

a+1i00 ds

— io: A(m) / 93'8+1
=2 Jo i ms(s + 1)
Kéyttamélla osamurtohajotelmaa 1/(s(s+ 1)) = 1/s — 1/(s + 1) saadaan

270 f g ioo mss(s+1)  2mi

1ot ds x /““"o s ds  omo O g dy
a

s . u ’
oo TS 2T Joi1—ico MY U

joka lemman mukaan saa arvon 0, jos z < m sekd muussa tapauksessa
arvon x—m. Osamurtohajotelmassa alkuperdinen summa késitelldsin kahtena
summana, mutta molemmat suppenevat tasaisesti, joten se on perusteltua.
Siten

1 a+100 C/(S) . z
_% a—1i00 C(S) ’ " S + 1 ZA l’ N TZ /O (J; - t)d¢(t)’

n<zx

eli

1 a+100 C/(S) ) dS - x
T ) G0 6D | v (47)

Yhtélon (47) vasemman puolen integraalin laskemiseksi hyodynnetéén yhté-

164 ([28)):

C(s) _ s R SR ()
) AT o) T mG ) )
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52 Y(z) ~x

Tamén perusteella

) =) s -1 s -l
(o) T Tsm1 S ;(p@—p) p<—1—1>)

* ; <2n(3j— ) 2n(—I:— 2n)) !

_d(s) 3+1 Z s+1 _’_i s+1 ¢'(—1)

- (p+ 1)( ~(2n—1)(s+2n) ((-1)

(48)

Téllsin (47):m vasemmanpuoleiselle integrandille on yhtdlsiden ja

mukaan voimassa

C,<S>sll 1 8+1
o) e o 2

e :L.s—l—l (O) s+1 xs-‘,—l

* ; on(s+2n) C(0) s  2(s—1)

+; (p+1)(s = p) _; (2n —1)(s + 2n)
¢(-1)
e

Jokainen sarja suppenee tasaisesti kompleksitason kompakteissa osajoukois-
sa, kuten pykéldsséd 4.1 todettiin yhtaloa vastaavien termien tapaukses-
sa. Osassa sarjoista termien nimittdja poikkeaa vain hieman, kun tuloissa
toinen luku eroaa itseisarvoltaan luvun 1 verran. Naméa muutokset eivit vai-
kuta suppenevuuteen. Kun jokainen termi integroidaan nyt erikseen kuten
pykéldssa 4.1, niin saadaan tulokseksi

: - s T (0) (=)
/0 vt =5 —Z o(p+ 1) ;271(277,— Do ey W

kun x > 1.
Todistetaan sitten viite niyttamalli, etti
fo t)dt — x?/2 0
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52 Y(z) ~x

Nyt

O‘T »(t)dt — 2%/2 P! e x 2"
: e N

22 /2 2 p plp+1 2 “— 2n(2n — 1)
L) )
a0t Ryt

milloin kaikki muut termit paitsi sarja nollakohtien p yli suppenevat triviaa-
listi kohti nollaa kun z — oo. Lauseen mukaan sarja -, p~'(p+1)7"
suppenee itseisesti. Lauseen [5.2) mukaan [27~!| < 1, koska Re(p) < 1. Télldin
sarja
PP
plp+1)

p

suppenee tasaisesti ja kohti nollaa, kun x — oo. Tdmé voidaan todeta tar-
kastelemalla epéayhtaloa

P! ‘ P! 1
e R e R S
1|~ 1 1
‘ e+ )| e plp )| e, pp+ 1)
Olkoon ¢ > 0. Valitaan hyvin suuri luku A siten, etté
> orm|<s
1 2
tmoon PP L)

Olkoon sitten luku ¢ € [1/2,1) ehdon Im(p) < h toteuttavien nollakohtien
reaaliosien maksimi seké luku z niin suuri, ettd ehto

i 1 €
- S - xc—l < -
2 p(p+1) 2 plp+1) 2

[Tm(p)|<h

on voimassa. Talloin

Tamé todistaa véitteen (46]).
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5.3 Alkulukulauseen todistus

Seuraavaksi osoitetaan tamén avulla, ettd ¢(x) ~ x. Olkoon € > 0 ja
riittavin suuri, etta kaikilla x > zy on voimassa

72 72 o 22 72
1—e)=——(1 -0 1 — —(1-e)=2.
(-9 -(+ay < [utd<(+975 - 0-27

Olkoon y > x. Koska 9 on kasvava funktio, niin talldin

y 2 22
-o)ie) < [ o< (149 - (1=
Tehdiin sijoitus y = Sz, kun 8 = 1 + /2. T&llsin on voimassa
1 3/2 2) 3 1/2
V@) Bl e e EERET ) im0t
= 2 "1 2

Arvon 9(z)/x alarajaa voidaan arvioida vastaavalla menetelmélld ja tésta
seuraa, etta

Y(z) ~ (50)

jonka osoittaminen oli timén pykilin tavoite.

5.3 Alkulukulauseen todistus

Téamén pykildn tavoitteena on johtaa pykéildn 5.2 tuloksen ¢ (x) ~ z avulla
alkulukulause eli viittima (36)).

Maéiaritelm4 5.3. Logaritminen integraalifunktio eli Li-funktio méaaritellain
kaavalla

Todt

Li(z) = | 2%
i() 5 logt’

T > 2.

Maaritelma 5.4. Madritellidn Chebyshevin 6-funktio kaavalla

kun z € R ja p kiy lapi kaikki alkuluvut.

Chebyshevin f-funktiolla ja i-funktiolla on seuraava yhteys:

Yla) =Y 0'") = 0(x) + 0(z"?) + 0(="/?) + ... (51)

n=1
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5.3 Alkulukulauseen todistus

Mikili z'/% < 2, niin sarjan (51) kaikki termit, joissa n > k, ovat nollia.
Olkoon téllainen luku k& = log z/log 2. T&ll6in

log x
1/2y Yo%
bla) < vla) < O(a) + 0" 250
eli
log x
. 1/2 2
i) - B 5] < 0(z) < V(). (52
Koska
1/2
—Q(I Jlog — 0, T — 00,
T
niin ominaisuuden mukaan
O(x) ~ . (53)

Olkoon £ > 0 ja xg € R sellainen, ettd epayhtilo

(I-e)y<0y) <(1+e)y

on voimassa aina, kun y > xy. Télloin

w(y)—w(xo):/y%:‘ &H/y O _u (s

, logt . logt  J,, (logt)?t
=x0

Talloin termid 7(y) — 7(zo) voidaan arvioida ylirajalla

(I+ey (1-¢g)x N /y Ell +te;3idt
zo \108

log y log x
t Y t
———dt
- logt +/zo (logt)2t )

(1
logmo +e / lo t

+ (1 + ¢)(Li(y) — Li(zo)).

Y

=90 +(1+5)<

log x

N 6log T

Koska zy on kiinnitetty, niin talléin

W(y) < 9 Zo

. Li(xzg) = m(xo)
Li(y) = logze Li(y) i

Li(y)  Li(y)

+(14¢e)—(1+¢) <1+ 2,
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5.3 Alkulukulauseen todistus

kun y kasvaa riittdvin suureksi. Toisaalta samanlaisilla menetelmilla voidaan
arvioida, etta
Lo

—2¢
log x

+ (1 —&)(Li(y) — Li(z0)) < 7(y) — 7(x0)

ja tdsta saadaan, ettd riittavan suurella y

1 _90< MW
Li(y)
Koska jokaista € > 0 kohti on olemassa riittdvin suuri xy, niin 7 (y)/Li(y) —
1, kun y — oo ja € — 0. Tama todistaa alkulukulauseen eli

m(x) ~ Li(z). (55)
Osittaisintegroimalla voidaan johtaa my0s, ettd 7(z) ~ z/log .

100
90 +
80 +
70 +
60 +
o0 +
40 +
30 ¢
20 +
10 |

y = Li(x)

y=x/logx

X

40 80 120 160 200 240 280 320 360 400 440 480

Kuva 6: Alkulukulauseen tarkastelua graafisesti.
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6 ARVIOIDEN TARKKUUKSISTA JA RIEMANNIN HYPOTEESISTA

6 Arvioiden tarkkuuksista ja Riemannin hypo-
teesista

Alkulukulauseen todistaminen on ollut merkittiva saavutus alkulukujen ja-
kautumisen tutkimisen kannalta. Alkulukufunktion asymptoottinen arvio on
nyt ratkaistu ja alkulukufunktio voidaan esittdd muodossa

7(z) = Li(z) + o(Li(x)). (56)

Seuraava luonnollisesti kiinnostava ongelma on virhetermi n(x) — Li(z) =
o(Li(x)) ja sen tutkiminen. Tahén kysymykseen liittyy vield tdnékin paivini
ratkaisemattomia olettamuksia, silla Riemannin hypoteesin seuraus olisi, etta
tdma virhetermi olisi mahdollisimman hitaasti kasvava.

Tamén luvun tavoite on tarkastella alkulukulauseen mukaisen alkuluku-
funktion arvioinnin virherajoja seké siihen liittyvdd Riemannin hypoteesia
kirjallisuusldhteiden pohjalta ilman tédsmaéllistd matemaattista todistamista.

6.1 Arvioinnin virherajoista

Alkulukujen jakautumista voi kuvata eksplisiittisesti von Mangoldtin kaaval-

la (22):
—x—z ———log (1—27%) —log 2.

Kaavasta voidaan havaita, ettd (-funktion epétriviaalien nollakohtien reaa-
liosilla on oleellinen vaikutus siihen, etti kuinka nopeasti sarja nollakohtien
yli kasvaa arvoltaan, kun x kasvaa. Tédmaén voi todeta esimerkiksi siité, ettéd
27| = 2R, Alkulukulauseen todistuksessa riitti osoittaa, etti Re(p) < 1,
jotta pystyttiin toteamaan kyseisen sarjan arvon kasvavan riittdvin hitaasti,
jolloin ¢ (x) ~ x

Alkulukulauseen todistamisen jilkeen de la Vallée Poussin osoitti, ettd
nollakohtien reaaliosaa voidaan rajata paremmin ja talld on merkittivi seu-
raus virherajojen arvioinnissa.

Lause 6.1. On olemassa sellaiset vakiot ¢ > 0 ja K > 1, ettd ehto
c

log (Im(p))

on voimassa kaikilla epétriviaaleilla nollakohdilla, jotka toteuttavat ehdon
Im(p) > K.

Re(p) <1 —
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6.2 Riemannin hypoteesi

Todistus. (ks.[4]: Pykéla 5.2) O

Lause on vahvempi tulos kuin lause vaikka edelleen mielival-
taisen nollakohdan reaaliosalle ei tiedetd yldrajaa alueella [1/2,1) silla
c/log (Im(p)) — 0, kun |[Im(p)] — oo. Tdmén lauseen ansiosta voidaan
kuitenkin havaita, ettd epéitriviaalien nollakohtien reaaliosat ovat riittdvin
monen nollakohdan tapauksessa riittdvin rajattuja, jotta sen avulla voidaan
tdman tutkielman pykildn 5.2 tapaisilla menetelmilld osoittaa seuraava lause:

Lause 6.2. On olemassa sellainen vakio ¢ > 0, ettd ehto

m(x) - Li(x)  o—VeTogz
Li(x)
on voimassa.
Todistus. (ks. [4]: Pykéldt 5.1 ja 5.3). O

Erityisesti mahdollisimman pieni luku nollakohtien reaaliosien ylidrajaksi
olisi optimaalisinta sen kannalta, ettd arvioiden virherajat olisivat mahdolli-
simman pienid. Tatd kisitellidn seuraavassa pykéaldssa.

6.2 Riemannin hypoteesi

Riemannin hypoteesi on epétriviaalien nollakohtien reaaliosaa koskeva ole-
tus, jonka mukaan ehto Re(p) = 1/2 on voimassa kaikilla epétriviaaleilla
nollakohdilla. T#tad oletusta ei ole onnistuttu todistamaan oikeaksi, mutta
miljardeista etsityistd nollakohdista huolimatta sité ei ole osoitettu vadraksi-
kiadn. Yleinen uskomus onkin, ettd hypoteesi on oikein ja sen seuraukset ovat
yksi lukuteorian tutkimuksen kohde. Riemannin hypoteesin oikeaksi osoitta-
minen on yksi Clay-instituutin miljoonan dollarin Millenium-ongelmista [1].

Riemannin hypoteesin seuraus olisi, etta tasséd luvussa tutkittu alkuluku-
funktion ja logaritmisen integraalin vilinen erotus kasvaisi mahdollisimman
hitaasti [6]. T&lloin olisi voimassa

1
|m(x) — Li(z)] < S—ﬁlog T, kun z > 2657. [13] (57)
s
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6.3 Nollakohdat kriittisella suoralla

6.3 Nollakohdat kriittisella suoralla

Riemannin hypoteesin toteuttavien nollakohtien sanotaan sijaitseman krist-
tiselld suoralla eli suoralla Re(s) = 1/2. Riemannin hypoteesin todistaminen
on osoittautunut hyvin vaikeaksi ongelmaksi, mutta asiaa voidaan silti ldhes-
tya esimerkiksi todenndkoisyyksien kannalta tutkimalla kriittiselld suoralla
olevien nollakohtien suhteellista osuutta verrattuna kaikkiin kriittisen kaistan
nollakohtiin.

Vuonna 1914 G. H. Hardy osoitti, ettd (-funktiolla on &darettéméan mon-
ta nollakohtaa kriittiselld suoralla. Atle Selberg osoitti vuonna 1942 ettd
suoralla olevien nollakohtien lukuméaran suhde kaikkien epétriviaalien nol-
lakohtien lukumédrdén on positiivinen (ks. [4]: Pykald 11.1).

Nykyéan tiedetdén, ettd vahintddn reilu 2/5 kaikista epétriviaaleista nol-
lakohdista sijaitsee kriittisella suoralla [3]. Tadméan hetkisessd tutkimukses-
sa tulosta pyritddn parantamaan, mutta vaikka osoitettaisiin, ettd Rieman-
nin hypoteesin ehdon toteuttavien nollakohtien suhteellinen osuus kaikista
epatriviaaleista nollakohdista olisi 1, niin se ei silti riittdisi todistamaan Rie-
mannin hypoteesia. Epétriviaaleja nollakohtia, jotka eivit sijaitse kriittiselld
suoralla, voisi silti olla ddrettoménkin monta. Ne olisivat vain hyvin paljon
harvemmassa kuin kriittiselld suoralla olevat nollakohdat.

Muita kysymyksid on my0s epétriviaalien nollakohtien asteluvut. Tois-
taiseksi kaikki tiedetyt epéatriviaalit nollakohdat ovat olleet yksinkertaisia, ja
myos ndiden suhteellinen osuus on hyvin ldhelld tiedettyd Riemannin hypo-
teesin toteuttavien nollakohtien suhteellista osuutta.
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7 JOHTOPAATOKSIA

7 Johtopaatoksii

Tutkielmassa on késitelty niitd kysymyksié, joita johdantoluvussa pohdittiin.
Téassa viimeisessd, luvussa on tarkoitus tarkastella saavutettuja tuloksia ja
pohtia niiden merkitysta.

7.1 Yhteenveto

Alkuperédinen motivaatio tdmén aihepiirin kannalta oli selvittda alkulukujen
jakautumista ja etsid mahdollisesti laskennallisesti helppoa muotoa alkulu-
kufunktiolle. Diskreetissi lahtokohdassa hyvin hankala kysymys alkulukujen
jakautumisesta on saanut tiysin uuden perspektiivin analyysin kautta. Al-
kulukujen yhteys (-funktioon on selvi Eulerin tulokaavan

C(S)Z?}%:H(l—é)l, Re(s) > 1

peP
kautta ja (-funktion logaritmilla saatiin Maclaurinin sarjoilla sarjaesitys, jos-
sa alkuluvut esiintyvét:

log ((s) = ZZ n;ns Re(s) > 1.

peP n=1

Derivoimalla saatiin mééritelmén [4.4) mukaisella von Mangoldtin A-funktiolla

) A
G = et

samalla kun

e % [Z logp+ » logp] = A(m)u(z —m),

pr<e pr<w

jossa u on médritelmén mukainen Heavisiden funktio. Lopulta saatiin
tulokseksi

1 a-+1i00 CI(S> ds
_ 27 s 1 1.
2mi a—1i00 C(S) ! s w(x)’ Gz

Analyyttisen jatkamisen avulla (-funktion méarittelyaluetta laajennettiin

alueelle Re(s) < 1. Alueella 0 < Re(s) < 1 (-funktiolla on epétriviaaleja
nollakohtia p, joiden avulla (-funktio voidaan maaritelld uudelleen siten, ettéd

g T1(1=2) =500 (1-2) = e e () o,

Im(p)<h P
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7.1 Yhteenveto

milloin ottamalla logaritmin ja derivoimalla saadaan

¢'(s) s s S s ¢'(0)
_ — _ - 4+ _
¢(s) s—1 ; p(s = p) ; 2n(s+2n)  ((0)
ja lopulta saadaan von Mangoldtin kaava
1 [fotee(s) L ds Far 1
= —— Lt — = — — —Zlog(1—272)—log2
V() = —5 A A ; P og (1l —a77") —log2m,

miké oli se tavoiteltu laskentafunktion esitysmuoto, joka oli johdantoluvun
pykildssd 1.2.2 mainittu. Pykéldssd 4.3 voi tarkastella graafista esitystd ja
todeta tdman muodon muistuttavan pykaldn 1.2.1 laskentafunktion esitys-
muotoa sekd graafista approksimaatiota.

Koska 0 < Re(p) < 1, niin on mahdollista johtaa tulos ¢ (z) ~ x. Téastd
seuraa, ettd Chebyshevin funktiolla

O(x) = % [Z logp + Zlogp]

p<zx p<x
on myos voimassa 0(x) ~ z. Koska alkulukufunktion arvo on

0(x)
o) /0 o 1)

logt’

niin talloin
Todt
m(x) ~ —.
5 logt
Osittaisintegrointia hyodyntamalld alkulukulauseella voidaan tarkoittaa
myos arviota

X

()

Graafinen havainnollistus on esitetty pykildn 5.3 kuvassa [6]

Lopputuloksena voidaan todeta, ettd Riemannin (-funktio muutti alku-
lukujen jakautumisen perspektiivid merkittdvasti. Asian tarkastelu nollakoh-
tien kautta on asian tutkimisen kannalta parempi kuin diskreetti ajattelu-
tapa. Alkulukujen jakautumisen mysteerit liittyvit nyt suoraan nollakohtien
jakauman mysteeriin. Vaikka von Mangoldtin kaava on erittain elegantti tu-
los, niin se siséltda silti tuntemattomana tekijana nollakohtien jakautumisen.
Lattiafunktion Fourier’n sarjassa ei ole vastaavaa ongelmaa, silld luonnollis-
ten lukujen jakautuminen on triviaalia. Onneksi nollakohtien reaaliosa on to-
distetusti kuitenkin niin rajattu, etti alkulukulause on voimassa ja vaikealta
tuntuvaan ongelmaan on saatu nyt jonkinlainen ratkaisu.

~ logz
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7.2 Merkitys lukuteoriassa

7.2 Merkitys lukuteoriassa

Riemannin (-funktiolla ja alkulukulauseella on hyvin suuri merkitys lukuteo-
riassa. Alkulukulause tarjoaa erilaisia sovelluksia lukuteorian tutkimusta var-
ten, Riemannin hypoteesin seurauksia tutkitaan paljon ja teoriaa voi yleistaa
esimerkiksi aritmeettisten lukujonojen alkulukujen jakautumisen tutkimises-
sa.

Lukuteoriassa kokonaisluvun tekijéihinjaolla on suuri merkitys ja alkulu-
kulauseen sovellukset mahdollistavat tietyin edellytyksin halutut ehdot tiyt-
tavien luonnollisten lukujen jakautumisen tutkimisen. Erityisesti sileys- ja
karkeusehtojen maarddminen onnistuu asymptoottisesti.

Maaritelma 7.1. Luonnollinen luku n on m-siled, jos jokainen luvun n ja-
kava alkuluku p toteuttaa ehdon p < m. Vastaavasti luku n on k-karkea, jos
jokainen luvun n jakava alkuluku ¢ toteuttaa ehdon k < q.

Maaritelma 7.2. Olkoon p Dickmanin funktio, joka maaritellaan rekursii-
visesti kaikilla © > 0 seuraavasti:

p(u) =1, 0<u<l

Lipu) =—plu—1)/u, u>1.

Lause 7.3. Sileiden lukujen jakautumiselle on voimassa ehto

Z 1~ xp(u).

m<x
plm=p<az!/®

Todistus. (ks. [11]: pykéld 7.1, Theorem 7.2) O

Maaritelmi 7.4. Olkoon w Buchstabin funktio, joka méaéritelldén rekursii-
visesti kaikilla © > 1 seuraavasti:

w(u) =1/u, 1<u<?

L (uw(u)) =w(uw—1), u>2.

Lause 7.5. Karkeiden lukujen jakautumiselle on voimassa ehto
x

Z 1~ —logzcl/“w(u).

m<x

plm=—=p>a!/®

Todistus. (ks. [11]: pykdla 7.2, Theorem 7.11) O
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7.2 Merkitys lukuteoriassa

7.2.1 Dirichlet’n L-funktioista

Aritmeettisissa lukujonoissa olevia alkulukuja voidaan tutkia (-funktiota
yleistavilla L-funktioilla.

Maaritelmi 7.6. Funktiota y : Z — C kutsutaan Dirichlet’n karakteriksi
modulo d, kun kaikilla n € N se tayttdd ehdot

=0, kun (n,d) > 1,
1, kun (n,d) =1,

Maaritelma 7.7. Dirichlet’n L-funktioksi modulo d kutsutaan funktiota,
jonka méaarittelee kaava

L(s,x) = Z Xé?), Re(s) > 1,

kun x on jokin Dirichlet’n karakteri modulo d.

L-funktioille voidaan yleistda useat tulokset, jotka on johdettu téssé tut-
kielmassa (-funktiolle. Niin sanottu yleistetty Riemannin hypoteesi tarkoit-
taa, ettd analyyttisesti jatketun L-funktion epétriviaaleilla nollakohdilla on
aina sama reaaliosa. Dirichlet’'n L-funktion tapauksessa se on hypoteesin mu-
kaan aina 1/2.

Analyyttisen lukuteorian ensimmaéisid saavutuksia 1800-luvulla oli
lauseen yleistys L-funktioilla. Télld voitiin todistaa, ettd aritmeettisis-
sa lukujonoissa, joissa on enemman kuin yksi alkuku, on oltava darettomén
monta alkulukua. Tat4 tulosta kutsutaan Dirichlet’n alkulukulauseeksi (ks.
[11]: pykala 4.3, Corollary 4.10). Lause voidaan siis todistaa osoittamalla,
ettd tallaisten alkulukujen resiprookkisumma hajaantuu.

Erityisesti alkulukulause voidaan yleistdsd aritmeettisilla lukujonoilla
méadrittelemalld, ettd m,;(x) on lukua = pienempien ja muotoa b+ an olevien
alkulukujen lukumééri, kun a ja b ovat kiinnitettyja ja (a,b) = 1. Télloin

1
¢(a)
missd ¢ on Eulerin ¢-funktio (ks. [11]: pykéld 11.3).

Tap(T) ~ Li(x),
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Liite A

A Tarkennukset

Tahén liitteessd on koottu tarkennuksia ja huomautuksia, joilla on tarkoitus
selittdd paremmin erditd tutkielmassa olleita kohtia.

Pykild 1.2.1

Fourier’'n sarjat on yleisesti tunnettu tapa esittéé jaksollisia funktioita trigo-
nometristen sarjojen avulla. Olkoon funktio f : R — R jaksollinen ja tdman
jakson pituus on 7. Talloin

agp > 2mnx . 2mnx
f(l’)I?—F;(CLnCOS( T >+bnsm( 7 )),

missa

2 [T 2mna ,
an = T/C f(a:)cos( T )dx ja

2 c+T 2
bnzf/c f(a:)sin( WTnx)dx, kun c € R.

Té&ll6in esimerkiksi desimaaliosan {x} tapauksessa T'=1, ag = 1 ja

1
a, = 2/ x cos (2mnx)dr = 0,
0

1
1
b, = 2/ xsin (2rne)dr = ——
0

™

eli silloin, kun = € Z on voimassa

Tapauksessa © € Z edelld oleva kaava saa arvon 1/2, koska sin(27kz) = 0
aina, kun k,z € Z.

Tasainen suppenevuus

Monisteen [7] todistukset tasaisesti suppeneville reaaliarvoisille funktioille
voidaan yleistdd myos kompakteissa osajoukoissa suppeneville kompleksisille
funktioille, silla itseisarvoepéyhtélot patevat niissikin tapauksissa.
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Liite A

Lause A.1. Olkoon funktiojono (f,,) sellainen, ettd lim, ., f, = f tasaisesti.
Talléin f on jatkuva.

Todistus. (ks. [7]: Theorem 5.16) O

Lause A.2. Olkoon derivoituvien funktioiden jono (f,) sellainen, ettd f, —
f tasaisesti ja f; — g tasaisesti. Talloin f' = g.

Todistus. (ks. [7]: Theorem 5.18) O

Lauseesta A.2 seuraa, ettd jos tasaisesti suppenevan sarjan integroi ter-
meittdin ja tdmé sarja suppenee tasaisesti, niin talléin alkuperdisen sarjan
arvon integraali saa saman arvon kuin termeittdin integroinnissa.

Pykili 4.2
(%)

Sarjojen tasaisesta suppenevuudesta seuraa, ettd johdettu esitysmuoto
arvolle (’(s)/¢(s) on termeittdin derivoituva siten, ettd ndiden derivaat-
tafunktioiden summa on sarjan raja-arvofunktion derivaatta lauseen A.2
mukaan. Koska (’(s)/((s) on analyyttinen, niin tdméi esitysmuoto on voi-
massa.

(%)
Sarjan tasaisesta suppenevuudesta seuraa, ettd se on termeittiin integroituva
(% % x)

Koska suppeneminen on tasaista, niin se voidaan integroida termeit-
tdin, kuten kohdassa (xx).

Pykild 4.3

Pykalan 4.3 kuvan 5| kuvaaja on piirretty sivulla www.desmos.com ja kuvaa-
jaa voi tarkastella sivulla https://www.desmos.com/calculator/yixfqqoui3
(luotu 10.2.2020). Kuvaajan tarkastelussa komentorivilla parametri h on lu-
ku, jolla voi sdatdd huomioitavien nollakohtaparien lukuméaraa 205:een pa-
riin asti. Koordinaatiston pystyakseli on y-akseli ja vaaka-akseli x-akseli.
Kuvaajan piirtdmisessi kiytetyt (-funktion nollakohtien imagindériosat
on etsitty sivulta http://www.dtc.umn.edu/ odlyzko/zeta_tables/ [Andrew
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Odlyzko: Tables of zeros of the Riemann zeta function: The first 100,000
zeros of the Riemann zeta function, accurate to within 3*10 "~ (-9)] (luettu
10.2.2020).
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B ['-funktion identiteettien todistukset

Tassi liitteessa todistetaan I'-funktion

identiteetit (3), (), (5) ja (6) seki osoitetaan, ettd I'(1/2) = /7. Todistuk-
sien lahteend on kiytetty Jan-Hendrik Evertsen luentomonistetta [5].

Lause B.1. Seuraava identiteetti on voimassa:
[(s+1) = sI'(s).

Todistus. Oletetaan, ettd Re(s) > 0. Osittaisintegroinnilla saadaan

['(s+1) = / e Tdx =
0

oo
—xse_””—l—/ sr¥ e % dx
=0 0

_a,/.S o0
= lim —l—s/ e %dx
z—o0 e7T 0
= sI'(s),
miké todistaa lauseen ja siten identiteetin (3. n

Identiteetin osoittamista varten magritelliin:

Maaritelma B.2. Olkoon I',, méaritelty kaavalla

Lo(s) = /On (1 — %)nxs_ldas, Re(s) > 0.

Télloin erityisesti lim,, oo I'n(s) = I'(s).

Nyt osittaisintegroinnilla ndhdaan

n! n T
lim T, (s) = Ii (1—-) nts=2
i Do) = Jim e [ (1 ) et
! n! s
Tabws(s 1) (stn)
eli
] S
I'(s) = lim ik (58)

n—oo s(s+1)(s+2) - (s+n)’
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jolloin

[(s) :JEEO%(SH)-25‘32.)'-7-(s+n) (%gnﬁl) <n;§1) S
:’g%‘;%um‘<1+s/12>-~-<1+s/n>““)5(”%) (1+7)
:ég Kl+%)s<1+%>_l}.

Tama osoittaa identiteetin oikeaksi.
Seuraavaksi johdetaan (5)) eli

m=T(1-s)I(s)sin(7s), s€7
niyttamalld ominaisuutta (3) hyddyntimélls, etts
1 1 T/2n
r{1+—)r(1-—)=_"/" e N.
( - 2n> ( Qn) sin (7/2n) "
Tama riittad, koska edellisen yhtdlon molemmat puolet ovat meroformisia,

kun n korvataan kompleksisella muuttujalla, ja kummatkin puolet 1ahestyvit
lukua 1, kun n — oo. Nyt

1 1 oo o0
ri+—|r({1——1|= / e Tt/ - / e Yy /2y
2n 2n 0 0
:/ / e~ @) (2 /)2 dady.
o Jo

Tehdéén sijoitus u = x4y jav = z/y. Talléin z = uv/(v+1) jay = u/(v+1).
Laskemalla Jacobin determinantti

Oz,y) | 0xf/Ou OxfOv | _|v/(v+1) wu/(v+1) | _ —u
A(u,v) dy/ou  dy/dv /(v+1) —u/(v+1)? (v+1)2
saadaan
1 L\ [ [ 1|0, y)
F(1+%>F<1_%)_/0 /0 e Mt/ B, ) dudv
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Tehdiin sijoitus v = w?", milloin osittaisintegroinnin mukaan

o0 < 1/2n o0 1/2n—1 o0
/ Ul/?n 1 dv = — v _|_/ LU dv = / dw
0 (v+1)2 7011—1—1 0 2n v+1 o w41
_7/2n
 sin(7/2n)’

mistd seuraa , josta puolestaan seuraa I'(1/2) = /7.
Lopuksi johdetaan identiteetti @ eli ominaisuus

- (63 (GO

kiayttamalla maaritelméasta seurannutta ominaisuutta seuraavasti:

n!n? 2" tlnIns
I'(s) =1l = li 59
() = T e AR @t @iy Y
1 n!ns+1/2
I'fs+=|]=lim , 60
( 2) n—oo (s +1/2)(s+3/2)...(s+n+1/2) (60)
1 2n+1n!ns+1/2
r — =1 61
(3+2) noo (25 +1)(25 +3) ... (25 + 2n + 1) (61)
(2n+1)!- (2n + 1)%*
I'2s)=1 . 62
(25) nooo 25(25 + 1)... (25 + 2n + 1) (62)
Nyt identiteettien , ja mukaan
22T (s)['(s +1/2)
I'(2s)
0 | 22142 (nl)2p2s+1/2 25(2s +1)...(2s+2n+1)
= im :
n—oo \ 25(2s +1)...(2s+2n + 1) 2n+ 1) (2n+1)%
Koska
25,,2s
lim 2%n — lim erlog (2n/(2n+1)) _ 1
n—00 (277, + 1)23 n—o00 ’
niin

2¥T(s)L(s+1/2) 222 (nl)2/n
T(2s) = jm ( 20t 1) > =¢

missd C' on jokin vakio. Talloin

CN(2T(1) L~ 22T(s)T(s +1/2)
=TT T T

ja @ seuraa, kun kiytetddn identiteettia ja tehdéan sijoitus s — s/2.
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C Luvun 4 lemmojen todistuksia

Kaydaan téssa liitteessid von Mangoldtin kaavan johtamisessa kiytettyjen in-
tegraaleihin liittyvien lemmojen ja todistukset. Naissd todistuk-
sissa alkuperaisissd lemmoissa esiintyvé integrandin muuttuja ¢ on vaihdet-
tu muuttujaksi x, koska ¢ on varattu kompleksiluvun s imaginaariyksikolle.
Tarkastellaan integraalia

1 a+ih SdS

lim —

- r’—, z>0,a>0.
h—o00 271'7/ a—ih S

Tapauksessa 0 < = < 1 funktiolla 2°/s ei ole napaa alueella {a < Re(s) < K,
—h <Im(s) < h}, kun K on suuri vakio. Téll6in Cauchyn integraalilauseen
mukaan tdmén funktion integroiminen kyseisen suorakulmion muotoisen alu-
een ympari antaa tulokseksi nollan, joten

1 a+ih ajs 1 K+ih xs 1 K—ih xs 1 K+1ih xs

— “ds = —— Tds+ — Zds+ — L gs.
21t Jo_in S 270 Jorin S 21 Jo_in S 21 Jg_in S

Yhtalon oikealla puolella viimeisimmén integraalin itseisarvon yldraja on
(27) "1 (2¥ /K)(2h). Kahden muun integraalin itseisarvon ylirajat ovat

1 Kxad 1 " o
—_ — a0 = —
h 2

X

a

hlogz’

milloin

a+ih .5 K _ ,a K

L/ sl < et LAty
7 h|log x| or K

21 Joyin S

Koska 0 < x < 1 ja kun K — oo, niin epiayhtélon oikean puoleisin termi
suppenee kohti nollaa. Lemman tapaus 0 < ¢t < 1 on nyt todistettu.
Tapauksessa x = 1

lim — — = lim — :
h—00 20 Jo_in S  h—oo0 2T J_, a4l

1 (" a L[t
—tim [ — [ - @i [ -
hggo(Qﬂ/_hCLQ—i—t2 227r/_ha2+t2 )

1 /h/a du 1 /°° du 1
= lim — —_— = = —.
hooo 210 J_pyjq 1+ 0?21 1+u? 2

— 00

1/a+ihds R B
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Koska

1 a+ih ds 1 h/a du

. - 5 _ T 9
270 Join 8 27 J_pje 1+ u?
niin

[ =oum,

21 Jo_in S

miké oli kiiytetty ominaisuus pykéldssé 4.1.

Seuraavaksi on vield tutkittava vield tapausta x > 1, mikd on hyvin
samanlainen kuin aiempi tapaus, jossa 0 < x < 1. Tarkastellaan tasoa
{—K < Re(s) <a, —h <Im(s) < h}, johon kuuluu piste s = 0. Koska x°/s
on meroforminen tdmén alueen siséilla ja silld on napa kohdassa s = 0, voi-
daan valitsemalla pieni 6 > 0 integraalin laskemiseksi soveltaa Cauchyn in-
tegraalilausetta ja residylaskentaa:

s slogx 1 1 > 1 n
f‘ idszf' ¢ @:i% _+—§:E:§£L<ﬁ:2m,
=5 8 sl=5 sl=s |5 S n!

n=1

eli integraalin arvoksi suorakulmion yli muodostuu 1. Siis

1 at+ih _.s 1 —K+ih s
- m—dS + — x—dS
21 Jo_in S 270 Jaain S
1 ~K—ih s 1 a—ih s
b Lds+ — Tds=1,
2w J _gin S 2mt J _ge_an S
eli
1 at+ih _.s 1 a o 1 —K 1 a o
—/ Tds—1 < — $—0+—x—~2h+— T do
210 Join S 2r J_x h 2r K 2 J_x h
Lz —a %  127%n

Siis kun K — oo, niin

1 ot s x®
— —ds —1| < , a>0,x>1,
210 Join, S whlogx

milloin lemman kohdat ovat kaikki todistettuja. Lemman todistus
onnistuu kiyttadmalla lemmaa [4.5] silla sijoittamalla t = s — 3

z°ds = — Pt — = zt— = a”.

1 atico  q 1 a—f+ico 5 tdt B /Re(a—6)+ioo tdt 5
13 2mi Re(a—pB)—ioco 3

2m a—100 S_B 2m a—p—ioco
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Vield on siis todistettava lemmassa kiytetty arvio. Osittaisintegroin-

nin mukaan
/ x—ds —— + / ’ ds,
s slogx s?logx

milloin
a+id s ma—i-id xd—&-ic 70 d xit
—ds| < . + _ + —dt|.
atic S (a +id)logx (a +ic)logx| logz |J. (a+it)?

Koska |a + id| > |a + ic| > (a + ¢)/v/2, niin epiyhtilon oikealla puolella
olevien kahden ensimméisen termin summan yliraja on 2v/22%/((a+c) log x).
Kolmannen termin tapauksessa || =1 ja siten

¢ gt <1 > 1
[t < | it = [t
¢ (a+it)? . at+1t? o a?+ (c+1)?
0o 1 o0 2 2\1/2
S/ z—dt:/ (@ +c) du
0o a*+ct+t? o a4+ A+ [u(a®+ c2)1/?)?

1 /°° 1 < V2w
= u ‘=
(@+A)V2 J, 144 ~a+c 2

1 /a+id s p
_. — S
270 Jouie S

milloin lemma, on todistettu.

Eli

a

1 T T
< —|2V24+ —= ) —————
~ 27 ( V2 \/§) (a+c)logx’
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D Bernoullin luvuista ja (-funktion arvoista
kokonaislukupisteissa

Bernoullin luvuilla tarkoitetaan rationaalilukujen joukkoa, jolla on oleellinen

yvhteys esimerkiksi perdkkiisten luonnollisten lukujen potenssien summien

laskemisessa. Téssé liitteessd naytetddn kuinka Bernoullin luvut liittyvét (-
funktion arvoihin sen kokonaislukupisteissa.

Maaritelma D.1. Bernoullin luvut generoi funktio

jossa B, on jarjestykseltdan n. Bernoullin luku.

Télloin esimerkiksi By = 1, By = —1/2, By = 1/6, B3 = 0 ja By =
—1/30. Jokaisella n € N on voimassa By, 1 = 0. Bernoullin luvuilla voidaan
muodostaa seuraava yhtalo:

n 1 m ' '

E = |:(_1)] < m—|— 1 )Bjnm+1]:| 7
m+4 14 J

k=1 j=0

kun m € N jan € N (ks. [2]: pykéld 3.2, Theorem 3.2.4).
Yhteys (-funktion kokonaislukuarvoihin saadaan méaéritelmien[D.1]ja

avulla kun lasketaan
n! —2)""dz
lom = oo [ L E
™ Jo e#—1 2z

missé tie C' kulkee ddrettomyydesté aivan positiivisen reaaliakselin ylapuo-
lella 1dhelle origoa, minka jélkeen se pyordhtidéd vastapdivddn origon ympéri
ja palaa takaisin dédrettomyyteen aivan positiivisen reaaliakselin alapuolella.

Koska n on kokonaisluku, niin tie C' muuttuu d-séteiseksi kiekoksi origon
ympdéri, silld positiivisen reaaliakselin yldpuolen sekd alapuolen integraalit
kumoavat toisensa. Talloin

! L Bp2™\ (—2) " dz

m=0

Cauchyn integraalilauseen mukaan voidaan valita ¢ = 1, milloin

com =3 [y o [ eoyra

m=0

= n|B”_+1)!(_1)n - (_1)n%

(n+1 n+1
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eli kaikillan € N

Bn+1
) = — 63
((-n) = —24L (63)
T&lloin esimerkiksi
1/6 1
—1N=-"Lt"=_— 64
(1) == (64)

ja tistd seuraa (-funktion funktionaaliyht#lon identiteetin mukaan, etti

N 2

S % = ((2) = ((-Dr*r(-1/2) = T (65)

silld identiteetin (3) mukaan I'(—1/2) = —2-T'(1/2) = —2x'/2,

Lause D.2. Neliovapaiden luonnollisten lukujen osuus kaikista luonnollisista
luvuista on 6/72.

Todistus. Neliovapaiden luonnollisten lukujen suhteellinen osuus saadaan
poistamalla ei-neliévapaiden lukujen osuus Eulerin tulokaavan ja arvon (65

avulla:
1 1 6
0(-5) =
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